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Zusammenfassung

Die Abbildung, die zeigt, wie das Modell von Kermack und McKendrick zu den Daten von 1906 fiir die Pestepidemie in Bombay passt, ist eine
der am haufigsten reproduzierten Zahlen in Biichern iiber mathematische Modellierung in der Epidemiologie. In diesem Artikel zeigen wir, dass
die Annahme konstanter Parameter in diesem Modell zu unrealistischen numerischen Werten fiir diese Parameter fiihrt. Dariiber hinaus zeigen
die damals verdffentlichten Berichte, dass in Bombay jedes Jahr von 1897 bis mindestens 1911 Pestepidemien mit bemerkenswerter Saisonalitét
auftraten. Die Epidemie von 1906 ist also wirklich keine gutes Beispiel fiir ein Ende der Epidemie, weil die Zahl der anfdlligen Menschen unter
eine bestimmte Schwelle gefallen ist, wie von Kermack und McKendrick vorgeschlagen, aber ein Beispiel fiir eine saisonale Epidemie. Wir
présentieren ein saisonales Modell fiir die Pest in Bombay und berechnen die Nettoreproduktivititen von Ratten und Flohen. Dabei wird der von
Roberts und Heesterbeek eingefiihrte Begrift auf periodische Modelle ausgedehnt.

1. Einleitung

Die Abbildung, die zeigt, wie das Modell von Kermack und McKendrick (1927; 1991) zu den Daten von 1906 fiir die Pestepidemie in
Bombay passt, ist epidemiologischen Modellierern bekannt (Abbildung 1). Es wurde in Biichern iiber mathematische Epidemiologie (Keeling
und Rohani, 2008; Waltman, 1974), mathematische Biologie (Banks, 1994; Britton, 2003; Cavalli-Sforza und Feldman, 1981; Edelstein-Keshet,
2005; Hastings, 1997; Mangel, 2006; Murray, 2002; Olinick, 1978; Shigesada und Kawasaki, 1997), Differentialgleichungen (Braun, 1993) und
die Geschichte der mathematischen Modellierung (Bacaer, 2011; Israel, 1996). Die Daten, deren Ursprung Kermack und McKendrick (1927)
nicht spezifizieren, stammen aus einem 1907 veroffentlichten Umfragebericht iiber die Pest in Indien (Advisory Committee1907b, p. 753).
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Abbildung 1. Wochentliche Zahl der Pestopfer in Bombay zwischen dem 17. Dezember 1905 und dem 21. Juli 1906 (
Advisory Committee1907b, p. 753). Die Gleichung der Kurve lautet 890/ cosh?(0,2 ¢ — 3,4) wie in (Kermack und McKendrick,
1927).

Kermack und McKendrick erhielten die Glockenkurve von Abbildung 1 jedoch nicht direkt aus ihrem urspriinglichen Modell, einem System
aus drei Differentialgleichungen, da diese keine explizite Losung hatten. Sie verwendeten stattdessen eine bestimmte Naherung, fiir die sie eine
explizite Losung erhielten: die Anzahl der Todesfélle pro Zeiteinheit dz/dt war in der Form

dz A

oA M
t  cosh’(Bt — ¢)

wo die drei Parameter A, B und ¢ hingen in komplizierter Weise von den Parametern des Modells ab. Anpassen der Daten ergab A = 890 pro

Woche, B = 0,2 pro Woche und ¢ = 3,4. Kermack und McKendrick erwéhnten auch mehrere Annahmen, die ihr Modell vereinfachten;

Beispielsweise beriicksichtigt ihr Modell Ratten und Flohe, die die Pest iibertragen, nicht explizit. Sie bemerkten, dass:

" Keine dieser Annahmen ist strikt erfiillt und folglich kann die numerische Gleichung nur eine sehr grobe Anndherung sein. Eine
enge Anpassung ist nicht zu erwarten, und Riickschliisse auf die tatsdichlichen Werte der verschiedenen Konstanten sollten nicht
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gezogen werden .
Trotz dieser Einschrankung kann es sich lohnen, dies genauer zu untersuchen. Insbesondere mag man sich fragen:

¢ Welche Werte der Parameter des Originalmodells entsprechen der Anpassung von Abbildung 1?
e Was ist die Reproduzierbarkeit Ry verbunden?

Wir haben diese Fragen von Yann Dartois erhalten, einem Mathematiklehrer, der seinen Schiilern eine Simulation des urspriinglichen
Differentialgleichungssystems und dessen Anpassung an die Daten zeigen wollte, ohne die komplizierten Berechnungen erklaren zu miissen, die
zur Anndherung fiithren. (1). Vor relativ kurzer Zeit (Dietz, 2009) wurde auch versucht, die Parameter des Modells zu finden und zu berechnen
Ry. Bei den Berechnungen wurden jedoch einige Fehler gemacht, und es wurde nichts Besonderes festgestellt.

In Abschnitt 2 erinnern wir uns an den historischen Kontext und die Formeln von Kermack und McKendrick. In Abschnitt 3 stellen wir die
Berechnungen vor, mit denen wir die Werte der Parameter aus der Anpassung ermitteln konnen. Wir wenden sie auf den Pestfall in Bombay an
und erkléren, dass die erhaltenen Werte ziemlich unrealistisch sind. Wir miissen daher die Annahme konstanter Werte fiir die Parameter in Frage
stellen. In Abschnitt 4 wird die Rolle der Saisonalitit erdrtert, die sicherlich fiir den Niedergang der Epidemie im Jahr 1906 verantwortlich ist,
und ein periodisches Modell fiir diese Pestepidemie vorgeschlagen. Das Modell umfasst Flohe, Ratten und Menschen wie in (Keeling und
Gilligan, 2000; Keeling und Gilligan, 2000; Monecke et al., 2009). Beachten Sie jedoch, dass (Monecke et al., 2009) beriicksichtigt nur
einjahrige Epidemien ohne Beriicksichtigung der Saisonalitdt. Eines der Modelle in (Keeling und Gilligan, 2000) war saisonabhéngig,
betrachtete jedoch die Jahrhundertskala, so dass

" Die Auswirkungen der saisonalen Schwankungen werden herausgemittelt. ""

Abschnitt 5 enthilt zunéchst eine Definition der Reproduzierbarkeit eines Typs fiir periodische Modelle. Dies wird auf das Modell im
vorherigen Abschnitt angewendet. Dies erweitert Roberts und Heesterbeeks Arbeit an Modellen in einer konstanten Umgebung (Heesterbeek
und Roberts, 2007; Roberts und Heesterbeek, 2003; Roberts, 2007). Abschnitt 6 verkniipft die Reproduzierbarkeit eines Typs unseres
periodischen Modells mit der Reproduzierbarkeit eines reduzierten Modells. Im letzten Abschnitt werden einige mogliche Wege fiir zukiinftige
Arbeiten erwéhnt.

2. Beulenpest in Bombay und die von Kermack und McKendrick erhaltenen Formeln

Die Beulenpest trat im August 1896 in Bombay, dem heutigen Mumbai, auf (Gatacre, 1897). Es wurde endemisch und trat in den folgenden
Jahren mit einem starken saisonalen Charakter wieder auf, wie wir in Abschnitt 4 sehen werden. Die Pest breitete sich auch in ganz Indien aus,
was zwischen 1898 und 1918 mehr als zehn Millionen Todesfille verursachte (Pollitzer, 1954, S. 26). Im Januar 1905 wurde der indische
Staatssekretér, die Royal Society,und das Lister-Institut schuf einen beratenden Ausschuss. Die Arbeitskommission hatte ihren Sitz in Bombay.
Die Kommission fiihrte zahlreiche Laborexperimente und Feldstudien durch, um alle Aspekte der Krankheit zu untersuchen. Infolgedessen
wurden zwischen September 1906 und April 1917 nicht weniger als vierundachtzig "Peststudienberichte in Indien" mit Hunderten von Tabellen,
Diagrammen und Karten als Sonderausgaben der Journal of Hygiene. Diese Zeitschrift wurde jetzt digitalisiert und ist kostenlos unter
www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/journals/326/ verfiigbar . Die meisten Informationen in unserem Artikel stammen aus diesen Berichten.

Die saisonale Pestepidemie von 1906, die von Januar bis Juli 1906 andauerte, war die erste Epidemie, die von der Kommission untersucht
wurde und die auch die grofite Aufmerksamkeit erhielt. In Wirklichkeit war es jedoch von "méBiger Schwere". Die Kommission konnte die
Rolle der Ratten und ihrer Flohe bei der Ausbreitung der Pest endgiiltig feststellen. Es ist anzumerken, dass Herr Kesava Pai, mit dem
McKendrick 1911 einen Artikel schreiben wollte, und der Direktor des Pasteur Institute of India in Kasauli, wo McKendrick zwischen 1905 und
1920 arbeiten sollte, Mitglieder der Kommission waren.

In (Kermack und McKendrick, 1927) studierten Kermack und McKendrick ein mathematisches Modell mit drei Kompartimenten: z(t)
gesunde Menschen, y(¢) Menschen mit Pest infiziert und z(¢) tote oder immunisierte Menschen. Die Gleichungen waren

dz dy dz

ax _ y _ _ az _ 2
= kzy, —-=kzy—Lly, —- =Ly, (2)

wo k > 0 ist eine Art Kontaktrate und £ > 0 Sterblichkeit oder Heilungsrate. Die Autoren konnten zeigen, dass unter den Anfangsbedingungen
z(0) = zo, y(0) = yo und 2(0) = 0dann

dz Ckz
P :€($0+y0—$06 k/l—z)7

eine Gleichung, die keine explizite Losung zu haben scheint. Sie nahmen an, dass der dimensionslose Ausdruck k z(t) /£ bleibt relativ klein und
verwendet die Anndherung e * ~ 1 — u + u?/2 zu bekommen

A G- P L

Diese Riccati-Gleichung hat eine explizite Losung 2(t) Dies ergibt eine Anzahl von Todesféllen pro Zeiteinheit gleich (1), wobei

6Q? QY ! kzy )2 k2
=< B="" tanh(¢) = ————, Q =4/ (=2 —1) + 22y = .
213()]{32’ 9 , tan (¢) Q ’Q ( ; ) + 2T Yo 22

Beachten Sie mit (1), dass A ist das Maximum von dz/dt (ungeféhr 900 pro Woche in Abbildung 1) und das t* = ¢/ B ist der Moment, in dem
das Maximum erreicht ist (19 Wochen nach dem Start in Abbildung 1). Es gibt also wirklich nur einen unbekannten Parameter im
Anpassungsprozess, sagen wir B , und Kermack und McKendrick haben wahrscheinlich mehrere Werte ausprobiert. Nach einer ersten
Schitzung von B stellten sie wahrscheinlich fest, dass ihre Anpassung an die gesamte Kurve durch geringfiigige Anderung der Parameter
verbessert werden konnte: 4 = 890 pro Woche und t* = ¢/B = 17 Wochen. SchlieBlich entschieden sie sich fiir B = 0,2 pro Woche und daher
¢ = 3,4. Das Modell hat jedoch vier Parameter: o, yo, k und £. Wie kann man aus nur drei Gleichungen vier unbekannte Parameter ableiten?
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3. Parameterwerte

Mit R = kzo/£haben wir

A= E2Q;2$0’ B= % tanh(¢) = RC; 1, Q= \/(R— 1)24+2Ryo/0 .
Also @ = (R — 1)/ tanh(¢) und
Ty = Q2 _253%_ 1)2 = (R— 1)22(Ri Y = 2R£ S_inll)lz((b) . 3)
tanh?(¢)
Aber die Gleichungen fiir A und B zeigen auch das an £ = 2B/Q und
2R’A R?2A  R’Atanh(¢) R?Asinh(¢)
T 07 T BQ T B(R-1)  B(R—1D)cosh(¢) @
Mit den Gleichungen (3) und (4) erhalten wir
R(R—1) = 2By sinhXﬁ) cosh(¢) _ By si;lh(Z(j)) ' )
Die einzige positive Wurzel dieser quadratischen Gleichung in R ist
R 1++/1+ 43;,0 sinh(2¢)/A ‘ (©)

Wir haben vier Unbekannte, aber drei Gleichungen. Mehrere Auswahlmdglichkeiten fiir Parameter(zg, yo, k, £) entsprechen dem gleichen
Triplett (A, B, ¢). Wir kdnnten uns entscheiden, einen der Parameter festzulegen: die durchschnittliche Infektionsperiode 1/ Pest, die
urspriingliche Grofe zy der gesunden Bevolkerung in Bombay im Jahr 1905 oder die anféngliche Anzahl der infizierten Menschen y,. Es
scheint nicht moglich zu sein, k a priori festzulegen.

Zunéchst konnte man denken, dass die Wahl der Infektionsperiode relativ einfach ist. Nach (Advisory Committee1907b, p. 765) betrigt die
durchschnittliche Krankheitsdauer in todlichen Féllen ungeféhr 5,5 Tage. Es gibt jedoch auch eine Inkubationszeit von durchschnittlich ca. 3
Tagen (Advisory Committeel1907b, p. 765). SchlieBlich sollten wir nicht vergessen, dass Modell (2) eine Vereinfachung des
Infektionsprozesses darstellt. Infizierte Ratten infizieren ihre Flohe, die andere Ratten und gelegentlich Menschen infizieren. Die Pestepidemie
beim Menschen wird vollstandig durch das Tierseuchen bei Ratten bestimmt, nur wenige Tage zu spit (Advisory Committee 1907b,
Abbildung III).

Stellen Sie sich dann vor, dass System (2) ein Modell fiir die Pest bei Ratten ist. In Laborexperimenten starben Bombay-Ratten, auf die die
Pest effektiv libertragen wurde, durchschnittlich 9 Tage nach ihrer ersten Exposition gegeniiber infizierten Flohen (Advisory Committee
1906a, p. 445). Aber auch hier sollte nicht vergessen werden, dass diese Dauer mdglicherweise wenig mit der "scheinbaren Infektionsperiode"
zu tun hat, da Flohe Ratten nur dann verlassen, wenn sie bereits tot sind. Nach (Advisory Committee 1908, p. 285) haben Experimente
gezeigt, dass Flohe wihrend der Pest-Saison zwei Wochen lang infektios bleiben kdnnen, jedoch nur eine Woche auBerhalb dieser Saison. Es
gibt daher erhebliche saisonale Schwankungen, auf die wir in Abschnitt 4 zuriickkommen werden. Folglich wird im Rahmen eines so einfachen
autonomen Modells wie (2) die Wahl von1 /£ ist nicht einfach.

Betrachten Sie nun die Anfangsgrofle zoder gesunden Bevolkerung in Bombay im Dezember 1905. Zu dieser Zeit konzentrierte sich die
Bevolkerung von Bombay fast ausschlieSlich auf "Bombay Island" und seine 22 Quadratmeilen. Die Volkszédhlung vom Februar 1906 ergab
eine Bevolkerung von etwa einer Million Einwohnern (Advisory Committee 1907b, p. 726). Wir wihlen 2y = 10°. Gleichung (4) zeigt das R
ist die Losung der quadratischen Gleichung

(Atanh ¢)R? — (Bxo)R + Bz = 0.

Numerisch bekommen wir R ~ 202 und R ~ 1,005. Aber (5) zeigt das yg = AR(R — 1)/(Bsinh(2¢)). Das gibt yo ~ 446 000 und y, ~ 0,06
. Die beiden Losungen sind absurd, die erste, weil bei der Epidemie von 1906 etwa 10.000 Menschen ums Leben kamen, die zweite, weil yq ist
eine Reihe von Menschen. Es ist also nicht moglich, die gesamte Bevolkerung als gefahrdete Bevolkerung zu betrachten.

Es bleibt zu priifen, ob wir realistische Werte fiir die Parameter mit einer Auswahl von erhalten yo. Sagen wir zum Beispiel yo = 1zu Beginn
der Epidemiekurve. Tatséchlich gibt (Kermack und McKendrick, 1927) (siehe Abbildung 1) nicht an, welches Ereignis dem Zeitpunkt
entspricht¢ = 0. Einmal ausgewahlt yo gibt Gleichung (6) R. Wir konnen rechnen Q = (R — 1)/ tanh(¢) und £ = 2B/Q. Endlich z ist
gegeben durch (3) und k = R£/zy. Mit yo = 1 bekommen wir £ ~ 4,32 pro Woche, 2y ~ 57 368 und k ~ 0,0000823 pro Woche. Beachten
Sie, dass die durchschnittliche Infektionsperiode wire 1/¢ ~ 0,23 Woche auch 1,6 Tage. Die gefihrdete Bevolkerung wire
N = 2o + yo ~ 57 369. Reproduzierbarkeit wireRy = kN /£ ~ 1,09 und numerisch fast gleich R. Das hierRy scheint im Vergleich zu
typischen Werten fiir andere Infektionskrankheiten ziemlich klein zu sein (Anderson und May, 1991; Keeling und Rohani, 2008, S. 21), zumal
die Pestepidemie nicht durch eine langsame verursacht wird Zunahme der Bevolkerungsdichte bis zur Schwelle Ry = 1 aber mit ziemlicher
Sicherheit bei der Ankunft von infizierten Ratten mit dem Boot. Die dritte Pestpandemie begann 1894 in Hongkong. Als "scheinbare
Infektionsperiode" 1/£ (dessen Interpretation schwierig ist, wie wir oben gesehen haben) ist auch sehr kurz, die Verdopplungszeit
log(2)/(kxy — £) zu Beginn der Epidemie dauert ein angemessener Wert, etwa 13 Tage. Ein groferes Problem ergibt sich, wenn wir die
gefiahrdete Bevolkerung betrachten NV ~ 57 000. Gesehene Berichte iiber die geografische Verteilung von Pestféllen beim Menschen (
Advisory Committee 1907b, map I, p. 727 und p. 787-794) scheint es, dass alle dicht besiedelten Gebiete von Bombay Island von der
Epidemie betroffen waren. Es gibt keinen offensichtlichen Grund, warum nur 57.000 Menschen gefdhrdet sind, wenn die Gesamtbevolkerung
rund eine Million betragt.



Man konnte sich fragen, ob eine etwas andere Wahl als yo(als Ganzzahl angenommen) kénnte zu verniinftigeren Parameterwerten fiihren.
Dies ist in Tabelle 1 gezeigt, in der wir enthaltenR,, eher als k. Die entsprechenden Epidemiekurven (nicht gezeigt) bleiben alle nahe an der von
Fig. 1, aber die Anndherung verschlechtert sich als y, erhoht sich.

Tabelle 1. Empfindlichkeit
der Parameter gegeniiber der
Auswahl von yy.

zo | 1/¢ (Tage)‘ Ry |
[1 [57368[1,6 [1,09]
2 [35439][3,0 [1,17]
5 [28202][4,3 [1,24]

Tabelle 1 scheint darauf hinzudeuten, dass unser Schitzprozess nicht wirklich robust ist. Aber denken wir daran Rowird als knapp iiber 1

angenommen, wobei das Modell sehr empfindlich auf kleine Anderungen der Parameterwerte reagiert. In allen Fillen sind die unterschiedlichen
Werte von zp und N = z¢ + yo in Tabelle 1 sind alle viel zu klein, um realistisch zu sein.

Bisher wurde implizit angenommen, dass alle Infektionen zum Tod fiihren. Aber (Advisory Committee 1907b, p. 762) erwahnt 11010
Todesfélle unter 12245 Infektionen, das sind 90% der Sterblichkeit. Weil z(¢) umfasst sowohl die Toten als auch die Geheilten, die Kurve fiir
dz/dt (Abbildung 1) muss mit einem neuen Maximum skaliert werden A gleich 890/90% ~ 989, die Parameter B und ¢ identisch bleiben. Mit
yo = 1sind die neuen Parameter zo ~ 69 183, 1/¢ ~ 1,5 Tage und Ry ~ 1,08. Es gibt kaum einen Unterschied zu dem Fall, in dem 100%
Mortalitdt vorliegen. Die als gefahrdet eingeschétzte Bevolkerung bleibt zu klein.

Zusammenfassend scheint die Anpassung der Epidemiekurve unter der Annahme konstanter Parameter zu unrealistischen Parameterwerten
zu flihren. Es reicht nicht aus, wie Kermack und McKendrick (1927, S. 715) schreiben

" Die berechnete Kurve, die impliziert, dass die Raten wihrend der Epidemie nicht variierten, entspricht in etwa den beobachteten
Zahlen. ""

4. Saisonalitait

Die Losung des Problems im vorherigen Abschnitt ist eigentlich sehr einfach. Modell (2) sollte aufgegeben werden. Die Kurve in Abbildung
1 kann mit realistischeren Parameterwerten einschlieBlich Saisonalitit erhalten werden. Unser Ziel ist es nun, ein realistisches saisonales Modell
der Pestepidemie zu entwickeln und die entsprechende Reproduzierbarkeit abzuschitzen. Wir werden die beiden Hauptwirte, Ratten und Flohe,
einbezichen, fiir die die 7- Reproduzierbarkeit eines Typs ein besseres MaB fiir den Aufwand ist, der zur Bekdmpfung der Epidemie erforderlich
ist. Wir werden daher auch die Berechnung von T fiir saisonale Modelle diskutieren , die von groerem Interesse sein konnen.

Die Pest trat im August 1896 in Bombay auf, aber die erste echte Epidemie begann im Frithjahr 1897. Sie wurde endemisch. Die Todesfille
durch die Pest wurden fast jeden Monat bis mindestens 1911 registriert, mit Spitzenwerten im Marz oder April eines jeden Jahres (Abbildung
2). Zwischen Dezember und Juni wurde stets eine hohe Mortalitidt beobachtet, zwischen Juli und November eine niedrige Mortalitét. Die Pest
blieb in Bombay bis 1923 haufig (Pollitzer, 1954, S. 28). Diese regelméfige Saisonalitdt unterscheidet sich stark von den Pestepidemien vom
14. bis 18. Jahrhundert in Europa, die unregelmiafig auftraten und Gegenstand fritherer Modelle waren (Keeling und Gilligan, 2000; Keeling
und Gilligan, 2000; Monecke et al., 2009).
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Abbildung 2. Wochentliche Anzahl der Pestopfer in Bombay zwischen Januar 1897 und Dezember 1911. Die Daten stammen von (
Advisory Committee1907b, p. 753), (Advisory Committeel1908, Abbildung I) und (Advisory Committeel1912, p. 222—226).

((Advisory Committee 1908; St. John Brooks, 1917) untersuchte den Ursprung dieser Saisonalitdt. Ein Vergleich mit meteorologischen
Statistiken ergab, dass die Epidemie nicht aufrechterhalten werden konnte, wenn die Durchschnittstemperatur {iber 80 ° F oder 26,7 ° C lag.
Eine dhnliche Schlussfolgerung wurde fiir andere Teile Indiens gezogen, wobei die Luftfeuchtigkeit eine untergeordnete Rolle spielte (St. John
Brooks, 1917). Pestbazillen sind temperaturempfindlich. Laborexperimente zeigten, dass der Anteil der Flohe im Magen, aus denen sich
reichlich Pestbazillen vermehren, bei kaltem Wetter um ein Vielfaches hoher sein kann als bei warmem Wetter (Advisory Committee 1908, p.



283-285). Entsprechend konnen Flghe bei kaltem Wetter viel linger ansteckend bleiben als bei heiBem Wetter. Ahnliche Ergebnisse wurden
unter Verwendung eines Kiithlraums oder eines beheizten Raums erhalten.

Ein weiterer Faktor war das saisonale Vorhandensein von Rattenfldhen. Zwischen Januar und Marz konnten mit Meerschweinchen als Appts
mehr gefangen werden als in den anderen Monaten des Jahres (Advisory Committee 1908, p. 296). Die durchschnittliche Anzahl der Flohe bei
Ratten, die zwischen Februar und Mai gefangen wurden, war ebenfalls am hochsten (Advisory Committee 1908, p. 297). Variationen in der
Haufigkeit von Flohen kénnen jedoch darauf zuriickzufiihren sein, dass Fl6he tote Pestratten zuriicklassen, um einen neuen Wirt zu finden.

Die Saisonalitdt der Rattenfruchtbarkeit, geschitzt durch den Anteil junger Ratten und trichtiger Ratten an gefangenen Ratten, schien
weniger wichtig zu sein (Advisory Committee 1907b, p. 748). Allerdings haben die Populationen von Ratten aufgrund der durch die Pest
verursachten Sterblichkeit sicherlich geschwankt.

Mit all diesen Elementen ist es klar, dass der Riickgang der Epidemie von 1906 im Juni nicht auf den Riickgang der Zahl gesunder Menschen
unter eine bestimmte Schwelle zuriickzufiihren ist, wie es das Modell von Kermack und McKendrick nahe legt, sondern einfach darauf ein
saisonaler Faktor, der Bazillen und Flohe beeinflusst. Als alternatives Modell konnten wir versuchen, die gleichen Gleichungen (2)
beizubehalten, jedoch mit periodischen Koeffizienten. An dieser Stelle erscheint jedoch ein etwas komplexeres und realistischeres Modell
angemessen. Wir werden die jetzt Standardnotation verwenden (S, I, R) statt (z,y, z). S(t) ist die Anzahl der gesunden Ratten, I(¢) die Anzahl
der infizierten Ratten und R(t) die Anzahl der immunisierten Ratten. P(t) = S(t) + I(t) + R(¢) ist die Gesamtzahl der lebenden Ratten.
Insbesondere wird nur die schwarze Ratte beriicksichtigt, obwohl Berichte eindeutig darauf hinweisen, dass der Pestepidemie bei diesen Ratten
mit nur wenigen Wochen Unterschied immer eine dhnliche Tierseuche bei braunen Ratten vorausging.F'(t) ist die Anzahl frei lebender
infizierter Flohe, d. h. noch nicht an eine Ratte oder einen Menschen gebunden. H (¢) ist die Anzahl der infizierten Menschen. D(¢) ist die
Haufigkeit von Peststerben beim Menschen. Gesunde Menschen und gesunde Flohe werden nicht beriicksichtigt, da sie wahrscheinlich im
UbermaB vorhanden waren: Es sollte beachtet werden, dass bei einer Million Menschen jihrlich etwa 10.000 Todesfille durch die Pest beim
Menschen auftraten. Da die Beulenpest hauptséchlich ein Tierseuchen bei Ratten ist und der Mensch nur gelegentlich Wirte von Rattenflshen
ist, wird die Anzahl anfélliger und immuner Ratten beriicksichtigt. Wir fassen den Infektionsprozess wie folgt zusammen:

s _
dt
dar _
dt
ar
dt
dF

=em'I-mR,

—b(P)-mS—c(l fw)ﬂ(ﬂ(t))%F+5m'I,

c(1 —w)ﬂ'(ﬁ(t))%F—m'I,

— =fr(l—e—¢€)m'I—cF,

dt
dH

dt

=cwn(0(t)) F—aH,

D(t) = ca H(t).

Tabelle 2 gibt die Bedeutung der Parameter und ihre numerischen Werte an.

Tabelle 2. Parameterwerte.

|b(P) ||Fruchtbarkeit von Ratten b(P) = P/(1 + P/K) ||7‘ = 0,4/ Monat ||(Leslie, 1945)
I K = 50000 Einstellung
1/m |Lebenserwartung von Ratten m = 0,03/ Monat (Leslie, 1945)
. . . ((Advisory Committee
1/c |Zeit fiir freie Flohe, einen Gastgeber zu finden ¢ = 30/ Monat
1907a, p. 475)
|w ||Anteil der freien Flohe, die einen menschlichen Wirt finden ||w =2% ||Einstellung
(6) Wahrscheinli(?hlieit der Ubertragung des Flohs auf Ratten oder 7(6) = o x (0,75 — 0,25 tanh(6 — 80)) ((Advisory Committee
Menschen (6 in ° F) 1908, p. 283)
o = 90% Einstellung
Advisory Committee
6(t) |T tur (° F Abbildung 3 («
() [ Temperatur (* F) raung 1908, Abbildung I)
Advisory Committee
1/m/||Dauer der Pest bei Ratten m' = 3/ Monat (« Y
1906a, p. 445)
) o ) ((Advisory Committee
5 Anteil der Ratten, die sich ohne Immunitét erholen e =10%
1908, p. 284)
) . ) ((Advisory Committee
e’ Anteil der immunheilenden Ratten e =10%
1908, p. 284)
f durchschnittliche Anzahl FI&h Ratt f=4 ((Advisory Committee
urchschnittliche Anza 6he pro Ratte = 1907, p. 752)
|7T ! ||Wahrscheinlichkeit der Ubertragung von Ratte auf Floh ||7r’ =m ||Hypothese
1/a |p der Pest beim Mensch 4 = 4/ Monat ((Advisory Committee
auer der Pest beim Menschen ona 1906b. p. 526)
Sterblichkeit 90% ((Advisory Committee
o o=
erbiehiel ° 1907b, p. 762)

Hier einige Kommentare zum Modell und den Parametern:



e Der Leser kann die Ahnlichkeit zwischen diesem Modell und Intra-Host-Modellen fiir HIV-Infektionen feststellen, bei denen infizierte
Ratten Flohe freisetzen, wenn sie sterben, wie infizierte CD4-Zellen, die HIV-Virionen freisetzen, wenn sie explodieren (Nowak und
May) 2000).

e Das Modell eignet sich fiir die bei weitem am weitesten verbreitete Beulenpest in Indien (Pollitzer, 1954, S. 28), aber natiirlich nicht fiir
die Lungenpest, die die Hauptform der Epidemie in Harbin war (Dietz, 2009). . Die Lungenpest kann direkt zwischen Menschen
ibertragen werden.

« Laborexperimente haben gezeigt, dass eine direkte Ubertragung der Beulenpest ohne Flhe nicht moglich ist (Advisory Committee
19064, p. 466).

 Daten aus dem klassischen Artikel von PH Leslie (1945) betreffen die braune Ratte (beachten Sie, dass log(2)/m ~ 23 ist die
Halbwertszeit). Experimentelle Farmen von schwarzen Ratten, deren Population als wiichst e "™ ergab &hnliche Ergebnisse (
Advisory Committee 1911, p. 199). Der Parameter K im Ausdruck vonb(P), der mit der GroBe der Rattenpopulation zusammenhéngt,
ist ein freier Parameter, der zur Anpassung an die Pestkurve beim Menschen verwendet wurde.

o Wir haben die durchschnittliche Zeit benétigt, die ein Chip bendtigt, um einen Host zu finden 1/¢ ~ 1 Tag, wegen der folgenden
Beobachtung: " In einem Gebdude in Bombay, in dem eine schwere Rattensterblichkeit aufgetreten war, das sich als Folge der Pest
herausstellte, hatten wir Rattenfléhe in grofer Zahl an den Beinen von Mdnnern genommen, die in einige eingedrungen waren der
Zimmer in diesem Gebdude auch nur fiir kurze Zeit (Advisory Committee 1907a, p. 475). Nimm 1/c ~ 0,5 Tag macht fast keinen
Unterschied (siehe auch Abschnitt 6 unten).

¢ Der Anteil w von freien Flohen, die einen menschlichen Wirt finden, hdngt von den hygienischen Bedingungen in Bombay ab (
Advisory Committee 1907b). Es wurde als Parameter zur Anpassung verwendet, wobei festgestellt wurde, dass die Anzahl der
Todesfalle durch die Pest nahezu proportional zu w ist.

o Die Ubertragungswahrscheinlichkeit 7r(¢) modelliert die Temperaturabhiingigkeit der Bazillusentwicklung im Magen von Flghen. Wir
haben eine glatte Funktion mit einem relativ ausgeprigten Schwellenwert bei 80 °© F gewihlt, so dass, wie angegeben (

Advisory Committee 1908, p. 283) iibertragen Flohe die Pest bei heillem Wetter etwa halb so hdufig wie bei kaltem Wetter. Maximale
Ubertragungswahrscheinlichkeit g ist ein freier Parameter, der verwendet wurde, um die Pestkurve beim Menschen anzupassen.
(Gatacre, 1897, S. 11) erwiihnt eine Wahrscheinlichkeit der Ubertragung durch Biss von weniger als 15%; Beachten Sie jedoch, dass ()
ist die Wahrscheinlichkeit einer globalen Ubertragung, die die mehrfachen Bisse des Flohs auf seiner Wirtsratte impliziert.

¢ Abbildung 3 zeigt die in Bombay von Januar 1897 bis Dezember 1906 gemessene Durchschnittstemperatur mit einem Zeitschritt von
zwei Wochen. Es kommt einer periodischen Funktion nahe. Fiir unser Modell gehen wir vereinfachend davon aus, dass (t) ist eine reale
periodische Funktion mit einer Periode 7 = 1 Jahr und mit Werten, die durch Mittelung der zehn Jahre der Daten in Abbildung 3 erhalten
wurden. Beachten Sie, dass es keine offensichtliche Korrelation zwischen der Abweichung der monatlichen Temperatur vom Mittelwert
und den Schwankungen der Grof3e der Peaks der gibt saisonale Epidemien in Abbildung 2.

« Die Proportionen &’ und ¢ infizierte Ratten, die die Pest mit oder ohne Immunitit iiberleben, sind nicht leicht abzuschétzen, da viele der in
Laborexperimenten verwendeten Ratten bereits immunisiert waren. Ahnliche Experimente, die an nicht immunisierten Meerschweinchen
mit glinstigen Temperaturbedingungen durchgefiihrt wurden, legen jedoch nahe, dass 10 bis 20% {iberleben kdnnten (

Advisory Committee 1908, p. 283—284). Zur Vereinfachung haben wir das angenommene = ¢’ = 10%. Auf diese Weise hat eine
infizierte Ratte, die die Pest iiberlebt, eine 50% ige Chance, immunisiert zu werden.

¢ Die Anzahl der bei schwarzen Ratten gefundenen Flohe variiert saisonal (Advisory Committee 1907b, p. 752; siehe auch (Otten, 1932)
fiir Java-Daten). Wir haben nur den Durchschnitt gehaltenf ~ 4 Flohe pro Ratte.

« Da die Ratte ein warmbliitiges Tier ist, wurde angenommen, dass die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung der Rattenpest auf den Floh
nicht von der AuBentemperatur abhéingt und gleich dem Maximum der Wahrscheinlichkeit der Ubertragung des Flohs auf die Ratte ist:
7 = mp.

temperature 1906

75 | b1

70

Abbildung 3. Durchschnittstemperatur in © F in Bombay zwischen Januar 1897 und Dezember 1906 (Advisory Committee, 1908,
Abbildung I) und sein periodischer Durchschnitt in gepunkteten Linien.

Zusammentfassend haben wir drei freie Hauptparameter beibehalten (K, w und mp), um die Anzahl der Todesfdlle durch die Pest anzupassen.
Diese Parameter wurden durch Versuch und Irrtum angepasst, um eine maximale Anzahl von Todesfdllen von weniger als 1000 pro Woche zu
erreichen, einen epidemischen Hohepunkt im Mérz oder April zu erreichen und eine saisonale Epidemie zu haben, die etwa 5 Monate dauert.
Wir haben uns endlich entschieden: K = 50 000, w = 2% und mo = 90%. Die Population der schwarzen Ratten in Abwesenheit der Pest ist
somit S* = K(r/m — 1) ~ 620 000\,weniger als eine schwarze Ratte pro Kopf. Mit unserer Wahl der Parameterwerte und einer Anfang
August 1896 eingefiihrten infizierten Ratte konvergiert das Modell (7) - (10) zu einer periodischen Losung, die wir mit den Daten fiir die Jahre
1904-1907 in Abbildung 4 vergleichen .



deaths per week

Abbildung 4. Wochentliche Anzahl der Pestopfer zwischen Januar 1904 und Dezember 1907 und der Komponente D(t) der
periodischen Losung des saisonalen Modells.

Die Ausgabe des Modells kann aus folgenden Griinden nicht an die gesamte Zeitreihe in Abbildung 2 angepasst werden. Der erste vom
Modell nach Einfiihrung eines infizierten Falls erzeugte epidemische Peak ist um ein Vielfaches groBer als die Peaks der folgenden Jahre, da
alle Ratten zu Beginn gesund sind. Dies ist nicht das, was wir in Abbildung 2 beobachten. Wir finden mogliche Erkldrungen in einem Bericht
iiber die Pest in Bombay (Gatacre, 1897), der 1897 veroffentlicht wurde, dh ein Jahr nach Beginn von die Epidemie und einige Jahre vor der
Schaffung des beratenden Ausschusses und des Arbeitsausschusses. Der Bericht erldutert ausfiihrlich die Schwierigkeiten, im ersten Jahr der
Epidemie verldssliche Schéatzungen der Peststerblichkeit zu erhalten: einige Monate, Es wurde geschitzt, dass die Todesfdlle aufgrund der Pest
(Abbildung 2) weniger als ein Drittel der Ubersterblichkeit ausmachten, die durch Subtraktion der durchschnittlichen Sterblichkeit der Vorjahre
von der wihrend der Epidemie beobachteten Gesamtmortalitét berechnet wurde (Gatacre, 1897, p 2). Im Gegenteil, der zehn Jahre spéter, 1907,
verdffentlichte Bericht ist sehr zuversichtlich in der Peststatistik, da die Identifizierung von Pestféllen zur Routine geworden war (

Advisory Committee 1907b, p. 728-734). Daher ist die GroBe der ersten Epidemiepeaks in Abbildung 2 zweifelhaft. Ein weiterer wichtiger
Faktor ist der Bevolkerungsriickgang von 850.000 auf 437.000 zwischen Dezember 1896 und Februar 1897; Menschen waren aus Bombay
geflohen, um der Pest zu entkommen (Gatacre, 1897, S. 251). Diese Migration galt damals als " wahrscheinlich einzigartig in der Geschichte
der Welt"Sicherlich die GroBe des ersten epidemischen Peaks reduziert. Die Bevolkerung kehrte wenige Monate nach dem ersten Héhepunkt
auf ihr normales Niveau zuriick (Gatacre, 1897, Plan 3). SchlieBlich kénnen die kleineren Epidemiespitzen nach 1907 (Abbildung 2) auf die
wirksamen Interventionen zuriickzufiihren sein, die die Kommission nach sorgfiltigem Verstandnis der Epidemiologie der Pest vorgeschlagen
hat. All dies rechtfertigt tendenziell, warum sich Abbildung 4 nur auf den Zeitraum 1904-1907 konzentriert.

5 zeigt die periodischen Schwingungen der Rattenpopulation. Beachten Sie, dass die Pest im Vergleich zur krankheitsfreien Situation die
Gesamtpopulation der Ratten ungefdhr durch 5 teilte. Die anfillige Rattenpopulation ist wéhrend der Pestzeit von Februar bis April ebenfalls
sehr klein, beginnt jedoch Ende April zuzunehmen, wenn hohere Temperaturen die Ubertragung verringern. Dieser Anstieg setzt sich bis zum
folgenden Januar fort. Die Anzahl gesunder Ratten und die Temperaturbedingungen sind dann fiir eine neue Epidemie giinstig. Die minimale
Anzahl von Ratten, die wihrend einer Saison infiziert wurden, betrdgt 26, was viel zu klein ist, um in 5 gesehen zu werden, aber wahrscheinlich
ausreicht, um das Aussterben zu vermeiden, wenn die Stochastizitdt beriicksichtigt wird. Der Anteil der immunisierten Ratten Das R / P variiert
zwischen 25% im Februar zu Beginn der saisonalen Tierseuche und 65% im Mai am Ende der Tierseuche. Diese Verdnderungen der Immunitét
wurden auch in Laborexperimenten beobachtet (Advisory Committee 1908, p. 292). Schlieflich kénnen wir feststellen, dass im Gegensatz zu
dem Modell von (Monecke et al., 2009), bei dem Flohe nach der drastischen Verringerung der Rattenpopulation nur nach Menschen suchen
sollten (siehe insbesondere (Monecke et al., 2009, Abbildung 3), iiberschneiden sich die Epidemie in Abbildung 4 und die Tierseuche in
Abbildung 5 stark, wobei die erstere nur wenige Wochen hinter der letzteren liegt. Dies wird durch die Daten zur Anzahl bestétigt infizierte
schwarze Ratten (lebend oder tot), die 1905-1906 in Bombay untersucht wurden (Advisory Committee 1907b, Abbildung III).
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Abbildung 5. Rattenpopulation: gesund (S), infiziert (I), immun (R) und total (P).



Natiirlich hat das Modell (7) - (10) wie im klassischen SIR-Modell mit periodischer Demographie auch subharmonische Losungen und
moglicherweise auch chaotische Losungen fiir verschiedene Parameterwerte. Es wurde kein Versuch unternommen, ein Bifurkationsdiagramm
zu zeichnen. Diese potenzielle Komplexitit kann teilweise erkldren, warum die saisonalen Epidemiespitzen in Abbildung 2 nicht alle gleich
grof} sind. Die Idee hier war nur zu zeigen, dass ein saisonales Modell die Daten im Gegensatz zu (Kermack und McKendrick, 1927) mit
realistischen Parameterwerten versehen kann.

5. Die Reproduzierbarkeit eines Typs mit Saisonalit:it

Wenden wir uns nun der zweiten Frage zu, die in der Einleitung gestellt wurde: Welche Reproduzierbarkeit ist mit der Pest in Bombay
verbunden? Wir werden das periodische Modell des vorherigen Abschnitts verwenden, das Ratten und Flohe enthélt. Wie Roberts und
Heesterbeek fiir Infektionskrankheiten mit mehr als einem Wirtstier festgestellt haben (Heesterbeek und Roberts, 2007; Roberts und
Heesterbeek, 2003; Roberts, 2007), ist es besser zu berechnen, was sie als Reproduzierbarkeit fiir jedes Tier bezeichnen anderer Hosttyp.
Erinnern wir uns zunéchst an einige Allgemeingiiltigkeiten beziiglich der Reproduzierbarkeit eines Typs in einer konstanten Umgebung, bevor
wir den Begriff auf periodische Modelle ausweiten.

5.1 Konstante Umgebung

Betrachten Sie ein linearisiertes autonomes Modell mit  infizierten Zustdnden dJ /dt = (A — B)J(t), wo

e J(t) = (Jk(t), ey Ju(®)T,
* A ist eine Ubertragungsmatrix, deren Elemente alle > 0 sind.
¢ Bist eine Ubergangsmatrix, die eine invertierbare M-Matrix ist (Berman und Plemmons, 1994; van den Driessche und Watmough, 2002).

Es ist zu beachten, dass (Diekmann et al., 2010) -B die Ubergangsmatrix nennt . Wir werden dies das Modell (4, B) nennen . Denken Sie daran,
dass fiir eine Matrix B mit nicht diagonalen Elementen, die < 0 sind, die folgenden vier Bedingungen dquivalent sind:

* B (oder seine transponierte Matrix BT) ist eine invertierbare M-Matrix;

¢ Alle Eigenwerte von B haben einen Realteil > 0

o daistdy >0,...,d, >0wied;Bj; > > ,..d;|B;;| fir alles j

e Bistinvertierbar und B! ist eine positive Matrix (Berman und Plemmons, 1994, S. 134-137).

Reproduzierbarkeit ist Ry = p(K)der spektrale Radius der positiven Matrix K = AB~!. Siehe (Diekmann und Heesterbeek, 2000, S. 105) oder
(van den Driessche und Watmough, 2002).

Angenommen, die Steuerung erfolgt jetzt fiir eine nicht leere Teilmenge £ C {1, ..., n} aller infizierten Staaten. Wie in (Roberts und
Heesterbeek, 2003) definieren wir

¢ P:die Projektionsmatrix auf dieser Teilmenge mit P; ; = O wenn ¢ # j, P;; = 0wenni = j ¢ Eund P;; = 1wenni € £
e 7 :die Identitdtsmatrix der GroB3e n
e A=PAund A* = (Z — P)A.

Mit anderen Worten, die Zeilen der Matrix A deren Nummer ist in Esind die gleichen wie die der Matrix 4 , wiahrend die anderen Linien Null
sind. Also A = A + A*. Weil A* ist eine positive Matrix, beachten Sie, dass B = B — A*hat nicht diagonale Elemente, die <0 sind. Zur

Definition der Reproduzierbarkeit vom Typ 7 im Zusammenhang mit€ werden wir das annehmen Bist auch eine invertierbare M-Matrix. Weil
B— (T - P)A=(I—- (T - P)AB")Bist diese Annahme dquivalent zu p((Z — P)K) < 1 wie in (Roberts und Heesterbeek, 2003). Weil

A — B = A — BEs ist wie mit einem linearisierten Modell d.J /dt = (2 — B)J(t) mit einer Ubertragungsmatrix A und eine Ubergangsmatrix
B. Siehe auch die Diskussion in (van den Driessche und Watmough, 2002). Wir kommen zu der Definition:

fiir das Modell (4, B) die Reproduzierbarkeit eines Typs, der mit assoziiert ist€ ist die Reproduzierbarkeit des Modells (A\ , B)

Lassen Sie uns iiberpriifen, ob diese Definition mit der von Roberts und Heesterbeek vorgeschlagenen iibereinstimmt (Roberts und Heesterbeek,
2003; Roberts, 2007; Heesterbeek und Roberts, 2007):

T=p(AB ) = p(A(B~ A4") ") = p(AB T - A'B) ")
= p(PAB*l(I —(T- P)AB*l)*l) - p(PK(I —(T- P)K)fl) . (1)

Es ist in der Tat die gleiche Formel wie (Roberts und Heesterbeek, 2003, Gleichung (A3)), die auf etwas andere Weise erhalten wurde. Bestehen
wir darauf, dass die Berechnung (11) neu erscheint.

Fiir zeitdiskrete Modelle der Form J(t 4+ 1) = (A + B)J(t) mit positiven Matrizen A und B mit p(B) < 1 (siche zum Beispiel (Bacaér,
2009)) haben wir Ry = p(K) mit K = A(Z — B)~L. Eine shnliche Berechnung zeigt noch einmal, dass

T = p(PA(Z — (Z—-P)A-B) ") =p(PK(I - (Z-P)K)").
5.2 Periodische Umgebung

Betrachten Sie nun ein linearisiertes System 7-periodisch dJ/dt = (A(t) — B(t))J(t), das heifit das Modell (A(¢), B(t)), wo

e A(t) ist eine positive kontinuierliche Ubertragungsmatrix
e B(t) ist eine kontinuierliche Ubergangsmatrix mit nicht diagonalen Elementen, die sind < 0.



Es wird weiterhin angenommen, dass der dominante Floquet-Multiplikator p(X (7)) des Systems dX /dt = —B(t) X (t) mit X(0) = T ist streng
kleiner als 1.

Beachten Sie, dass wenn B(t)ist konstant und gleich B dann, p(X (7)) = p(exp(—7B)) < 1 genau dann, wenn alle Eigenwerte von B einen
Realteil> 0 haben, dh wenn B eine invertierbare M-Matrix ist.

Kehren wir zum periodischen Fall zuriick. Betrachten Sie wie oben eine Teilmenge€ von {1, ..., n}und die Projektionsmatrix P, die ihr
entspricht. Wir definieren

o A(t) = PA(t)

o A%(t) = (T - P)A(?)

o B(t) = B(t) — A*(¢).
Also A(t) = A(t) + A*(t) und A(t) — B(t) = A(t) — B(t). Beachten Sic erneut, dass die Matrix B() hat nicht diagonale Elemente, die sind
< 0. Angenommen, der dominante Floquet-Multiplikator p(X (7)) des Systems dX /dt = —B(t)X(t) mit X(0) = Z ist streng kleiner als 1.
Hier ist die Definition:

die Reproduzierbarkeit eines Typs, der mit assoziiert ist £ im Modell (A(t), B(t)) ist die Reproduzierbarkeit des Modells
(A(t), B(t)).

Es sei daran erinnert, dass die Definition der Reproduzierbarkeit fiir periodische Modelle in (Bacaér und Guernaoui, 2006) vorgeschlagen wurde
und dass fiir den speziellen Fall von Modellen, die Differentialgleichungssysteme sind, die Floquet-Theorie zur Berechnung verwendet werden
kann Ry(Bacaér und Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Wang und Zhao, 2008). In der Tat, wennRy > 0 (der Fall Ry = 0 tritt bei keiner echten
Krankheit auf), Ry wird als eindeutige positive Zahl wie das periodische lineare System charakterisiert dJ/dt = (A(t)/Ro — B(t))J(¢) hat
einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1. Allgemeiner gesagt, Ry ist der spektrale Radius eines Integraloperators in einem Raum
periodischer Funktionen (Bacaér und Guernaoui, 2006) und wird als asymptotische Wachstumsrate nach Erzeugung interpretiert (Bacaér und
Ait Dads, 2011). Somit ist die Reproduzierbarkeit eines Typs T die einzige positive Zahl, so dass

dJ  A{) PA(t)
= = (= —BW)J®) = (=5~ + @ - PA® - B®))J®) (12)
hat einen dominanten Floquet-Multiplikator gleich 1. Diese Zahl T hat die gleichen Schwellenwerteigenschaften wie Ry : mit zum Beispiel

(Wang und Zhao, 2008, Satz 2.2) haben wir T > 1 genau dann, wenn das System d.J /dt = (A(t) — B(t))J(t)hat eine malthusianische
Wachstumsrate> 0. Dies entspricht jedoch dem malthusianischen Parameter des Systems dJ /dt = (A(t) — B(t))J(t). Der krankheitsfreie
Zustand ist also genau dann instabil, wenn 7> 1 ist.

In der Tat, wie erwéhnt (Thieme, 2009), eine Formel der Form R, = p(AB’l) bleibt im besonderen Fall der periodischen
Differentialgleichungen wahr, mit (Aw)(t) = A(t)u(t) und (Bu)(t) = % + B(t)u(t) fir jede Funktion 7-periodisch u(t). Elemente auBerhalb
der Diagonale < 0 von B(¢) und die Bedingung p(X (7)) < 1 stellen Sie sicher, dass B ist invertierbar und seine Umkehrung ist ein positiver
Operator (z. (B u)(t) = fooo exp(— ftiw B(y) dy) u(t — ) dz wenn B(¢t)ist eine Skalarfunktion). Eine Formel fiir 7 &hnlich (11) bleibt also
wahr, auf3er dass sie nicht von praktischem Nutzen zu sein scheint.

Fiir Modelle T-periodisch in diskreter Zeit J(¢ + 1) = (A(t) + B(t))J(t) mit positiven Matrizen A(¢) und B(t) und
p(B(t —1)---B(1)B(0)) < 1 Wie in (Bacaér, 2009) ist die Reproduzierbarkeit eines Typs immer noch durch die Reproduzierbarkeit des
Aquivalenten Modells gegeben J(t 4 1) = (A(t) + B(t))J(t), wo A(t) = PA(t), B(t) = (T — P)A(t) + B(t)und vorausgesetzt, dass
p(B(r —1)--- B(1)B(0)) < 1.

SchlieBlich fiir periodische Modelle, die nach Zeit strukturiert sind x seit der Infektion verstrichen, die von der Form sind

oJ oJ
E + 3_m - _B(t7w) J(t7 .’E), (13)

J(t,0) = / Alt,z) J(t, o) da,
0
Die Reproduzierbarkeit eines Typs kann als die positive reelle Zahl T definiert werden, so dass das System (13) mit der Bedingung am Rand

PA(t, z)

J(£,0) = /000 (T + (T - P)A(t, a:))J(t, z)de

hat einen malthusianischen Nullparameter (Thieme, 1984) oder gleichwertig eine Reproduzierbarkeit (Bacaér und Guernaoui, 2006; Bacaér und
Ait Dads, 2011) gleich 1, vorausgesetzt, das System (13) mit der Bedingung am Rand

J(t,0) = /OOO(I — P) A(t,z) J(t,z) dz,

hat einen negativen malthusianischen Parameter (oder eine Reproduzierbarkeit <1). Wenn A(¢, ) und B(t, z)hdngen nicht von x ab , wir
konnen leicht sehen, dass diese Definition mit (12) {ibereinstimmt.

5.3 Anwendung

Betrachten Sie als Beispiel das Modell in Abschnitt 4. Die Anzahl der Ratten im krankheitsfreien Zustand betrdgt S* = K(r/m — 1). Wir
definieren



e Tpr : Fortpflanzungsleistung bei Ratten
e T : die mit Flohen verbundene Reproduzierbarkeit
e J(¢) : der Spaltenvektor (I(¢), F(t)).

Wenn wir uns auf das linearisierte System fiir infizierte Ratten und Flohe konzentrieren, sehen wir, dass die periodischen linearen
Differentialgleichungssysteme, die durch die folgenden Matrizen definiert werden, alle einen dominanten Floquet-Multiplikator von 1 haben:

-m/ c(1 —w)m(6(t))/Ro
<f7r’(1—a—5’)m’/'R0 —c )’ (14)
( -m/ c(l— w)7r(0(t))/TR>
fr(l—e—€)m —c ’
-m/ e(l — w)m(6(t))
(fﬂ"(l —e—¢&)ym'/Tr —c ) (15)

Mit den Werten der Parameter im vorherigen Abschnitt erhalten wir Ry ~ 1,3 und Ty = T ~ 1,8 (genaver T = T ~ 1,78).

Es ist anzumerken, dass eine dhnliche Berechnung fiir durch Vektoren iibertragene Krankheiten in (Bacaér, 2007) durchgefiihrt wurde. Was
Reproduzierbarkeit genannt wurde, war eigentlich die Reproduzierbarkeit eines Typs (1" wurde gerufen Ry und Ry wurde gerufen rg). Im
besonderen Fall von periodischen Systemen2 x 2 wie (14) - (15) (Bacaér, 2007) hat dies bereits gezeigt (Ro)?> = Tr = Tr wie im autonomen
Fall (Roberts und Heesterbeek, 2003).

6. Langsam-schnelle Dynamik und das SIR-Modell

In Abschnitt 4 wurde festgestellt, dass die Kurve fiir die Anzahl der Todesfille durch Pest nicht empfindlich auf die Anderung von Parameter
¢ reagierte . Die Erkldrung ist einfach: Die durchschnittliche Zeit, die ein Chip bendtigt, um einen neuen Host zu finden.1/c = 1Tag oder 1/30
eines Monats ist die kiirzeste Zeitskala in Modell (7) - (10). Folglich konnen wir erwarten, dass sich Gleichung (9) im quasistationiren Zustand
befindet:c F ~ fn'(1 — e — €')m' I. Wir ersetzen ¢ F in den Gleichungen (7), (8) und (10). Wir erhalten das folgende reduzierte System, das
kein ¢ beinhaltet :

B bp) - mS— (1w n(0) 2 (e —m T hem T, (16)
U ym(0) S ey - T, an
dR

EZE'TH/I—TRR, (18)
dd_il =wn(@) fr'(l—e—¢&)m'I —aH, D(t) = oca H(t). (19)

Wir konnen iiberpriifen, ob die periodische Losung dieses Systems tatséchlich der von System (7) - (10) sehr nahe kommt, mit ¢ = 30 pro Monat
und noch néher, wenn ¢ = 60 pro Monat (Abbildung nicht gezeigt). Betrachten Sie nun Gleichung (17). Da es im reduzierten System nur eine
Art von obligatorischem Wirt gibt, die Reproduzierbarkeit Ryund die Reproduzierbarkeit eines Typs T fallt zusammen und ist gleich dem
Zeitmittel (1 — w) [ [; 7(6(t)) dt] f 7' (1 — & — €'). (Bacaér und Guernaoui, 2006, Gleichung (31)) gaben eine solche Formel an, die den
Mittelwert beinhaltet (mit einer korrekten Definition von Ry). Numerisch erhalten wir 7~ 1,79. Wir konnen diesen Wert biologisch nicht von
dem Wert von 1,78 unterscheiden, der in Abschnitt 5 mit Floquets Theorie erhalten wurde.

Beachten Sie, dass (16) - (18) eine Art periodische Version des SIR-Modells (2) von Kermack und McKendrick ist, jedoch mit Demografie
und einer moglichen Riickkehr nach Genesung in der gesunden Klasse. Die Anzahl der durch (19) angegebenen Todesfille folgt den Variationen
von I(¢) mit einer Verzgerung 1/a einer Woche.

7. Fazit

Auch wenn wir bereits in Abschnitt 3 die beiden Fragen der Einleitung zu den Werten der Parameter und der Reproduzierbarkeit beantwortet
haben, stellte sich heraus, dass das von Kermack und McKendrick vorgeschlagene Modell wirklich nicht gut war. aus biologischer Sicht. Auch
wenn die Epidemie von 1906 nur wenige Monate dauerte, kann der Einfluss der Saisonalitét nicht iibersehen werden. Wir haben daher in
Abschnitt 4 ein neues periodisches Modell vorgeschlagen. Da das Modell zwei verschiedene Wirte enthielt, wurde die Reproduzierbarkeit eines
Typs eher berechnet als Ryin Abschnitt 5. Wir haben daher den Begriff der Reproduzierbarkeit eines Typs auf saisonale Modelle erweitert.
SchlieBlich haben wir in Abschnitt 6 einige Anmerkungen hinzugefiigt, die die Reproduzierbarkeit eines Typs fiir das Modell mit zwei Hosts
und die Reproduzierbarkeit eines reduzierten Modells mit einem einzelnen Host verkniipfen.

Aus unserer Sicht wiren die Probleme, die Kermack und McKendricks Modell fiir die Pestepidemie in Bombay im Jahr 1906, eine Krankheit
von begrenztem Interesse fiir die 6ffentliche Gesundheit, im Jahr 1906 aufwerfen, nicht von Bedeutung Dieses Modell wurde nur in
Lehrbiichern als eines der besten Beispiele verwendet, um zu zeigen, wie ein mathematisches Modell den Epidemieprozess erklaren und sich an
die Daten anpassen kann. Das erste Problem war Groe N.der gefahrdeten Bevolkerung. Viele Modelle legen grolen Wert auf die Abschétzung
der Reproduzierbarkeit, die in einfachen Modellen eng mit dem endgiiltigen Anteil der infizierten Bevolkerung zusammenhéngt. Aber fiir
welche Bevolkerung gelten diese Berechnungen? Ist es die Bevolkerung der Nachbarschatft, in der die Epidemie beginnt, die Bevdlkerung der
Stadt, der Region oder des ganzen Landes? Es scheint, dass es bei N viel mehr Unsicherheit gibt als beiRy. Beides ist notwendig, um die
endgiiltige GroBe der Epidemie vorherzusagen. und in gewisser Weise ist NV noch kritischer fiir die Gro3enordnung der Epidemie.

Das zweite Problem bestand darin, dass das Kermack- und McKendrick-Modell die Saisonalitét nicht beriicksichtigte, auch wenn dies eines

der offensichtlichsten Merkmale von Abbildung 2 ist. Diese Bemerkung konnte sich auch fiir bestimmte zeitgendssische Studien zum Thema als
relevant erweisen Grippe.

Die Saisonalitdt der Pestepidemien hat in den letzten Jahren nach Kontroversen iiber die mogliche Beteiligung des Bacillus Yersinia pestis an
der schwarzen Pest des 14. Jahrhunderts erneut Beachtung gefunden . Die Saisonalitét der Pestepidemien im frithen 20. Jahrhundert in Indien



und ihre Interpretation in Bezug auf Temperaturschwellen schienen den europdischen Daten vom 14. bis zum 18. Jahrhundert zu widersprechen
(Cohn, 2002 und 2010; Welford und Bossak, 2009). Vielleicht sollten wir in Zukunft versuchen, diese Unterschiede in der Saisonalitit mit
mathematischen Modellen zu erklaren.
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