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OSCILLATIONS EN MODES NORMAUX DE SYSTEMES
DYNAMIQUES NON LINEAIRES A PLUSIEURS DEGRES
DE LIBERTRE

par J. MAWHIN
Université de Liége
Institut d’ Astrophysique

RESUME

Le présont article rappelle les fondements des fravaux de R. M. RoOSExN-
BERG concernant la généralisation de la notion de mode normal de vibration
dans les systémes conservatifs & plusieurs degrés de liberté. Il propose en
outre une méthode nouvelle de détermination d’une classe particuliere de
modes normaux,

1. INTRODUCTION

Le concept de vibration en mode normal pour un systéme dyna-
mique linéaire & n degrés de liberté est bien connu depuis LAGRANGE
et s'identifie avec les solutions fondamentales du systéme d’équa-
tions différentielles de NEwTox. Ces solutions possedent la propriété
essentielle de constituer une base de I’espace vectorie!l des solutions
du systéme différentiel,

Lorsque 'on passe & des systémes dynamicques non linéaires, les
méthodes de Palgeébre linéaire deviennent inopérantes, Pourtant,
il est remarquable que certaines solutions de tels systémes présen-
tent, en ce qui concerne l'aspect qualitatif du mouvement, de
nombreuses similitudes avec Ioscillation en mode normal d’'un
systéme dynamique linéaire, étant bien entendu toutefois que le
prineipe de superposition n’est plus valable,

Cette situation a conduit R. M. RosexBEre & adopter, pour le
concept d’oscillation en mode normal d’un systéme dynamigue, une
nouvelle définition qui, d’une part permet de retrouver univoque-

Présentd par P. Ledoux, le 15 octobre 1964.
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ment les solutions normales classiques d’'un systéme linéaire et,
d’autre part, caractérise les mouvements particuliers, dont il a été
question plus haut, de systémes non linéaires. Les premiéres
recherches relatives & ces trajectoires remontent aux mémoires de
(. Brapistinov [4 2] qui datent de 1939, de Th. Poscar [3 5] of
de C. SCEMIEDEN {4]. Mais il faut attendre les travaux de R. M. Ro-
SENBERG ef de son équipe [6 7 8 8 10,11, 12, 13, 14, 16] pour recon-
naitre que les trajectoires particuliéres considérées rendaient bien,
dans le cas de systémes linéaires, les modes normaux habituels et
pour obtenir une définition claire et une étude approfondie du
concept.

2. DEFINITION DES SYSTBEMES DYNAMIQUES CONSIDERES

Le modéle mécanique suivant donne une représentation physique
du systéme dynamique le plus général introduit par RoSExXBERG [?].
Il s’agit de » masses ponetuelles my, mi; € )0, 0], possédant chacune
un seul degré de liberté de translation dans une méme direction et
reliées entre elles et éventuellement & un support fixe {masse infinie)
par des ressorts. Ceux-ci exercent des forces de rappel fonctions
linéaires ou non des déformations des ressorts. On postule que ce
systéme posséde une position d’équilibre stable & partir de laguelle
on mesuvera le déplacement u; de chacune des masses. Au lien
des w; on introduira en général un nouveau systéme de coordon-
nées généralisées a; définies par les relations

X = \/?Ri Wy
{

et caractérisant le pseudo-sysiéme pour lequel 'énergie cinétique I
prend une forme plus simple :

[ Fi4
. ) . d
2T = myu = o (1 == —)
| : : ZE di
i=1

i=1

S1 on suppose que les forces de rappel des ressorts s’expriment par
des fonetions analytiques et impaires de la déformation des ressorts,
représentées avec une approximation suffisante par un développe-

ment limité en série de TAYLOR
a"{j

i &X
Fejluy—wy) =T if( Y/l /I—) = Z affP{ay — gy
My my W

avec (Principe d’égalité d’action et de réaction), aif” — a.ﬁ.“), on a la
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Définition 1. — Le pseudo-systéme, désigné par Sy, est un systeme
dynamigue & n degrés de liberté, de coordonnées généralisées wi,..., ¥y,

d’énergie cindlique
1 .
et de fonction de forces

i i
t U bl 2 T m+1
V) =— > > > (S BT
‘ / ¢ mH+ 1\ m;, A/ my

i i=i+1 m=1,3,...

ot les alfl? sont tels que U soit défini négatif. La sommation sur Vindice
¢ s'étendra de 1 an ou de 0 & n avee dans ce cas la convention vy = 0,
Ce dernier point distingue entre les systémes méeaniques reliés
ou non a un point fixe,
L’espace de configuration correspondant, de métrique

n

ds? = 2Tdi2 = zd.’s? (3)

i=1

est euclidien, rapporté & des coordonndes cartésiennes et désigné
par Hy.

Signalons sans entrer dans le détail que le probléme des modes
normaux a été considéré pour des systémes plus généraux [14].

3, I’INTEGRALE D’ENERGIE ET SES CONSEQUENCES

Le systéme S, étant conservatifl et scléronome, il posseéde I'inté-

grale premiére d’énergie
T — Ufan,..., ;) = Up (Us, énergie totale),

Dans 1, le lien des états d’énergie cinétique nulle est donné par

I’équation
U(.’L‘l,..., :L‘n) —|— U{} =0

qui représente une variété & n-1 dimensions fermée S swr laquelle
RosexBERG fait les hypothéses suivantes [9] :

1. L'intériewr de S est un ensemble simplement connexe.

2. S est étoilée sur P'orvigine O des coordonnées dans I,

Des hypotheses faites sur U et swr S résultent les théordmes
suivants dont on pourra trouver la démonstration dans {#] :
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Théoréme 1. - L’hypersurface U + Ug = 0 est symétrique par
rapport & Uorigine des coordonnées.

Théovéme I1 : Lemme, — St S jouit des propriétés 1 el 2 ci-dessus,
Pexpression U + Uy posséde & Uintérienr de S un signe constunt.

Théoreme. — Toute trajectoirve de S, se trouve dans le domaine
fermé de 1, limité par S.

Pour cette raison, S porte le nom de surface-frontiére.

Une autre conséquence fondamentale du caractére conservatif
du systéme S, est que la trajectoire géométrique du point représen-
tatif dans E, peut se déduire immédiatement du Principe de
MAUPERTUIS éerit sous la forme de Jacont ; les trajectoires de Sy,
sont les extrémales de Pintégraie

%1
f AU F Ugds
%
ol ds est défini par (3), ¢’est-a-dirve les géodésiques de I'espace de
Riesany R, de métrique

do? = (U + Uy) deg
=1

Les équations différentielles de la trajectoire sont done les équa-
tions A’EULER-LAGRANGE de ce probléme variationnel qui, en choi-
sissant 1 comme variable indépendante et en utilisant l'intégrale

d’énergie, s’écrivent finalement [19} :
BU) ( ) cl:z:;)
-_—— ] == 0 :BI' —
ox; da1

) 1] ) aU
(i=23,..,n) (4

8::;1

i—1

De ces équations et des propriétés de U, on peut encore déduire
les théorémes suivants [? 1€],

Théoréme 111. — Toute trajectoire du pseudo-systéme S, qus atteint
réellement la surface-frontiere S lui est orthogonale.

Une telle trajectoire est dite mivfte dans la nomenclature de
PArNLEVE,
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Théoréme 1V, — La condition nécessaive et suffisante pour qu'une
droite de By soit trajectoive du systéme S, est qu’elle soit trajectoire
orthogonale de la famille des variétés équipotentielles Sy & équation

U+ k=0 oulkel0, U

Ce sera des lors une trajectoire remarquadle an sens de PAINLEVE.

Corollatre. — Toute droite trajectoire du systéme S, passe par
Porigine des coordonnées dans E,.

Théoréme V. — Si une courbe de B, est solution du systéme d’équa-
tions différentielles (4), sa symétrique pur rapport @ Uorigine des
coordonndes est également solution de ce systeme d’équations différen-
tielles.

Ce théoréme se déduit de (4) en utilisant les relations

dU ou

U("‘""‘ﬂ:l,...,“’“‘wn) — U(xl,...,mn) et — ('_a;l,-nogh_';vﬂ) _— —(ﬂjljot-’a:n)
a.’lf; X

Corollaire. — Toute solution du systéme d’équations (4) qui passe

par Torigine des coordonnées est symétrique par rapport & ceite
origine.

4, LES OSCILLATIONS SUIVANT UN MODE NORMAL

Le systéme S, étant conservatif, son étude par les Principes
variationnels de la Mécanique analytique peut se faire ou bien a
partir du Principe de Hayurox qui rend les équations de NEwTox

. U
= — {1t =1,2,.,n) (8)
oy
ou bien & partir de la forme de Jacosr du Principe de MAUPERTUIS
qui fournit les équations différentielles (4).

11 est intéressant de noter, avec RosENBERG [1% 13] que le fait
pour le systéme S, d’étre linéaire simplifie considérablement I’étude
des équations (5) mais n’a aucun effet sur les équations (4) qui
restent intrinséquement non linéaires. D’autre part, pour un systéme
linéaire, ¢’est-a-dire de fonction de forces

, n
U ) Z‘ Z a.g}%)( OF ay )2 (©)
Biyonny, itn) = — —_— | = — —5
2 \n/m, A/ my
i j=i+1
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on sait que les solutions normales de (5) sont du type
x; = Creos {wf +8) (¢t =1, 2,..,, n)

c¢'est-a-dire sont des fonctions harmoniques de ¢ auxquelles corres-
pondent, pour les équations (4), la solution

1 &g Ty

Cl - 02 T O?l

Celle-ci représente dans E, la cowrbe la plus simple qui soit, une
droite passant par I'origine. On est done amené & penser que ’étude
des oscillations suivant un mode normal est peut-étre pius simple
a partir des équations différentielles (4).

D’un autre point de vue, on peut, avec ROSENBERG [& 1% 15]
rechercher ce qui caractérise physiquement le mouvement d'un
systéme vibratoire lindaire suivant un mode normal. On remarque
que, dans un tel mouvemens, les éléments mobiles :

1. effectuent un mouvement périodique de méme période ;
2. passent simultanément par leur position d’équilibre ;

3. atteignent anx mémes instants leurs positions de déplacement
maximum et que,

4. le mouvement de tous les éléments est univoquement déter-
miné a tout instant par celui de 'un quelconque d’entre eux,

Traduites mathématiquement, ces caractéristiques imposent 4 la
trajectoire dans ¥,, comme on le vérifie aisément, certaines exi-
gences ; celles-ci permettent d’introduire, pour le mouvement
swivant un mode normal d'un systéme S,, la définition ci-dessous,
car on vérifiera que cette définition et ses conséquences, appliquées
aux systémes linéaires, conduisent et conduisent seulement anx
vibrations normales au sens classique.

Définition Il. — Un systéme dynamique S, posséde un mode
nrormal de vibration s'il posséde une solution telle que

1. la trajectoire du point représentatif de Sy, dans B, soit définie
par les n-1 relations

Xy = "Ui(mr) (?" = l..,r—1,r41,., ?2‘) (7)
ay élant Pune quelconque des coordonnées généralisées (w1 par exemple),

o
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a) les fonctions wi(xy) sont des fonctions uniformes et strictement
monotones de xy & Uintériewr de el sur S ;

b) les fonctions x(xy) sont telles que x{0) = 0 ;

2. la fonction ®, = wy(t) est une fonction périodique de t 8’annulant
pour une valewr de t {18],

Signalons qu’on peut dommer d’autres formes équivalentes &
cette définition [8. 9. 15],

La trajectoire dans E; du mouvement de S, suivant un mode
normal est dite ligne modale et posséde, ent vertu de la définition I1
et des théorémes III et V les propriétés suivantes [9 16] :

1. elle passe par 'origine des coordonnées ;
2. elle est symétrique par rapport & l'origine des coordonnées ;

3. elle atteint réellement la surface-frontiére S et la coupe ortho-
gonalement.

C’est done, dans la classification de PAINLEVE, une trajectoire
mixte possédant deux points d’arrét,

Du point de vue einématique, le point représentatif effectue wn
mouvement de va-et-vient sur la ligne modale,

Une fois la ligne modale déterminée, la dépendance temporelle
de a, s’obtient par quadrature & partir de I’équation différentielle

o dU
Xy = — [a:l(mi‘)s"': :Ul‘a“':mn(xi")]
axr

ot chaque x; 7= @, est remplacéd par la fonction correspondante
dans (b). Comme a, est I'une quelconque des coordonnées, on voit
que la connaissance de la ligne modale permet de découpler le sys-
téme d’équations différentielles de NEwTON, ¢’est-a-dire le ramener
a la forme

@ + Filag) = 0 (2 =1,2, .., 0.

5. OSCILLATIONS EN MODES NORMAUX SEMBLABLES

L’objet: de cofte section est de rechercher §’il existe, dans Ien-
semble des systémes S,, des systémes particuliers possédant une
ou plusieurs lignes modales droites, soit d’équations

X1 Xo Ty

— T
Ty

GG TG ®
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Pans laffirmative, nous dirons avee RoseNBErg [11.12] que le
systéme en question possede mn ou plusiemrs modes normaux
semblables, De tels systémes ont été étudiés par différentes métho-
des [6.7.8.9.14], (Celle que nous développons dans cette section
présente 'avantage, outre son caractére immédiat, de s’appliquer
uniformément & de nombreux systémes admettant des modes
normaux semblables [16],

Les équations de NewToN du systéme Sy le plus général s’éerivent

’ Z Z o ( 7 > ) (@ =1L..,n) (9)
& = — N i==1,..,n
p \/ M \/ My 1/ iy

=1, 3,.

ott la sommation sur j s’étend de 1 & n ou de 04 » {avec alors g = 0).
Posons

R = max Tig

121; weay I1
F=0o0ul,..n

Si Pon adopte la convention ¢}’ = 0 pour R = m > ry, les équa-
tions (9) peuvent s’écrire, en mtervertissant les signes somme :

. a‘m’ Xy ap A
= Z Z ( ) (6= 1,.,n) (10)
”\/ My '\/ It \/ M

m=1, 3.. j=

Sile Systéme posséde un mode normal semblable, il existe entre
les @; au cowrs de ce mouvement les relations

Ci :
= -—a1 (2=2.,n)
Cs
et ces x; doivent étre solutions des équations différentielles de mou-

vement. On doit done avoir

a{m) ( 1 (jj)m o
g g —— ] %
\/ my \my ‘\/ my C1

a{m) ( 1 01 1 0}) m . ( . 9 )
— ItH = Ly R
C Z Z \/ My \/ My C \/ mj Cr . '

11 faut dés lors que, dans le mode considéré, toutes ces équations
différentielles en w; fournissent la méme solution. Les polynomes
en @1 obtenus en multipliant les deuxiémes membres de la i¢ équa-
tion par C;/C; (4 = 1, 2,..., n) doivent donc &tre identiques, ce qui
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fournit les équations algébriques auxquelles doivent satisfaire

les C; :
4 ! g
1 . Z (&(m) ( Cy C )m _
= —
(’1 '\/??2-1 ; '\/?3’? 51 '\/?J’?r ¥

e (e -
(fi\x ey ’\/mg ‘s/m;

Cn Gy )m |
[ a(m) ( i — ("n — ]-3 3)"': R’} (]‘ 1)
CJH ’\/‘m " Z \/ My Vﬁz‘f '

Un tel systéme contient en général plus d’équations que d’incon-
nues et un systéme dynamique S, n’admettra done pas, en général,
de mode normal semblable. Nous allons rechercher si certains
types particuliers ne fournissent pas pour {11} un nombre d’équa-
tions acceptable.

a) Systémes lLinéaires,

De par sa fonction de forces donnée en (6), le systéme linéaire est
tel que a(m) = 0 pour m > 1, ce qui entraine R = 1, et le sys-
téeme {11} s’écrit

s S ()

m \/ M \/ ‘;!;

= —1—:21’1‘”( G -—(}IT,) = ..
C \/ my '\/ Mg ’\/ My

- _1 Zam( Cn G )
CnA/my - \/mn vV my

soit, en égalant chaque terme a un paramétre 2, puis en posant

3
m ) |
a ({3
= Ay, —L = Ay
Ay Z iy

g (AH - }‘)01 + ApCo + oo + AppCp = 0
V A2iCr 4 (Age — 2)Ce 4 .o+ AgyUy =0

ooooooooooooooooooooooo

On obtient done pour les C; un systéme linéaire homogéne de »
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équations & » inconnues qui admettra une golution non triviale si
et seulement si
dét(A — AE) = 0, A = {Ay), E = (8).

On retombe sur I'équation aux valeurs propres de la théorie classi-
que et d&s lors sur les # modes normaux correspondants,

Remarquons ici que pour que la définition soit vraiment satis-
faisante, il faut encore qu’il n’existe pas, dans le systéme linéaire,
d’autres trajectoires qui satisfont aux conditions imposées par cette
définition, Or, on sait que si les fréquences propres du systéme
sont wl,..., w", la solution générale est

n

T{t) = Z C¥ cos (ot + )5
k=1

ott 31,..., 8, sont # vecteurs orthonormés ayant la direction des vec-
teurs propres de la matrice A et CF ot 3% les 2n constantes d’inté-
gration, Cette solution est également I’équation paramétrique de
la trajectoire dans E, et représente d’aillenrs une courbe de Lissa-
JoUs, L’étude de ces courbes montre alors que la seule gui soit
uniforme est la droite.

b) Systémes homogénes.

Avec RoseExBERG [6 7], nous appellerons sysféme homogéne de
degré k un systéme S, tel que, dans le modele méeanique associé,
les forces exercées par fous les ressorts soient proportionnelles & la
ke puissance des déformations. Le pseudo-systéme correspondant
est done défini par la fonetion de forces :

< at® or ay A1
Ulay,..., ap) = — Z Z cl (  — _) (12)
! — ~ E+1\vmy A my

ce qui entraine que af? = 0 pour m - k. Dés lors, les équations (11)
s’éorivent, si on pose ¢; = GifCy (¢ = 2,..., n}, puisque les C; ne sont
définis qu’a un facteur constant prés :

1 i 1 ¢y \F
— D d|—=——=) = ..
'\/ 7 \/wq N/ My

i

1 Z :a"" ( Ct Cj )k
= — i —_— — T aes
61\/ My \/ M \/ my

i

1 ¢ ¢; \*
= Z s ( L L__) (13)
Cn ’\/ My < V my ’\/m 5

i
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11 s’agit d'un systéme de n-1 équations algébriques & n-1 inconnues

¢i. Si ce systéme posséde p solutions réelles, le systéme dynamique

possédera p modes normaux semblables. Les équations (13) peuvent
b .

s’ écrive

(e e - (e ) o] o
— —_— = — h— jliannam T T — Cr{ —
'\/ My ’\/ My '\/ M4 '\/ mi “\/ my \/ m;

H
(i = 2,...,n)

et constituent done un systéme de n-1 équations de degré & | 1 en
les ¢;. Du théoréme de BEzoUT généralisé, on déduit alors le

Théoréme VI, — Le nombre maximum de modes normaux sembla-
bles d’un systéme dynamique homogéne de degré k & n degrés de liberté
est égal @

(k + 1):1—1

On remarquera que ce nombre peut étre supérieur au nombre de
degrés de liberté du systéme dynamique, situation gui n'a pas son
équivalent dans les systémes linéaires out ces deux quantités sont
toujours égales.,

Iixaminons en particulier le cas d’un systéme & deux degrés de
liberté. Les équations (13) se raménent & "équation unique

il B};cﬂ'~(1 + —) (— mc) — 0
2

—r—

V! M/
-
ott 'on a posé
) aldd al Co
}.:;Lz: 0:;;2@3 ,{-Z@aczc—}—l'

I’étude des propriétés de cette équation algébrique de degré
L+ 1 permet d’énoncer le théoréme suivant [19] :

Théoréme VII : Le nombre de modes normaux semblables d’un
sysieme homogene de degré k, k impair, & deux degrés de liberté, est
aw moins égal @ 2 et aw plus égal & k+ 1, Un tel systéme posséde
foujours aw moins un mode-i {(en phase, ¢ > 0) el un mode-o (en
opposition de phase, ¢ < 0). Le nombre de modes-i et le nombre de
modes-o sont towjours des nombres impairs,

Dans le cas particulier de systémes homogeénes de degré 3 & 2 de-
grés de liberté tels que p == 1, les théorémes suivants dont la
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démonstration, assez longue, sera seulement esquissée et peut étre
trouvée en [16], établissent 1'existence de systémes possédant plus
de modes normaux que de degrés de liberté :

Théoréme VIII, — A tout couple de nombres négatifs (—ir1, —72),
on peut associer un systéme dynamique homogéne de degré 3 & deux
degrés de liberté tel que p. = 1 admettant les droites modales d’équations

e + 11wy = 0, &g |- 21 — 0

el admettant towjours deux autres modes normauwzx semblables, wun
mode- et un mode-o.

Théoréme 1X : Lorsqu’un systeme dynamique homogéne de degré 3
& deux degrés de liberté tel que y = 1 admet 4 modes normaux sem-
blables, ils se répurtissent towjours en un mode-i ¢t 3 modes-o,

Ces théorémes sont basés sur le fait que I'équation en ¢ possédant
toujowrs une racine positive et nue racine négative, il suffit de sup-
poser D’existence de deux racines réelles de méme signe pour étre
assuré de Pexistence de quatre racines réelles. Ainsi, si 'on exprime
que — ry et — rp vérifient cette équation, on obtient un systéme
linéaire fournissant «s et p3 en fonction de 7, et 7. On recherche
alors g’il est possible d’obtenir des nombres ¢35 et B3 répondant & la
fois aux conditions imposées par le probléme méecanique, & savoir ug
et B3 > 0 puisque U est défini négatif, et aux conditions qui résul-
tent de Pexistence des deux racines de méme signe. Dans ie cas des
deux racines négatives — 1 et — 79, on frouve que og(ri, r2) et
Pa(r1, 72} sont toujours positifs ce qui démontre le théoréme VIIL.
Dans le cas de deux racines positives, on démontre que les inégalités
a3 > 0, B3 > 0 forment un systéme impossible ce qui entraine le
théoréme IX.

Signalons gu'un modele méeanique correspondant aux systémes
dont il est question dans ces deux théorémes est donné par deux
masses égales reliées entre elles et & un support fixe par des ressorts
linéaires et se mouvant perpendiculairement & la direction de ces
ressorts.

o) Systemes uniformes.

Il s’agit de systémes tels que, dans le modeéle mécanique associé,
aucune masse n'est relide & un point fixe, tous les ressorts sont
identiques ot toutes les masses égales {et supposées unitaires).
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II en résulte que les équations (11) s’éerivent

1 Hi 1 n
— ¢, —(Cpym — O — (Om =
5 GO = o > (G 0)

=1 j=1

H

Z (Ca — Cy)m {m =1, 3,..., R) {14)

j=t

1
~ Ca

ou R désigne ici la valeur commune des ry;.
Des propriétés des proportions et de I'imparité de m, on déduit &
partir de (14)

n

- Z Z‘(" — Gy 0

=1 ] _
Ui Cl+02+ ‘s +CH
So
f=1
(¢ = L,2,.., %)
Doy, i = €y = ... = Gy, ce qui fournit ia solution

¥ — &g = .., = ¥p,
qui correspond & une translation d’ensemble du systeme traduisant

Pabsence de ressorts reliés & un point fixe et ne répond pas & la
définition I11.

D’autre part, le systéme (14) est équivalent au systéme
i

z (Cx — Cy)» Z '2: — Gy Z (G —— Gy

i;ﬁi j=1 (k=1,...,n)
_ 1! — ) -
— = . — {m =1,

t-‘ﬁl :;i

G};

soib

(k= 1,..,n)

Cr

1
i)
>
i=1
ik
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ce qui entraine I’équation unique _
Gl + 02 + b + OH - 0 (15)

d’ailleurs indépendante de la valeur de R. On retrouve ainsi un
théoréme démontré différemment par RosEnBERG [9] :

Théoréme X, — Toutes les droites de Uespace de configuration B,
passant par Uorigine el dont les paramétres directeurs Cr vérifient la
relation (15) sont des droites modales du systéme wniforme, Tout sys-
téme uniforme posséde les mémes droites modales que le systéme
linéatre associé oblenu en faisant R = 1 dans s« forction de forces.

d) Systémes compensés et symétriques & deuwa degrés de liberts.

En faisant des restrictions sur les coefficients a{, on peut trouver
d’autres systémes dynamiques possédant des modes normaux
semblables, A c¢b6té de ceux traités par RosexBrra [0 7 9] ef de
ceux définis en [16], on peut encore consulter un travail de K. IL.
HavenTox [14] on, par une méthode originale que le manque de
place nous empéche d’exposer ici, sont introduits d’autres systémes
anxquels la méthode exposée dans cet article est d’ailleurs appli-
cable. Nous nous contenterons d’examiner encore le cas des sys-
témes compensés & deux degrés de liberté [18].

Pour » = 2, les équations (11) peuvent s’éorire

1 i ¢y Cg \m
(o ) (O Y
vy Cen/mg/ \'\/ms A g

oy ( C, )’” A ( Cy )’" (16)
Cov/mg Wiy Crv/my \ o,
{m=13,..,R)

La forme de ces équations suggére d’examiner & quelles conditions
le systéme S admettra e dreite modale de paramétres directeurs
tels que

Gy Cz
Vo Ve
11 faudra que les seconds membres s’annulent pour ces valeurs de Gy
et Cs, soit que

o ap
= 92 (m=1,3,., R) (17)
ney e

ce qui impose en oubre que rg; = roe,
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Un systéme Sz dont les cocflicients af® et «ff vérifient les rela-
tions (17) sera dit systéme compensé de premidre espice.

Mais la forme des équations (16) suggére aussi de rechercher a
quelles conditions 8; admettra une droite modale de paramétres
directeurs

¢ G
Ve Vmy

11 faut encore que ces valeurs de C; et C; annulent les seconds mem-
bres des équations (16), ce qui entraine pour les coefficients les
conditions

&
?Rm == ‘;I—m— (?Rr = ]., 3, ey R’) (18)
1 2

avec en oubre rg = rou.

Un systéime Sp dont les coefficients af et a{® vérifient les rela-
tions (18) sera dit systéme compensé de seconde espéce,

On a des lors le

Théoréme X1 : Les systémes dynamiques compensés de premiére
espece [respectivement : de seconde espéce] & deux degrés de liberté
possedent un mode normal de vibration semblable. La ligne modale
correspondante est la droite & éguation

X1

Ve A me

[respectivement : la droite & équation

(mode-i).

2 (imode-0).]

¥ )
Vg V/ma

On voit que les conditions imposées n’affectent que les ressorts
reliés au support fixe (ressorts d’ancrage), le ressort de couplage
étant tout & fait quelconque.

Si on considére maintenant un systéme dynamique Sz tel que
my = Mg et que les ressorts d’anerage soient identiques, les condi-
tions (17) et (18) sont toutes deux remplies et un tel systéme, dit
symétrique [% %], appartient & la fois & l'ensemble des systémes
compensés de premiére espéce et a 'ensemble de ceux de deuxiéme
espéce. Il en résulte un théoréme démontré d'une autre manidre
par RosexseRra [& 9] :
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Théoréme X11, — Les systémes dynamiques symétriques possédent
deuax: modes norinauzx semblables, de droites modales respectives

@ = 1 (mode-1) et a9 = — a1 (mode-0).
6. OSCILLATIONS EX MODES NORMAUX NON SEMBLABLES

Iin ce qui concerne les modes normaux de vibration non sembla-
bles, les recherches se sont développées dans deux directions
différentes.

D’une part, RosExBERG et KU0 ont étudié, par la méthode des
perturbations, les oscillations en modes normaux de systémes
voisins d’autres systémes possédant des modes normaux sem-

blables [11}.

D’antre part, dans un récent mémoire [13 5], R. M. ROSENBERG
a obtenu le résultat essentiel suivant :

Théoréme d'exvistence. — Un systeme dynwmique conservalif &
1
‘- 'y ] N E] ] | . . 1‘2 "2
2 degrés de liberté, d’énergie cinétique T = ~2_(:Ll + at) el dont la
fonction de forces U (21, a2) vérifie les conditions suivantes -
a) elle est définre négative ;

b) elle est fonclion des valeurs absolues de ses arguments wy, g,
@ — ¥
U= U(§fb‘1 I, |:132 |, |-’1¢1—.’t‘2 f):-
c) ses dérivées partielles des deux premiers ordres evistent et sont
continues, les dérivées premiéres étant de la forme

oU
— = —-l— b.’lfz + P(mls :Uz)

aﬁ.:l l u b i 0
oU Coje d

= exy + das + Qv x2)

o P el Q sont négligeables devant les termes linéuires lorsque
L@y |, |22 | < 1, posstde au moins deux: modes normauy de vibration,
un mode-i el un mode-o.
On remarque que les conditions imposées 4 U sont plus faibles
que pour les systémes S; puisque 'analycité n’est plus requise.
La démonstration de ce théoréme, assez longue et préeédée de
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nombreux lemmes, se base sur les propriétés des {fransversales
c’est-d-dire des trajectoires orthogonales & la famille des courbes
équipotentielles U 4 & = 0, i €0, Uy}, et sur Vétude de la topologie
des trajectoires issues des points de la courbe-frontiére.

7. CONCLUSION

Le présent article n’a mis en évidence que certains aspects de la
théorie des modes normaux des systémes non lindaires. Parmi les
domaines dont il n'a pas été fait mention, on peut citer 'étnde de la
dépendance tenmiporelle de certaines solutions normales [% 19], de la
stabilité des oscillations en modes normaux [% % 11 12, 157 et Pexamen
des vibrations foreées de systémes non linéaires sonmis & une force
extérieure périodique. ¥n particulier, on démontre que si la force
extérieure est d’amplitude suffisamment petite, les mouvements de
grande amplitude en vibrations forcées se trouvent au voisinge
des mouvements libres en modes normaux [1215], (’est une des
raisons de 'intérét de 1’étude des oscillations en mocdes normaux
de systémes conservatifs non linéaires, dont on pourra trouver un
exposé trés complet dans 'ouvrage cité en [15],
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