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Btùl. Soc. Royale Sciences Liège, 33e année, n° 0·10, 1064, pp. 540·557 

OSCILLA'l'IONS EN i\IODES NORMAUX DE SYSTÈMES 
D'L'NAJ\IIQUES NON LINÉAIRES A PLUSIEURS DEGRÉS 

DE LIBERTÉ 

par J. l\I.A 'VRIN 
Université de Liège 

Institut d'Astrophysique 

RÉSUMÉ 

Le présent, article rappelle les fondements des travaux deR. 1\f, ROSEN· 
DERG concernant la généralisation de la notion de modo normal de vibration 
dans les systèmes conservatifs à plusieurs degrés de liberté. Il propose en 
outre une méthode nouvelle do détermination d'tmo classe particulière do 
1nodes normaux. 

1, INTRODUCTION 

Le concept de vibration en mode normal}JOlll' un système dyna.­
!lliquc linéaire à n degrés de liberté est bien connu depuis LAGRANGE 

et s'identifie avec les solutions fondamentales du s~ystème d'équa­
tions différentielles de NEWTON. Ces solutions possèdent la propriété 
essentielle de constituer une base de l'espace vectoriel des solutions 
du système différentiel. 

Lorsque l'on passe à des systèmes d~y11a1niques non linéaires, les 
méthodes de l'algèbre linéaire deviennent inopérantes. Pourtant, 
il est re!llarquable que certaines solutions de tels systèmes présen­
tent, en ce qui concerne l'aS}Ject qualitatif du 1nouvement, de 
nombreuses similitudes avec l'oscillation en mode normal d'un 
système dynamique linéah·e, étant bien entendu toutefois que le 
principe de superposition n'est plus valable. 

Cette situation a conduit R. iii. RosENBEHG à adopter, pour le 
concept d'oscillation en mode normal d'lu1 système dynamique, une 
nouvelle définition qui, d'une })art permet de retrouver univoque-

Présenté pur l"l. LcdmLx, le 15 octobre 1964. 
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ment les solutions normales classiques d'un système linéaire et, 
d'autre part, caractérise les Jnouvement.s particuliers, dont il a été 
question plus haut, de systèmes non linéaires. Les premières 
recherches relatives à. ces trajectoires ren10ntent aux mémoires de 
G. BRADISTILOV [1, 2] qui datent de 1939, de 'l'h. Posom, [•· '] ct 
de C. SOHMIEDEN ('1], Mais il faut attendre les travaux deR. ni, Ro­
SENBERG ct de son équi11e [6, ?, s. 9, 1o, 11, 12, 13, 14, 15) IJour recon­
naître que les trajectoires }Jarticnlières considérées rendaient bien, 
dans le cas de systèmes linéaires, les modes nonuaux habituels et 
pour obtenir une définition claire et une étude apJ>rofondie du 
concept. 

2. DÉFll""{lTION DES SYS'l'ÈMES DYNAMIQUES CONSIDÉRÉS 

Le modèle 1nécaniquc suivant donne une re}JrésentationJ>hysique 
du système dynamique le plus général introduit par RosENBERG[']. 
Il s'agit den 1nasscs }JOnctuelles mt, 1nt E ]0, oo], }Jossédant chacune 
un seul degré ùe liberté de translation dans une 111ê1ne dh·cction et 
reliées entre elles et éventuellement à un support fixe (masse infinie) 
}Jar des ressorts. Ceux-ci exercent des forces de raJ>}Jel fonctions 
linéaires ou non des déformations des ressorts. On J>ostule que ce 
système possède une position d'équilibre stable à partir de laquelle 
on mesm·era le déplacmncnt 'llt de chacune des masses. Au lieu 
des 'llt, on introduira en général un nouveau système de coordon­
nées généralisées x1 définies par les relations 

a.:t = V·mt 'Ut 

et caractérisant le pseudo-système l)OUr lequel l'énergie cinétique '1• 
prend une forme plus shnJ>le : 

" " 
2 'l' " . 2 " '.2 = ~ 1Ut'ltï = ~xi 

i=l i=l 

(. dx) x--­, - tlt 

Si on suppose que les forees de rappel des ressorts s'expriment par 
des fonctions analytiques et impaires de la déformation des ressorts, 
re11résentées avec une approximation suffisante }Jar un dévelop}Je­
nlent limité en série de TAYLOR 

111=1, 3 ... 

avec (Princi}Je d'égalité d'action et de réaction), a.}T} =a~;>, on a la 
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Définit·ion 1. - Le pseudo-système, désigné par S,, est nn système 
clynam~ique à. n degl'és de liberté, de coordonnées généralisées Xt, ... , Xn, 

<l'énergie cinét-ique 

et de fonction de forces 

Il 

U(x., ... , x11 ) =-L L 

Il l"' ·z T = zLx' 
i=l 

a('!'> 
'1 --·-., + l 

j=i+l 111=1, 3, ... 

(l) 

(2) 

oit les a.jt> sont tels que U soU défini négat·if. La. sommation sur l'ùulice 
1: s'éte·mlra. !le 1 à. n ou. de 0 à. n avec da.ns ce cas la. convention œo = O. 

Ce dernier point distingue entre les systèmes mécaniques reliés 
on non à un point fixe. 

L'espace de configuration correspondant, de métrique 

" 
ds2 = 2Tdt2 = Ldxi (3) 

i=l 

est euclidien, 1'Rl1porté à des coordonnées cartésiennes ct désigné 
par E 11 • 

Signalons sans entrer dans le détail que le problème des modes 
norma11x a été considéré pour des systèmes plus généraux [14]. 

3. L'IN'l'ÉGRALE D'ÉNERGIE ET SES CONSÉQUENCES 

Le système Sn étant conservatif et scléronome, il possède l'inté­
gra.Ie première d'énergie 

'L'- U(x,, ... , x,) = Uo (Uo, énergie totale). 

Dans E 11 , le lieu des états d'énergie cinétique nulle est donné 11a.r 
l'équation 

U(x,, ... , x,.) + Uo ~ 0 

qui représente une variété à n-1 din1ensions fern1ée S stu· laquelle 
RosENBEHG fait les hypothèses suivantes [9] : 

l. L'intérietu· de S est un ensemble shnplmnent connexe. 
2. S est étoilée sur l'origine 0 des coordonnées dans E,. 
Des hypothèses faites sur U et sur S résultent les théorèmes 

suivants dont on 11ourra trouver la démonstration dans [9] : 
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Théorème I. - L'hy11ersnrjace U + U0 = 0 est symétrique par 
rapport ù l'origine des coordonnées. 

Théorème II :Lemme.- Si S jouit des prowiélés 1 et 2 ci-dessus, 
l'extuesslon U + U 0 possède à. l'intérieur deS 1tn s-igne constant. 

Théorème. - Toute trajectoü·e cle S11 se trouve dan.s le domcûne 
fermé de En limité par S. 

Pour cette raison, S porte le nom de surface-fronti-ère. 
Une autre conséquence fondamentale du caractère conservatif 

du systèn1e 8 11 est que la trajectoire géométrique du point représen­
tatif clans En peut se déduire imn1édiatement du Princi}Je de 
lliAUFERTUIS écrit sous la forme de JACOBI : les trajectoires de 811 

sont les extrémales· de l'intégrale 

'• J "/U + Uods 
,, 

où rls est défini par (3), c'est-à-dire les géodésiques de l'espace de 
RIEMA1\"'N R 11 de métrique 

" 
dcr2 = (U + U0) 2: dxf 

i=l 

Les équations différentielles de la trajectoire sont donc les équa­
tions d'EuLER-LAGRANGE de ce problème variatio1mel qui, en choi­
sissant Xi comme variable indépendante et en utilisant l'intégrale 
d'énergie, s'écrivent fina.len1ent [15] : 

" 
2(U + U0)x; + (2: x?) (x; au) 

- Bx, = 0 (x;= dx,) 
dx1 

j=l 

(i = 2, 3, ... , n) (4) 

Do ces équations et des })l'O})riétés de U, on peut encore déduire 
les théorèmes suivants [•· '"]. 

Théorème lii.- Toute tmjectoil·e du. pseudo-systèmeS, qui atteint 
réellement la snrface-jl'ontièl'e S lu.i est orthogonale. 

Une telle trajectoire est elite mixte dans la nomenclature de 
PAINLEYE. 
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Théorème IV.- La condit·ion nécesslÛ-re et su;ffisam.fe ponr qu.'ttne 
droite de E, soit tmjectoire du. système S, est qn'elle soit trajectoire 
orthogonale de la famille des variétés éqnipotenUelles Sh cl'équat-ion 

U + h = 0 où hE [0, Uo] 

Cc sera. dès lors une trajectoire remarquable au sens de PAINLEVE. 

Corollaire. - 'l'oule droite trajectoire ch système S, JJasse par 
l'origl.ne des coordonnées dans En. 

Théorème V.- Si tuw cout be de En est sol-ut-ion d·u système d'équa.­
Mons clitférentielles (4), sa. symétrique par rapport à. l'origine des 
coordonnées est également solution de ce système <l'équations <liftéren­
tielles. 

Ce théorème se déduit de (4) en utilisant les relations 

au au 
U(-a:1, ... ,-x11 ) = U(xb ... ,a:u) ct- (-xl, ... ,-:tn) = - --(x1, ... ,a: 11 ) ax, ax, 

Corollaire. - Toute solution clu. système cl' équations (4) qwi tJasse 
JJar l'orig{ne des coordonnées est symétrique pat rapport (i. cette 
or-igine. 

4, LES OSCILLATIONS SUIV AN'l' UN 1'1IODE NOR1'1lAL 

Le systèn1e 8 11 étant conservatif, son étude })al' les Princi}Jes 
variationnels de la 1\IécaJùque analytique !leut se faire ou bien à 
partir du Principe de HAr.ITLTON qui rend les équations de NEWTON 

.. au 
x,=- ("i = 1, 2, ... , n) 

a.~, 
(5) 

ou bien à partir de la forme de JACOBI du Principe de niAUPERTUIS 
qui fournit les équations différentielles (4). 

Il est intéressant de noter, avec RosENBERG ["· '"l que le fait 
pour le systèmeS, d'être linéaire simplifie considérablement l'étude 
des équations (5) mais n'a aucun effet sm· les équations (4) qui 
restent intrinsèquement non linéaires. D'autre part, pour un système 
linéaire, c'est-à-dire de fonction de forces 

. n L L uW ( Xt XJ )' U(x,, ... , x,)=- -' • 1~- ;-
2 ·v m, '\ m1 i j=i+l 

(6) 
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on sait que les solutions notmales de (5) sont du type 

Xt = Ct cos (wt + S) (i = l, 2, ... , n) 

c'est-à-dire sont des fonctions harmoniques de t auxquelles corres­
pondent, ]JOUI' les équations (4), la solution 

Xl 

c, 
Celle-ci teptéscntc dans En la coutbe la plus simple qui soit, une 

droite passant par l'origine. On est donc amené à }Jenser que l'étude 
des oscil1ations suivant un nwde normal est }leut-être plus simple 
à part.ir des équations différentielles (4). 

D'tm autre point de vue, on }Jent, avec RoSENBERG [8, 12, 15], 

rechercher ce qui caractérise physiquement le mouvmnent d'un 
système vibratoire linéaire suivant un mode norrnal. On rema.rque 
que, dans un tel mouvement, les éléments mobiles : 

l. effectuent un mouven1ent périodique de n1ême période ; 

2. pas .. '3ent simultanément }Jar leur }Josition d'équilibre; 

3. atteignent aux mêmes instants leurs positions de dé]Jlacement 
maximun1 et que, 

4. le mouvement de tous les éléments est univoquement déter~ 
1niné à tout instant par celui de l'un quelconque d'entre eux. 

'l1raduitcs mathématiquement, ces caractéristiques imposent à la 
trajectoire dans En, comme on le vérifie aisément, certaines exi­
gences ; celles~ci }Jern1ettent d'introduire, pour le mouvement 
suivant un mode normal d'un système S 11 , la définition ci-dessous, 
oar on vérifiera que cette définition ct ses conséquences, appliquées 
aux systèmes linéaires, conduisent et conduisent seulement aux 
vibrations normales au sens classique. 

Définition Il. - Un système dynmnique S, JJossède un mode 
normal de jjibration s'il possède une sobttion telle que 

l. la trajectoire tlu point représentatif de Sn dans E, soit définie 
par les n-l relations 

Xt = Xt(Xr) (i = l, ... , r- l, r + l, ... , n) (7) 

x, étant l'mw quelconque des coordonnées généralisées (x, par exenvple), 
où 
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a) les fonctions Xi(Xr) sont 1les fonct-ions nnifonnes et strictement 
·monotones de Xr ((. l'intérietU' de et su.r S ; 

b) les fonctions x,(x,) sont telles que x,(O) = 0; 

2. la fonction x, = x,(t) est nne fonction périodique de t s'mm11la.nt 
pour nne valenr de t ['"]. 

Signalons qu'on peut donner d'autres formes équivalentes à 
cette définition [•· 9, '"]. 

La trajectoire dans E11 du mouvement de S11 suivant un nwdo 
normal est dite ligne modale et possède, en vertu de la défirlition II 
et des théorèmes III et V les propriétés suivantes [•· 16] : 

1. elle passe par l'origine des coorclmu1ées ; 

2. elle est symétrique par rapport à l'origine des coordonnées ; 

3. elle atteint réellement la surface-frontière S et la coupe ortho­
gonalenlent. 

C'est donc, dans la classification de P A.L_~LEVE, une trajectoire 
n1ixte lJossédant deux !Joints d'arrêt. 

Du point de vue cinématique, le point représentatif effectue un 
n1ouvement de va-et-vient sur la ligne modale. 

Une fois la ligne modale déterminée, la dépendance temporelle 
de x, s'obtient par quadratme à partir de l'équation différentielle 

.. au 
Xr = - [xl(Xr), ... , :l:y, ... ,Xn(Xr)] a x, 

où chaque x1 cjc x, est remplacé par la fonction correspondante 
dans (5). Comme x, est l'tme quelconque des coordOJmées, on voit 
que la connaissance de la ligne modale permet de découpler le sys­
tènle d'équations différentielles de NEWTON, c'est-à-dire le ra,Inener 
à la forme 

(i. = l, 2, ... , n). 

5, ÜSCILLATIONS EN L'IODES NORi\I.AUX SEMBLABLES 

L'objet de cette section est de rechercher s'il existe, dans l'en­
semble des systèmes S11 , des systèmes partictùiers possédant une 
ou l)lusieurs lignes modales droites, soit d'équations 

(8) 
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Dans l'affirmative, nous dirons avec RosENBERG [11, 12] que le 
système en question possède llll ou })lusimus modes normaux 
semblables. De tels systèmes ont été étudiés par différentes métho­
des (6· 7, s. 9, 14]. Celle que nous développons dans cette section 
})résente l'avantage, outre son caractère immédjat, de s'ap})liquer 
uniformément à de nombreux systèmes admettant des modes 
normaux semblables [16], 

Les équations de NEWTON du système 8 11 Je plus général s'écrivent 

(i = 1, ... , n) (9) 

où la sommation surj s'étend de 1 à n ou de 0 à n (avec alors x0 = 0). 
Posons 

H max rtJ 
i=l, ... , Il 

j=O ou 1, ... , 11 

Si J'on adopte la convention a.~jn> = 0 })OUr R. ~ ·m > riJ, les équa­
tions (9) peuvent s'écrire, en intervertissant les signes somn1e 

lt /! 

.. ), "\,~ ag"> ( Xt x1 'm 
x, =- . L... '\/.m, '\/.m,- Vm) 

m=l,3, .. , J=Ooul 

(i = 1, ... , n) (10) 

Si le système possède m1 mode normal semblable, il existe entre 
les Xt au cotus de ce mouvement les relations 

o, 
Xi = -Xl ('1: = 2, ... , n) cl 

et ces Xi doivent être solutions des équations différentielles de mou­
vement. On doit donc avoir 

(i = 2, ... , n) 

Il faut dès lors que, dans le mode considéré, toutes ces équations 
différentielles en x1 fournissent la même solution. Les polynomes 
en X1 obtenus en multipliant les deuxièmes membres de laie équa­
tion par C1/Ct (i = l, 2, ... , n) doivent donc être identiques, ce qui 
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foumit les équations algébriques auxquelles doivent satisfaire 
les ci : 

IL (cc)"' (ni) 1 1 
j (l,lj - = ... 

C, v'm.1 y',., v'm1 j 

Un tel système contient en général plus d'équations que d'incon­
nues et un système dynmnique 8 11 n'admettra donc pas, en général, 
de mode normal semblable. Nous allons rechercher si certains 
types particuliers ne fournissent pas pour (Il) un nombre d'équa­
tions acceptable. 

a) Systèmes linéaires. 
De par sa fonction de forces dmmée en (6), le système linéaire est 

tel que a.~T> = 0 pour ·m > 1, ce qui entraîne H = l, et le sys­
tème (11) s'écrit 

- 1 "" (!) ( c, c, ) 
- Cn-ylm 11 ~ani .Y·m~-~ 

1 

soit, en égalant chaque tern1e à. un llaramètre ),, puis en posant 
n 

a.~~> L uE> · 
- '

1
- =Ath __!L_ =Au : 

V·mtm1 mt 
j.-... o ou 1 

J#i 

1 
(Au - ),)Cr + A,.c, + ... + A,,c, = o 
A,,c, -\- (A,,- ),)C, -\- ... -\- A.,c, = 0 

1 A,, Cr -\- A,2C2 -\- ... -\- (A,, - ),)C, = 0 

On obtient donc pour les C, un système linéaire homogène de n 
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équations à ·n inconnues qui admettra une solution non triviale si 
et seulement si 

dét(A- ),E) = 0, A = (A,,), E = (311). 

On retombe sur l'équation aux valeurs pro1n·es de la théorie clas8Î­
que et dès lors sur les n modes normaux correspondants. 

Remarquons ici que pour que la définition soit VI'aiment satis­
faisante, il faut encore qu'il n'existe pas, claus le système linéaire, 
d'autres trajectoires qui satisfont aux conditions imllosées par cette 
définition, Or, on sait que si les fréquences propres du système 
sont <ol)' .. , w", la solution générale est 

" 
x(t) = L Ck cos (w't + 3')8. 

1:=1 

où SIJ ... , 811 sont n vecteurs orthonormés ayant la direction des vec­
teurs propres de la matrice A et c•· ct 3' les 2n constantes d'inté­
gration. Cette solution est également l'équation paramétrique de 
la trajectoire dans E 11 et représente d'ailleurs une cmu·be de LISSA­

JOUS, L'étude de ces courbes montre alors que la seule qui soit 
uniforme est la droite, 

b) Systèmes homogènes. 
Avec RosENBERG ["· '], nous appellerons système homogène de 

degré k un système 8 11 tel que, dans le modèle mécanique associé, 
les forces exercées par tous les ressorts soient proportionnelles à la 
ke puissance des défonnations. Le pseudo-système correspondant 
est. donc défini par la fonction de forces : 

:>: "' a\J> ( Xi Xj )l.-+1 
U(:<i, ... , :<,) =- L_, k + 1 \f,,- Vm.J (12) 

l' j 

ce qui entraîne que a}j''> = 0 pour m cfc k. Dès lors, les équations (11) 
s'écrivent, si on pose Ct = Ct/Cl u = 2, ... , n), puisque les cf ne sont 
définis qu'à un facteur constant près : 

( 13) 
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Il s'agit d'un système de n-1 équations algébriques à n-1 inconnues 
Ct. Si ce système possède 11 solutions réelles, le système dynamique 
possédera p modes normaux semblables. Les équations ( 13) peuvent 
s'écrire 

"' [ aw ( Ct Cj )k a\}> ( l Cj )k J _ 
L "\lm, "\lm,-\?;,, - -\?m, "\lm1 - "\lm1 °1 

-
0 

1 

(i ~ 2, ... , n) 

et constituent donc un système de n-1 équations de degré k + l en 
les Ct. Du théorème de BEZOUT généralisé, on déduit alors le 

Théorème VI. -Le nombre maxünwm de modes normaux sembla.­
bles rl'nn système <lynamiqne homogène de 1legré k à n degrés de liberté 
est égal à 

(k + 1)11-1 

On remarquera que ce nornbre peut être supérieur a.u nombre de 
degrés de liberté dn système <lynmnique, situation qui n'a pas son 
équivalent dans les systèn1es linéaires où ces deux quantités sont 
toujours égales. 

Examinons en }Jarticulier le cas d'un système à deux degrés de 
liberté. Les équations (13) se ramènent à l'équation unique 

- :;. c + ~kck- ( l + "\~ll) (,)11 - c Y ~ 0 

Il 

où l'on a posé 
{k) (k) c Hl.! not aoz z 

p.=-, (/.f,; = (1./ ~,.. = (k/ c = !' 
mz aï2 a 12 Ct 

L'étude des propriétés de cette équation algébrique de degré 
k + l ]Jermet d'énoncer le théorème suivant [16] : 

Théorème V JI : Le nombre de modes normamx semblables rl'·nn 
système homogène de degré l', k impair, à deux degrés de l-iberté, est 
an moins égal à 2 et an plus égal à k + l. Un tel système possède 
toujours au moins 'ltn mode-i (en JJhase, c > 0) et 'll!n '"lnode-o (en 
opposition de 11hase, c < 0). Le nombre de modes-i et le nombre de 
modes-o sont toujours cles nmnbres ·i'mJJa.irs. 

Dans le cas particulier de systèmes homogènes de degré 3 à 2 de­
grés de liberté tels que p.~ l, les théorèmes suivants dont la 
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démonstration, assez longue, sera seulement esquissée et peut être 
trouvée en (16], établissent l'existence de systèmes }Jossédant plus 
de modes normaux que de degrés de liberté : 

Théorème V Ill. -A tout couple de nombres négaf.ijs (-tJ, -r2), 

on peut associer un système <lynamique homogène de degré 3 h deu:r 
degrés de liberté tel que 1-' = l admettant les droites modales d'équations 

Xz + fiX! = 0, :t'z + )'2X1 = Û 

et admettant tonjD'urs deux a.utJ·es modes normœux semblables, 'U-n 
·mode-i et 1tn mode-o. 

'l'héorème l.L\. : Lorsqu'1.tn système dynwmique lwmogène de degré 3 
h deux degrés de liberté tel que 1-' = l admet 4 moi/es normaux sem­
blables, -ils se l'épartissent toujours en nn mode-i et 3 modes-o. 

Ces théorèmes sont basés sur le fait que l'équation en c possédant 
toujon1·s m1e racine positive et une racine négative, il suffit de sup­
}Joser l'existence de deux racines réelles de même signe }JOlll' être 
asslué de l'existence de quatl'e racines réelles. Ainsi, si l'on eX}Jrime 
que - -r1 et - rz vérifient cette équation, on obtient un système 
linéaire fournissant a3 et ~3 en fonction de n et r2• On recherche 
alors s'il est possible d'obtenu· des nombres "a et [la répondant à la 
fois aux conditions imposées }Jm·le problème mécanique, à. savoir a3 

et [la > 0 puisque U est défini négatif, et aux conditions qui résul­
tent de l'existence des deux racines de même signe. Dans le cas des 
deux racines négatives - r1 et - r2 , on trouve que a3(n, rz) et 
[la(r,, rz) sont toujours positifs ce qui démontre le théorème VIII. 
Dans le cas de deux racines positives, on démontre que les inégalités 
aa > 0, ~3 > 0 forment un système impossible ce qui entraîne le 
théorème IX. 

Signalons qu'un modèle mécanique cmTeS}JOndant aux systèmes 
dont il est question dans ces deux théorèmes est donné par deux 
maBses égales reliées entre elles et à un support fixe par des ressorts 
linéaires et se mouvant perpendic·ula.irement à la direction de ces 
ressorts. 

o) Systèmes '"'ijonnes. 

Il s'agit de systèmes tels que, dans le n1odèle mécanique associé, 
aucune masse n'est reliée à un IJOint fixe, tous les ressorts sont 
identiques et toutes les ma~ses égales (et supposées unitaires). 
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Il en résulte que les équations (11) s'écrivent 

" 
= _1_ "' (0, - O,)"' 
On~ 

(-m = 1, 3, ... , R) (14) 

j=l 

où R. désigne ici la valeur commune des ru. 
Des propriétés des proportions et de l'imparité de m, on déduit à 

partir de (14) 

" 
2:(0,- 01)"' 

J=l 

o, 
0 

~~oc-:---· ·- = 0 o, + 02 + ... + 0, 

Î=l 

(i = 1,2, ... , n) 
D'où, Ct = 0 2 = ... = 0 71 , ce qui fournit la solution 

X1 = X2 = ,,, = Xn, 

qui correspond à une translation d'ensemble du système traduisant 
l'absence de ressorts reliés à un point fixe et ne répond pas à la 
définition II. 

D'antre part, le système (14) est équivalent an système 

" 2: (0,- o,)"' 
j=l 

soit 

552 

1 

Il Il 

2: 2: (0,- o,)"' 
i=l j=l 
i -:fi~· 

" 

1 

" 

i = 1 
i#;k 

" 

i=l 
i;f:;k 

(k = 1, ... , n) 

(m = 1, 
3, ... , R) 



ce qui entraîne l'équation unique 

Ct+ Oz+ ... + C, ~ o (15) 

d'ailleurs indépendante de la valeur de R .. On retrouve ainsi un 
théorème démontré différemment par RoSENBEHG [•] : 

Théorème X. - Toutes les rlroites de l'espace de configu.ration E, 
passant par l'origine et dont les tJm·amètres rlirectwrs 01 vérifient la. 
relation (15) sont des rl1·01'tes modales du système m!iforme. Tout sys­
tème 1U!iforme possède les m~mes rl>·oites modales que le système 
linéaire associé obtenu en faisant R ~ 1 dn11s sn fonction de forces. 

cl) Systèmes compensés et symétriques à. deux degrés de liberté. 
En faisant des restrictions stu·les coefficients a~t>, on peut trouver 

d'autres systèmes dynamiques J)Ossédant des modes normaux 
semblables. A côté de ceux traités par RoSENBEHG ('· '· "J et de 
ceux définis en (16), on ]Jeut encore consulter un travail de K. E. 
HAUGHTON (t4) où, par une méthode originale que le manque de 
place nous em1)êche d'eXJ)OSer ici, sont introduits d'antres systèmes 
auxquels la méthode exposée dans cet article est d'ailleurs appli­
cable. Nous nous contenterons d'examiner encore le cas des sys­
tèmes convpensés à deux degrés de liberté [16]. 

Pour n = 2, les équations (Il) peuvent s'écrire 

( 
l l ) ( Ct Oz )"' 

a~~) cl v'~n~~ + C2v'm.z v'n~- Vm2 
a.g~> ( Oz )m ag~> ( Ct )"' 

= c2,1;n2 Vm.2 - Clv'm,l '\/m,l 
(16) 

('m ~ l, 3, ... , R) 

La forme de ces équations suggère d'examiner à quelles conditions 
le système Sz admettra une droite modale cle paramètres clirecteurs 
tels que 

c1 c2 
:Ymt ~ Vmz 

Il faudra que les seconds mmnbres s'muntlent pour ces valeurs de C1 
et Oz, soit que 

a (m) 
'01 

a<m> 
02 

N~l 1n2 
(m ~ l, 3, ... , R) 

cc qui impose en outre que r01 = r02. 

(17) 
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Un système Sz dont les coefficients a~q> et n~~> vérifient les rela­
tions (17) sera dit système compensé de première espèce. 

Mais la forme des équations (16) suggère aussi de rechercher à 
quelles conditions 82 admettra une droite nwclale de paratnètres 
directeurs 

Il faut encore que ces valetu·s de 01 et Cz annulent les seconds mem­
bres des équations (16), ce qui entraîne pour les coefficients les 
conditions 

a<m> 
01 

·m~~ 

,,(m) 
~··o2 

1n~! 

avec en outre r01 = r02. 

(m = 1, 3, ... , R) (18) 

Un système 8 2 dont les coefficients a.g~~> et a.~~> vérifient les rela­
tions (18) sera dit système comJJensé de seconde espèce. 

On a dès lors le 

'l'héorème XI : Les systèmes rlynmniques compensés de première 
espèce [respectivement : de seconde espèce] à. deux degrés de liberté 
possèdent un mode normal de vibration semblable. La. ligne modale 
correspondante est la rl>·oite rl' équaUon 

(mode-i). 

[1·espectivement la. rll·oite rl' éq1wUon 

X2 
(morle-a).] Vmz =-.y,;~ 

On voit que les conditions imposées n'affectent que les ressorts 
reliés au support fixe (ressorts d'ancrage), le ressort de couplage 
étant tout à fait quelconque. 

Si on considère maintenant un système dynamique S2 tel que 
1n1 = mz et que les ressorts d'ancrage soient identiques, les concli­
tions (17) et (18) sont toutes deux remplies et un tel système, dit 
symétrique [6• •], appartient à la fois à l'ensemble des systèmes 
COIUlJensés de première eS}Jèce et à l'ense1nble de ceux de deuxième 
espèce. Il en résulte un théorème déinontré d'une autre manière 
par RosENBERG [6• 9] 
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Théorème Xll. - Les systèmes clynmniques symétl'iques possèdent 
deu.x modes 1W1'-mfwx semblables, de dtoites modales respect·ives 

X2 = x, (mode-i) et X2 =-x, (mode-o). 

6, ÜSCILLATIONS EN :i\IODES NORi\IAUX NON SEi\IRLARLES 

En ce qui concerne les modes normaux de vibration non sembla­
bles, les recherches se sont développées dans deux directions 
différentes. 

D'une part, RosENBERG et Kuo ont étudié, par la méthode des 
perttubations, les oscillations en Jnodes normaux de systèmes 
voisins d'autres systèmes possédant des modes normaux sem­
blables [11). 

D'auti'C part, dans un récent Ulémoire [13, 15], n .. l\I. HosENBERG 
a obtenu le résultat essentiel suivant : 

Théorème 

2 degrés de 

<l'existence. - Un système dynrnnique conservatif ù 

liberté, d'énergie cinétique T = ~(:i:f + x!) et dont la. 
2 

foncf.ion. de forces U (x, x2) vérifie les conclUions suivantes : 

a) elle est définie négative; 

b) elle est fonction des valeurs absohœs de ses argwnents x,, x2, 

U = U{j x, 1, 1 x2 1, 1 x,- x2l) ; 

c) ses dérivées partielles des deux jJremiers ordres e:dstent et sont 
contin11es, les déri.vées premières étant de la. forme 

au 
- = a:v, + bx2 + P(x, X2) a x, 
au ' 
·- = CX! + dx2 + Q(X!, X2) 
ax2 

\" b\*o 1 c ,z 

où. P et Q sont. négligeables devctnt les termes linéaires lorsque 
[ Xt [, [ xz[ .f l, possède a.u. motns deux modes norma.'U~'1; de vibration, 
1l·n 'made-l: et 'lU~ mode-o. 

On remarque que les conditions imposées à U sont plus faibles 
que pour les systèmes Sz 1Juisque l'analycité n'est IJlus requise. 

La démonstration de ce théorème, assez longue et précédée de 
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nombreux lemmes, se base sur les Jlropriétés des transversales 
c'est-à-dire des trajectoires orthogonales à la famille des courbes 
équipotentielles U + h = 0, hE (0, U0], ct sur l'étude de la tO}Jologie 
des trajectoires issues des points de la. courbe-frontière. 

7. CoxcLusrox 

Le }Jrésent article n'a. mis en évidence que certains aspects de 1a 
théorie des n10cles normaux des systèmes non linéaires. Parmi les 
dmnaines dont il n'a pas été fait 1nention, on peut citer l'étude de la 
dépendance tmnporellc de certaines solutions normales [9, 10], de la 
stabilité des oscillations en 1nodes normaux [7· 9, 11, 12, 15] et l'exmncn 
des vibrations forcées de systèmes non 1inéaires soumis à une force 
extérieure périodique. En particulier, on démontre que si la force 
extérieure est d 'a1nplitude su:ffisanunent petite, les mouvements de 
grande aill}Jlitude en vibrations forcées sc trouvent au voisinge 
des rnouvmnents libres en modes normaux p2. 15]. C'est une des 
raisons de l'intérêt de l'étude des oscillations en modes normaux 
de systèmes conserva.tifs non 1inéaiTes, dont on ponrrR trouver un 
exposé très complet dans l'ouvmge cité en [15], 
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