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Préface
de Marc Yor
1949-2014

Depuis le tout début du XX€ siecle, I’étude des processus stochastiques est un
domaine tres actif de la recherche en mathématiques. Les motivations peuvent avoir
des raisons purement « internes » : la description, par exemple, de la complexité de
la courbe brownienne plane. D’autres sont plus « externes » : de nombreux domaines
scientifiques font de plus en plus appel a certains aspects des processus aléatoires
qui semblent — méme dans des situations a priori tres éloignées des probabilités —
correspondre en un certain sens a des propriétés liées aux processus stochastiques,
ou simplement & l'aléa. A posteriori, la raison de cette identification est simple :
I’activité scientifique amene tres souvent a « mesurer » tel ou tel phénomene. De ces
« mesures » aux probabilités, il n’y a qu'un pas. Ajoutez le facteur temps, et vous
voila dans le domaine des processus stochastiques.

Parmi ces processus, le mouvement brownien — dont I’étude mathématique a
été initiée des 1900, avec la these de Bachelier, entre autres travaux — a joué, et
joue encore, un role primordial. Ceci peut s’expliquer par le fait que le mouvement
brownien est 1’objet limite quasi-universel qui apparait dans le théoreme central
limite, lorsqu’on fait agir le temps. Pour étudier le mouvement brownien, et ses
processus satellites, il y a bien sfir de nombreux moyens : les grands anciens, Paul
Lévy par exemple, mais aussi P. Erdos, A. Dvoretzky, S. Kakutani, J. Taylor, uti-
lisaient pour I'essentiel le caractere gaussien du processus, ainsi que I'indépendance
et ’homogénéité des accroissements, a la lumiere de leurs éclairs de génie. D’autres
pionniers, tout aussi impressionnants, tels que A. Kolmogorov ou M. Kagc, utilisaient
les connexions entre équation de la chaleur, probleme de Dirichlet, équation de Pois-
son ou de Sturm-Liouville, etc. avec le mouvement brownien, pour exprimer les lois,
ou des résultats limites sur certaines fonctionnelles du mouvement brownien.

Enfin, apres la seconde guerre mondiale, « I’ére [t6 », avec son calcul stochastique
directement sur les trajectoires browniennes, a commencé. Le merveilleux petit livre
de H.P. Mc Kean : Stochastic Integrals (1969) a définitivement popularisé le calcul
d’It6, puis des traités entiers sont apparus sur ce sujet. Le calcul d’It6 — stricto sensus
— demande de travailler avec des fonctions régulieres, i.e. de classe C2, pour, aprés
composition avec le mouvement brownien, écrire explicitement la décomposition
de Doob-Meyer en semi-martingale du processus ainsi obtenu. Avec la formule de
Tanaka (1963), il est apparu que la régularité de classe C? n’était pas nécessaire,
et que les temps locaux browniens (en un niveau donné, le temps passé par un
mouvement brownien au voisinage infinitésimal de ce niveau) pouvaient étre discutés
a l'aide du calcul d’It6-Tanaka, magistralement unifié et généralisé par Paul-André
Meyer (1976) dans son Cours sur les Intégrales stochastiques.

C’est encore avec un coup de génie que Kiyoshi It6, en 1970, jette les bases de la
théorie des excursions qui, considérée sous 'angle d’étude du mouvement brownien
par exemple, remplace la complexité des trajectoires browniennes par la simplicité



des escaliers Poissonniens ; le « truc » est qu’en toute généralité, il faudrait considérer
une infinité de tels escaliers, mais pour un probléeme donné, seuls un ou plusieurs
de ces escaliers — processus de Poisson — suffisent, d’ott 'impression de simplicité
miraculeuse ressentie au début des applications de cette théorie par les chercheurs
tels que D. Williams, J. Pitman... Les notes que ’on trouvera développées dans ce
volume, réparties en deux ensembles (Partie 1 : Temps locaux de semi-martingales;
Partie 2 : Excursions browniennes) ont pour objectif de familiariser le lecteur, au
travers de la résolution d’exercices, a chacun de ces deux domaines.

Pour que ce travail soit profitable, il est demandé au lecteur de connaitre raison-
nablement le calcul d’It6 « régulier ». Les exercices de ce volume ont été élaborés,
année apres année, par le second auteur, soit a la suite de lectures d’articles présen-
tant, parfois avec des méthodes tres différentes, telle ou telle propriété brownienne,
soit simplement pour illustrer le contenu de son cours de DEA (anciennement), de
M2 aujourd’hui. Le premier auteur a résolu ces exercices et en a organisé la synthese,
de fagon économique et néanmoins — espérons-le — trées lisible. Les chapitres ont
été concus pour créer un aller-retour permanent entre les principaux résultats du
cours et les exercices corrigés, afin que la compréhension des uns renforce celle des
autres. C’est ainsi que de nombreuses solutions d’exercices données ici offrent un
apercu de la facon de prouver certains des théoremes rappelés plus haut.

Nous souhaitons que ces notes puissent étre un palier qui permettra a un étu-
diant de M2 en probabilités de se hisser aux cimes autrement élevées des recherches
actuelles, ainsi qu’en témoignent les articles de J.F Le Gall, P. Biane, J. Bertoin
et W. Werner dans le volume A tribute for K. Ité, SPA, 2010, ou chacun de ces
auteurs montre comment utiliser la théorie des excursions dans des domaines aussi
variés que la théorie des processus SLE (Schramm-Loewner Evolution), I’étude des
processus de coagulation et de fragmentation, les processus « libres » et processus
matriciels, ainsi que — pour citer un théeme en plein essor — les cartes planaires.

Notre but sera donc atteint si les connaissances et la maitrise des objets présentés
ici, ainsi acquises par le lecteur, lui permettent d’accéder aux résultats de tout
premier plan que nous venons de citer. Enfin, nous lui souhaitons autant de plaisir
a résoudre ces exercices qu’ils nous en ont donné a les rédiger.
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Cette partie I est composée de sept chapitres, chacun d’entre eux correspondant
a une legon sur les temps locaux de semi-martingales continues, et/ou de diffusions
réelles. Au début de chaque chapitre nous rappelons les théorémes principaux de la
legcon correspondante.

Les temps locaux des semi-martingales permettent une approche « en moyenne »
de I'étude de ces semi-martingales. Au lieu de s’intéresser & la valeur d’une semi-
martingale en un instant donné, on s’intéresse au temps qu’elle a passé a un niveau
donné. On pourra ainsi, par exemple, déterminer le temps passé par un mouvement
brownien au voisinage de 0, ou d’un autre niveau. Grace a ces nouveaux objets, nous
pourrons formuler plusieurs extensions de la formule d’It6, permettant d’obtenir
un certain nombre de résultats probabilistes fins, par exemple concernant I'unicité
des solutions de certaines équations différentielles stochastiques a coefficients peu
réguliers.

Nous nous attacherons également a étudier les temps locaux comme des objets
naturels, et & donner des identités en loi avec d’autres processus stochastiques bien
connus. Des exemples de ces résultats sont les théorémes de Lévy et de Pitman, qui
permettent de voir le temps local en zéro comme le supremum passé d’un mouvement
brownien ou l'infimum futur d’un processus de Bessel de dimension 3. Nous parlerons
également des théoremes de Ray-Knight, qui permettent de comprendre les temps
locaux comme semi-martingales indexées par 1’espace.

Finalement, nous donnerons également une courte introduction aux temps locaux
d’intersection, domaine qui se rapproche des recherches actuelles en probabilités.
Dans cette introduction, nous étudierons quelques propriétés du temps passé par
un mouvement brownien en dimension 2 ou 3 a se recouper, et déterminer de bons
ordres de grandeur pour des quantités intéressantes, telles que l'aire de la saucisse
de Wiener.
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Chapitre 1

Introduction aux temps locaux
de semi-martingales continues

Nous allons ici nous attacher a la définition et aux premieres propriétés des
temps locauXE], qui permettent de mesurer le temps passé au voisinage d’un niveau
donné par le processus. Il existe différentes théories des temps locaux, mais nous
nous intéresserons ici uniquement aux temps locaux de semi-martingales continues.

Rappelons qu’une semi-martingale continue est un processus stochastique qui
peut se décomposer de maniere unique en la somme d’un processus a variations finies
et d’une martingale locale, toutes deux supposées continues. La formule d’It6 permet
justement de donner cette décomposition pour les images de semi-martingales par
des fonctions de classe C2. En tentant d’étendre cette formule & des fonctions qui
ne sont pas nécessairement de classe C2, on définit toute une famille de processus &
variations finies, famille associée a la semi-martingale initiale. Il se trouve que ces
processus ont une interprétation immédiate dans le cas du mouvement brownien,
ils sont les limites, en un certain sens, du temps passé au voisinage d’un point x
avant l'instant ¢, pour tout x € R. Par conséquent, ces processus ont été appelés
temps locaux de semi-martingales, car ils représentent en quelque sorte 1’échelle
de temps ressentie au voisinage du point x. Nous allons ici simplement donner les
premiéeres définitions et propriétés de ces processus, et nous nous familiariserons avec
ces définitions avec quelques exercices de difficulté croissante. Ceux-ci permettent
de démontrer de nombreux résultats qui seront utilisés par la suite.

1. A Théorémes principaux

Nous allons commencer par donner une définition de ce qu’est un temps local,
qui permet de construire de nombreuses sortes de temps locaux donnant chacune
des informations différentes sur le comportement des processus associés au voisinage
infinitésimal d’une configuration.

1. Paul Lévy utilisait le terme : mesure de voisinage, pour le temps local en un niveau donné

11



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AUX TEMPS LOCAUX

Définition 1.1

Un processus continu (X, ¢ > 0) admet des temps locaux par rapport au processus
croissant (A, t > 0) et a la mesure de Radon p, si il existe une fonction mesurable
(Af,z € R,t > 0) telle que pour toute fonction f continue bornée et pour tout
t>0,ona:

/ CAAS(X) = [ nan)az ).

Pour toute semi-martingale continue X, on note (X) sa variation quadratique,
qui est un processus croissant vérifiant

n

1 2
Vte Ry, (X), = hn147§:(xfmfiquﬁﬁg en probabilité.

n—+00 N J

Dans la plus grande partie de la suite, les temps locaux que nous étudierons seront
les temps locaux de semi-martingales, dont le théoréme suivant garantit ’existence.

Théoréme 1.2
Une semi-martingale continue (X, t > 0) admet des temps locauzr (Af;t > 0,2 € R)
par rapport au processus croissant ((X),,t > 0) et d la mesure de Lebesgue, que l'on
appelle simplement les temps locauz (de semi-martingales continues) de X .

En d’autre termes, il existe une fonction mesurable (A¥,x € Rt > 0) telle que
pour toute fonction f continue bornée et t > 0,

t
| 1x0ax), = [ Ars(a)da.
0 R
Pour tout x € R, on notera
4 r siz>0 _ 0 sizx>0
Tt = et x =
0 sinon —x sinon

les parties positive et négative de x.

Théoréme 1.3 — Formule de Tanaka-Meyer
Pour toute semi-martingale continue, il existe une modification (L}) de A qui soit
conjointement continue en t et cadlag en x. On a de plus :

1 t
Sl = (Xi—a) = (Ko=) = [ 10X

Soit Xy = Xog + M; + A¢ une semi-martingale continue avec M une martingale
locale et A un processus da variations finies. Les sauts du temps local de X sont
donnés par la formule :

t
Li =Ly =2 | dAdix,m.

En particulier, si X est une martingale locale continue, la fonction de ses temps
locaux admet une version conjointement continue en t et x.
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Remarque 1.1 Ce théoreme est en quelque sorte une « formule d’It6 » appliquée a la
fonction & — 21, qui n’est pas de classe C2. Dans le chapitre suivant, nous donnerons
un sens précis a cette remarque. Notons de plus que, & x fixé, nous avons acces au
temps local en & d’une maniére qui permet, par exemple, 'expression d’intégrales
contre le temps local, ce qui n’était pas donné par la définition.

Corollaire 1.4
Soit X une semi-martingale et (LT) une version continue en t et cadlig en x de la
fonction de ses temps locaux; on a pour tout t € R et t >0 :

1t
Ly :11_{%2 ; (X)L X, <ate}-

En particulier, pour tout x € R, (L¥,t > 0) est constant sur {t > 0: Xy # x}.

Remarque 1.2 Si B est un mouvement brownien, et (Lf) la version continue de la

t €
fonction de ses temps locaux, pour tout € > 0, / dsli_ccp,<cey = dzLf. Par
0 —€
1 ot
conséquent, Lg = lim — / dsly_.cB,<e}, €t on retrouve ainsi la notion de temps
e—0 2¢ Jo s

passé au voisinage de 0 par B, d’ou le terme : temps local en 0.
Remarquons également que cette définition de temps local en 0, qui nécessite
une renormalisation en %, est nécessaire. En effet, par formule de Fubini, on a :

t t
E [/0 l{BSO}dS] = /0 P(Bs = O)ds = 0,

t
par conséquent / 1p,—01ds = 0 p.s. le mouvement brownien passe presque siire-
0

ment un temps de mesure nulle en 0.

Nous finissons cette introduction aux temps locaux par une remarque d’intérét,
appelée propriété fondamentale des temps locaux qui étend la remarque précédente.

Proposition 1.5 — Propriété fondamentale des temps locaux
Soit Y une semi-martingale et L la fonction de ses temps locauz. Pour tout y € R,
la mesure aléatoire d; LY est portée par {t > 0:Y; = y}.

1. B Exercices

Exercice 1.1
Soit B un mouvement brownien standard issu de 0 et a,b > 0,a # b. On pose
Y; = |By| et Zy = aB} — bB; .

1. Montrer que z — L§(Y) et = +— L¥(Z) sont discontinues en 0.

2. Calculer LY(Y) et LY(Z) en fonction de LY(B).
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Solution. 1. Par définition des temps locaux, on a pour toute fonction f continue a
support compact :

[ aw s = [ awrzi)
0 R

On obtient, en remplacant Y; par |By| :

Last@Liv) = [ asf(Bi) = [ def(e)2i(B)

On obtient alors pour tout x > 0, L¥(Y) = Ly (B)+ L; *(B), et pour tout = < 0,
L#(Y) = 0. Par continuité a droite de  — L¥(Y’), on obtient LY(Y) = 2LY(B), et
LI~ (Y)=0

i .

2. Pour ce qui est de Z, on le réécrit de la maniere suivante, en utilisant la

formule de Tanaka-Meyer, et en écrivant B~ en fonction de BT et B :

_ 1 t 1 t
Zy=aBy —bB; =a (QL? +/0 1{Bs>0}dBS> —b <2L? —/0 1{Bs<0}dB3> :

On a donc décomposé Z; en une martingale locale et le processus (“T_I’L?, t>0),
a variations finies (car continu et monotone). On peut donc appliquer la formule
donnant les sauts du temps local pour obtenir :

t t
LYZ) =LY (Z) = (a —b) /0 ds L7, —y = (a — b)/o dsLY(B)1{p,—o
= (a - b)L?,
car LY mne croit que sur l’ensemble des instants ¢ tels que B; = 0 —par Propriété

fondamentale des temps locaux. On en déduit que L¥(Z) est discontinu en 0, et le
saut réalisé par le temps local en ce point vaut (a — b)LY. O

Exercice 1.2 — Existence des temps locaux via Fourier
Soit Y une semi-martingale continue. On définit, pour w € 2 la mesure aléatoire

) frr [ A, @F0))

qui admet pour transformée de Fourier la fonction :

§Hﬁhwumﬂwﬂ

1. Montrer que si E [fR de| Ji d<Y>Sei§YS]2} < +00, alors Y admet des temps
locaux.

2. Montrer que cette propriété est vérifiée par le mouvement brownien.

3. Plus généralement, montrer I'existence de temps locaux pour le mouvement
brownien fractionnaire d’ordre H € (0;1) associés au processus croissant t.

Ce mouvement brownien fractionnaire BH) est un processus gaussien centré
vérifiant E((BY) — B{T2) = ¢t — s|?H.
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Solution. 1. Soit t € Ry et Y une semi-martingale continue telle que :

E Mdﬂ/otdmsei&yﬂ < +o0,

la transformée de Fourier de cette mesure aléatoire y; est donc une fonction fi; qui
est L? p.s. Par inversion L? de la transformée de Fourier, il existe p.s. une fonction
(aléatoire) ¢ (w) € L? telle que ¢ = fi;.

On peut donc appliquer la formule de Parseval. Soit f € C.(R) de transformée
de Fourier f ,ona:

[ rovaawy = [ agi©ne = [ a6f©d) = [ auiwint)

Par conséquent, ¢; est la densité par rapport a la mesure de Lebesgue de la mesure
. C’est donc un représentant du temps local.
2. Passons au mouvement brownien. On a :

t 2 t t ‘
(e o)< [ [ frmseom
R 0 0 0 R

2T

|s =

Comme [ ds [3 du|s — u|~'/? < 400, lexistence de temps locaux est démontrée.
3. Dans le cas plus général du mouvement brownien fractionnaire de parameétre
H € (0,1), on peut encore montrer l’existence des temps locaux grace a la transfor-
t ¢
mée de Fourier, car | du / ds|s — u| ™ < 4o0. Le cas H = % correspond au cas
0

du mouvement brownien standard, que nous venons de traiter. ]

Remarque 1.3 Cet exercice fournit une nouvelle méthode trés puissante pour définir
des temps locaux assez généraux, cette méthode sera d’ailleurs utilisée au chapitre 7
pour définir les temps locaux d’intersection. Néanmoins, cette méthode a une limite :
elle ne permet pas d’obtenir des résultats tels que la régularité (continuité, etc.) des
temps locaux.

Exercice 1.3
Soit p > 1; montrer que (x,t) — L¥(B) est continue dans LP.

Solution. Soit p>1et M,T € Ry. Pour tout - M <ax<y< Met0<s<t<T,
il existe Cp, > 0 tel que :

E (L7 (B) — L{(B)I") < CpE (|L{(B) — L{(B)|") +C, E (IL{(B) — LY(B)")

ft (r,y) gy(svt)
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Grace a la formule de Tanaka-Meyer, en utilisant le fait que = — 2™ est Lipschit-
zienne, il existe C, tel que
)]

)]
Par conséquent, il existe une constante K, > 0 telle que

¢ £
Iy—w\erE(/o dul{m<3u<y}> ]

t
ct grla,y) < K ||t = sff + B [ dutpyl?)]

t
fi(z,y) < C, [\y —z[P +E ('/0 1<B.<yydBs

De la méme facon, il existe C’I’,’ > 0 tel que

t
wist) <y [B0B - B+ (| [ 1050008,

ft(xa y) < Kp

En calculant ces intégrales, on en déduit I'existence de K ;7 > tel que
E[IL7(B) = L{(B)") < Kparr (Jt =I5 +ly —af5).
On en conclut que (L¥(B)) est continue en (¢, x) dans LP. O

Exercice 1.4 — Propriété fondamentale des temps locaux
On note Y une semi-martingale positive, et LY son temps local en y. On note d;L}
la mesure sur Ry dont (L7, > 0) est la fonction de répartition.

En décomposant de deux facons différentes (Y; —y)? en la somme d’une martin-
gale locale et d’un processus a variations finies, montrer que le support de la mesure
d;L{ est inclus dans {t € Ry : V; = y}.

Solution. On utilise ici la formule de Tanaka-Meyer. On a

t 1
i=9)* = 00=0)" + [ 1popd¥+ 5L

De plus pour tout z € R, || =22+ —z, et Y, —y =Yy —y + fg 1dY5, donc
t
Y=yl = Yo -yl + | sen(Y. - y)a¥s + LY,

ou sgn est la fonction signe définie sur R par

1 si >0
sen() = -1 si <0

On décompose (Y; — )2 = |V; — y|?, par la formule d’Itd, on a d'une part

(V=9 = (o =) +2 [ (Y, = )V + (1),
0
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et d’autre part
t
Y=yl = [¥o—u?+2 [ Vo= yldYe =yl + (Y —y),
t t
= (o) +2 [ IV —ylsen(e - y)d¥+2 [ Vo - yldoLl +(¥),
0 0

Par conséquent, on obtient fot |Ys — y|ds LY = 0, par conséquent, la mesure d;LY ne
charge que {t € R} : Y} = y}. O

Exercice 1.5 — Généralisation de la formule de densité d’occupation
Nous allons ici étendre la formule de densité d’occupation & des fonctionnelles aléa-
toires dépendant du temps. Ce résultat permet en particulier de calculer la mesure
de Lévy d’un subordinateur naturellement associé au temps local en 0.

1. Montrer que pour toute fonctionnelle ® mesurable bornée, on a :
t t
/ ds®(s,w, Bs(w)) = / da;/ ds LE(w)P(s,w, x).
0 R 0

2. Soit I > 0, on pose 7; = inf{t > 0: LY > [}. Montrer que 7 est un subordina-
teur et déterminer la mesure de Lévy qui lui est associée.

Remarque 1.4 Ce résultat est a retenir, car il sera utilisé & de nombreuses reprises
par la suite. Il étend la définition fondatrice des temps locaux a une classe bien plus
large de fonctions, en les autorisant a dépendre du temps, et de 1’aléa.

Solution. 1. Soit 0 < a < b, et f,g deux fonctions mesurables bornées. On pose
(I)(S,w,l’) = 1[a,b)(8)f(w)g(l‘)a on a :

[ asls,, ) = [ ds1i0(6)f@)a(Ba(e)) = F@) [ a5t (5)9(B)

~ f(w) /R dzg(w)(Lir(B) — LEy (B)

t
:/dm/ ds LIP(s,w, x).
R 0

On étend ensuite ceci a toute fonctionnelle mesurable positive bornée grace au
théoréme de classe monotone, puis on conclut en décomposant ® en partie positive
et partie négative. On a bien 1’égalité demandée.

Remarque 1.5 Notons que ® n’est pas nécessairement adaptée a la filtration naturelle
de B.

2. On observe pour commencer que, a [ fixé, 7; est un temps d’arrét. De plus, en
utilisant la propriété de Markov forte au temps 7;, on observe que 74y est égal en
loi & la somme de deux représentants indépendants de 7; et 7;/. Le processus [ — 7
est donc un processus a accroissements indépendants stationnaire, positif, et continu
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a droite. C’est un subordinateur. Calculons alors la transformée de Laplace de ce
processus.

Soit A > 0, on observe que fy(I) = E(e=*7) vérifie fr(I +1') = fr(1)fr(I'). Pour
tout A > 0, il existe #(A\) € R tel que pour tout I > 0, on a E(e™ ) = exp(—Ip(N)).
Par changement de variables, on a [ T d L0 f0+°° dle=*7. On calcule de deux
fagons différentes ’espérance de cette variable aléatoire.

D’une part part, en utilisant la forme particuliere de la mesure de Lévy de 7,

400 +o00 +oo 1
E dle™ ) = / dlE () = / dle™™ = .
([ ae) = (7m)= e 2y

D’autre part, la mesure dsL¥ ne chargeant que {t > 0: By = z}, par conséquent,
pour toute fonction f positive mesurable :

E </ daf(z) /04—00 dnge_’\S> =E </0+00 dtf(Bi)e ) dte " E(f(By))

En particulier, pour x = 0, on a

400 400 r
E </ dnge_)‘s) = ds e N = (
0 0

\V21s 21\ - NON

(1—e)

On en déduit que ¢(A) = v2A. Or, comme V2\ = dz~———=———, la mesure
4 R+ V2mx
T
de Lévy associée a (15,1 > 0) est . [
vy i (11,0 >0) Wores

Exercice 1.6 .

S
Montrer que la mesure aléatoire p; : f +— / ds / duf(B, — Bs) est absolument
0

continue par rapport a la mesure de Lebesgue, et identifier la dérivée de Radon-
Nikodym, i.e. le processus «f vérifiant, pour toute fonction f mesurable positive

/Otds/osduf(Bu—Bs) :/Rdaf(a)ag

en fonction des temps locaux de B.

Solution. Soit f fonction mesurable positive, on utilise une premiere fois la formule
de densité d’occupation du mouvement brownien

ds [ duf(By — Bs) ds [ daf(a— Bs)LY = [ da tdsf(a—BS)Lg‘
Lo “foe e,
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par formule de Fubini. On utilise ensuite la formule de densité d’occupation généra-
lisée de I’Exercice qui nous donne

[ assta-Bori= [ @ [ fa-vrzark

On obtient finalement :

e (f) :/Rda/Rdbf(a—b) /OtdngL‘;:/Rdaf(a)/Rdb/otLngbdsLZ.

t
Par identification, on en déduit of = / db / Ltbd, LY. O
R Jo

Exercice 1.7
Montrer que pour tout m € N, on a

0 2my __ 2my __ m(zm)‘
E(LY(B™) = E(B)*™) = t™ )
L e 0 (@
En déduire que a t fixé, L} (B)=|By|.

Remarque 1.6 Ce résultat est une conséquence directe du théoréme d’équivalence de
Lévy, qui sera énoncé par la suite, mais nous allons ici donner une solution utilisant
uniquement un simple calcul d’intégrales.

Solution. Commencons par calculer les moments de LY. Pour cela, notons que si f
est une fonction de R dans R mesurable bornée, et B un mouvement brownien, on
a par définition des temps locaux :

t1
dsi1f(Bs,, Bsy, ..., Bs,) = / dzy f(21, Bs,, ..., Bs,) L] p.s.
0 r1ER

Des lors, en utilisant le théoreme de Fubini on obtient :

0t1 dsl~~/Dtddsdf(le,...,Bsd) :/Rddxl~~d1:df(x1,...,xd)Lfll~-ij p.S.
Or
E(f(Bs,,...,Bs,) = /Rd dz1 - dzaf (21, ..., 24) Dy, ... (@1, 20),
ot Dy, . s,(x1,...,2q) est la densité de la loi de (Bs,,...Bs,) par rapport a la

mesure de Lebesgue. Des lors, en utilisant la formule de Fubini, et par identification,
on obtient :

t1 td
E(Lfllth;) :/0 dsl-../o deDsl,...,sd(xlr-'7xd)-
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On obtient en particulier, pour tout n € N,

E((LQ)”)Z/ dsy---dspDs, .5 (0,...,0).

[0,¢]"
On réalise un réarrangement de s1, . .. s, dans I'ordre croissant, on a n! combinaisons
possibles. On obtient donc :
om n! dsy---ds,
E((L)") = ——= -
(2m)2 Jo<si<sy<sn<t V/51(52 = 51) -+ (p — 8n-1)

Par propriété de scaling, on se raméne a t =1 :

nltz dsy---ds
B = 2 [ L o
(27)2 Jo<si<so<sn<t V/S1(S2 — 81) -+ (Sp — Sn—1)
On réalise maintenant le changement de variables suivant, pour ¢ > 2 on pose
u; = sf ;l L on obtient :

<s1<s9<sn<l \/S1(52 — 51) - (Sn — Sp—1)

/ dsy -+ -dsy, / - duy, H:‘_ \/1 —u
0 0 1]"

/ (1—u)

—H/ ﬁ

par changement de variables v = /1 — u.
Soit 5 une variable aléatoire de loi 51 1, on a :
272

e wi G
Ai—/odu\/m—ﬂﬂz(ﬁ)—ﬁf

Par conséquent

/ dsy---dsy, - 2
0<s1<s2<sn<l \/51(52 —81) -+ (8p —sp—1)  T(5+1)

D’apreés (1.1, on en déduit :
N2 1

E(ILOY)=n!(~) ———

wr=n(3) wa

ce qui se traduit, lorsque n = 2p par :
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qui sont les moments pairs de |By|. Or E(exp(AB?)) < 400 pour At < 3.

Etant donné que les moments de (L?)? et ceux de B? sont égaux, on en déduit

d
que les transformées de Laplace sont identiques, donc (L?)Q(:)B,?. De plus LY > 0,

par conséquent LY = (L?)2@|Bt|. O

Exercice 1.8

Soit L le temps local en 0 d’'un (F;)-mouvement brownien B. On note W la mesure
de Wiener et W la loi du pont brownien de longueur u. On admettra le résultat
suivant, démontré dans I'Exercice [0.4] :

u [u B3
Wooir =/ —5 &P (‘2(U_S)> Wi,

donnant la dérivée de Radon-Nykodym de la loi du pont brownien, par rapport a la
mesure de Wiener.
Montrer que pour tout H processus prévisible positif, on a :

L H YT

Solution. Soit s < t et A une variable aléatoire Fs-mesurable positive, on pose
H, = Aly,e(s,)) et on souhaite calculer :

E

E /(:OO duLuHu] — (L, — L) A).

On calcule alors 'espérance conditionnelle de L; — L sachant Fg, grace a la
propriété de Markov et a I’Exercice on a pour tout x € R,

du 22

e 2u.
vV 21mu

t—s
B(Li - LlFy, By = ) = Ba(Lims) = BL%) = |
0

Nous pouvons donc écrire :

¢ du _Big
E(L: —Ls’}-s)/s 7m6 Alums)

Observons que E(H,|B, = 0) = W ((H,), on utilise la densité de la loi du pont
brownien par rapport a la mesure de Wiener pour écrire :

E [ /0 " duLuHu} — E[(L; — L,)A] = E[AE(L, — Ly|F,)]

B2 t du
Ae” 20w=s) —W,
1 s V2Tu

0,0(4)

-2 |

_/+OOd“E(H 1B, = 0)
—Jo V2mu e

On utilise ensuite la linéarité de ces expressions et le théoreme des classes monotones
pour conclure. O
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Remarque 1.7 Le résultat de cet exercice est utile. Il permet notamment de repré-
senter de nombreuses espérances d’intégrales par rapport aux temps locaux gréace a
la loi des ponts browniens.



Chapitre 2

Unification des formules d’Ito et
de Tanaka-Meyer

La formule de Tanaka-Meyer, que nous avons développée au chapitre précédent
donne une décomposition de la semi-martingale ((Y; —y)*,¢ > 0), en fonction d’une
intégrale stochastique par rapport a Y et du temps local de Y au niveau y. Cette
formule n’est pas sans rappeler la formule d’Ito, qu’elle étend en un certain sens,
puisque la fonction x — 1 n’est pas de classe C2. Grace & cette observation, et
a la définition des temps locaux donnée au chapitre précédent, nous allons pouvoir
étendre le calcul stochastique d’Itd a des fonctions pour lesquelles la dérivée seconde
(au sens des distributions) est une mesure de Radon. En particulier, on en déduira
que la classe des semi-martingales continues est invariante par ces fonctions, plus
générales que celle des fonctions de classe C2. Pour finir, nous utiliserons une appli-
cation des temps locaux qui permet de toucher du doigt une partie de la richesse du
mouvement brownien, en particulier le fait que toute loi de probabilité de variance
finie peut étre modélisée a ’aide d’un mouvement brownien pris en un temps d’arrét
d’espérance finie, ce qui répond au probleme de plongement brownien de Skorokhod.

2. A Théoremes principaux

Théoréme 2.1 — Formule d’It6 généralisée
Soit p une mesure de Radon et Y une semi-martingale continue de temps local en
y noté LY, on a

J (=) = 0o = )*) ) = [ = o0, VibaVe + 3 [ Eutct)

Soit F' fonction continue localement différence de deux fonctions convexes, on a
t 1
FOYG) = F(%) + [ F(v)avs +5 [ LVF"(@y),
0

ot la dérivée seconde de F est prise au sens des distributions : c¢’est, par hypothése
une mesure de Radon p.

23
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On va maintenant spécifier quelques résultats relatifs au mouvement brownien,
permettant d’'interpréter le temps local en 0 comme un objet naturel.

Théoréme 2.2 — Théoréme d’équivalence de Lévy
Soit B un mouvement brownien, L son temps local en 0 et Sy = supy; Bs, on a :

d
(S = Bi, $1)120 (| By, Le)io-

Lemme 2.3 — Skorokhod
Sixz: RY — R est une fonction continue avec x(0) = 0, alors il existe un unique
couple (z,1) de fonctions continues issues de 0 vérifiant :

— 2(t) = —z(t) + 1(t)

— z(t) >0

— I(t) est croissante et dl est portée par {t > 0: z(t) = 0}.

Cette solution est donnée par :

l(t) =supx(s) et z(t) = 1(t) — x(t).
s<t

Théoréme 2.4 — Extension du théoréme de Lévy
Soit 7" =inf{t > 0: L") > 1} et T =inf{t >0: B >1}; on a :

Ve R, (|B].t < | < +00) @ (s — Bt < T

Un dernier résultat permet de tester la richesse du mouvement brownien : on peut
représenter toute variable aléatoire centrée de carré intégrable grace a un mouvement
brownien pris en un temps d’arrét d’espérance finie. Ce probléme, dit du plongement
de Skorokhod a été résolu par de trés nombreux moyens différents (I’article de Obloj
[21] en dénombrait au moins 21). Nous allons en exprimer un grace a la fonction de
Hardy-Littlewood.

Proposition 2.5
Soit p une mesure de probabilité, centrée possédant un deuxiéme moment fini et X
une variable aléatoire de loi p, on pose :

1
pi([w, +00))
la fonction de Hardy-Littlewood associée a .

Le temps d’arrét T, = inf{t > 0: Sy > W, (B;)} est un temps d’arrét intégrable
vérifiant Br, ~ fi.

+oo
W, (z) = / yu(dy) = E(X|X > 1)

2. B Exercices

Exercice 2.1 — Une réciproque a la Proposition [1.5
Soit B un mouvement brownien et LY son temps local en y. Montrer que le support
de d¢L{ est égal a {t > 0:Y; = y} p.s.
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Solution. On s’intéresse tout d’abord au cas y = 0. Pour tout ¢ € Q, on pose :
o4 = inf{t > ¢ : By =0},

par propriété de Markov forte, B¢ = (Bg,4¢,t > 0) est un mouvement brownien
indépendant de F, issu de 0.

Observons que pour tout t > 0, LY > 0 p.s., car lim;_o{LY > 0} est un événe-
ment de Fo, et de plus P(LY > 0) = P(LY > 0) > 0 par propriété de scaling du
mouvement brownien. Par conséquent,

LO

oq+r

- 0, + 1B,

04 est donc un instant de croissance de L.

Des lors, avec probabilité 1, {o4,q € Q} est dense dans {t > 0 : B; = 0}. On
peut conclure sur I'égalité de cet ensemble avec le support de d; LY.

Soit T, = inf{t > 0 : B, = y}. On observe que

0 T,
L{ = Li_g,)+(B™ —y),
ce qui permet de se ramener au cas y = 0. ]

Dans le prochain exercice, on discute du choix de ((X),,t > 0) comme processus
croissant pour définir les temps locaux de la semi-martingale X. Plus exactement,
nous allons identifier les processus croissants associés a X pour lesquels il existe une
identité « naturelle » au sens des temps locaux.

Exercice 2.2
Soit X une semi-martingale.

1. On note (L{(X),a € R,t > 0) la famille des temps locaux de X et h: R — R
une fonction de classe C?, strictement croissante et bijective. Exprimer le
temps local L,]f(a)(h(X)) en fonction de L{(X).

2. Soit (As(X),s > 0) une fonctionnelle associant un processus croissant a la
semi-martingale X. On pose (A?(X),a € R,¢ > 0) les temps locaux définis
par la formule suivante : pour tout f > 0 mesurable,

[ aa05(6) = [ derax).
0 R

Déterminer pour quelles fonctionnelles A la formule précédente est satisfaite.

3. Soit p une mesure o-finie positive, on note A* le processus croissant défini
par

AL = [ du@)L3(X),

Pour quelles mesures p 'identité précédente a-t-elle lieu ?
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Solution. 1. Soit h une fonction de classe C? bijective sur R. Par formule d’It6, on
a:

h(X)) = h(Xo) / B(X,)dX, +;/th"(xs)d<x>s.

Par conséquent, toute fonction mesurable positive f, le temps local de h(X)

vérifie
/ da f(2) LE (h / f(h (X)),
= [ st e,
= [ def(haph'@PLi (),

en utilisant la définition des temps locaux de X.
Appliquons un changement de variables x = h(y), on obtient :

[ dws ) @)LE (X)) = [ defha)n @)L ).
R R

d’ou 'on tire .
LY (h(X)) = B (a) L{(X). (2.1)

Remarque 2.1 Cette relation semble raisonnable étant donné la notion de temps
local, dans un certain sens, le temps local de h(X) en h(a) est donné par le temps
local de X en a, multiplié par la « vitesse » & laquelle hA(X) quitte h(a).

2. Nous pouvons maintenant réaliser le méme raisonnement pour ces nouveaux
temps locaux (A¥), on a par changement de variables :

¢
| FrxaAn(x) = [ daf@azn(x)
= [ dal/(@) 7 ()AL (X))
Par conséquent, si A satisfait I’équation (2.1)), ’égalité suivante est vérifiée :

[ rxan,ix) = [ as'a X) = [ A4, (ORGP (X))

La relation suivante doit donc étre vérifiée par la fonctionnelle A :

/ B(X,)2d Ay (X). (2.2)

3. Intéressons-nous maintenant aux fonctionnelles croissantes A définies a partir
des temps locaux de semi-martingales. L’équation @ ) devient :

/h’ X;)2dAK(X)

/Rd,u(x)Lx /du / B (X,)?d,L"
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or [3 W (Xs)?ds LT = R(x)?L}, car le support de la mesure dsL? est inclus dans
{s>0:Xs;=2x}. On en déduit :

[ dun(@) L) = [ an@' @)L (x)
R R
- /R dp(a)l ()LD (h(X)).

En particulier, pour h(xz) =z +a, on a :

[ du@)2:0) = [ du(o) Lt (20,
R R

par conséquent, p est une mesure o-finie, invariante par translations sur R , elle
donc est proportionnelle a la mesure de Lebesgue.

En définitive, le seul temps local « raisonnable » de semi-martingale est propor-
tionnel a Lf. O

Exercice 2.3
Soit B un mouvement brownien standard issu de 0 et L son temps local en 0.

1. Soit ¢(I,z,t) une fonction réguliere de R® dans R. Déterminer la relation
vérifiée par ¢ quand ¢(Ly, | By|,t) est une martingale locale.

2. En déduire la transformée de Laplace de 7; = inf{t > 0: L; > [}.

Solution. 1. On applique la formule d’It6 au processus ¢(Ly, |By|,t), on a :

t t
¢(Lt7 |Bt’at) - ¢<07070) + /0 al(b(st ‘Bs’a S)dLs + /0 ax¢(Ls7 |BS‘7 s)d’BS|
t 1 t
+/ 06(Ls, |By|, s)ds + 5/ Oy.06(Ls, | By, 5)ds.
0 0
De plus :
t t t
/ 0,6(Ls, | Bs|, 5)d|By| = / 0,6(Ls, | By, s) sen(Bs)dBs +/ 0,6(Ls, | Bs|, s)dLs,
0 0 0

par conséquent ¢(Ly, |By|,t) est une martingale locale si et seulement si les parties
a variations bornées sont nulles. En d’autres termes, si ¢ vérifie pour tout ¢ > 0 :

fgt 8l¢(L87 ‘Bs|a 5) + ax¢(Lsa ’Bs|, S)dLs =0
Jo 305,06(Ls, | Bs|, s) + 0id(Ls, | Bs|, s)ds = 0.

Cela revient donc & demander que pour tout [, x,t > 0 (rappelons que B est nul sur
le support de dsLs) ¢ vérifie les équations aux dérivées partielles suivantes :

Op(1,0,t) + 0,6(1,0,t) =0
18, 201, 2, 1) + 0o (l, ,t) = 0.
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2. Calculons maintenant la transformée de Laplace de 7, = inf{t > 0: L; = [}.
On cherche alors une fonction ¢ sous la forme suivante ¢(, x,t) = f(1)g(z)e™ ™, avec
A > 0 donné. La solution suivante est obtenue par intégration successives :

o1, 2,t) = exp(V2A(I — z))e ™.

La fonction ¢ est bornée sur [0, 1] x RT x RT, et Lir,, < I, on peut donc appliquer
le théoreme d’arrét a la martingale ¢(Liar, |Biar|,t A7), on a alors :

1 = E(exp(V2A(Lr, — |Bn))e ).

On utilise maintenant le fait que L;, = [, de plus comme le temps d’arrét 7; est
un instant de croissance de L on a B;, = 0. On obtient donc :

E(e™*™) = exp(—IV2\).

Le processus (7,0 > 0) est un processus & accroissements indépendants station-
naires, par propriété de Markov appliquée a B, donc un subordinateur stable de
parametre % ]

Exercice 2.4 — Calcul stochastique du premier ordre
Soit f : Rt — R une fonction L{. . et F(z) = [ f(s)ds. On pose B un mouvement

loc
brownien et L son temps local en 0. Montrer que

(f(L)|Be| = F(Lt),t > 0)

est une martingale locale.

Solution. Rappelons pour commencer que la formule de Tanaka donne :

t
By = /0 sgn(B,)dB, + L.
Observons que L est un processus continu et croissant, donc a variations finies,

et que fB; = f(f sgn(Bs)d B est un mouvement brownien. Soit f une fonction de classe
C?, en appliquant la formule d’Itd, on obtient

SO+ L) = [ (PG + L)+ FENAL + [ (L)

Nous utilisons maintenant le fait que dLs est portée par {s > 0: B; = 0},

t t
| £+ Ly = [ (rolBar, =o.
0 0

Par changement de variables u = Lg, on a

Py = [ " fluydu = / ' f(La)dL,.
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On note 7; = inf{¢t > 0: L; > A}, observons que

|

Par conséquent, f(L;)|B;| — F(Li) = [5 f(Ls)dBs est une martingale locale.

<7 osup f(s)
s€[0,]]

Remarque 2.2 Cette formule peut étre généralisée par la formule de balayage, qui
sera développée dans un prochain chapitre, ou en utilisant la théorie des excursions.

Passons maintenant au résultat général. Soit f € LlOC, on approche f par une
suite de fonctions f, € C? maJorees par 2f + 1. On a alors la suite de mar-
tingales locales M;* = f,(L:)|By| — Fn(Lt) qui converge presque slirement vers
M, = f(L:)|Bt| — F(L¢). On note maintenant

T, =inf{t >0: L; > p},

comme L; < 400 p.s., cette suite de temps d’arréts croit bien vers +oo. Grace au
théoreme de Lévy, on a :

- P 2
B () = BU(5,5)) = [0 BT < 0+ —= [ @) ex (—%) d < +o0

pour des valeurs de p bien choisies en fonction de f.

Comme [ est continue, on obtient de la méme maniere E(F(Lint,)) < +00.
Par conséquent, la suite (Mt’j\Tp)neN est une suite de martingales uniformément
intégrables qui converge p.s. vers Mar, pour des valeurs de p bien choisies. De plus,
a t fixé, ces variables aléatoires sont dominées par une variable aléatoire dans L', la
convergence a donc également lieu dans L', ce qui nous permet d’obtenir la propriété
de martingale pour (Miat,)i>0-

M est donc bien une martingale locale, réduite par (7),)p>0. O

Remarque 2.3 On peut remarquer que pour toute fonction f € Lloc’ fot f(Ls)dfBs est
une martingale locale. Montrons que pour tout I > 0, [;* f%(Ls)ds < 400 p.s.

Tl
/ AL ds-Z dS—ZfQ (T — o).
0 <l W <l

On calcule la transformée de Laplace de cette variable aléatoire, en utilisant le
fait que (77);>0 est un subordinateur d’exposant caractéristique associé p — /2 et
de mesure de Lévy associée —3Z

Vorxd

<exp( / AL )> = (exp( M;fz %\—ﬂ\—)))
= exp (— /Ol dA A §:x3 (1 — e“fQ(’\)x)>
~exp (—@ /[ |f<A>rdA> .
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Par conséquent, comme f € Llloc, on en déduit que [;' f?(Ls)ds est fini presque
stirement, garantissant l'intégrabilité de f(Ls) par rapport a dfs.

Exercice 2.5
Soit (N¢) une martingale locale continue positive issue de a > 0. On suppose que
limt_>+oo Nt =0.

d) a
Montrer que sup;>g Nt(:)ﬁ ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0, 1].

Solution. On note N* = sup,~q N;. On pose également pour z > 0 :
T, = inf{t > 0: Ny > x} le premier temps d’atteinte de x.

Notons que comme lim;_, o, Ny = 0, pour tout x < a, on a P(T, < +00) = 1. Soit
x > a, comme Nyp7, est une martingale bornée, elle est uniformément intégrable, et
on a:
a=E(Ny) =E(Ng,) =2P(T, < +00) + 0P(T, = +0).

Par conséquent, pour tout z > 0, on a P(T, < 400) = (4) A 1. On obtient ainsi :
P(N* > z) = P(T, < +00) = — A1,
x

@,

et on observe que P(§ > z) =P(U < §) = £ A 1. Par conséquent, N*= 7. O

Remarque 2.4 Le caractere universel de ce résultat peut étre retrouvé en utilisant
la représentation de Dubins-Schwarz d’une martingale, N; = B(y),, ou 8 est un

t?
Lo (d) . .
mouvement brownien issu de a. On a alors sup;>q V= sup,<, B¢ ot on a posé

Ty = inf{u > 0: 5, = 0}.

Exercice 2.6
Soit f : RT™ — R une fonction de L} et F(z) = [y f(s)ds. Soit B mouvement
brownien et Sy = sup,¢(o,) Bs- Montrer que

(f(S)(St — Bt) — F(St))e=0
est une martingale locale.

Solution. Une preuve directe est d’utiliser le théoréme de Lévy pour conclure en
utilisant ’exercice précédent.

Une autre preuve est simplement d’utiliser la formule d’It6 comme précédemment
pour f de classe C? et une suite d’approximations régularisantes. O

Remarque 2.5 Ce résultat peut étre généralisé a toute martingale continue.

Exercice 2.7
Soit @ > 0, (X;) un mouvement brownien avec dérive négative —a issu de z et
I; = infs<; X5, on pose :

o 1
M = Iing, + 2 exP 2a(Xe — 1)) — 1] Lucmy,

montrer que M(~®) est une martingale.
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Solution. On observe que la loi du mouvement brownien avec dérive (X;) est a
densité par rapport a la mesure de Wiener, de densité

2
Et(*a) = exp <—a(Xt —z)— C;t) .

Montrer que (Mt(_a)) est une martingale revient donc & montrer que

() = Mg,

en est une lorsque X est un mouvement brownien standard issu de z. Grace a la
formule d’It6, on écrit

" = ol +/ g dmt- +/ MEDAECD 4 (M) gl=e)y |

On note : 1
F = % [exp (2a( Xy — I;)) — 1] Li<nyys

on observe que

t
(M gy = _q / (X, Fy £~
0

tATy
- _a/ L exp(2a( X — I))ds,
0
et que

t tATY tATY
/ g dn(—e) — / " elagr, + / *glagpe,
0 0

Or,
tAT
/ " gl g pa
0

AT, t
= / i exp (20X — I)) E9(AX — dI,) + a/ exp (20(X, — I,)) £ ds.
0 0

Par conséquent, on a
(~0) _ g [ T
oY =y @ +/ MEDAED + / exp (20(X, — 1)) d X,
0

+ / " -0 [1  exp (20(X, — I,))] I,

En utilisant le fait que sur tout intervalle de croissance de I, on a X; = I, on conclut
que () est une martingale locale, car la partie a variations finies est nulle.

Une autre preuve de ce résultat est de vérifier que f(t,4,b) vérifie les équations
différentielles obtenues dans I’Exercice puis d’utiliser le Théoreme d’équivalence
de Lévy. O
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Exercice 2.8
Soit B un mouvement brownien, L son temps local en 0 et S le processus de son
supremum courant.

1. Montrer que :
d)
— at fixé St( Lt—|Bt|—St Bt,
— pour tout a > 0 et tout b < a, on a P(S; > a, B; < b) = P(B; > 2a — b).

2. En déduire qu’a t fixé, 25; — By est égal en loi a la norme d’'un mouvement
brownien dans R3.

3. Montrer que conditionnellement a 25; — B, = r, Sy — By et S; sont uniformé-
ment distribuées sur [0, r].

4. En déduire la loi jointe de L; et | By| et que conditionnellement & L;+|By| = r,
|B;| et L; sont uniformément distribuées sur [0, r].

Solution. 1. Soit a > 0 et b < a, on pose T, = inf{t >0: By =a},on a :
]P)(St Z a, Bt < b) :]P(T RS t Bt b)
=P(T, <t,Bi 1,41, — Br, <b—a)
=P(T, <t, B3, <b-a),

)

= Br,+4—Br,. Or le mouvement brownienB (Ta) est en particulier
d
(:)(—B(T“), Te). Ainsi on obtient :

N . (T
ol on a posé, be “

indépendant de T}, par conséquent, on a (B(T+) T,,)

P(S; > a, By < b) =P(T, < t, B2 >a—b)
=P(T, < t,By_r,+7, > 2a — b)

car on a 2a — b > a.
En particulier, il s’ensuit :

Le theoreme d’équivalence de Lévy implique que St( )Lt et |By| = @ St — By. Le fait

que St |Bt| est simplement dii au Lemme de réflexion, que nous venons de prouver.
2. Ce lemme nous donne également la densité du couple (S, B;) par rapport a

la mesure de Lebesgue :

(2a — b)?

2a — b —
a 2t 1{a20,b<a}dadb.

2mtd

Par conséquent, en utilisant un bon changement de variable et intégrant, on
obtient :

P(St S da,Bt S db) =2

’1“2 7n2

7,2
6 2t 1{r>0}dbd7’ =

V2rt3

P(2S, — By € dr) = / e 2t150dr,
o >

0vV2
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qui est la densité d’un processus de Bessel de dimension 3 a l'instant ¢.
8. 1l suffit maintenant de réaliser un autre changement de variables pour obtenir :

(z+y)°
Y o

e
27t3

]P)(St - Bt S dﬂ?, St S dy) =2 1{y207x20}d$dy

On observe alors simplement que conditionnellement & S; — By + Sy = r, S; — By et
Sy sont uniformes sur [0, 7].

4. Finalement, par théoreme d’équivalence de Lévy, ce résultat est aussi vrai
pour |By| et Ly, et leur loi jointe est donc donnée par :

x+y2
riy -OEY

e
2mt3

]P)(‘Bt| € dl’,Lt € dy) =2 1{y207x20}d$dy.

O]

Remarque 2.6 Les résultats obtenus dans ’exercice précédent seront par la suite
généralisés par le théoreme de Pitman, on verra alors que R; = 25; — B; peut étre
vu comme un processus de Bessel 3 et S; comme l'infimum de R, pour v > t; or R%
est une martingale locale positive, donc I'exercice peut étre appliqué.

Exercice 2.9
Soit B mouvement brownien standard issu de 0 et S; = supg; Bs.

Soit 0 < a < 1, on pose Téa) =inf{t > 0:S; = aB; + a}.
Déterminer la loi de BT(‘” et Sta.

Solution. Supposons pour commencer « € (0,1). On a ST(a) = ozBTW + a. Notons

également que B, (a) € [ a4 } .

o’ l—a

On rappelle que pour tout f € CC(R+), le processus :
+oo
U@M&—BQ+L fu)du,t > 0)

est une martingale bornée dans L?, et est donc uniformément intégrable. En appli-

quant le théoreme d’arrét en T = Téa), on obtient

AmﬂwM—EPwM&~Bw+Afﬂwm]

que 'on peut réécrire ainsi :

E (/QBW f(x)dx) _ E(f(aBr +a)((a — 1)Br +a).
0
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On pose alors g(z) =P(Br > x),on a :

E (/OQBT+G f(x)dx) = a/:oo flax 4+ a)g(z)dx

ainsi que :

B(f(aBr +a)(@ - DBr+a) =~ [ flou+a)((a = Du+a)dgu)

—a

La fonction ¢ satisfait donc I’équation différentielle suivante :

ag(z) = —((a = D)z + a)g'(x),

avec condition initiale P(Br > —*) = 1, dont la solution est :

o

o\ T—« _a
o) = (2) " (- e+,
La densité de B par rapport a la mesure de Lebesgue est donc égale a :
@)= (%) ala-Da+a.

Dans le cas ot o = 1, on peut raisonner de la méme maniére ou en passant a la
limite. En gardant les mémes notations, on obtient :

g=—ayg,

par conséquent en intégrant, on observe que B est une variable aléatoire de loi

(1)
T
exponentielle de parameétre a centrée (a valeurs dans [—a, +00)).

On peut s’intéresser au cas ou a = 0. On entre dans une autre classe de variables
aléatoires pour lesquelles By n’est plus centrée. En effet TV est simplement le temps

d’atteinte de a par S;. On a par conséquent Sto = a, et Bro = a. O

Exercice 2.10 — Lemme de Skorokhod et changement de temps
Soit B un mouvement brownien standard issu de 0 et L son temps local en 0.

1. Montrer 1’égalité entre processus :

B L
<10g (1 + |t|> ) t) = (SHt - XHt? SHt)t>0 s
h h />0 =

ou [ désigne un autre mouvement brownien issu de 0 bien choisi, et pour
u>0

Xy =But 28, =sup X, et H /t ds
= —, = Su _= _—
u u B u sgg s t 0 (h+|Bs|)2
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2. Soit 7, = inf{t > 0: Ly > {}; montrer que H,, = inf{u > 0: X, = £} est un
subordinateur ; calculer son exposant caractéristique et sa mesure de Lévy.

3. Soit Ty = inf{t > 0 : |By| = a}, montrer que Hr: = inf{u > 0 : S, —
Xy = log(1+ #)}. (Hrr,a > 0) est-il un subordinateur ? un processus a
accroissements indépendants 7

Solution. 1. Rappelons pour commencer la formule de Tanaka, :

t
|Bt]:/0 sen(B,)dB, + L.

Nous pouvons donc écrire, grace a la formule d’'Ito :

=1 A T8
log (1+ 24 B,
°g< h+yB|Sg“( o)dBs + h+|By T h+|B\

On utilise alors que dsL; est portée par {s > 0: |Bs| = 0}

1n<1+‘ ) /h+’B‘sgn( )dB+ 2/ h+\B]

Par conséquent, log(1-+ @htl) - % est la somme d’une martingale (car ﬁ < %)

de variation quadratique (M); = H; et de —%Ht. Il existe donc un mouvement
brownien (5 tel qu’on ait :

B L 1
log( +|ht’>—t=—5m

On pose alors X, = By + 5, on a, d’apres 1’égalité précédente :

L
XHt:%t lg(l—i—’h’)

On utilise alors le Lemme de Skorokhod : on peut décomposer une fonc-
tion continue x, en un unique couple (z,1) de fonctions continues telles que [ soit
croissante, z(t) = —x(t) + [(t) et dl est portée par {t > 0: z(t) = 0}.

Cette décomposition se retrouve pour (Xp,)i>0, le couple associé est (Sp, —
X, SH,)t>0. De plus, la décomposition de (—log(1+ @) + L1, est bien (log(1+
|it‘ ), Lht )t>0. En effet, L; est croissante, et ne croit que lorsque |By| vaut 0.

Grace au Lemme de Skorokhod, on a bien obtenu 1’égalité des deux processus :

|Bi|, Lt
log(1l + —), —

2. Cette égalité nous permet d’étudier H,,. On a

) = (S, — Xm, SHt)tZO :
t>0

=inf{t >0: L, > 1} =inf{t > 0: hSy, > 1},



36 CHAPITRE 2. FORMULES D’ITO ET DE TANAKA-MEYER

par conséquent H; est le premier temps d’atteinte de % par S, et donc, H;, est
également le premier temps d’atteinte de % par X, d’ou :

: u
Hn:mf{u>0:ﬁu+§:ﬁ}.

On calcule alors la transformée de Laplace de H,, = 7; en appliquant le théoreme
d’arrét a la martingale exponentielle de S,

- o (v )] 2o (3 (£ 7) - 20)]

On obtient donc :
2
E (exp (—ﬁ)\z)\ )) = exp (—Ai) .

Par changement de variables, on a :

E(exp(—p7)) = exp (—l_HQ hl+8ﬁb> :

Par conséquent 7; est un subordinateur d’exposant caractéristique _1+27 VhHS’\. Cher-
chons la mesure de Lévy v associée a 7, vérifiant

/]R v(dt) (1) = —1+2— VhHSA

Pour ce faire, on dérive I'expression précédente par rapport a A, en utilisant la
représentation des puissances négatives par une intégrale :

2
/ v(dt)te M =
R

2t
= [ 28 =1+ 8.
h/TF 8A /R+ /SR (L8N

Par unicité de la transformée de Laplace, et en réalisant le bon changement de
variables, on obtient :

e_é
V2t

La mesure de Lévy associée & (77,1 > 0) est donc v(dt) =

tv(dt) = dt

L ot
(& .
hV 273

)}

3. En raisonnant de la méme maniere avec Hrx, on a :
* 1 . p—
T; =inf{t > 0: |By| = a}

B
:inf{tZO:log(1+|ht|>zlog(1+
a

:inf{tZO:SHt—XHt:log<l—|—)}.

> e

h
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Par conséquent on a :
Hrs —inf{uZO:Su—Xu—log(l—i—Z)}.

Le processus (Hrx,a > 0) n’est pas un subordinateur, car bien qu'’il soit a accrois-
sements indépendants, ces derniers ne sont pas stationnaires. En effet, si ’on pose :

Ua:inf{tZO:XtZIOg(l—l—Z>}

b
et Vop =inf{t > 0: X; <log (1 + a;;) — log <1 + Z)},

alors par application de la propriété de Markov forte en Hrs, qui est bien un temps
d’arrét de S — X on a :

d

Hre , — Hp'2

a+

Ua + Hrr Vva<vi} + Vas <, o)
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Chapitre 3

Théoreme de Pitman

Nous nous intéressons ici a une égalité en loi entre processus, qui complete celle
donnée par le théoreme de Lévy (vu au chapitre 2). Cette égalité permet une identifi-
cation du processus joint du mouvement brownien et de son supremum courant avec
un processus de Bessel de dimension 3 et son infimum futur. Ce résultat s’obtient
en utilisant le théoréeme général de retournement du temps de Nagasawa pour de
« bons » processus de Markov, théoreme que nous citons ici, bien qu’une démons-
tration détaillée de celui-ci nous amenerait a des considérations éloignées de notre
sujet principal. Les résultats que nous obtenons ici sont d’une importance certaine
par la suite, le processus de Bessel de dimension 3 jouant un réle fondamental dans
I’étude du mouvement brownien linéaire, par exemple pour certains calculs sur les
lois des temps locaux.

3. A Théoremes principaux

On introduit ici pour commencer le processus de Bessel de dimension 3, objet
central de ce chapitre.

Définition 3.1
Les trois définitions suivantes sont équivalentes.

Soit (By,t > 0) un mouvement brownien dans R3. Le processus (|| B[, > 0) est
un processus de Bessel de dimension 3.

Soit (B, t > 0) un mouvement brownien dans R. La solution de I’équation dif-
férentielle stochastique dX; = dB; + )d(—tt est un processus de Bessel de dimension
3.

Soit (B, t > 0) un mouvement brownien réel issu de a € R sous la mesure de
Wiener W,. On note Ty = inf{¢t > 0: By = 0}. On définit la loi

B
3 t

NTo
Waiz,.
a

Sous la loi ]P’((f’), le processus B est un processus de Bessel de dimension 3 issu de a.

39
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On note IP’((E’) la loi d'un processus de Bessel de dimension 3 issu de a, et Eg?’)
I’espérance correspondance. Par la suite, nous parlerons également de processus
de Bessel 3, voire de BES(3), pour simplifier I’énoncé. Citons deés maintenant le
théoréme central de ce chapitre.

Théoréme 3.2 — Pitman
Soit B mouvement brownien issu de 0, et Sy = supg,<; Bs ; soit (Rt)t>0 un processus
de Bessel 3 et J; = infg>; Rs son infimum futur. On a :

d
(2S; — By, St)tzo(:)(Rt, Ji)i>0-

La preuve de ce théoréme repose sur deux identités en loi, relatives au mouve-
ment brownien retourné en temps. Cette égalité en loi découlent du théoréeme de
retournement du temps de Nagasawa.

Théoréme 3.3 — Nagasawa
Soit Xy une diffusion réelle transiente et v, = sup{t > 0; X; = a} le dernier temps
d’atteinte de a. On pose :

5 - Xyt st0<t <y < +o0
Y7 8 (point « cimetiére »)  sinon.

le processus X retourné au dernier temps d’atteinte de a.
Soit i une mesure de probabilité sur R, on note v la mesure définie par,

erCc,/fdu:/U(f)d,u,

ou U est Uopérateur potentiel de X, lui-méme défini par
+o0o

Vfelo,yeRU(Y) = ; By (f(Xy))dt.

Soit (P;) le semi-groupe de X ; on suppose qu’il existe 1315 un semi-groupe tel que
Vhg € Cor [ Pilgdv = [ fPAg)dr.

Dans ce cas, sous P,, X est un processus de Markov de semi-groupe associé Py.

Corollaire 3.4
Soit B mouvement brownien issu de 0 et R processus de Bessel 8. On introduit
Yo =sup{t > 0: R, =a}, on a alors :
@ @
(Buau < Tl)—(BTl—uau < Tl) et (Rua u < 'Ya)—(a - BTa—u;u < Ta)-
La démonstration de ce corollaire figure en exercice, et est en grande partie une
conséquence du lemme suivant.
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Lemme 3.5 — Pf’) comme transformée de Doob de W,

Soit Pég) la loi du processus de Bessel en dimension 3 issu de a, et W, la mesure de
Wiener vérifiant Wq(Xo = a) = 1. On note (classiquement) Fy = 0(Xs,s < t). On
a:

o Xt/\TO

Pf’)‘;t = WaF, pour tout t > 0.

Nous pouvons maintenant étendre le théoréme de Pitman a des mouvements
browniens avec dérive, comme nous l'avions fait avec le théoreme de Lévy dans le
chapitre précédent.

Théoréme 3.6 — Extension du théoréme de Pitman
Soit 4 € R ; on pose
B = B, + pt,
ol B est un mouvement brownien standard. Les quantités se rapportant ¢ B sont
également notées avec (p) en exposant.
Les processus (LE“) + |B§“)|)t20 et (QSt(“) - Bt(u))tzo ont méme loi, celle de la

diffusion de générateur étendu %;—; + ucoth(,u:v)%.

3. B Exercices

Exercice 3.1
Soit (B;) un mouvement brownien réel et S; = sup,<; Bs. On pose :

Fa = inf{t > 0: QSt - Bt = a},
déterminer la loi de Br,.

Solution. Le théoréme de Pitman donne immédiatement :

(2515 - Bt,St;t Z 0>(i)(Rt, Jt;t 2 0)

En particulier, on a

d
(Ca, Br,)L (Ua, 2Ju, — Ruy),

ou on a posé U, = inf{t > 0: R, = a}.
On observe pour commencer que Ry, = a. De plus on peut réécrire

1
Jy, = inf Rgy= ——————

] 1
SUPg>( )T

_1
RUa+s

d
appliquant le résultat de I’Exercice Ju, (:)U a, ou U est une variable aléatoire
uniforme sur [0, 1].

or ( ,s > 0) est une martingale locale positive qui tend vers 0, issue de %, en

d
Par conséquent, Bpa(z)ZaU —a, donc Br, est uniformément distribuée sur [—a, a].
O
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Exercice 3.2 — Démonstration du Théoréme 3.4.
Soit 1 € R, on pose Bg”) = B, + put et St(”) = SUpgy B,

Montrer que (25; (W) _ BIS“ ) )t>0 est un processus de diffusion de générateur étendu

2 sz + Mcoth(,ua:)dx

Remarque 3.1 Le générateur étendu G d’un processus de Markov X est défini pour
toute fonction f telle qu’il existe v fonction mesurable vérifiant :

< f(Xy) — / P(Xs)ds, t > 0) est une martingale.
Dans ce cas, on note ¢ = G(f). Cette définition étendue du générateur d'un

processus de Markov est due a Kunita.

Solution. Soit F : C([0,t],R) — RT. On a, en utilisant le théoréme de Girsanov

2
E(F(2S% — B® s <)) =E [F(2Ss — By, s <t)exp (uBt - ’L;tﬂ .

Soit R un processus de Bessel de dimension 3 et J; = inf,>; Rs. En appliquant
le théoréme de Pitman, on a :
s 1
E(F(2Ss — Bs,s < t) exp(uBy — ?t)) =E(F(Rs,s < t)exp(u(2J; — Ry) — ?t))

Conditionnellement & Ry, la variable J; est distribuée uniformément sur [0, R;], donc :

E(F(2S" — B s < 1))

2 t
=K <F(RS, s<t) exp(—'l;t)};t /R exp(p(2u — Rt))du>

E <F(Rs,s < t) exp( ,u2 3R, / exp(pu)d )

—E <F(R8, s < t)exp(— %t) Shi‘g”) :

Pour utiliser le théoreme de Girsanov, on pose Qr, = D¢ P|x,, ou on a noté

sh(uRR
Dt = exp(—?t) IEL/JJRt t) .

Sous P, R est solution de I’équation différentielle stochastique :
td
X, =B+ / °

avec B’ un mouvement brownien. Par conséquent, sous Q,

td td(D,B
Rt Bt+/ i / D>7
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ol B est un mouvement brownien (par le théoreme de Lévy). De plus :
tw+/aamT
0o R 0 D,
t1 r h(uR, h(uR,
_[fL, _uR (C(MR)__S(MR)>dT
o R sh(uR,) R, uR?

t
= / pcoth(uR,)dr.
0

Par conséquent la loi de (2S§“) — Bg“), s < t) sous P est égale a la loi de (Rs)s<t

sous Q, c’est donc une diffusion qui vérifie I’équation différentielle stochastique sui-
vante :

dXt = dBt + ,MCOth([LXt)dt
C’est donc bien la diffusion espérée, de générateur étendu %;—;2 + ,ucoth(/mc)%. O

Exercice 3.3 — Preuve du Corollaire 3.3.
Soit @ le semigroupe de (Biaty, )t>0-

1. Montrer que Q¢(a,dy) = ¢:(a,y)dy, ou on a posé :

1 (a—y)? (a+y)?
st o) (23]

2. Expliciter la mesure potentielle en 0 de X; sous P®) donnée par :

Ul [ @D ).

En déduire la loi du processus défini comme le retourné (en temps) du pro-
cessus de Bessel en son dernier temps de passage en a.

Solution. 1. Soit B mouvement brownien issu de a > 0, et Ty = inf{¢t > 0 : B, = 0}.
Calculons, pour f € Cy et a € R la valeur de Q;f(a) = E(f(B;)1<r,)). Pour cela,
on définit g une fonction mesurable bornée définie sur R de la maniéere suivante :

f(zx) six >0,
g(z) =< —f(—x) siz<0,
0 siz=0.

On remarque alors que

E(g(By)) = E(Q(Bt)l{tho} + g(Bt*To+To)1{t>To})'

On utilise la propriété de Markov forte, 5 désignant un mouvement brownien indé-
pendant de B issu de 0, on a

E(g(Br)) = E(f(Bi)lp<ry) + E(9(Bi—10)Le>my)-
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On observe que § a une distribution symétrique et est indépendant de Tj, et que g
est impaire. Par conséquent on a :

E(9(Bi-1)1gi>m)) = E(9(=Bi-1)Le>1y) = — E(9(Bi—10) L e>101)>
d’'ou E(9(Bi-1,)1i>1p3) = 0.

On en tire
1 Foo _w—a)? a>2 _ww? u>2
= d / du
v 27t /0 yfwe 27r =

1 _w-a)? _ wta)?
Qt(avy) = \/Tﬂ € 2t —¢€ 2t :

2. Soit X processus de Bessel 3 issu de a, nous allons calculer [;™ ES) (f(X))dt.
Pour cela, on utilise la densité de la loi de ce processus par rapport a la mesure de
Wiener

Qi f(a) =E(g(Bt))

ce qui implique

BO(00) = B (P2 f(8) ) = ¢ BBSB) ey

En appliquant la formule de la densité obtenue précédemment pour le mouvement
brownien tué en 0, on obtient

Uf(a) =% /Om dt /;Oo dy f(y)ya:(a,y)
+oo +oo
21/ dyf(y)y/0 dtgi(a,y).

a.Jo
2
Pour calculer U f(0), on observe que lim,_,o % (“ Y = %e 3. On a donc
+o0 +oo dt 2
vso) = [ty | et
0 V2rt3
+oo
= /0 dyf(y)y

En effet, \/— exp(—% )1{t>0} est la densité de la loi de Ty, et est donc d’intégrale

1. Nous pouvons alors vérifier la relation de dualité entre le processus de Bessel 3
X; et le mouvement brownien tué en 0

- da B (f(X))g(a)a = - da ES (Bf (Bi)1g<my))9(a)

:/]R+ da/ dy f(y)ya(a, y)g(a)

= / dyf(y / dag:(y,a)g(a)

_ /R VB, (9(B)Lpeny) F()y-
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en observant que ¢(a,y) = ¢(y,a).
On termine en utilisant le théoreme de Nagasawa. Les hypotheses du théoreme
sont bien vérifiées, par conséquent

(Reot <v0)2(a — Br, ot < To).

Exercice 3.4
Soit (by)u<1 un pont brownien standard indexé par [0,1]; on pose Bj} = ﬁBﬂu.
En étudiant, pour F' mesurable positive et ¢ continue positive a support compact,

I'intégrale
E</+OodL¢( )F(lB <1>>
s S sus U X )
0 Vs

E(F(by,u<1) =E (\/ZF(B;,U < 1))

ou de maniere équivalente que

E (le(bu,u < 1)) —E(F(B,u<1)).

montrer que

Tl

Solution. Observons pour commencer que pour tout A > 0, par propriété de scaling
du mouvement brownien, on a
T1 @ pry
(Bit,u < 1)=(B*u<l). (3.1)

Soit F': C([0,1]) — R™ mesurable positive et ¢ : Rt — RT continue & support
compact, par changement de variable dt = d L,

E (/0+OO dL.p(s)F (\}EBSU, u < 1)) =E (/O+Oo dté(m)F (\/%Bnu,u < 1)) .

On applique le théoréeme de Fubini, on obtient d’une part
+00 +oo
E (/ ds(7s)F(B,u < 1)) :/ ds E(¢(rs) F(BT,u < 1))
0 0
“+oo
:/ dsE(¢(s2m)F(BT , u < 1))
0

grace & PEquation (3.1). En définitive, par changement de variables s = t

E (/Om dse (1) F(BT*,u < 1)) = /0+°O dtdi(/?E (%F(Bgl,u < 1)) .
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D’autre part, en utilisant 1'Exercice [I.8] on obtient

E </0+OO dLso(s)F (\}ngu,u < 1)>

_ /0+O° \/%(b(u)E [F (;ngu,u < 1) ’ B, = o}

+oo  du
- / T ELF (b u < 1)

ol (by,0 < u < 1) est un pont brownien de longueur 1.
On en conclut I’égalité

E (/0+oo S(H)F (%Bm,u < 1) dt) — B(F(bu,u < 1)) /0+°O \/%qﬁ(t).

En particulier, on obtient

ce qui est le résultat attendu.
On souhaite obtenir 'identité réciproque. On observe que pour tout € > 0,

1 ! 1 1
E/O 1{O<le<6}du :7/0 1{0<Bv<6ﬁ}dv

€71

1 1 1
:ﬁ . TIA 1{0<Bv<€ﬁ}dv .
1

Par conséquent, comme LQI = 1, le temps local en 0 de (B]'),<1 est égal a —=.

VT
Ainsi si 'on note [y le temps local en 0 du pont brownien, on a également :
21 -
E{y 7 fbu)uct) | = E(f(By <)) -
i
O

Remarque 3.2 Ce résultat, obtenu ici par ce qui semble étre une astuce de calcul, peut
en réalité étre généralisé a de nombreuses autres fonctionnelles que celles relatives
aux temps locaux. Cette construction sera étudiée plus en détails dans le Chapitre 5.



Chapitre 4

Unicité trajectorielle de
solutions dA’EDS a coefficients
non réguliers

Nous allons maintenant donner un exemple d’application de la théorie des temps
locaux. Les temps locaux permettent en effet de démontrer 'unicité trajectorielle de
solutions d’équations différentielles stochastiques a coefficients peu réguliers, pour
peu que I'on ait déja I'unicité en loi. Or on sait que lorsqu’une équation différentielle
stochastique vérifie la propriété d’unicité trajectorielle, les solutions s’expriment en
terme d’une fonction mesurable du mouvement brownien directeur. C’est le théoréme
de Yamada-Watanabe.

Prouver de telles résultats est donc d’une importance cruciale, tant au niveau
de la théorie que des applications. Nous verrons ainsi de nombreux exemples pour
lesquels la méthode de temps local, due a Jean-Francois Le Gall et développée ici
s’applique, ou non. Pour finir, nous montrerons également un résultat, la « formule
de balayage » prélude a la théorie des excursions.

4. A Théoremes principaux

Soit o et b deux fonctions mesurables, et B un mouvement Brownien. On rappelle
que X est une solution de I’équation différentielle stochastique

dXt = O'(Xt)dBt + b(Xt)dt
si pour tout ¢ > 0, on a
t t
X, — Xo = / (X4)dB, + / b(X,)ds.
0 Jo

Théoréme 4.1 — Argument de temps local nul
Soit ,b deux fonctions mesurables, qui sont les coefficients de ’équation différen-

47
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tielle stochastique :
dXt = O'(Xt)dBt + b(Xt)dt

Si les solutions de cette équation différentielle stochastique sont uniques en loi, et si,
pour toute paire XV, X2 de solutions définies sur un méme espace, on a LY (X(l) —
X(z)) =0, alors on a unicité trajectorielle.

Nous allons maintenant déterminer une condition suffisante sous laquelle le temps
local en 0 d’'une semi-martingale est bien nul. Soit p : Rt — R* une fonction
continue strictement croissante telle que pour tout € > 0, on a [ % = +o00. Une
telle fonction p une mauvaise fonction ; on notera en particulier que p(x) = z est une
mauvaise fonction. Le lemme suivant donne une condition suffisante d’annulation du

temps local en zéro de X.

Lemme 4.2
St pour une mauvaise fonction p, il existe € > 0 tel que

/td<X>810X < +00
0 ,O(Xs) {< s<e} )

alors LY(X) =0 p.s.

En utilisant ce lemme, on peut trouver plusieurs classes d’équations pour les-
quelles on a bien unicité trajectorielle.

Théoréme 4.3
L’équation différentielle stochastique associée a (o,b) jouit de l'unicité trajectorielle
st l'un des jeux de conditions suivantes est réalisée :

1. e (o(x) —a(y)® < plly —z]) et|of > >0,
o b et o bornées.
2. o (o(x) —a(y))?* < plly — zl),
e b lipschitizienne.
3. e (o(x) —a(y)? <|f(z) — f(y)| avec f fonction croissante bornée,

o>e>0 etb bornée.

4. B Exercices

Exercice 4.1 — Formule de balayage
Soit (Y;,t > 0) une semi-martingale continue et (ky,,u > 0) un processus (F)-
prévisible borné; on pose g = sup{s < t : Yy = 0} le dernier zéro de Y avant
I'instant ¢.

1. Montrer que k,,Y; = [y kg, dY.

2. Calculer le temps local en 0 de kg,|B;|, oit B est un mouvement brownien.
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3. Soit 7" un temps d’arrét du mouvement brownien tel que P(Br = 0) = 0 et Br
uniformément intégrable, montrer qu’il existe un unique processus prévisible
croissant A tel que pour tout processus prévisible positif h on a :

E(hy,) = E ( /O o hudAu) .

4. Montrer que A7 est une variable aléatoire exponentielle de parameétre 1. En
particulier, montrer que si 7, = inf{t > 0 : [B¢| = a}, alors Lz est une
variable aléatoire exponentielle de parameétre a.

Solution. 1. On pose d; = inf{s >t :Y; = 0} le premier zéro de Y apres 'instant ¢.
C’est temps d’arrét pour la filtration (F,,). De plus, pour tout (a,b) € R+?

Liacgi<ty = Vda<t<d,)-

Considérons (k,,u > 0) processus prévisible simple : k = H1 {(ab]}> U H est une
variable aléatoire JF,-mesurable bornée. On a alors :

t
/0 ko dYs = H(Ying, — Yina, ).

De plus, on sait que pour tout ¢t > 0,Yy, = 0; par conséquent kg, Y; = fg kg, dYs.
Par linéarité, et en utilisant le lemme des classes monotones, cette identité est donc
vérifiée pour tout processus prévisible borné (k,,u > 0).

2. Appliquons maintenant la formule de Tanaka a ’équation :

t
g, || B1] = /0 g || Bl

on a
t t
ko Bill = [ k. [ sen(B)AB. + [k L.
t t
= [ g lsen(BYdB.+ [ [kildLe.
0 0

ou on a utilisé que L ne croit que sur I’ensemble des zéros de B. Par conséquent, le
temps local en 0 de (kg, By, t > 0) est f(f |ks|dLs.

3. Soit h un processus prévisible positif, grace au calcul précédent, on a, par
théoreme d’arrét :

T
E[|hgT|BT||] =E [/0 ’hs|dL3] 5

or, on peut également écrire, en conditionnant par rapport a Fy, la tribu engendrée
par les variables aléatoires k,,, pour tout k processus prévisible :

E[hgT‘BTH = E[E[BT“’TQT]}LQT]’
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Posons alors & = E[|B||Fy,], qui est également un processus prévisible, on a :

Blhsr) =B (1B

th
=E —dLg| .
[ 0 gs :|

: tAT .
Par conséquent, A; = fo % est un processus croissant correspondant aux at-
S

tentes. L’unicité de ce processus croissant s’obtient sans difficulté.
4. Afin de calculer la loi de A7, on calcule sa transformée de Laplace. Pour cela
on utilise le fait que Ar = A,,.. On a donc :

T

E(exp(—AAr)) = E(exp(—A4y,)) = E l /0 exp(—)\As)dAs]

& 1 —exp(—AAr) '
A
On en déduis E(exp(—AAy,)) = H%, donc Ar est une variable aléatoire exponen-

tielle de parametre 1.
Dans le cas particulier ot T' = Ty, on a E(|Bz [|Fs) = a, donc A = L L est
bien une variable aléatoire exponentielle de parametre a.

Remarque 4.1 Grace a la formule de balayage, on peut retrouver de fagon simple le
résultat de 'Exercice 2.4 :

(f(Ly)By — F(Lt),t > 0) est une martingale.

En effet, on a F(L;) = OLt f)dl = [{ f(Ly)dLy, or comme f est supposée posi-
tive, f(f f(Ly)dL,, est le temps local en 0 de f(L;)|B¢|. Par conséquent, le processus
étudié est bien une martingale.

Exercice 4.2 — Equation de Tanaka
Soit (Ft)t>0 une filtration et B un (F;)-mouvement brownien, on étudie la structure
des solutions de I’équation différentielle stochastique de Tanaka :

t
Xt:/ sgn(Xs)dBs.
0

1. Montrer que si X existe, alors a ¢ fixé, sgn(X;) est une variable aléatoire de
Bernoulli symétrique indépendante de B.

2. En déduire que si F; = o(Bs, s < t), cette équation différentielle stochastique
n’admet pas de solution.

3. Montrer que s’il existe une solution X(©) & cette équation différentielle, alors

en posant glgo) =sup{s < t: Xéo) = 0}, pour tout processus prévisible k a

valeurs dans {—1,1} le processus Xt(k) = kg(o)Xt(o) est une autre solution.
t
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4. Montrer que toutes les solutions de 1’équation, définies sur un méme espace
de probabilité avec un méme mouvement brownien peuvent étre représentées
A partir de X© sous la forme X®), pour k processus prévisible bien choisi.

Remarque 4.2 Classiquement, concernant ’équation de Tanaka, on dit qu’il y a
unicité en loi, mais pas d’unicité trajectorielle, car si X est solution, alors —X
est une autre solution définie sur le méme espace de probabilité. Malgré tout, ces
deux solutions sont des mouvements browniens. Ici nous allons expliciter toutes les
solutions de cette équation a partir de I'une d’entre elles.

Solution. 1. Soit X un processus vérifiant 1’équation différentielle stochastique de
Tanaka. On a (X), = t, donc, grace au théoreme de Lévy, X est un (F;)-mouvement
brownien. Il est par conséquent immédiat d’observer que sgn(X;) est une variable
aléatoire de Bernoulli symétrique.

Afin de vérifier que sgn(X;) est indépendant de B, il suffit d’observer que —X
est une autre solution de I’équation de Tanaka, construite sur le méme espace de
probabilité avec le méme mouvement brownien. On a donc

P(sen(X,) = 1|B) = P(san(~X,) = 1/B) = Plsan(X,) = ~1|B) = ;.

On a donc bien I'indépendance.

2. Comme sgn(X;) est indépendant de B, le processus X ne peut étre mesurable
par rapport a la tribu canonique du mouvement brownien. Par conséquent il n’existe
pas de solution adaptée a la filtration de B.

3. On utilise maintenant la formule de balayage de I'Exercice Soit X une
solution de I’équation différentielle stochastique et k£ un processus prévisible a valeurs
dans {—1,1}. On a :

t t
x® =k x© = / k 0dX© = / sgn(XM)dB,.
9¢ 0 9s 0

Par conséquent X*) est bien une solution de cette équation différentielle stochas-
tique.

4. On pose maintenant Y une solution quelconque de I’équation différentielle
stochastique de Tanaka associée au mouvement brownien B. Observons pour com-
mencer que 'on a :

t
V;| = /0 sgnYodY, + LY(Y) = B; + LY(Y).

Par conséquent, (|Y],L%(Y)) est la seule solution de 1'’équation de Skorokhod
associée au mouvement brownien B. On obtient par conséquent, pour tout ¢t > 0 :

(1Bl LY (B)) = (Y], LY (Y)),

ces quantités sont donc les mémes pour toutes les solutions de I’équation différentielle
stochastique construites sur un méme espace de probabilités et associées au méme
mouvement brownien.
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Remarque 4.3 Notons en particulier que la filtration de B est égale a celle de |Y|.

Les zéros de Y et X(© sont donc en particulier les mémes, et le rapport 1?())
Xt
reste constant égal a £1 sur tout intervalle du type (g§°), d§°)). On note k, = )3:(?”

pour tout u tel que Y, = 0, que I'on prolonge par continuité a droite.
On observe enfin que pour presque tout ¢ > 0, By # 0, donc on a Y; = Xt(k), ce
qui permet de conclure. O

Remarque 4.4 11 existe bien des solutions faibles a ’équation de Tanaka. En effet,
prenons un mouvement brownien $ muni de sa filtration canonique (F;), on pose :

t
By :/0 Sgn(ﬁs)dﬁ&

par théoréeme de Lévy, B est bien un mouvement brownien. De plus, il est immédiat
de constater que § est une solution de I’équation :

¢
Xt:/ sgn(X;)dBs.
0

Dans ce cas, on vérifie bien que la filtration canonique associée a B est strictement
plus petite que celle associée a 3.

Exercice 4.3
Soit B un mouvement brownien.

1. Soit a > 1, on pose X; = |B¢|*. Montrer que LY(X) = 0.

2. Soit ¢ une fonction meusrable bijective. Sous quelle condition suffisante sur
¢, le processus (¢(Bt))>0 est-il une semi-martingale de temps local en 0 nul ?

Solution. 1. On commence par calculer le crochet de X, et on cherche une fonction
p strictement croissante telle que % soit non-intégrable au voisinage de 0 et vérifie :

td(X
Je >0 : / 1{0<Xs<6} < 400.

Pour cela, on utilise la formule d’It6-Tanaka a la fonction convexe z — |z|* est
convexe. On a

t
Xt:a/ sgn(By)|B,|* 1 dB, e /Lx]x\o‘ 2dz.
0
On en déduit que le crochet de X vaut

t
(X), = a2/ | B |>*2ds.
0
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On pose alors p(x) = x, dont l'inverse est non-intégrable au voisinage de 0. On a :

/td< )s /\B[ 21 ds
0 p(X) {0<X5<1} {0<|Bs|<1}

:a2/ LE(B)|z|*2dx < +oo,
[7171}

grace a ’expression du temps local du mouvement brownien en fonction de la densité
de la loi gaussienne, et I'intégrabilité de z +— |z|*~2 au voisinage de 0.

On en tire immédiatement que le temps local en 0 de X est nul, ce qui est contre-
intuitif. En effet, X; et B; possedent exactement les mémes zéros, mais au voisinage
de 0, les oscillations sont « écrasées »par la puissance.

2. On cherche maintenant une condition portant sur les fonctions ¢ telles que
¢(By) est une semi-martingale de temps local en 0 nul. Par It6-Tanaka, pour que
¢(B¢) soit une semi-martingale, il suffit que ¢ soit localement différence de deux
fonctions convexes. Par conséquent, on considere désormais que ¢ est continue et
admet une dérivée a gauche et a droite en tout point. Sans perdre de généralités, on
peut supposer que ¢ est croissante et ne s’annule qu’en zéro.

On cherche maintenant des conditions suffisantes sur ¢ pour que le temps local
en 0 de ¢(By) soit nul. On a, en prenant p(x) = x :

PA(X), / ¢/ (Bs)?
c — =1 ad
/0 p( ) {0<XS<} &(B,) {0<¢(Bs)<e}dS

¢l 2
/ )) Li1{0<o(y)<eydy-

Par changement de variables, la formule devient donc :

du < 4o0.

O YW e 1
X =

La fonction ¢ est positive a droite de 0, donc si ¢/;(0) # 0, la condition suffisante
n’est pas obtenue, car a droite de 0, ¢ est équivalent & Ay, qui n’est pas intégrable. Il
faut par conséquent imposer ¢/,(0) = 0, et qu'il existe € > 0 tel que |¢};(y)| = O(|y[).
Il faut également imposer le méme type de condition sur ¢fq.

Par conséquent, pour que ¢(B) soit une semi-martingale dont le temps local en
0 est nul, il suffit d’imposer que ¢’ soit & croissance au plus de type puissance au
voisinage de 0. Dans le cas ot ¢ est de classe C?, on demande ¢'(x) = 0 dés lors que

¢(x) = 0. O

Remarque 4.5 Nous développerons plus tard une théorie des temps locaux de diffu-
sions pour lesquelles le temps local en 0 de 'image de B par une fonction ¢ bijective
est donné par LY(é(B)) = cLY(B).
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Exercice 4.4 — Autour du résultat de Zvonkin
On étudie le processus solution de I’équation différentielle stochastique :

t
Xy =x+ By — )\/ sgn(Xs)ds,
0

appelé processus bang-bang de parametre .
Déterminer le semi-groupe de ce processus de Markov.

Solution. Soit B un mouvement brownien, et f € Cp, on calcule

t
E.(f(X:) =E (f <x + B - )\/ sgn(XS)ds>> .
0
Grace a la formule de Girsanov, on a

t 2
E.(f(X:)) =E <f(x + By) exp (—)\/0 sgn(Bs)dBs — )\275))

Remarque 4.6 C’est un fait qui peut étre généralisé, soit b une fonction mesurable
bornée et Y un processus vérifiant, pour tout ¢ > 0, ’équation

t
Y;f:y‘FBt‘f‘/ b(Ys)ds
0

par formule de Girsanov :

,(f(1) =E (£l + B)exp (- /b 4B, ﬁ/bz 2is) ).

On utilise ensuite la formule de Tanaka pour exprimer [ sgn(Bs)dBs = |By|— L.
De plus, conditionnellement & (| B[, L;) on a sgn(B;) = 1 avec probabilité . On pose

g(u) = w, par conditionnement, I’espérance est égale a :

2
E,(f(X:) =E lQ(BtDeXP < M| Bt| = Lt) — );t)}

I1 suffit enfin d’utiliser la formule donnant la loi jointe de (L, |B:|). On obtient :

—(u 'U2
(u—l—v) (wtv)

du/ dvg(u)e v — U
/R+ g9(u) exp(A(v —u) — ) >

=2 du 9() 672’\”*7’5 dv(u + v)eM v HV)e
R+ 273 R+

2 “+00 _w?
:2/ du 9(u) G_QAU_%t/ dw L M5
R+ V2t u t

Or, par intégration par partie,

400 Aw 2 2 2 +o00 2
we —w —u A2 —w
/ dw e 2t = e 2t e’\"—l—)\e2t/ dwe 2t .
u t u—M\t

— (u+'u)2
2t
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Par conséquent,
_ fletu)+flz—u) [ —ow? SR TEDY
B(f(X0) = | aul I R e (1-9 (2 )

ol ® est la fonction de répartition de la gaussienne centrée réduite. On en déduit
que le semi-groupe du processus X est :

Py(x,dy) = d;;t [exp (—(|y _;t' * )\t)2> + Ae~ Pyl (1 —® <|y _:E\/E_ )\t))] )

O]

Exercice 4.5 — Equation de Tsirel’son
Posons, pour z € R, {x} = x— |z] la partie fractionnaire de z. On étudie la solution
(unique en loi) de I’équation différentielle stochastique

t
Xt = By +/ T(X)sds,
0

ol on a posé :

Xy, — Xy
T(X)s = {M}l thrt (s),
. kg_:N ) M)
avec (tg)re—n une suite croissante de réels positifs avec limg, oot = 0. Cette
fonctionnelle est appelée dérive de Tsirel’son
X¢, —X
1. Montrer que Yk € —N, 7, = {;,kct,:kll} suit une loi uniforme sur [0, 1].

2. Montrer de plus que cette variable aléatoire est indépendante de B.
Solution. 1. Remarquons pour commencer que pour tout ¢ € [tg,tx41], on a :

Xt = th + Bt — Btk + (t — tk;)?’]k

o X =Xy Bt —By N . ,
En particulier t’; — ’“1 L = ti - kl L + mi_1, et ces deux dernieres variables aléa-

toires sont indépendantes, car By, — By, , est indépendant de F;, ,. Par conséquent

{Btk B Btk—l
Me=<—F 5
tp — th—1

b (4.1)

On calcule la transformée de Fourier discréte de ny ; pour p € Z\{0}, on a

. By, — B
E (e’27rp"k> =K (exp (2i7rp (nk—l it Bt 254 ))) )
Uy — th—1
= 1 pour tout n € N. Par indépendance, on a alors

E(e%”p"k) :E(e%”’”k—l) E (exp (2i7rthk ~ Bu ))
ty — th—1

2,2
:E(ew”p”’“*) exp _ .
tep — th—1

car 6217rn
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Or —— > % donc pour tout entier n,

tp—tg—1
( 27r2p2>
exp | —
to

272p? 212 p?
exp | —n Lexp|—n .
to to

Des lors, pour tout p € Z\{0}, E(e??™") = 0. De plus, la variable aléatoire 7, est a
valeurs dans [0, 1[. Par conséquent, 7 est une variable aléatoire de loi uniforme sur
[0, 1]. R

2. Notons B; = o(By+s — B, s > 0), et calculons, pour n € —N, la quantité
E(eiQ’Tp"k]étn). En utilisant la relation de récurrence (4.1)), on observe que pour
tout n € N, on a E(e2™|B, ) = 0. Grace aux propriétés de continuité de la tribu
brownienne, on en déduit E(¢"2™|B,) = 0, donc 1, est indépendant du mouvement
brownien.

De la méme fagon que pour I’Exercice on peut conclure que I’équation de
Tsirel’son ne vérifie pas la propriété d’unicité trajectorielle. En fait, cette équation
différentielle stochastique donne un exemple de dérive bornée 1", qui dépende uni-
quement du passé de X, et qui est telle qu’on n’ait pas d’unicité trajectorielle.

L’existence et I'unicité en loi des solutions de cette équation différentielle sto-
chastique se prouvent grace a la formule de Girsanov (cf Remarque . O

’E (empnk) ’ < ‘E (ez?wpnk_l)

< ‘E (ei%pnk—n)

Remarque 4.7 Si on considere I’équation différentielle obtenue en n’imposant pas de
partie fractionnaire, i.e.

ou on a posé :

~ Xt), — Xy
Ty = — " Lt} (5)
keZ_N bty Mt
~ X, — Xty . ~ . -
en posant 7 = ﬁ, on peut appliquer le méme raisonnement que précédem-

ment. La transformée de Fourier E(ei’\ﬁk) est nulle pour tout A # 0, ce qui ne se
peut. Par conséquent, ’équation de Tsirel’son modifiée dirigée par T n’admet pas
de solution.



Chapitre 5

Lois de P’arcsinus et scaling
aléatoire

Les développements de la théorie des temps locaux ont permis de découvrir
un certain nombre d’identités en lois relatives aux fonctionnelles du mouvement
brownien. Parmi celles-ci, on compte de nombreux développements autour de la loi
de 'arcsinus. En particulier, on doit & Paul Lévy le résultat suivant : le dernier zéro
avant l'instant 1, et le temps passé au dessus de 'axe des abscisses avant l'instant 1
suivent une méme loi appelée loi de I’arcsinus. De facon générale, lorsqu’on s’intéresse
a la loi jointe de plusieurs fonctionnelles browniennes, les temps locaux apparaissent
de facon naturelle, et s’averent étre des éléments importants pour la compréhension
de ces lois jointes.

Dans un second temps, nous nous intéresserons a la notion de scaling aléatoire,
une relation déja entrevue dans ’Exercice qui permet souvent d’obtenir la dé-
rivée de Radon-Nikodym entre deux processus construits a partir du mouvement
brownien, et conditionnés d’une certaine fagcon que nous détaillerons. Pour finir et
revenir & la loi de ’arcsinus, nous nous attarderons sur la décomposition du mou-
vement brownien en deux mouvements browniens réfléchis indépendants changés de
temps.

5. A Théoremes principaux

Définition 5.1
La loi de Parcsinus est la loi de probabilité sur [0, 1], qui admet comme densité par

_
mx(l — x)

rappport a la mesure de Lebesgue

loi 3, la loi B%

1{o<z<1}- C’est un cas particulier de
1.
)

Théoréme 5.2 — Lois de ’arcsinus dans le cadre brownien ; Paul Lévy
On note g = sup{s < t : By = 0} le dernier temps de passage en zéro avant
Vinstant t d’un mouvement brownien, et A" = fg 1(p,>01ds le temps durant lequel

o7
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le mouvement brownien est resté positif avant l’instant t.

) L. A . .
Les variables aléatoires & et “t— vérifient toutes deuz la loi de l'arcsinus.
t L

La loi de 'arcsinus favorise surtout les valeurs proches de 0 et de 1, en d’autres
termes le mouvement brownien réalise un choix. Soit il s’éloigne relativement beau-
coup de 0, auquel cas g; est petit, soit il reste proche de 0 et g; est tres proche de ¢.
Le méme type d’interprétation s’applique trés bien a Aff)

Une des nombreuses preuves du Théoreme 5.1 pour la loi de Aff) s’appuie sur la
proposition suivante.

Proposition 5.3
Soit alt) = inf{t > 0: A" > u} Vinverse continu a droite det — A" et (Bt > 0)
la partie positive du mouvement brownien. On utilisera également, avec des notations
évidentes, A\, B~ et al).

Les processus (B;§+)’u >0) et (B;;,),u > 0) sont deux mouvements browniens
réfléchis indépendants.

Les processus (A{™ ¢t > 0) et (g;,t > 0) jouissent & 1’évidence d’une propriété
de scaling, héritée de celle du mouvement brownien. Il est donc utile d’énoncer —et
d’utiliser— le théoréme suivant.

Théoréme 5.4 — Scaling aléatoire
Soit (A, t > 0) un processus continu croissant tel qu’il existe v > 0 vérifiant :

Ve > 0, (Aet, Bet, t > 0) @ (CTHAt, VBt > 0) .

On pose o, = inf{t > 0: A; > u}, pour toute fonction mesurable bornée F sur
C([0,1]), pour toute fonction ¢ : R™ — RT, on a :

/{;oo F <1But,u < 1) qb(t)dAt}

E
NG
1 (1
LYY (Balu,u < 1)

—+00

—E P(t)t"dt.

1

(%] v/ 1
Lorsque le processus croissant continu admet une dérivée, on peut appliquer des

techniques de preuves similaires & celle utilisée dans I’Exercice [3.4] pour obtenir le

résultat suivant.

0

Corollaire 5.5
St Ay = fg 0sds avec 0 processus mesurable vérifiant

Ve > 07 (60t7 Bct;t 2 0) (i) (CT0t7 \/EBta t 2 O) )

alors

r+1 1
E(6,F(By,v <1) =E o F [ —Bywu<1)].
B =) (ai“ (ﬁ vt >>
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Voici maintenant deux exemples d’application de ce corollaire ; tout d’abord une
relation entre le mouvement brownien arrété en 11 et le pont brownien.

Proposition 5.6

Soit (by,u < 1) un pont brownien, et | son temps local en 0. Pour toute fonction
F:C([0,1])) = R*, ona :

T 1
B(F(by,u<1)=F [ /-—F | —B,u<1] et
Flbwn <) =5 (o (mns) e

(42 L) - (L))

On s’intéresse maintenant au processus associé au temps passé par le mouvement
brownien au dessus de 0.

Proposition 5.7
Pour toute fonction F : C([0,1]) = R*, on a :

1 1
E(1 F(Bpu<1)=FE|—F|——oB & u<t]|et
( {B1>0} ( U )) (a(1+) (\/@ a(1+)u Uu )) €

g >0y 1
E F(Byu<l)|=E|[F|——B &, ,u<1]].
< AP (Buyu < 1) Lo aiu B
Vo

On s’intéresse maintenant a d’autres types de résultats, précisant la loi jointe
de plusieurs variables aléatoires apparaissant dans la décomposition du mouvement
brownien en partie positive et partie négative.

Théoréme 5.8
Soit Zy = H(AY, A7, (Ly)?), et T un temps aléatoire.
PourT=teR, ouT =7 ouT = al?, Zp obéit a la méme loi.

Théoréme 5.9

Soit Th = inf{t > 0: |B| = 1} et T une copie indépendante de T;.
_ (d),~ -

On a (A%), A(Tl), %LT1> = (Tl, (Lf1>2T1, L%I)

La transformée de Laplace de (A%),A(T_l), %LTl) est donnée par :

2 2 -1
EFW<—<2Agy+éAg+amJ>]:%mm+“§”%mm .
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5. B Exercices

Exercice 5.1
Montrer que P(B; > 0|A{") = A",

Solution. On applique la Proposition [5.7], pour toute fonction ® mesurable positive

1 1
E(1 ®Byu<l)=E|—&|-——-_B <1]].
( {B1>0} ( u )) (Oé(1+) ( \/@ a§+)u u ) )

En particulier, si ®(X) = fol 1(x,>01ds, on a ®(B) = A<1+)7 et

()

o L p 1 d LI dr =
o o ¥ < / (B, (+>>0} u= <+>/ {B->0} T—F'

Par conséquent, pour toute fonction f mesurable positive, on a

E(1{31>0}f(A(1+>)) < +)f< (+)>) (51)

On calcule maintenant la loi de —=. Par propriété de scaling brownienne, pour tout

1
(:)CA(1+). Des lors, pour tout u > 0,

¢>0,ona A"

u

1 1
P ( = > u) =P (a‘l“ < u) =P(AY > 1) =P(A]Y > u),

(d)

donc (+> —A(H suit la loi de ’arcsinus.
ag
On en conclut que pour toute fonction f mesurable bornée

E(1(p,50f (A1) = E(A]” f(A]Y)),
d’otlt on tire P(B; > 0]A{"”) = A{". O

Exercice 5.2
Calculer la loi de I; le temps local en 0 du pont brownien.

Solution. On utilise la Proposition afin de calculer E(f(l1)) pour toute fonction
fonction mesurable positive f. Pour cela on utilise le fait suivant :

1
lh =1 1 d
1 egI(l] c {0<bs<e}dS,

donc [ est une fonctionnelle mesurable du pont brownien. On calcule alors la valeur
de cette fonctionnelle appliquée au mouvement brownien stoppé en 7y

1

ll_rf(l) ; 1{0<Bml<e\ﬁ}du WG L. = T
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On obtient donc E(f(1;)) = E [ = f ( %ﬁ)} . En appliquant le Théoréme d’équi-

valence de Lévy, la loi de 11 est égale a celle de ﬁ ou N est une variable aléatoire
gaussienne centrée réduite. Par conséquent

+o0 ©
E(f(1h)) = E(IN|f(IN) = /0 e f(z)da.

d
Remarque 5.1 En particulier, ll(:)\/ 2e avec e variable aléatoire exponentielle de
parametre 1. Cette loi, appelée loi de Rayleigh, est la loi de la norme d’un vecteur
gaussien bidimensionnel.

O]

Exercice 5.3

2
Montrer, en étudiant f telle que f(|By|, Li) exp (—%t — uLt) est une martingale que
I'on a :

2 2
E [exp (— </\2A5_,j;)) + %Aﬁ_ﬁl) + aLT1>>] = {ch()\) + & t\2ash()\)}

Solution. Soit f une fonction de classe C? sur R3, en appliquant la formule d’It6, on
a

-1

t
f(ta ’Bt’7 Lt) - f(07 07 0) +/O an(S7 ‘Bn‘;’? LS) Sgn(BS)dBS
t 1 t
+ [ ouf (s |BaIL)ds + 5 [ 031 (s.|Bul, Lo)ds
0 0

t t
+ / 021 (s, |Bs|, L)ALy + / 03f (s, |By|, Ls)dLs.
0 0

Par conséquent, ce processus est une martingale locale des lors que f vérifie :

1
5822]0@7 z, l) + alf(tv z, l) =0
82f(t7 0, l) + 83f(t7 0, l) =0.
On cherche f sous la forme ¢(x) (1) exp(—’\;t). La fonction ¢ s’obtient grace a
la premiére équation différentielle : ¢(z) = Ach(Az) + Bsh(Az). La fonction v s’en

déduit alors, ¥(y) = Cexp(—ABy). Le processus suivant est donc une martingale
locale

v 2
(ch()\|Bt|) + )\sh()\|Bt|)> exp <_A2t _ th> .

On peut appliquer le théoreme d’arrét en T, u, car la martingale locale arrétée est
bornée ; on obtient

E l(ch(/\a) + Ksh()\a)) exp <—/\22Ta — VLfa>] =1.
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En particulier, pour a = 1, on a
)\2 ~ v -1
E [exp (—2T1 — I/Lf1>‘| = {ch()\) + )\sh()\)] :

Gréace au Théoreme on en déduit
)\2 2
o (- (L 2t )]
A2~ (uLz)?
exp <_ ( 11 + 5 - 11 + QOzLﬁ
A2
exp ( <2T1 + (e + 2oz)LfTv1>>]

=K
= {c (A) + a j:\2Oésh()\)} B ,

ce qui conclut cet exercice. ]

=E

Exercice 5.4

Soit B un mouvement brownien complexe, et z1,--- , 2z, des complexes distincts et
non-nuls. Pour tout ¢ > 0, on définit le nombre de tours réalisés par le mouvement
brownien autour de chacun de ces points :

. t
Ht(l)zlm[log(Bt—zi)]:Im[ dBs ]

0 Bs— 2z
Gréace au théoréme de Spitzer, on sait en particulier que

2
V) = ¢,
logt t—-+o00
ou (1 suit une loi de Cauchy standard. Une généralisation de ce théoreme permet
d’obtenir la convergence jointe en loi pour les nombres de tours autour de chacun

des points considérés, on a en fait :

2 0 (n)
@(Gt s T 79t )t—>+oo(W1’ W )7

folgom)]- () B3]

Gréce a ce résultat, exprimer la loi jointe du n—1-uplet (W1 —W,,, - - W,,_1 —W),,)
comme (Cél) - C’én), e ,Cé”*” - C((an)) ou (Ct(j),j < n,t > 0) est une collection de
processus de Cauchy standard indépendants, et e est une variable aléatoire expo-
nentielle indépendante. Ces variables aléatoires mesurent en quelque sorte les tours
réalisés autour de chaque point, qui n’est pas un tour réalisé autour de I’ensemble
des points.

avec
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Solution. On calcule la transformée de Fourier de ce n — 1-uplet, on obtient alors,
en utilisant la formule donnée dans I’énoncé :

-1

n—1 n—1 n—1
Elexp [i Y AW = W) || = [14+ DN+ DN
j=1 j=1 j=1

On peut réécrire cette transformée de Fourier de la maniére suivante :
n—1

E |exp (i Y Aj(W; — W)
Jj=1

400 n—1 n—1
= / dte™t exp | —t Z |)\]’ —t Z )‘j
0 j=1 j=1

400 n—1 ) n—1
:/ dte ' E |exp iZ)\jC’t(J) —1 Z)‘J Ct(n)
0 j=1 j=1
n—1
=E |exp ZZ)\]-(C'((;J)—C'((;”)) ,
j=1

ou les (Ct(j), Jj < n,t > 0) sont des processus de Cauchy standard indépendants, et
e est une variable aléatoire exponentielle indépendante.
On tire de cette égalité

(Wi = W, W1 — W) 2 — ... cln=b — ).
Il

Remarque 5.2 En réalité, on peut décomposer les variables aléatoires W; en deux
parties : une partie W,” correspondant au nombre de tours réalisés au voisinage du
point z;, et une partie commune W™ correspondant aux nombres de tours réalisés
loin des points. On a en particulier :
- @, ~1
(Wl y 7W ):(01(3 )a acén))a

n
qui est bien entendu un résultat plus fort que celui que nous venons de démontrer.

Exercice 5.5 — Sur la décomposition de B en partie positive et partie
négative

Soit B mouvement brownien standard, on pose S; = supg<; Bs et [y = —infs<; Bs.
1. Montrer que Iz, a pour densité ﬁl{xw} par rapport a la mesure de
Lebesgue.

2. Montrer que le processus (7, );>0 est un processus de Feller dont on explicitera
le semi-groupe. Ce processus est appelé processus de Watanabe.
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d
3. Montrer que (ITt)t>0(:)(va1)t>o, ou U et V sont deux processus de Wata-
> 1)t

nabe indépendants.

Solution. 1. On observe pour commencer que 1 — Bya, est une martingale positive
qui converge presque stirement vers 0. L’Exercice prouve que suptzo(l — Biay)
est distribuée comme %, ou U est une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. En
particulier

1-B =1-—inf B =1—inf By =1+ Ip,.
igg( t/\Tl) %IZIO tATy tlgnTl t + T

@i

Par conséquent, Iy = — 1, et a donc pour densité (1_‘?_72)21{$>0}.

2. Etudions maintenant le processus (S7)i>0- On peut calculer S, L de la ma-
niere suivante :
STz+z/ = max (sup Bs; sup (Bs— Bn)) .
s<Ty TSy
En appliquant la propriété de Markov forte du mouvement brownien et en observant
que B;, = 0, on remarque que S;,, , est le maximum de deux variables aléatoires

1+
indépendantes de loi respectivement égales a celles de S;, et Sr,,. Par conséquent

E(f(STl+l/) fﬂ) - E(f(sﬂ \% S\l""rﬂ)v

ol §l/ est une copie de S, indépendante de F,. Le processus (Sr,);>0 est donc un
processus de Markov, et il suffit pour calculer son semi-groupe de déterminer la loi
de S;,.
Or
P(S;, <t)=P(T; >7) =P(Ly, > 1).

D’apres I’Exercice la transformée de Laplace de Ly, est

1
E(exp(—alLyp,)) = lim 5
1A ) + B i “sh(n)
1
C1+2a’

donc L, est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre 2. Par propriété
de scaling, Lz, suit la loi exponentielle de parametre % Par conséquent

P(S;, <t)=P(Ly, > 1) =exp (_2tl> .

Remarque 5.3 On peut également directement prouver que Lr, suit une loi expo-
nentielle de parameétre % On a

P(LTt > 1+ l/|LTt > l) = ]P’(TZ_HI < Tt‘Tl < Tt) = P(Tl/ < Tt> = ]P’(LTt > l/>,
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par propriété de Markov, donc L7, suit une loi exponentielle dont le parameétre reste
a déterminer. Or, par symétrie, on a :

Tt Tt t
IE/O 1(5,501dB; :E/O 1(p.<0ydBs| = 5.

donc en écrivant By, avec la formule de Tanaka, on obtient :

2
E(LTt) = ;a

ce qui permet de conclure.

On calcule le semi-groupe (P, > 0) du processus de Markov (S;,,1 > 0) :

Pl’f(x) :]E(f(STH_l/ |S7'z = l’) = E(f(STl’ Vv :C))
—F (@) B(Sry < 2) + E(F (S L5, 20):

par conséquent Pj(x,dy) = exp (—%) 0, (dy) + ?3% exp (—%) 1{y>qpdy.
On lit directement sur ce semi-groupe que le processus associé est de Feller. En
effet pour toute fonction f € C, on a
_2 _2 _2 _2
e o f(@) = [flle(l—e"=) S Pf(z) e = f(@) + [ flloo(l — ™ =),
done [|P2f ~ flloo —3 0.

4. On montre maintenant que si U et V' sont deux processus de Watanabe indé-
pendants, alors (Ig,,t > 0)@<UV71 .t > 0). Soit B et B deux mouvements browniens
indépendants et ' R

U=5;, Vi=55.

On observe pour commencer que V, ! = Ly, . Par conséquent

o _1 —1 o o o xr t,\ o t
P, > z) = PU;' <V, )_P(Lﬁ_gLTt)_p(Qeng)_Hx.

d
Grace a la propriété de scaling du mouvement brownien, ITt(:)tITl, donc
P(Ir, > z) = IP’(UVt_1 > x),

les marginales unidimensionnelles des deux processus sont bien égales.
Pour passer aux marginales finies-dimensionnelles, on observe que

ITt+t’ = max {IT“ -t — inf (BTt+S - BTt)} .

0<S<Tt+tl—Tt
Par propriété de Markov forte du mouvement brownien, les deux termes de ce maxi-
mum sont indépendants, et le second est égal en loi a —t + I7,,. Les marginales
finies-dimensionnelles de I, se déduisent donc des marginales unidimensionnelles.
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On montre maintenant le méme type de propriété pour Uy -1. Par propriété du
processus de Watanabe, on a

U,o1 =U :max{U U,. _ }
V;H»t’ LTt+t/ LTt’ LTt-‘rt/ LTt Y

oit U est un processus de Watanabe indépendant de U. On pose dy, = inf{u > T} :
B, = 0} et on étudie la loi de LTt+t’ — L7, sous l'alternative suivante.
— Conditionnellement & dr, < T4y, par propriété de Markov, LTt+t’ — L, est
indépendant de Fr, et est distribué comme LTtth"
— Conditionnellement a Ty, < dry, Lr, e T L7, = 0 car L ne croit que sur
I’ensemble des zéros du mouvement brownien.

On applique la propriété de Markov forte en T3, puis un théoréme d’arrét a B,
(t +t")P(Tiyp < dp,) =E [BTt+t,AdTJ =E [BTO/\TH} =t,

donc P(Typ < dp,) = tjf—t,
On en déduit le résultat suivant

P(Uy

! < $|‘7:Vt—1) :1{Uv;1<z} P(Uy, -1 vl < )

t4t!

t t'
=1 — — + ——PU, 1 <
Uy ~1<a} [t—i—t’ t4t ( Virer x)}

1 [ t N t x ]
TS [y T it i+ 4
1 t+x
U sy

:l{valg‘”} P(th/—l <z+ t)

:1{th_1<x} ]P’(th,—l —t < H?)
=P (max {Uth’ (U\7t71 — t)} < a?|.7:vt1> .

Les deux processus ont donc le méme semi-groupe et les mémes marginales unidi-

d
mensionnelles, par conséquent (th—l)tzo(:)(ITt)tZ(]. O

Exercice 5.6
Soit g une fonction continue ; pour quelles fonctions f le processus

1 t
F(BF, L) exp (—2/0 9(38)1{BS>0}ds)

est-il une martingale locale ?
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Solution. On pose Z; = fgg(Bs)l{BS>0}ds et h(z,y,z) = f(z,y)exp (—%z), on
applique la formule d’It6 a h (BZF, Ly, Zt>, on a :

B, Lu, Z1) = £(0) + / h(BY, Ly, Zs)1(,20)dBs

/alBLZdL /82hBLZ)d

_1/ (R(BY, Ls, Z)g(B) — B30(B}, Ly, Z5)) 13, 50)ds.
2 Jo

Par conséquent, f doit satisfaire les deux équations suivantes
1
{ S01(0,9) + 2:f(0,9) = 0
0t f(x,y) = g(x)f(z,y).

En cherchant f sous la forme ¢(z)y(y), on a ¢ = @, la solution de I'équa-
tion de Sturm-Liouville associée a p(dx) = g(x)dz et ¢¥(y) = exp(—%y@L(O)). Par
conséquent

(@ (B;") exp (— (Lti)’ 0") +/ 9(Bs)1ip, >0}ds)>)t20

est une martingale locale.

Remarque 5.4 On observe que ce processus est borné lorsqu’arrété en 7;, on peut
donc appliquer le théoréme d’arrét. Or

+o0o
/g 1{Bs>0}dsf/0 g(x)Lidx,

par conséquent

E {exp <—; /0+oo L7 g(z )dxﬂ = exp (i@’#(m)) .

Par densité, ce résultat s’étend & toute mesure p sur [0, +00). Par conséquent la loi
de (L% )0 est QF, carré de Bessel de dimension 0 issu de 1.

O]
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Chapitre 6

Sur les théoremes de
Ray-Knight et les identités de
Ciesielski-Taylor

Dans ce chapitre, nous étudions les temps locaux du mouvement brownien li-
néaire, non pas en temps que processus temporel a niveau x fixé, mais en temps que
processus indexé par la variable d’espace © € R, pris en certains temps aléatoires.
Nous verrons que ces processus suivent les lois de certains carrés de Bessel. Ce type
de théoréme peut s’étendre & de nombreuses semi-martingales continues vérifiant en
outre une propriété de type Markov, permet de démontrer certaines égalités en loi
classiques, par exemple celle de Ciesielski-Taylor.

6. A Théoremes principaux

On définit tout d’abord le processus stochastique appelé carré de processus de
Bessel, parfois abrégé en carré de Bessel.

Définition 6.1

Soit 0,1 deux réels positifs et B un mouvement brownien. Un carré de processus
de Bessel de dimension ¢ issu de [ est la seule solution de I’équation différentielle
stochastique

a
Va >0 Z, =1+ 2/ VZsdBy + da.
0
On note Q? la loi de ce processus.
Ces processus stochastiques vérifient une propriété d’additivité remarquable.
Propriété 6.2

Soit 5,8, 1,1 € RY, si Z et Z' sont deux processus stochastiques indépendants tels
o+’

que Z a pour loi Q? et Z' a pour loi Q?,, alors Z + Z' a pour loi Q-
On a Q?L‘f = Q? * Q?,.

69
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On introduit maintenant le théoréme principal du chapitre, qui identifie la loi
des temps locaux d’'un mouvement Browien arrétés en certain temps aléatoires.

Théoréme 6.3 — Ray-Knight
Soit B un mouvement Brownien et L ses temps locaux. Pour tout a € R et 1 > 0,
on a

1. (L“T;x)0<x<a a pour loi Q3,

2. (L)a>0 et (L7%)z>0 sont indépendants et ont pour loi QY.

Remarque 6.1 La seconde partie de ce théoréme a été démontrée dans ’Exercice 5.6}
mais nous allons ici détailler un autre type de preuves, basées sur 'identification des
processus comme solutions d’équations différentielles stochastiques.

L’une des nombreuses fagons de démontrer ce théoréme consiste a s’appuyer sur
le lemme suivant, qui permet de donner une représentation des variables aléatoires
mesurables dans la tribu des temps locaux, et donc par la suite d’étudier des mar-
tingales par rapport a ces temps locaux.

Lemme 6.4
Pour tout 0 < b < 1 on pose Zp = J(LIT:CL,O < a < b) la filtration associée au
processus (L%w;a)ogagl.

Toute variable aléatoire H dans L*(2y) peut s’écrire sous la forme :

T
H=E(H)+ [ hslp1-pydBs,
0

avec h processus prévisible vérifiant E {fépl h§1{38>1_b}d8] < 400

Pour tout § > 0, on note R() un processus de Bessel de dimension § issu de 0.

Théoréme 6.5 — Extension du théoréeme de Ray-Knight aux processus de
Bessel

On note B un mouvement brownien dans R? et 3 un pont brownien dans R?. Soit
0>0et0<v<2, on ales identités en loi suivantes

(£ar)0 2 0) D (lBafio<1)

1
et (L4, (RO+),a<1) ((5a6—1 |Bas |, @ < 1) .

De plus, on a également :

(158900 <1) 2 (15 a0 < 1)
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Ce théoréme permet également d’obtenir 'identité de Ciesielski-Taylor.

Théoréme 6.6 — Identité de Ciesielski-Taylor
Pour tout § >0, on a

+o0 d
/0 1{R<5)<1}ds(:)T1(R(5)).

Les résultats suivants, démontrés en exercices, permettent de lier entre eux
des processus de Bessel de dimension différentes par des changements de variables
espaces-temps, ce qui sera utile pour démontrer le Théoreme [6.5

Théoréme 6.7
Soit a > 0, on pose h(x) = x“ et, pour d > 0, on note R un processus de Bessel
de dimension d. On a les identités suivantes :

— sid>2(1—aq), soitda =2 +2(1-1), ona

t
W(RE) = R ([0 (REOdu)

— sta>0,o0na

— s10<a<?2, 0ona

6. B Exercices

Exercice 6.1 — Tribu horizontale et tribu verticale
Montrer que la tribu £; = o {L% a € R,s <t} est égale a B, = 0{Bs,s < t}, aux
ensembles négligeables pres.

Solution. Observons pour commencer que, grace a la généralisation de la formule
de densité d’occupation (Exercice [1.5]), pour toute fonction ¢ mesurable positive et
tout ¢ > 0, on a :

/0t¢(S,Bs)ds:/Rdx/OtdsLigb(s,x) p.s.

On observe que 'expression de gauche est B;-mesurable, et celle de droite est
Li-mesurable. Il reste donc & montrer que la tribu

t
T=o (/ ¢(s, Bs)ds, ¢ mesurable positive)
0

contient B; et L;.
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Pour commencer, soit 0 < t1 < --- < t, < t, A1,---, A, des réels positifs et
I't,---T'y des ouverts de R. On pose :

p
Pn(t,x) = Z >‘i2n1{t€(ti—%,tﬁ-%}l{xeri}’
i=1

on observe que

t p
| dsouts.B) DAl ery ps

par conséquent 7 = B, aux ensembles négligeables pres.
On étudie maintenant la fonction suivante :

P
Pn(t, x) = Z >‘i2n1{t<ti}l{xE(wr%aZiJr%)}’
1=1

on obtient la limité suivante

t n
dﬂs/ dsLipn(s,z) — NLY p.s.
[ o [ duzon )2 NI

par conséquent on a également 7 = L;. O

Exercice 6.2
Soit k € R, on considere I’équation différentielle stochastique :

t
Xt = Bt + k/ 1{X5>0}d3-
0

On note P 1a loi de cette solution.
1. Ecrire la relation d’absolue continuité entre P*) et la mesure de Wiener.
2. Exprimer la loi de (L%FIQ(X))O@Q et celle de ((L%)mzo,L )xzo) sous P(F)

en fonction des lois (B)Q? de processus de diffusion solutions de la famille
d’équations différentielles stochastiques :

—x
Tl

Zy=1+2 / JZodBy + / (282, + 5)db.
0 0

3. Etudier de méme le temps local de la solution de I’équation différentielle
stochastique :

t
X =B+ k:/ sgn(X;)ds.
0

Solution. 1. On note (M;) la martingale définie par :

t k2t
Mt =£ (k/O'l{XS>O}dXS> = exp (k/o 1{X5>0}dX5 — ? 0 1{Xs>0}ds> s
t
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et on note P*) la loi vérifiant, pour tout ¢t > 0, P|(]l_ft) = MWz,
Soit X un processus tel que sous W, X est un mouvement brownien. En appli-

quant les théoremes de Girsanov et de Lévy, le processus B défini par :
t
Bt = Xt — ]{/0 1{Xs>0}d8

est un mouvement brownien sous P*). Par conséquent, sous P*)| X est solution de
I’équation différentielle stochastique :

t
Xt = Bt + k‘/ 1{XS>0}dS'
0

2. Posons pour 0 < a < 1,7, = LlT;a(X), on souhaite étudier la loi de (Z;)o<a<1
sous P%). Sous W, ce processus est une semi-martingale de loi Q2. Par conséquent,
sous P¥) la loi de cette fonctionnelle de X est My, - Q2 (en effet, My, est bien
mesurable par rapport a 0(Z,,0 < a < 1)), donc est encore une semi-martingale,
par la formule de Girsanov.

On détermine maintenant une équation différentielle stochastique satisfaite par
le processus (Z,)o<a<1- Par la formule de Tanaka, on a

T1 Tl
Zy=2(Xp, — (1 —a))" - 2/0 1ix,>1-aydXs = 2a — 2/0 1ix,>1-a}dXs. (6.1)

On utilise maintenant I’équation différentielle satisfaite par X, pour réécrire :

T1 Tl
Za = 2a — 2/ 1{Xs>1—a}st - 2](3/ 1{X3>1—a}d5-
0 0

Par conséquent, par définition des temps locaux :

a Ty
Za —2a+ Qk/ Zbdb = —2/ 1{Xs>17a}st-
0 0

En utilisant le Lemme [6.4] de représentation des variables aléatoires dans la tribu
(Z4), on en déduit que le processus (Z, — 2a + 2k [ Zpdb, a > 0) est une martingale.
De plus, cette martingale a pour crochet 4 [ Z,db, le crochet n’étant pas modifié
par un changement de probabilité entre probabilités équivalentes. Par conséquent,
Z satisfait I’équation différentielle stochastique

Z, =2 / VZedBy + / (2 — 2k7,) db,
0 0

otl B est un mouvement brownien adapté & la filtration (Z,); Z a pour loi ~*Q3.
On s’intéresse maintenant a Y, = L7, on étudie la loi de (Y;)z>0 et (Y_z)z>o0-
De la méme maniere que précédemment, on identifie les équations différentielles

satisfaites par ces processus grace a la formule de Tanaka.

FOX) = FX0) = [ Lipe, e = 5L - L4 (X)),
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Par conséquent, pour tout >0

Tl

et de méme pour z < 0, on a

Tl
Y, =1+ 2/0 1 x,<0ydXs. (6.3)
On s’intéresse tout d’abord au cas z > 0; on a :
gl
Y, =1+ 2/0 1(0cx, <A X,
gl gl
=0+ 2/0 1{0<ngx}st + QkA 1{0<ngx}d8
il T
=1+ 2/ 10<x,<2ydBs + 2k:/ Y, db.
0 0

Par conséquent, étant donné que, sous W, Y est une semi-martingale de crochet
4 [ Yydb, sous P®) ce processus suit I’équation différentielle stochastique suivante :

Yx:l+2k/ deb+2/ VY5,
0 0

donc suit la loi (k)Q?. Ces calculs peuvent étre réalisés de la méme maniere pour
L7, on observe ainsi que ces deux processus sont indépendants et que (L;lx)zzo a
pour loi (O)Q?.

3. On peut réécrire le méme type d’équations dans le cas ou la dérive est donnée
par k sgn(X;), et grace aux équations , et (6.3), on obtient : (L%ﬂ:a)ggagl
suit la loi (“RQZ, et (L7)z>0 et (L7,%)z>0 sont indépendants et de méme loi *) QY.

O

Exercice 6.3
Soit p mesure de Radon ; on note ®,, la solution de I’équation de Sturm-Liouville

®" = u®, ® décroissante issue de 1

On note II" 1a probabilité définie par :
% — exp (— Lot (0+)) @, (B;) I ) w
‘ft - p 2 12 H t ) €Xp 9 R+ t LT . |]:t :

Enoncer un théoréme de Ray-Knight pour L sous II®)| pour cela nous utiliserons la
loi : ) |t
Q0 —exp (5 [ fe)aM 5 [ 152 Xeds) QL
0
/

oﬁonaposéf:q)—“etMszXS—x—és.
m
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Solution. Posons

L
M, = exp <_2t<1>;t(0+)> ®,(B;") exp< / LYp(dz) )

—a)

. \ - . 1
Dans un premier temps, on cherche a caractériser la loi de Z, = Lgpl Sous

I : ce processus est une semi-martingale, on cherche une équation différentielle
stochastique vérifiée par celui-ci. On utilise le fait que sous II(¥), B g’écrit

~ td(B, M)
B, =B s,
t t+/0 M,

Or la martingale M; s’écrit, au moyen de la formule d’It6-Tanaka :
l B+

Par conséquent, sous o,
t ' (Rt
B; = Et +/O %I{Boo}ds.
On sait que Z, satisfait I’équation , donc :
Th
Zy =2a — 2/0 14B,>1-a}dBs
n (B
=2a — 2/0 1(p,>1-q}dBs — 2/0 WI{B ~1-qyds.

En particulier on a (Z), = 4 [ Zpdb, donc Z satisfait 1'équation différentielle sto-

chastique :
<I>’ —b)
a—2a—2/ \/Zbd,Bb—2/ Zb 1—b)

De la méme maniere on peut s’intéresser a la loi de Y, = L7,. Sous W ce processus

vérifie I'équation (/6.2 :

db.

v, =142 ["1 dB, = 1+2 T11 dB,+2 TIL‘(B+)1 d
x =1+ /O {0<By<z}dDs = [+ /0 {0<B,<z}dDs + /0 P (B+) {0<B,<z}dS.

Donc Y satisfait I’équation différentielle stochastique

Yx:l+2/()x\/Z7ydBy+2/ox$:’jEz; g

On utilise la formule de Girsanov, (Y;)z>0 suit donc la loi Q?’“ . Mutatis mutandis,
(Y_z)az>0 suit la loi @Y. O
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Exercice 6.4
Soit f décroissante et g croissante, deux fonctions continues sur [a,b] et B un mou-
vement brownien.

(@)
1. Montrer que — [ Bg(w)df(x) + f(b)BZ(b) = [P B?(z)dg(l‘) + g(a)BJ%(a).

2. En déduire une extension des identités de Ciesielski-Taylor.

Solution. 1. On calcule la transformée de Laplace de ces variables aléatoires, soit f
et g deux fonctions continues croissantes et B un mouvement brownien, on a

|f§xp ( / Bg(x - 7]0( ) )]
=F [exp (i)\ </ab By)dCy ey + Bg(b)cf(b)>>]

ou (Cy,t > 0) est un mouvement brownien indépendant de B. Par intégration par
parties stochastique, on a

[exp( / 32 »df(z —*f() g(b>
' b
=E [exp <Z)\ <_/a Cf(x)ng(:L”) + Cf(a)Bg(“)>>‘|
A2 b A2
=E [exp (—2A C’fc(x)dg(x) - 29(b)0?(b)>] .

Par égalité des transformées de Laplace, on en déduit 1’égalité en loi des variables
aléatoires.

2. On utilise alors les extensions du théoréme de Ray-Knight (le Théoréme
pour traduire les équations de Cieselski-Taylor, on a, pour d <2, 0 <z <y <1

Yy Yy
/ (2 — 5)@1_5B§5da +(1- y2_5)B§5@/ 5a5_1B%7a2,5da + x‘SBixz,g,
d’ou on tire :
oo ) 5+2)) () 5
/0 L cpeo o, dt+ ﬁLy (R / 1o oy dt + 6L z (RO,

O]

Exercice 6.5
Soit & > 0, trouver ¢ > 0 tel que (L% (|B| +cL)),-, a pour loi Q.
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Solution. Soit 6 > 0 et ¢ > 0, on pose Uy = |Bi| 4+ cLy et X, = LY (U). En
appliquant la formule d’Tt6-Tanaka & f(y) = (y V (=1)) Az, on a

+o00 1
FUx) = F00) = [ 1orcv,ndUs+ (X1 = Xo).

On remarque que Uy > 0 sur un ensemble de probabilité 1, et que limy_, y o Uy = +00.
Par conséquent X_1 =0, et on a

+0o0
Xx = -2 + 2/0 1{0<U5§93}dU5'
On utilise ensuite 'expression de Uy ; on obtient successivement

+o0 +o0
Xz = 2 + 2/0 1{0<U5<x}d‘B’S + 26‘/0 1{0<U5<x}dLS

+o0 +o0
=2z + 2/ 1{0<v, <z} 5€0(Bs)dBs + 2(c + 1) / 140<v,<aydLs.
0 0

Or, sur le support de dLg, on a |Bs| = 0, par conséquent
+00 +oo
X, =22+ 2/0 1{0<U5<x} sgn(Bs)st + 2(0 + 1) /0 1{0<L5g%}dLs-

+0c0 T
=2z + 2/ 1{0<v,<a} 5€0(Bs)dBs + 2(c + 1)2
0

On note que X, est une semi-martingale de crochet 4 [; X,dy, donc X est solution
de I’équation différentielle stochastique suivante

@ 2x
X; = 2./ X,d —
T A Yy /By+ ca

2
et a pour loi Q5. Il faut donc choisir ¢ = % pour que X soit de loi Qg.

Remarque 6.2 Ce résultat peut étre —et sera— obtenu de maniere plus simple en
utilisant la théorie des excursions.

O]

Exercice 6.6
Enoncer le théoreme de Ray-Knight pour les temps locaux de X; = By + fg b(Xs)ds.

Solution. Ce résultat est une généralisation de l'exercice [6.2] on le traitera donc de
la méme manieére. On sait en particulier que (X), = t. On étudie pour commencer
I'équation différentielle stochastique vérifiée par le processus (Zg)o<a<1- Gréace a

I’équation (6.1)), on a :
T
Za =2a—2 0 1{X3>1—a}dXS
Ty Ty
=202 [ lrgdBi =2 [ b x s

= 2a — 2/ V Z.dB. — 2/ b(1 — ¢)Z.de,
0 0
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ol on utilise fOTl 1(x,5>1-a}dBs = [§ VZcdf., grace au théoreme de représentation
de martingales, on a déja vu que (foTl 1(x,>1-3dBs) = Za. Par conséquent, Z est
la solution de I’équation différentielle stochastique :

2o = 2/ VZ:dB. +/ 2~ 2b(1 — ¢) Zude.
0 0

De la méme maniére, on traite le cas de (Yz)z>0 et de (Y_z)z>0. On sait que
ces deux processus sont indépendants car déterminés a partir de processus réfléchis
indépendants. On sait de plus que pour z > 0, on a :

Tl
Y.,=1+ 2/ 1{0<Xs<a;}dXS
0
Tl T
=[]+ 2/0 1{0<X5<x}dBS —|—/0 Qb(Xs)1{0<X5<x}dS

:l—|—2/ \/Y,d +/ 2b(y)Y,dy.
0 ydBy 0 (y)Yydy

De la méme facon, on obtient I’équation différentielle stochastique satisfaite par
(Y_2)z>0, que I'on résume en

Y = 1+ J§ 2y/Yyd8, + I () Yidy
Yop =1t [3 2V dBy + [3 b(—y)Y-ydy.

Exercice 6.7
On pose h(z) = z* et R(Y un processus de Bessel de dimension d. Montrer les
égalités suivantes entre processus :

L.sid>2(1-a),soitdy=2+2(1-21) ona

t
(R = RO ([ (R du).

2. sia>0,0na

t
0
3.si0<a<?2 ona

t
h(R1(52704)) _ R(l) </0 h/(R1(L2a))2du) '

En déduire les extensions du théoreme de Ray-Knight pour les processus de
Bessel.
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Solution. Plutot que de raisonner avec R(¥, on va étudier le carré de ce processus

. 2 p
X, de loi Q¢. On va commencer par montrer que h(X (@) = h(R@7) est un carré de
Bessel changé de temps. La formule d’It6 nous donne

X =174 a/ot X ldX, + 0‘(a2_1) /Ot X 2q(X),.
On utilise 'équation différentielle satisfaite par X pour réécrire :
X2 = 1% 4 24 /Ot VX XUAB, + a(d + 2(a — 1)) /Ot X0 1ds,
On pose alors o, = inf{t > 0: [T a?X2"'ds > u}, on a directement

ald+2(a—1)) /Oou Xolds = <Z +2 (1 - i)) u =: dou.

Il suffit maintenant d’observer que M; = 2« fg VX SX?_ldBS est une martingale de
crochet 4a? fg X2a~1ds, par conséquent, en changeant le temps ¢ en o, une famille
continue de temps d’arréts, on obtient encore une martingale (locale) M, , de crochet

ou u
4 / X0a?X0 lds =4 / X2 dv.
0 0 ‘
Par conséquent, X7 est solution de I’équation différentielle stochastique

Y, =1+ / 2/Y,dB, + du,
0

donc est un carré de Bessel de dimension d,, issu de [%. Par conséquent, en prenant
la racine carrée de cette égalité, on a :

h(RYY) = R,

d’ou l'expression souhaitée du théoréme en utilisant que o, est la fonction inverse
de t > [L0/(R)2ds.
On s’intéresse maintenant au cas a > 0 et d = 2 + «, on a alors d, = 3, donc

X¢ est solution de I’équation différentielle stochastique :

Y, = 1% + / 2\/Y,dB, + 3u,
0

des lors X2 est un carré de Bessel de dimension 3, par conséquent :
t
(R = R®) (/ h’<R£?+“>>2d“> '
0

Pour finir, on étudie le cas ou 0 < o« < 2 et d = 2 — a. Dans ce cas, do, = 1 et

X¢. est alors solution de I'équation différentielle :

Y, = [* +/ 2V/Y,dB, + t,
0

donc est un mouvement brownien réfléchi en dimension 1 issu de [%. O
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Exercice 6.8
Soit R un processus de Bessel de dimension 2, on pose My = R? — 2s.
Notons T} = inf{t > 0 : | Bs| = t}, montrer que pour tout ¢ > 0 on a

t
7Y / dsR?.
0

En déduire que M] = T} — t? est une martingale vérifiant pour tout ¢ > 0 :
/@) [
M, = / dsM;.
0

Solution. On exprime un théoréme de Ray-Knight pour (Z, = LtT}“(]BD, 0<a<t),
de facon analogue au cas du mouvement brownien, on a

Ty Ty
Zy = 2a — 2/0 1B, >t-a}d|Bls = 2a — 2/0 sgn(Bs) 1B, |>t—aydBs,
donc Z est solution de I’équation différentielle stochastique
a
Zy=2a+ 2/ Vv Zsdfs,
0

c’est un carré de Bessel de dimension 2 issu de 0.
On en déduit I’égalité en loi suivante

C R [f g e T .
| asr2 [Caartze(m) = [ dstyscon = 17
Cette égalité en loi entraine en particulier
/(@ [*
Mt:/ dSMS,
0

il reste néanmoins a prouver que M/ est bien une martingale.
On utilise le fait que (B? — t) est une martingale pour calculer :

E((t +5)? — T}y s|Frs) =E [B%t*+s — Ty,

‘FT:} = B%* - Tt* = t2 - Tt*v
on a donc bien le résultat escompté. O

Exercice 6.9

Montrer que pour toute martingale locale continue M, positive issue de 1 tendant
vers 0 p.s. en 400, le processus (L% (M),a > 0) admet la méme loi, indépendante
du choix de M.
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Solution. On utilise la représentation de Dubins-Schwarz d’une martingale locale,
on a M; = B(yry,, avec 8 un mouvement brownien issu de 1 et (M) =To(p).

On a alors pour toute fonction f positive mesurable, par changement de va-
riables :

+0o0 To(B)
L i@ = [ ranaon, = [T pgadu= [ dul (9.

Par conséquent,

()(

(L&(M),a > 0)=(L;, (1~ B),a > 0) = (L;“(B),a > 0),

on utilise alors le théoréeme de Ray-Knight pour conclure. On a :

T1 1 —a
(Bry —(L—a)" —(a=1)% = [ 1.1 ndBs+ Ly
0 2

Par conséquent, LlTl_“ est solution de I’équation différentielle stochastique :

Zy=2(a"—(a—1)" / 2\/Zyd By,
0

donc (Z,) suit la loi d’'un carré de Bessel de dimension 2 issu de 0 sur [0, 1], puis
celle d’'un carré de Bessel de dimension 0 issu de Z; ensuite. O]

Exercice 6.10 — Processus de populations

On dit qu’un processus de Markov vérifie la propriété de branchement lorsque, pour
tout couple z et y, si (X¥) et (XY) sont deux versions indépendantes du processus de
Markov respectivement issues de x et de y, alors (X} + )A(iy ) suit la loi du processus
issu de = + y.

1. Caractériser les solutions d’équations différentielles stochastiques a coeffi-
cients continus vérifiant la propriété de branchement.

2. En utilisant un théoreme de Ray-Knight, identifier ces processus comme les
temps locaux, en un temps d’arrét convenablement choisis d’un processus
stochastique.

Solution. 1. Soit B et B deux mouvements browniens indépendants. On note X la
solution de I’équation différentielle stochastique :

Xt_:v—i—/ dB+/b

Xty:y—i—/ Y¥)dB, +/ b(XYV)d

et )Z';y celle de :



82 CHAPITRE 6. THEOREMES DE RAY-KNIGHT

Si b et o sont telles que le processus vérifie la propriété de branchement, X —i—)A(f
est solution de I’équation différentielle stochastique :

t t
Yi=x+y+ / o(Ys)dBs + / b(Ys)ds.
0 0

Par identification des parties & variation finies, on a :
t - t ~
/ b(X® + XV)ds = / b(X?) + b(XY)ds,
0 0

donc pour tout z,y, on a b(x + y) = b(x) + b(y). On en déduit b(x) = Ax.
De la méme maniére, on a par identification des martingales continues :

o*(z +y) = o*(z) + *(y),
d’ott o(z) = §\/x.

On en déduit que les diffusions vérifiant la propriété de branchement sont solu-
tions d’équations différentielles stochastiques du type :

t t
Xt:Xo—i-/ 5\/X5st+/\/ Xsds.
0 0

2. Soit Y la solution de ’équation différentielle stochastique :
t
Y, = AB, +/ F(Y2)ds.
0

Grace a 'Exercice on sait que (U, = L7 (X),r > 0) est solution de I’équation
différentielle stochastique :

U, :z+/0 zA./Uyd,By+/0 2 () Uydy.

Par conséquent, un processus de branchement issu de [ peut étre vu comme
les temps locaux en 7; d’'un mouvement brownien avec dérive. Ainsi le processus
associé a b(x) = Az et o(x) = d\/x peut étre vu comme les temps locaux en 7; de

g,@t + %t. ]



Chapitre 7

Introduction aux temps locaux
d’intersection du mouvement
brownien en dimension 2 et 3

Pendant la décennie 1950-1960, 4 articles fondamentaux sur les points multiples
du mouvement brownien d-dimensionnel ont été publiés, par A. Dvoretzky, P. Erdos
et S. Kakutani pour les trois premiers, et S. Taylor pour le 4°; ils ont ainsi montré
que :

— si d = 2, la trajectoire brownienne posséde des points multiples de tous
ordres ;

— si d = 3, la trajectoire brownienne posséde des points doubles, mais pas de
points triples;

— pour tout d > 4, la trajectoire brownienne ne présente pas de points doubles.

Ces résultats ont été obtenus a l’aide seulement des propriétés fondamentales
d’accroissements indépendants et de stationnarité du mouvement brownien. Il a
fallu attendre le début des années 80 (Wolpert, Rosen) pour observer les premiéres
constructions de temps locaux d’intersection, permettant une compréhension plus
fine des points multiples de ces courbes.

Il apparait a la lecture des articles correspondants que ces constructions des
temps locaux d’intersection, permettant de mesurer le temps que la courbe brow-
nienne passe a proximité des points déja visités par elle-méme, n’a été permise que
grace au mirissement de la compréhension des propriétés essentielles des temps lo-
caux du mouvement brownien linéaire, des diffusions, des semi-martingales dans les
années 1970. Nous nous intéresserons principalement ici aux versions cadlag de ces
temps locaux d’intersection.
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7. A Théoremes principaux

La théorie des temps locaux que nous avons développée jusqu’ici ne s’intéresse
qu’au temps passé par un processus au voisinage d’un niveau. Mais il existe de
nombreuses autres notions de temps locaux, particulierement les temps locaux d’in-
tersection de la courbe brownienne en dimension 2 et 3, qui comptent le temps passé
par la courbe a se recouper sur elle-méme. Nous ne donnerons ici qu'une tres rapide
introduction a ce domaine important.

Théoréme 7.1

Soit B un mouvement brownien d-dimensionnel, pour d < 3 il existe une famille
mesurable (a(y,t);y € R% ¢ > 0} qui permet d’écrire, pour toute fonction f continue
bornée :

/Dt ds /St duf(B, — Bs) = /]Rd dyf(y)aly,t).

Nous allons maintenant introduire une expression pour «, I’équivalent de la for-
mule de Tanaka-Meyer qui donnait I’expression des temps locaux de semi-martingale
au Chapitre 1. Cette formule dépend de la dimension du mouvement brownien consi-
déré. On se placera pour commencer en dimension d = 2.

7. A.1 Formule de Tanaka-Rosen en dimension 2

Théoréme 7.2 — Formule de Tanaka-Rosen
Pour tout y # 0 et t > 0, il existe a(y,t) vérifiant I’équation suivante :

Bs —

t t u B, — Yy
ds(log|B; — Bs —y| — lo :/ dBu./ ds——" 7 4+ 1a(y,t).
/0 [log | By y| — log yl] ; s VB, ZB. =4 (y,1)

De plus, (a};y € R?",t > 0) est une version continue de la famille (a(y,t),y €
R%*,t > 0) en dimension 2 définie dans le Théoréme 7.1.

Ces temps locaux ne sont pas définis en zéro. Cependant, on connait le com-
portement des temps locaux de B au voisinage de 0 —c’est-a-dire le temps local
d’intersection proprement dit— grace au corollaire suivant.

Corollaire 7.3
On pose y(y,t) = a(y,t) — tlog ﬁ

Dans ce cas, Y(y,t) converge dans L? quand y — 0 vers une limite notée v(0,1).

De plus la famille (y(y,t),y € R% t > 0) admet une version continue.

Remarque 7.1 En dimension 2, la notion de temps locaux d’intersection s’étend de
la facon suivante : il existe des temps locaux de tous ordres k vérifiant :

/ dsy--- dsk’f(Bsg - lea T Bsk - BSk71) = /dZA(k) (ta Z)f(z)
0<s1 < <8

De plus, A%¥)(t,2), convenablement recentrée, converge p.s. et dans L? quand
2z — 0, on a donc bien une certaine notion de temps local d’intersection k™.

On s’intéresse maintenant au mouvement brownien dans I’espace.
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7. A.2 Formule de Tanaka-Rosen en dimension 3

Théoréme 7.4 — Formule de Tanaka-Rosen
Pour tout y # 0 et t > 0, il existe a(y,t) vérifiant I’équation :

t 1 1 t “  By,—Bs—y
ds[—] :—/ dB / ds——————— — 27ma(y, t).

] e ] R R A e

De plus, (a(y,t),y € R¥*,t > 0) est une version continue de la famille (af;y €

R3*,t > 0) en dimension 3.

Le résultat suivant nous donne une version faible de la valeur du temps local
d’intersection du mouvement brownien plan.

Théoréme 7.5
La suite de processus

1 t
B (2maly )~ )it 2 0
l Vv —log [y lyl

converge en loi, quand y — 0 vers (By, 20t > 0), avec B un mouvement brownien
indépendant de B.

7. B Exercices

Exercice 7.1 1. Montrer I'existence des temps locaux d’intersection en dimen-
sion 2 et 3 en utilisant la transformée de Fourier.

2. Etudier 'existence de temps locaux d’intersections de la courbe brownienne
avec un passé distant d’au moins € > 0.

Solution. 1. On définit la transformée de Fourier de la mesure aléatoire py par :

t t
() = /O du exp(i¢. By) /u ds exp(—i€.By).

11 suffit de vérifier que cette transformée de Fourier est dans L? presque stirement
pour conclure a I'existence d’une densité pour cette mesure, par formule de Parseval.
Or, la formule d’It6 nous donne

t 2t
exp(i€.By) =1 —|—i/0 exp(i€.Bs)d(£.Bs) — |€2/0 dsexp(i€.Bs),

par conséquent, on a

/t dsexp(i€.Bs)
0

<0Q;+éﬁ@)
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olt on a posé I;(€) = [5exp(i&.Bs)d (IE\ s), qui est une intégrale relative & un
mouvement brownien.
On en déduit ainsi

E l(/ot ds exp(if.Bs))j |£C|; A2,

on obtient donc sans difficulté

E |f(¢)?] < W At e L,

deés lors que d < 3. Par conséquent, fi; est dans L? p.s. par Fubini, ce qui nous
permet de conclure.

2. On peut de la méme maniére s’intéresser a la transformée de Fourier de la
mesure aléatoire uy définie par :

/fd,u,f:/otCdu/uj_edsf(Bu—Bs).

Sa transformée de Fourier s’exprime de la fagon suivante :
_ t—e ) t ]
wus(§) = /0 duexp(i€.By,) N dsexp(—i€.Bs).
ST€

On en déduit donc, de la méme facon que précédemment, que

E |67 < <Y avere

€14
deés lors que d < 3. On en déduit I'existence des temps locaux d’intersections de la
courbe brownienne avec son passé « lointain ». ]

Exercice 7.2
Montrer la formule de Tanaka-Rosen, en dimension 2 et 3.

Solution. On se place pour commencer en dimension d = 2. Soit f fonction de classe
C®° a support compact, on définit la fonction :

= / dylog |y — | f(y),
RQ

solution de I’équation différentielle AF' = 27 f. En appliquant la formule d’Itd entre
les instants s et ¢, on a :

t t
F(B; — B,) = F(0) + / dBu.VF(B, — B,) + n/ £(Bu — By)du.

En intégrant ensuite par rapport a s, on obtient :

w/otds/:duf(Bu—Bs) —/OtdBu./OudsVF(Bu—Bs)—/OtdsF(Bt—BS)—F(O).
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On utilise alors la formule de Fubini pour obtenir

W/Otds/:duf(Bu—Bs)

/df()[/tdl B, — By —y| -1 !|+/tdB /“d Bu=Bs—y
= S 10 — Dg — — 10 u- ST 9 |>
yr\y 0 g | Dt ) gy 0 o IBu—Bs—y|2

d’ou la formule annoncée en dimension 2, par identification.
Le résultat s’obtient de la méme manieére en dimension 3 en utilisant la solution
de Au = 4mdy donnée par :

O

Exercice 7.3 — Renormalisation de Varadhan
Soit f : R? — R continue & support compact vérifiant [dzf(z) = 1. On pose

fnlx) = n2f(nx) et
t t
an/o ds/s dufo(By — By).

1. Soit y € R?", calculer E(a(y,t))
2. Montrer que (Z, — E(Z,)) converge, quand n — 400 vers 7(t) défini par

7(t) = lim a(y, t) — E(a(y,1)).

y—0

Solution. 1. Soit f une fonction positive mesurable, on a par formule de Fubini :

B[ [[as [(aurm. - )| = [ B0,

Or, en utilisant le fait que B, — B est un vecteur aléatoire gaussien de dimension
2, de variance u — s, on a

]E[/Otds/:duf(Bu—Bs)] :/RZdyf(y)/Otds/:%(zu_s)eXp <—2(Ly’_28)>

On en déduit )
Lt —wu) Y|

E t)) = - du.

(. t) = [ 5 exp< oL ) du

Remarque 7.2 1’équivalent au voisinage de 0 de E(a(y,t)) est bien ¢log ﬁ comme
dans le Corollaire [7.3l

/Ot ds /: duf, (B, — Bs) = /dyf(y)a <Z7t) _

2. On réécrit :
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On a alors, en recentrant les variables aléatoires :

qui existe donc bien, par Corollaire [7.3]
On peut alors bien passer a la limite pour les variables aléatoires recentrées, on
obtient :

Zo~E(Z0), 2 [ duf@)3(0.) = 5(0.0).
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Deuxieme partie

Excursions browniennes
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Cette partie II est composée de six chapitres, chacun d’entre eux correspondant a
une legon sur les excursions du mouvement brownien réel, que nous étendrons ensuite
aux diffusions réelles. Au début de chaque chapitre, nous rappelons les théoréemes
principaux de la lecon correspondante.

Nous nous attachons ici a introduire la théorie des excursions du mouvement
brownien, laquelle remplace ce processus par le processus de sauts de ses excursions.
En d’autres termes, on considere que le mouvement brownien est une trajectoire,
que nous décomposons selon les « arches de ponts » qu’elle réalise hors de 0. Cette
description du processus permet de nombreux calculs, et simplifie I’expression de
certaines quantités. C’est un regard entierement différent de celui porté par le calcul
stochastique, qui s’avere ainsi étre complété et renforcé. Nous verrons de cette fagon
que de nombreux résultats obtenus dans la premiére partie peuvent étre retrouvés
en utilisant cette théorie.

Nous nous intéresserons en particulier a donner la loi de certaines de ces « arches
de pont », considérées comme des processus, ce qui nous permettra d’expliciter la
mesure de Lévy du processus de ces « excursions hors de zéro » du mouvement
brownien ; on la décomposera selon la longueur (ou la hauteur) des excursions, une
fois que nous aurons donné un sens a tout ceci. Tous ces résultats nous permettront
de donner une preuve de la formule de Feynman-Kac ainsi que de nombreux autres
résultats.

Pour finir, nous étudierons une courte extension aux diffusions linéaires des ré-
sultats que nous aurons obtenus pour le mouvement brownien. La théorie des temps
locaux et celle des excursions s’adaptent en effet trés bien a ces processus, de plu-
sieurs maniéres différentes (selon qu’on les regarde comme des semi-martingales ou
des processus de Markov), ce qu’il sera intéressant d’explorer.
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Chapitre 8

Introduction a la théorie des
excursions

Certains des travaux de Paul Lévy relatifs aux « excursions », permettent d’étu-
dier sous un jour nouveau le mouvement brownien. Dans cette optique, il est vu
comme un processus de Lévy a valeurs dans un espace de trajectoires, un « saut » de
ce processus de Lévy correspondant a l'allongement de la trajectoire du mouvement
brownien entre deux zéros successifs. La nouvelle échelle de temps qu’il convient
de considérer ici est alors I'inverse du temps local au niveau 0. Pour I’heure, nous
traduirons ceci, de fagon assez libre, comme ’étude du processus | — (Bt)o<t<r, -

Ce dernier peut étre considéré comme un processus de Lévy, lorsque 'addition
est remplacée par la concaténation de trajectoires. En effet, il vérifie les deux pro-
priétés clé des processus de Lévy, I'indépendance entre la trajectoire du mouvement
brownien jusqu’en l'instant 7; et celle de son « accroissement » entre les instants 7; et
71+ ; ainsi que le caractére stationnaire de la loi de cet accroissement (la trajectoire
entre 7; et 7 a méme loi que celle entre 0 et 7;/). Un des objectifs de la théorie des
excursions est de déterminer la mesure de Lévy de ce processus, que 'on appeller
mesure d’It, souvent notée n. Une fois cette mesure n bien comprise, le lecteur sera
capable de traiter, au moyen cette fois-ci de la théorie des excursions, la plupart des
questions abordées dans la partie I. Grace a un mélange de théorie des excursions
et de théorie des temps locaux on pourra méme obtenir de facon assez simple des
résultats a premiere vue compliqués.

8. A Théoremes principaux

L’ensemble des trajectoires continues issues de 0 et absorbées en 0 est noté *.
Pour toute fonction f € 2%, on note V(f) = inf{t > 0: f(t) = 0}. En particulier,
si f € QF pour tout s > V(f) on a f(s) = 0. On appelle f une excursion, de
longueur V(f). On remarque en particulier que * peut se décomposer en deux
sous-ensembles symétriques, que nous noterons Q1 pour les trajectoires positives et
Q™ pour les négatives.
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Pour tout I > 0, on note 7; = inf{t > 0: L; > I}, et ;_ = inf{t > 0: L; > l}.
Les excursions de B sont notées e; = ( B(7,_1s)an, =0
Définition 8.1
Soit U,U un ensemble mesuré. Un processus de Poisson ponctuel sur U de mesure

d’intensité p est un processus (e, t > 0) a valeurs dans U U {0}, tel que pour tout
choix d’ensembles mesurables disjoints I'y,---I'y, de U, les processus

F.
N7 =Y Lesery

s<t
sont soit infinis, soit des processus de Poisson indépendants de parametre p(I';).

Théoréme 8.2 — Théoréme d’Ito

Le processus (e1);>0 est un processus de Poisson ponctuel de mesure d’intensité n. n

est une mesure sigma-finie sur 0% appelée la mesure d’Ité du mouvement brownien.
Le processus de Poisson pour la concaténation X; = (Bt)i<r, a pour mesure de

Lévy n.

On présente maintenant deux formules clés pour le calcul de certaines fonction-
nelles de processus de Lévy.

Proposition 8.3 — Formule additive
Pour tout H : RT x Q x Q* — R, processus prévisible par rapport a (Fr, @ &)1>0,
ou & est la tribu Borélienne associée a 2%, on a :

n(de)H (A, w; e)] .
Q*

l
E ZH(A7W§€>\)1{U>U,} :E[/o dA

A<l

Remarque 8.1 Une autre version de cette formule clé, pour laquelle les excursions
sont indexées par l'instant de début, et non le temps local en cet instant, est donnée
en exercice.

Proposition 8.4 — Formule multiplicative
Pour toute fonction positive mesurable f : RT x Q* — R™*, on a :

l
E |exp | — Zf(/\aeA)l{n>m,} = exp <—/ dX [ n(de) (1 - efo"e))>
0 Q*

A<

Remarque 8.2 Cette proposition peut s’étendre a des fonctionnelles positives, mais
possiblement infinies, en utilisant le théoréme de convergence monotone.
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8. B Exercices

Exercice 8.1
Montrer, en utilisant un processus de Poisson réel que la formule multiplicative ne
peut pas s’étendre avec des fonctionnelles aléatoires, i.e. que les expressions

oo (o) o)

s<t
sont en général différentes.

Solution. 11 suffit d’utiliser I'identité suivante > 4 An,—1 1n,>1} = Nt, on a alors :

E [exp ( Z l{NsZI})] =K [e—Nt} = exp(—t(1 — 6_1))~

s<t,AN,=1

D’autre part, on a

E [exp (— /Ot ds (1 - 6—1{1\7521}))} =E [exp (—(1 —e H(t - T1)+)} ,

et cette quantité est strictement plus petite que 'autre, car 73 > 0 p.s. ]

Exercice 8.2 — Formule additive modifiée

Soit F: RT x Q2 x Q* — R processus prévisible par rapport a la filtration (F; x £),+,.
On note G' = {7_,1 > 0} 'ensemble des débuts d’excursions du mouvement brow-
nien et ¢s = e) 'excursion débutant & 'instant s = 7)_.

1. Montrer que :

E Z F(s,w;is) :E{/OtdLs/*n(de)F(sjw;e)

s<t,seG

2. Soit t >0, et I' C Q* tel que n(I') < 400, on pose

CtF = Z 1{6/\€F}7

A>0:m) <t
montrer que Cf — n(I')L; est une martingale.

Solution. 1. On réécrit la somme étudiée de facon & pouvoir utiliser la formule clé
additive, on a

E Z F(s,w;is)

s<t,s€G

=E Z F(T,\,,w;e)\)
[ A>0:my <2

+oo
=E /0 d)\l{/\th}F(T)\_,w;e)\):l

-t
=E /dsLsF(s,w;is)}
LJo
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par changement de variable A = L.
2. On réécrit CT de la facon suivante

Ci= > 1luery,

s€G,s<t

par conséquent, E(C; — n(T")L;) = 0. On utilise alors la propriété de Markov forte
en dy = inf{s >t : By = 0}. On observe que C,, — C} est indépendant et de méme
loi que C!. Cette propriété étant partagée par L, on en déduit que (Cf — n(T)L;
est une martingale, et plus particulierement un processus de Lévy. ]

Exercice 8.3
Soit B un mouvement brownien, et ex(t) = B(4r, jar, -

1. Montrer que le processus défini par
Xy =lex(t — 1) — A, pour \_ <t <7y,

est le mouvement brownien [} sgn(B;)dB;.

2. De la méme maniére montrer que le processus
Yy = lex(t —=ma-)| + A, pour Th— <t <7y,
est un processus de Bessel de dimension 3.

Solution. 1. Rappelons dans un premier temps la formule de Tanaka :
t
’Bt‘ = / sgn BSdBS + Lt,
0
donc pour 0 <t <7 —7Tyr_,o0ona:
Th—+t
ex®] = [ sen(B)dB. +

on en déduit [ sgn(Bs)dBs = X;.

2. Le deuxiéme résultat s’obtient de la méme maniére, on observe que Y; =
| B| + L, donc par théorémes de Lévy puis de Pitman, ce processus est un processus
de Bessel de dimension 3. O

Exercice 8.4 — « Loi » de la longueur d’une excursion

Soit € € QF, on rappelle que V(e) = inf{s > 0 : €(s) = 0} est la longueur de
I’excursion, déterminer la mesure ny vérifiant pour toute fonction mesurable f :
Rt - R :

[ n@asvien = [ o).
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Solution. Soit u > 0 donné, on utilise la formule multiplicative avec la fonction
f(A€) =pV(e), ona

exp ( 1y Ve )] = exp (—l/* (1 — e*#V(e)> n(de)> .

A<l

D’autre part, Y°y<; V(ex) = 71, et on connait la transformée de Laplace de 7; :

E(exp(—um)) = exp(—Il/2pu
Des lors, par identification
V2u = / n(de) (1 — e_“V(€)> = / ny(dv) (1 — e #7).
Q* R+
Identifions maintenant la mesure ny . En dérivant par rapport a u, il vient :

1

—wo _
/]R+ ny (dv)ve NeTT

Or, par définition de la fonction I' d’Euler et un changement de variable adapté, on
a:

1 1 /+OO _1 —2uh
= h=ze 2,
V2 \@F(%) 0

/+oo d’U
~ Ver NG

Par injectivité de la transformée de Laplace, on en déduit

dv
NOLIE

ny (dv) =

O

Exercice 8.5 — « Loi » de la hauteur d’une excursion 1. Soit € € QF, on
note M(€) = sup,cy () €(s) le maximum atteint au cours de I'excursion, dé-
terminer la mesure ny; vérifiant pour toute fonction mesurable f : R™ — R :

[ (@) = [ nasam)sm)

2. Retrouver, grace a la théorie des excursions, I'indépendance des processus
(Sr,,1>0) et (I,,0 > 0), ott on a posé I; = infs; Bs.

Solution. 1. On étudie la loi de S7,, en utilisant la théorie des excursions. En parti-
culier, on note que S;, = maxy<; M(ey). On peut ainsi écrire,

P(Sn < a) = E(1(s, <a)) (H Lin(en) <a})

A<
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Deés lors, en utilisant la formule multiplicative, on obtient

exp (— > - ln<1{M(e>\)<a})>] =exp (—l/n(dé)(l - 1{M(e)<a}))

A

E

=exp (—I nu((a, +00))).

D’autre part, on a également

l
P(Sn < @) = B(n <To) =P(Ly, 2 1) =exp (5 ).
car Lt, est une variable aléatoire exponentielle de parametre i (voir Exercice .
dm
On en déduit ny((a, +00)) = 5, ce qui permet de conclure que nys(dm) = T
m
2. Nous allons maintenant étudier, a [ fixé, I'indépendance de S, et I;,. Posons
M*(€) = sup,cy(¢) l€(s)] le plus grand écart a 0 de 'excursion, positive ou négative.

On a alors de la méme maniere que précédemment, pour tous a,b > 0 :

P(S,

1

<a, I, >-b)=E

II (1{M*(€/\Ka,m>0} + l{M*(€A)<b76A<0})]
A<l

=exp (—l/* n(de)l — (1{M*(e)<a,e>o} + 1{M*(e)<b,e<0}))
=exp (=1 (0t (M(e) > a) + 0t (M(e) > 1))
:P(STZ < a) P(ITL > —b),

en utilisant la symétrie de la mesure d’Itd sur les ensembles Q7 et Q7. Les deux
variables aléatoires sont donc indépendantes a [ fixé.

On utilise alors la propriété de Markov forte du mouvement brownien : le couple
(S7,y+Ir,, est obtenu a partir de (S7,,I) et d’une copie (5,1) de (Srys Iry),
indépendante de F;, en prenant le maximum des deux premieres coordonnées et
minimum des secondes. Par conséquent, les deux processus étudiés sont indépen-

dants. =

Exercice 8.6
Soit k£ une fonction mesurable positive et b > 0.

1. Expliciter une fonction ¢ : RT™ — RT vérifiant pour tout [ > 0 :

l
P (fgg(lBs! —k(Ls)) < b) = exp (—/0 dw@)) :

2. En déduire 'expression de la fonction

Pp(b) =P (Sgg(!le — k(Ls)) < b) :
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Solution. 1. On explicite la probabilité P (sup,<, (|By| = k(L)) < b) & I'aide de la
formule multiplicative

P (sup(!le —k(Ls)) < b) =E [ [] Lisupy e ey le(w) | ~k(X)<b}

s<Ty A<l

—exp <_ /Ol dn( sup |e(w)] — k(A) > b)) .

u<V (€)

On note M*(e) = sup,<y (e |€(u)|. Grace a 'Exercice on a
!
P <sup(|Bs| — k(L)) < b) =exp (—/ dAn(M*(e) > b+ k:()\))
0

l 1
=exp (—/0 d/\2(b+k()\))> .

1
ETTEIy))

2. On fait tendre [ vers 400, on obtient par convergence monotone

wut) =esp (- [ M) -

On en déduit

O]

Exercice 8.7
Montrer que I'on peut indexer les excursions par Q* de telle maniére que si ¢ < ¢’

alors €q arrive avant €q'-

Solution. On construit la bijection entre Qt et G = {7\_,\ > [} comme suit. On
commence par indexer par 1 'excursion qui enjambe I'instant 1, et pour tout n entier,
on note e, ’excursion enjambant I'instant de fin de ’excursion e,,_1 augmenté de 1.

On se place alors sur un intervalle entre deux excursions marquées par p et p+ 1.
On associe a 2732—“ I’excursion qui enjambe le milieu de cet intervalle. On raisonne
alors par récurrence sur ¢. Si q% est un rationnel différent des rationnels auxquels
on a déja associé une excursion, on associe ce nombre & l’excursion qui enjambe le
point au milieu de l'intervalle entre les excursions associées aux deux rationnels qui
I’encadrent. Ainsi % est associé a l'excursion qui enjambe le point situé au milieu
entre la fin de Pexcursion e:1 et le début de ’excursion ez.

Comme 'ensemble des e2xcursions est dénombrable, e% que chaque excursion en-
jambe un intervalle de mesure strictement positive, aprés un certain temps un ra-

tionnel lui est attribué presque siirement. ]
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Chapitre 9

Sur la loi de 'excursion
standard

Dans ce chapitre, nous allons, suivant I’exemple de Chung, décrire la loi de cer-
taines excursions individuelles. Les excursions que nous choisirons enjamberont soit
Iinstant ¢ —autrement dit le début de ’excursion est le dernier zéro du mouvement
brownien avant I'instant ¢, et la fin de I’excursion est le premier zéro apres 'instant
t; soit I'instant T, —ce sera alors la premieére excursion dont la hauteur dépasse c.
Les lois de ces deux excursions individuelles sont différentes ; elles seront toutes deux
utilisées pour décomposer la mesure d’Itd, soit en fonction de la longueur de 'ex-
cursion générique, soit en fonction de sa hauteur. Certains de ces résultats peuvent
étre démontrés en utilisant la méthode du grossissement de filtrations, dont nous
parlerons dans le prochain chapitre.

9. A Théoremes principaux
Soient a < b deux instants aléatoires; on note pour 0 < u < 1, Bq[f’b} =
\/ﬁBaJru(b,a). On étudie maintenant de maniére fine la décomposition de la loi
du mouvement brownien entre les instants 0, g; et d;.
Proposition 9.1
Notons IP’E)?’) la loi du processus de Bessel de dimension 3 indexé par [0, 1], et issu de
0.
— Le processus BI99t) est un pont brownien standard de longueur 1.
— Le processus |B[9’f’t]\ est un méandre brownien, un processus dont la loi est
_ (3)
M = X% Py
— Le processus |B[9f’dt]| un pont de Bessel de dimension 3 de longueur 1 appelé
excursion brownienne normalisée.

On peut réaliser une description semblable du mouvement brownien entre les
instants gr., T et dr..

105
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Proposition 9.2
Soient R et R’ deux processus de Bessel de dimension 3 indépendants, 0. = inf{t >
0:Ri=c}tetf.=sup{t>0:R,=c}, ona:

(d)
(B(gr, +u)aTe> 4 = 0)=(Rypg., u > 0)

(
(B(ch—u)\/Tc’ u>0)= (R;/\gé, u > 0).

=

Si on note M©) = sup{By,u € [g7,,dr.]}, on peut préciser ce résultat :

o M(C)@ﬁ,

— Conditionnellement & M© = m, on pose p, = inf{t < dr, : By = M©)},
les processus (B(gy 1uynp., U > 0) et (B(ay, —uyvp.,u > 0) sont des processus
de Bessel de dimension & indépendants issus de 0, considérés jusqu’en leur
premier temps d’atteinte de m respectif.

Soit (Ft)¢>0 la filtration brownienne, on définit, pour tout I' instant aléatoire, la
tribu du passé jusqu'en T,

Jr = o(Hr, H processus prévisible),
ainsi que celle du futur infinitésimal jusqu’en I' :
Fr4 = Ne>0F e

Pour tout réel s > 0, toute fonction v € C(RT,R) et tout u > 0, on pose
is(7)(w) = Y(s + w)1l{y<a,(y)}- En particulier, ig, (B) représente I'excursion brow-
nienne qui enjambe l'instant ¢. On peut décrire de la fagon suivante la loi de ces
excursions.

Lemme 9.3
Pour toute fonction F' mesurable bornée, on a :

E[F(igt)‘fgt] = q(A, I),

ot on a posé Ay =t— g et q(v, F) = n(V1>v) Jo- F(6)1gy(o>yyn(de).
Ce résultat peut étre raffiné de la maniére suivante :

E[F(igt”fgt?dt — gt = U] = V(UvF)>

ot on a posé v(v, F) = n(F|V =), et cette derniére quantité est déterminée grice
a la décomposition de la mesure d’Ito en fonction de la longueur des excursions :

n(de) = /0 T (do)n(de]V = o).
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On appelle T' un temps d’arrét terminal si pour tout ¢t > 0, sur I’événement
{T >t},ona

T(B)=t+T (Bt — By).
Les résultats prouvés dans le lemme précédent s’étendent ainsi.

Lemme 9.4
Soit T un temps d’arrét terminal, on a :

B{F (i) Pyl = 77 . FOLviosnin(de).

en particulier, g, est indépendant de Fg,..
Ce résultat peut également étre raffiné ainsi :

v(v, Fliysry)

E{F(iQT”‘FgT?dT —49gr = /U] = Z/(U 1{\/ T}) )
) >

ot on rappelle v(v, F) = n(F|V =v).

9. B Exercices

Exercice 9.1
Soit ¢ > 0, calculer la loi de d; conditionnellement & g;.

Solution. On calcule E(f(d;)|Fg,) = E(f(V (ig,) + 9¢)|Fg, ), grace au Lemme

BN =5 = o, BV + 801000

1 /+°° dv fo+a)
- v .
n(V >t—g) Ji—g V2r03 9

On en déduit

1
N
P = alg) = (=2 )" .

2
Exercice 9.2 1. Montrer que E(f(|B|)|Fy,) = ﬁ e 2<’fy*9t>yf(y)dy.

2. En déduire que t — g; et /5 (t — g¢) sont des (Fy,)-martingales.

3. Montrer que f(L¢) — /5 (t — gt) f'(L¢) est une (Fg,)-martingale
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Solution. 1. En utilisant la Proposition on sait que B9 est un méandre brow-
nien, indépendant de F,, par conséquent :

BBDIF) =B (1 (P vi=a)| 7a)

1 +00 v
= / dye =9y f(y),
t—g: Jo

par changement de variables.
2. On applique la formule précédente & f(y) =y et f(y) = y?, on obtient :

1 +o00 oy t—
E(|Bt|[Fy,) = t—gt/o dye Q“y‘g“y2 = 7T(2°%) et

+oo 2
E(B}|Fy) = / dye 2o y3 =t — g¢.
t—g:Jo
On a alors
E((t+5) — 20145 Fg,) = E (E (BB}, — (t+ )| Fo ) F) 1 Fa)
=2E(B} — t|Fy,)
=t — 2g,

donc (t — 2g¢,t > 0) est une (Fy,)-martingale.
Un méme raisonnement donne

t —
( F(zgt),t > ()) est une (JFy,)-martingale.

En effet, (L; = Lg,) en est une, et (|B¢| — L) est une (F;)-martingale.

3. La troisiéme martingale s’obtient en utilisant que (f(L;) — |By|f'(L¢),t >
0) est une (F;)-martingale —cf. Exercice donc par le méme raisonnement que
précédemment, on obtient :

F(Ly) - g(t — g0)f'(Ly) est une (F,,)-martingale.

O

Exercice 9.3
Pour tout instant ¢ tel que B, = 0, on note Dy la longueur de la plus longue excursion
avant I'instant ¢. Soit [ > 0 et x > 0, on pose

Lg(z)=F T dtet1
BT ) ¢ " Hbgnzat|

—+o00 d'U
_ —pBv
T) = e et
/(@) /x V2mv3

®y(z,8) =E (676 ”1{D<n>zx}) :
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1. Pour [ > 0, déterminer la loi de D-,.

2. Montrer que BLg(z) = /2B [ di®;(x, B).

3. Trouver une équation différentielle satisfaite par ®.

4. En déduite Lg en fonction de f(z).

5. Résoudre le méme probleme en considérant Dg, au lieu de Dy,.

6. Par scaling brownien, calculer les transformées de Laplace de ﬁ et %.

Solution. 1. Soit [ > 0, on utilise la formule multiplicative des excursions pour
obtenir :

P(D7, <a) =E [H 1{v<ex><a}]

A<

—l/* n(de) (1 — 1{V(e)<a}):|
—exp (~In(V(e) > a)).

=exp

Par conséquent, pour tout a > 0, on a

2
P(D,, < a) =exp (—l ) .

™a

d
Par conséquent, Dn(:)\/g é, ou e est une variable aléatoire de loi exponentielle de
parametre 1.
2. Calculons maintenant Lg, par formule additive, on a :

X
BLa(x) =BE | dte 71y Dgtm}
_/\ZO TX—

[ V(ex)
BE | e Ly sy [ e
[ A>0 0

+oo
=K [/0 dle—BTll{DTZ Z$}:| /Q* n(de)(l _ e—BV(e))

Cette derniere équation peut alors se réécrire, en fonction de f et ®; comme :

“+oo
BLy(x) = v/2B /0 Al (z, 3).

3. On utilise & nouveau la formule additive pour déterminer une équation diffé-
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rentielle satisfaite par ®; :

®y(z,8) = [Ze D Up(r)za) — € TP Lpir, )>x}]
A<l

—E [;e‘% (Ln(rs 203 (exD(=BV (e2)) — 1)

LDy <oy Ly (en)za) P8V (e)))
l
=— /n(de) (1 - efﬁv(e))/ ds®(x, 5)
0
l
+ [ e Oy [ ds(@.(0,8) - Bi(r,5))
=~ Jo
On rappelle maintenant les deux résultats suivants :

®;(0, 8) = E(e™P7) = exp(—11/25),

/n(de) (1—eV) :/Om \/%(1—eﬂv)=ﬁ,

grace a I'Exercice On en déduit

l +00 l
@i(z,8) = —V/2B | dst(a,8) + / T | dstemv® —a.(a.p).

En utilisant f(z) = [ \/gLve Bvon obtient finalement I’équation différen-

tielle satisfaite par & :

f(@)(1 = V29
L

l
@i(2,8) = ~(V2B+ (@) | syl )+
4. Cette équation différentielle est résolue ainsi

iz, B) = —f(x) exp (~U(v/2B + f(2))) + f(x) exp (~1v/2B) ,
d’ou on tire immédiatement :

f(=)
OLg(x) = ——————.
)= )+ v
5. Mutatis mutandis, on détermine la loi Dy, en calculant ffﬁ la quantité définie
par

Lg(x) =E ™ dteP
plx ) ¢ " HD(dnzay| -
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De la méme facon que précédemment, on a

~ X
BLB(I‘) =G E Z dteﬁtl{DdtZz}]
[ A>0 " TA-

Viex) iy
=pE Ze H(Upir o 1vien e + Lvieya}) / dte
A>0

“+oo
- Uo dle_ﬁf’lwrﬁx}] /Q n(do)(1 = e M1y

“+o00
+E / dle‘ﬁﬂ} / n(de)(1 — e N1y 0.
0 * -

Calculons entre autres :

[ m@)1 = e Oy oy =y ) e

/* n(de)(1 - e N1y ey = V20 + f(2) - \/Z

On obtient donc

27\ [+ 2 — f(x)
»BLﬂ (\/>+f \/;>/o di®(z, B) + 28

ce qui permet de réécrire

2 _ flx 2 oty
5i5(x):f($>(l_ 2 —f( ))+ 2 _ f(z)

f(z)++/28 V2B V2B
_ f(zx) n W%—f(x)
fl@)+v28  f(z)++v28
\E
~f(@) + V2B

On obtient donc une expression assez semblable & celle associée a Dy, .
6. Observons maintenant que par scaling brownien, on a

D, 2tD,, et Dy, LtDy,.

On peut donc réécrire par exemple Lg(z) comme :

+o0 +o0
/ dte PP (Dg1 > ”3) = / dte PP [ - <t
0 t 0 Dgl
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On obtient ainsi

et par conséquent,

De la méme maniere

O]

Exercice 9.4
Soit IP’(()g) la loi d’un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0, W&g) la loi d’'un

pont brownien de longueur 1 et G celle d’une excursion brownienne normalisée,

: 1
1.6. (m|39t+u(dt—gt)|au <1).
Trouver ¢ et v tels que, pour tout v < 1, on a :

{ W&t)nfu = ¢(u, Xu) - Wiz,

oD = p(u, X,) - PP,

Solution. Nous donnerons deux démonstrations de ce résultat, qui pré-
sentent chacune leur intérét propre

Cette premiere démonstration peut facilement se généraliser a des processus de
Markov satisfaisant des hypothéses assez générales.

Commencons par étudier le pont brownien §. C’est un mouvement brownien
conditionné a revenir en 0 a 'instant 1. Soit B un mouvement brownien, ' mesurable
pour la tribu engendrée par C([0,u],R), et g : R — R, on calcule de deux maniéres
différentes

E(F(Bs,s < u)g(B1)) = E (E(F(Bs, s < u)|B1)g(B))

dx 22
7 g(x) E(F(Bs,s < u)|B; = x)

e
R V2T

par conditionnement par rapport a By d’une part, et

E(F(Bs,s <u)g(B1)) = E[F(Bs,s < u) E(g(B1)|Fu)]
(y — Bu)2

_ dy
= /]R mg(y)ﬂz [exp (—2(1_U)> F(3375 < U)

par propriété de Markov d’autre part. Par égalité de ces deux quantités, on tire,

B2
exp (‘ p] )

E(F(Bs,s <u)) =E(F(Bs,s <u)|By =0) =E { i )F(Bs,s < u)] .
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On en conclut

B2
W M Wiy
0,017, Vi—u [P
On s’intéresse maintenant au pont de Bessel de dimension 3 p. Soit B un mou-
vement brownien de dimension 3, on peut écrire, de deux manieres différentes :

2
IH

E[F(Bsll, s < w)g(l|Bu]])] 2 g(l=[) ECE(IBsll, s < w)|Br = )

\ﬁ
dx

[ —matle E oo (o) s <)

Ceci peut encore étre réécrit :

E[F(IBsll, s < w)g([|B1])]
\/7’/“6 Ty E(()3T)(F(X s < u))

dr
R+
= an / d6 sin(6)dg
R+ 1—u)? [0,27]2

E [exp (— ”i’”“‘fgﬁl;ﬁ“” ) F(|[Bsll,s < u)] :

On obtient des lors,

E(F(ps,s <u))=E e)(p(_%?it))F(R s < u)
pS) ~X - (1_u)3 S ~X .

1 2(1—u) 3
On en conclut (3)H|(]_.)u = W _ pé )IFu'

Nous pouvons donmer une aulre prewve de ce résultat, qui utilise fortement le
caractere gaussien des processus considérés.

Commencons par étudier le pont brownien 8. On sait que pour tout u < 1, 3,
est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance u(1—wu). On tente de déter-
miner la dérivée de Radon-Nikodym de 3, par rapport a B,, une variable aléatoire
gaussienne centrée de variance u. On obtient ¢(u, X)) = /1 — uexp(—%fi_gu)).

Montrons maintenant que la dérivée de Radon-Nikodym ainsi obtenue est celle
du pont brownien jusqu’en I'instant u par rapport a celle du mouvement brownien
jusqu’en l'instant w. Soit ¢; < t3 < --- < t, < u, on calcule, en conditionnant par
rapport a (3, :

~ ~

E[f (B Bras -+ + Buns Bu)s (s )] = E [F(Bu)d(u, Bu)| = E(F(Bu)).
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Or conditionnellement a 8, = x ou a B, = z, le processus jusqu’en 'instant u
est un pont brownien issu de 0 et arrivant en x a 'instant u. Par conséquent

E(f(Bu» =K [f(Btu -+ By, Bu)] )

¢(u, X,) est donc bien la dérivée de Radon-Nikodym espérée, et nous avons pour
u<l:

2
w __ 1 .S
Yooz, = N ETThR < 2(1 —u)> Wiz

De la méme maniére, un processus de Bessel ou un pont de Bessel sur [0, 1], tous
deux conditionnés a arriver en x a l'instant u sont des ponts de Bessel de longueur
u arrivant en z. Par conséquent, il suffit de calculer la dérivée de Radon-Nikodym
de X, sous les lois TI™V) et IP’(()s). Sous AT on a :

1.2 2 22
B/ () = 2m(11 — /. dedydzf (/22 + y? + 22) exp (—M) :

et sous ]P’(()g), ona:

2 2 2
ES(f(X.)) = W;u)g R <_rv+§/u+> |

Par conséquent on obtient la dérivée de Radon-Nikodym suivante :

2
GID = (1w Sexp |- u . p®
Iz = (1—wu) 2exp< 2(1—u)> Po 7.

Exercice 9.5 — Une autre construction de I’excursion individuelle
Soit ¢ € R, on note :

Sc i€ (\26(01&))20.

1. Montrer que pour tout A borélien de Q*, on a n(s;1(4)) = ﬁn(A).

2. On pose v(€) = sy (¢)(€) la « forme » de I'excursion. Montrer qu’il existe une
mesure 7y sur {e€ € Q* : V(e) = 1} telle que pour tout borelien I" et réel ¢ > 0

R GLIED:
nt(V > ¢)

v(T) =

La mesure v est considérée comme la loi de ’excursion brownienne indivi-
duelle de longueur 1.

3. Montrer que pour tout S borélien de R™, on a :
n (v I T)N{V € S}) =yT)n"(V € S).

(Indépendance de la forme et de la longueur de I’excursion.)
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4. Montrer que
(L) =P(v(e®) €T),

ou e est la premiere excursion positive de longueur au moins c.

Solution. 1. On remarque pour commencer que n(A) est la parameétre du processus

de Poisson comptant le nombre d’excursions browniennes appartenant & A. On utilise
(@)

alors la propriété de scaling du mouvement brownien, c’est-a-dire (\%Bct) =(By). Les
deux processus de Poissons

Ni=) lgeayet Nl = > Lig(e)ea

A<l 1
A<

sont de méme paramétre, d’ott n(s; 1(A)) = ﬁn(A).

(= (D) N {V > o})

nt(V >¢)
Pour cela on utilise le résultat précédent, on a :

2. Montrons que est indépendant du parametre ¢ > 0.

s M N{V >1) =v H{D) N {V > ¢},

C
on en déduit :

nte D) N{V >} nte (D) n{V > 1))

nt(V > c¢) B nt(V >1) ’

que l'on pose par définition comme égal a v(T').
3. Par définition

nt (T N{V > ¢}) = y(Mn*(V > o),
et par lemme des classes monotones, pour tout S borélien de RT :
n*(v’l(l“) N{V € 8}) =yTnH(V € 9).

4. On utilise maintenant le Lemme des réveils. Soit N le processus de Poisson
comptant les excursions de longueur au moins ¢ qui ont une forme dans I, et N’
celui comptant les excursions de longueur au moins ¢ qui ont une forme différente
de celles dans I'. Ces deux processus de Poissons sont indépendants car relatifs a
des ensembles disjoints, par conséquent la probabilité que la premiére excursion de
longueur ¢ ait une forme dans I' vaut

(= (D) N {V > })
nt(v=IT)N{V >¢c}) + nt (v 1 (T)cn{V > ¢})

=)

On a donc bien
Y(I) =P(v(e) €T).
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Exercice 9.6 — Autour du méandre brownien 1. Montrer que conditionnel-
lement & g1 = u, le processus (B, t < u) est un pont brownien de longueur
u. En déduire que B9 est un pont brownien indépendant de g1 et de
(Bg,+u,u > 0) (utiliser tB 1 mouvement brownien).

2. Soit " les temps locaux en 1 du pont brownien, montrer que Lg a la méme
loi que /g1l91.

3. Montrer que |Bl9:1] est indépendant de Fy et que \)% a pour loi v/2e.

4. Calculer la loi jointe de (g¢, Lt, By).

Solution. 1. On sait que Et = tB1 est un autre mouvement brownien. Nous allons
t

donc étudier le processus (B, t < g1) comme processus défini & partir de B. Remar-
Ty
quons pour commencer que g, = d%. Nous pouvons donc réécrire le processus étudié
1

comme
~ 1

tB1,t < = |.
dq

Or, le processus B, = By, +, est un mouvement brownien indépendant de .7-"21 ,

o=

donc en particulier de 671. En d’autre termes, conditionnellement & g; = u (i.e.
di = 1), le processus

(By-pt <),
est un pont brownien standard indépendant de F1 , ce que l'on peut vérifier en
calculant les covariances impliquées. h

Par conséquent, conditionnellement a g; = u, (B, t < u) est un pont brownien
de longueur u. On en déduit sans peine que conditionnellement & g;, BI%91 est un
pont brownien de longueur 1, donc en particulier est indépendant de g;.

2. 11 suffit d’appliquer le résultat précédent pour obtenir 'identité en loi es-
comptée. Le processus Bl%91] suit la loi d'un pont brownien indépendant de g1, par
conséquent

@, [t
la: 1% ) 21{0<Bu91—a\/ﬁ<\/ﬁ€}du

=1l 1 o1 1 d
=lim — = _ u
10 \/g—l 0o 7 {0<Bu—a\/g1<n}

_ L aver
\/QT g1

Par indépendance de g; et de B9 on obtient I’égalité souhaitée.

3. On s’intéresse maintenant & la loi du méandre brownien |Bl9:1]|. On souhaite
montrer que ce processus est indépendant de Fg, , pour cela, nous allons a nouveau
écrire ce processus a partir du mouvement brownien B. Observons en effet que Fy,
est la tribu du passé de B avant linstant g;, donc également la tribu du futur
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de B apres l'instant 671. Cette tribu est, en utilisant la propriété de Markov forte,
indépendante du futur de B, entre les instants g1 et t. Il reste donc & montrer que,
convenablement renormalisé, le processus Bl9:1 est bien indépendant de g1-

Conditionnons par rapport a I’événement {g; = u}, nous allons discuter de la loi
de Bl®1]. Observons que ce processus s’écrit

1 (d)
(\/ﬁB(l—u)Hu — By, 0<t<1)=(6,0 <t < 1),
par propriété de scaling du mouvement brownien. Par conséquent, la loi de ce pro-
cessus est indépendante de ¢g; (la Proposition montre que ce processus est un
méandre brownien).
On peut maintenant écrire :

2
BiI* = (1-g) (B™)"

Or B? est le carré d'une gaussienne, et (1 — g1) est une variable aléatoire suivant
la loi de I'arcsinus, indépendante (par ce qui précede) de ngl’l}. Par conséquent, on
peut sans difficultés, par exemple par calcul de la transformée de Legendre, ou en
utilisant les propriétés de ’algebre beta-gamma vérifier que :

(BP’H)2 = %e.

d
Par conséquent, ]ng = \(:)\/ 2e suit la loi de Rayleight. Le signe de By étant indépen-

dant de toutes les autres variables aléatoires considérées, on peut sans peine vérifier
que ng 21 it une loi de Rayleight symétrique.

4. La loi jointe de (g, Ly, By) s’obtient grace a la propriété de scaling :

d
(gtv Lta Bt)(:)(tglv \/'ELI, \/iBl)

De plus, grace aux calculs que nous avons effectué jusqu’ici, décomposant le mou-

vement brownien jusqu’en l'instant 1 en trois quantités indépendantes : un pont

brownien de longueur 1, un méandre brownien de longueur 1, et une loi de ’arcsinus

indiquant comment les deux processus précédents devaient étre renormalisés, et mis

bout-a-bout. C’est ainsi que pour calculer la loi jointe de (g1, L1, |B1]), il suffit de

connaitre la loi de [; et de ﬁwﬂ, et de réaliser les bonnes renormalisations.
On a alors :

P(g1 € ds, Ly € dl,|By| € dz) =P(g1 € ds,/sl; € dl, /1 — sV2e € dz),

et ces trois quantités sont indépendantes. Deés lors, en observant que sgn(Bj) est
indépendant des autres variables aléatoires, la densité jointe de (g¢, Lt, By) est :

1 l . 12 || . z?
ssti——=¢e€xXp | —— | ——=exp| —— |-
{1>0,s<t} or a3 p 95 o (t — 5)° p 20t — s)
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Exercice 9.7 — Lien entre le méandre brownien et 1’excursion individuelle
standard

Soit M un méandre brownien, montrer que conditionnellement & M; = 0, le méandre
suit la loi d’une excursion brownienne standard.

Solution. Soit B un mouvement brownien, on pose M = B9t et on utilise le
mouvement brownien (5, = uB1. Par propriété de Markov, conditionnellement a
By = 1 = 0, le processus (ﬂHS:‘s > () est un mouvement brownien issu de 0. Des
lors le processus entre 1 et g1 est une excursion de 3, que ’on peut renormaliser en
une excursion standard de longueur 1. Par retournement du temps, c’est également
une excursion de B donc M, conditionné a M; = 0 est bien une excursion brownienne

standard. 0

Exercice 9.8
Soit T, = inf{t > 0 : By = ¢} le premier temps d’atteinte de ¢ par le mouvement
brownien B, g, = sup{s < t : By = 0} le dernier zéro avant Uinstant ¢, et d; =
inf{s > t: B; = 0} le premier zéro apres l'instant ¢.

1. Calculer la loi de M. = maxy,; <t<dy, Bt

2. Calculer la loi de Sy .

Solution. 1. Observons pour commencer que M. le maximum de B; entre les instants
gr, et dr, vaut également Sch le maximum de B avant l'instant dr.,. En effet, on a
clairement SgTC <cet M.>c.

On calcule alors, pour tout x > ¢ :

P(M, > z) = P(T, < dr.).

On utilise ensuite la propriété de Markov a l'instant 7,

o

P(T, < dp,) =Pe(Ty < To) = —.

8

M, est donc une variable aléatoire a densité par rapport a la mesure de Lebesgue
d

de densité -511,>q, c’est-a-dire Mc(z)ﬁ.

Remarque 9.1 Ce résultat peut étre obtenu simplement en réutilisant 1'Exercice [2.5]:
on a vu que le maximum d’une martingale locale positive issue de ¢ tendant vers
0 était égal en distribution a 7. On applique ceci au mouvement brownien issu de
c et absorbé en 0, qui reprend la partie de I’excursion enjambant T, qui atteint le
maximum sur ’excursion.

2. Trouvons maintenant la loi de Sy, ; pour tout = < ¢, on calcule

P(Sgy, <) =P(g7, < Tp) = P(T. < do,).

Par propriété de Markov forte appliquée en Ty, on en déduit P(Sy,, < z) = <, par

Cc
conséquent, Sy, est distribuée de maniere uniforme sur [0, c]. O




Chapitre 10

Grossissements de filtrations

De facon générale, quand un espace de probabilité filtré est donné, il existe trois
grandes fagons de modifier les semi-martingales. On peut réaliser un changement
de probabilité (théoréme de Girsanov), un changement de temps (Doob-Meyer), ou,
comme nous le verrons dans ce chapitre, un changement de filtration. Nous allons
voir que sous certaines hypotheses, il est possible de grossir une filtration donnée
avec une certaine quantité d’information de manieére a ce que les martingales de
la filtration d’origine demeurent des semi-martingales pour la nouvelle filtration.
Il est méme possible de donner explicitement leur décomposition en somme d’une
martingale et d’un processus & variations finies prévisible, ce qui donne un résultat
équivalent a la formule de Girsanov pour les changements de probabilité. Pour un
panorama assez complet sur le changement de temps et le changement de probabilité,
le lecteur pourra se référer a [2].

Cette théorie a commencé a étre développée de facon indépendante par Jenlin et
Yor [17] et M. Barlow [1]; citons ensuite le volume d’application [18] puis d’essai de
popularisation [25]. Cette théorie nécessite une bonne familiarité avec les principaux
résultats de la théorie générale des processus ; on peut néanmoins reverser la situation
en disant que la théorie du grossissement offre une famille variée d’illustrations de
cette théorie. Malgré de nombreux efforts, on peut dire que cette théorie n’est pas
encore rentrée dans les moeurs, en tout cas pas au méme degré que le calcul d’It6.
Mais ne désespérons pas, ce petit chapitre représente un effort supplémentaire de
popularisation !

10. A Théoreme principal

Citons pour commencer le théoreme principal de ce chapitre, qui montre que
tout temps aléatoire A bien choisi peut étre utilisé pour enrichir une filtration sans
modifier les caracteres de semi-martingales, ce qui transforme A en temps d’arrét.

Théoréme 10.1 — Formule de grossissement
Soit (Ft) une filtration et T' un ensemble (Fy)-prévisible. On pose A(w) = sup{t >

119
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0: (t,w) € T'} un temps aléatoire, supposé fini presque stirement.

Pour t > 0, on pose ]-"tA = F Vo(ANAs,s < t). On suppose que pour tout
(Ft)-temps d’arrét T', on a P(A = T) = 0. Alors toute (F;)-martingale M est une
(f,f\)-semi-martz'ngale dont on peut donner la décomposition suivante :

tAA A(M, Z) t M, 1— Z)
M :MA / ? S / ) S
' t ¥ < 0 Zs * At 1 —Zs ’

ot on a posé Zy = P(A > t|F).
Remarque 10.1 Sila martingale considérée est un mouvement brownien, alors la par-

tie martingale du processus modifié est encore un mouvement brownien, en utilisant
le théoréme de Lévy.

La preuve de ce théoreme s’obtient & ’aide des trois lemmes suivants.

Lemme 10.2
Soit J processus (F{*)-prévisible, il existe J* et J~ deux processus (F;)-prévisibles
tels que pour tout u > 0 :

Lemme 10.3
Soit Z; = P(A > t|F;), on écrit la décomposition de Zy = uy — Ay ot p est une
martingale locale et A un processus continu croissant.

Pour tout processus F-prévisible k, la formule suivante est satisfaite :

E(ky) = E Uom k:SdAs] .

Lemme 10.4
Si k est un processus continu a variations bornées (Fi)-adapté, on a

“+o0o
E(ky) =E (/ Zudku) et
0
+oo

]E(/+Oodku _E UO (1- Zu)dku} .

A
On inseére pour finir un résultat concernant les diffusions (i.e. processus de Markov
sur R= continues. On a montré dans I’Exercice que dans le cas du mouvement
Brownien ou du processus de Bessel, la loi d’un pont issu de x terminant en y admet
une dérivée de Radon-Nikodym par rapport a la mesure d’origine du processus. Le
résultat suivant en est une extension.

Proposition 10.5

Soit Xy une diffusion sur R, P,(X; € dy) = pi(x,y)dy son semi-groupe, que l'on
suppose continu et strictement positif. On note Py, la loi de (Xi,t < ) sous Py,
conditionné par X, = y. Si cette famille peut étre choisie étroitement continue en
y, alors on a pour tout u < v,

PU _ pv,u(Xu,y)
TYFT T py(my) T
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10. B Exercices

Exercice 10.1
Soit B un mouvement brownien. Calculer Z* et décrivez B dans la filtration (F})
dans les cas suivants :

— A=g, =sup{u<t: B, =0},

— A =g =sup{u<t: B, =a},

— A =gr, avec T, = inf{t > 0: By = a},

— A = g7 avec T, = inf{t > 0: |B;| = a}.

Solution. On vérifie pour commencer que tous les temps aléatoires cités précédem-
ment sont bien les derniers instants d’ensembles prévisibles. On a par exemple dans
le troisieme cas : g, = sup{t > 0: By =0 et S < a}.
On calcule alors dans chacun des cas précédents la valeur de Z%, on a, dans le
premier cas
ngt = P(gt > S’fs)
=P(t > dg|Fs)
:]P)Bs(t_ S > T())

| Bs|
= (m) 1{s<t}7

u2
ol on a posé ®(x) = \/gfjoo e~ 2 du. En effet, on a pour tout z > 0

P,(Tp < u) = P(I, < —z) =P (|N| < \_/2) :

De la méme maniére, on a également avec des notations évidentes
J0 =P(t > d°|Fy)
= ]P)Bs(t — 8§ > Ta)

|Bs — a])
=¢(— |1 .
( T s {s<t}
On a également par des calculs similaires les égalités
It =P(T, > d,|Fs)

=1y7,>8,>0) P, (Ta > ds) + 1{B,<0}

+
-1 — Bs/\Ta

a

et de la méme maniére :
73 =P(T* > dy|F,)
=170 Pp. (T3 > ds)

. ‘B|s/\T;
7a .

=1
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Pour déterminer la loi du mouvement brownien dans la filtration enrichie, il suffit
alors d’appliquer le Théoreme On a en particulier, en notant 5 un mouvement
brownien bien choisi dans la filtration (F) :

— pour A= 9t

B2

SAGt du 2¢ 2(t—uu)
B, = B\ 25 ——
S ﬁS + /0 t —u Sgn( ’M) T th
B2

n (B)/t/\s du 2 e 2w
Sgn - )
g t gt/\s \/t — U s 1 - th

— pour A = gf, une expression similaire, en remplacant B; par By — a
— pour A = gr,, en utilisant la formule de Tanaka, on observe que

SAgT, 1{B >0} TaNs du
By = s + / dué—i-/ - |
B IBS ( 0 a — Bu 9T, NS Bu

— et de maniere semblable, pour A = g+, on a
sAgT; sgn(Bu) Ty Ns du
Bo= o+ ([T aue oy [T C),
S BS ( 0 CL*|BU| gT;/\s Bu

Exercice 10.2
Déduire de I'exercice précédent la loi de (Bg,, v, u < dr, — g7.) qui est la premiere
excursion qui enjambe 'instant 7.

Solution. On s’intéresse au mouvement brownien dans la filtration F97¢, on sait que
ce processus s’écrit :

SAGT, ]-{B >0} TeAs Qu
Bs = Bs + / du———+ + / |,
° ° ( 0 c— By, 9T NS B,
ol 5 est un mouvement brownien dans la nouvelle filtration. Par conséquent, sachant

que By, =0, on a pour tout u € [0,T, — gr.] :

dv

B gr.+v

u
BchJru = ﬁch+u - Bch + /0

Par conséquent, B, 1 est solution de I’équation différentielle stochastique

d¢
dX; =dB; + —
t t + X,
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entre les instants 0 et T, —g7,. C’est donc un processus de Bessel de dimension 3, issu
de 0, jusqu’en son premier temps d’atteinte de c. De plus, entre les instants Ti. — g7,
et dr, — gr,, le processus n’est pas modifié par I’agrandissement de filtration, donc
reste un mouvement brownien.

En appliquant le théoréme de retournement du temps de Nagasawa, le mouve-
ment brownien issu de ¢ jusqu’en son premier temps d’atteinte de 0 peut étre vu
comme un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0 jusqu’en son dernier temps
d’atteinte de c. Par conséquent, I’excursion qui enjambe l'instant 7T, a la loi de deux
processus de Bessel de dimension 3 mis dos-a-dos. ]

Exercice 10.3

Soit N une martingale positive issue de 1 tendant p.s. vers 0 en 4o0, étudier la
martingale dans la filtration enrichie par A = sup{t > 0 : N; = sup,~o Ns} le temps
d’atteinte du point maximal de la martingale. -

Solution. Rappelons pour commencer que le maximum d’une martingale positive
issue de ¢ > 0 tendant vers 0 en +oo est égal en loi a .
On calcule alors

Zy = P(A > t|F;) = P(sup N, > sup Ny|Fy),

u>t s<t

et en décalant le temps d’un facteur ¢, c’est la probabilité pour que le maximum d’une
martingale issue de Ny, tendant vers 0 en +oo reste plus grand que S; = supg; Vs
qui est, conditionnellement & 3, une constante. On obtient donc

Ny Ny

Zy :P(F > St) = E

Par conséquent, en utilisant la formule de grossissement, avec la filtration F2,
la martingale N s’écrit

- tAN d<N> t d<N>
N, =N, +/ s s
! ! 0 Ns ANt SS_NS

Exercice 10.4
Soit Ry un processus de Bessel de dimension 3. On pose v, = sup{t > 0: R; = a}
et (R, t > 0) la filtration naturelle de R.

1. Montrer la formule

P(y, > t|Ry) = (JC%L) AL

2. Donner la décomposition d’Ito6 de cette sur-martingale.

3. En déduire la loi du processus (Ry,+¢ — a,t > 0).
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Solution. 1. Rappelons pour commencer que R; est la solution de 'EDS

t ds
R = — + B
t ORS-l-t

On utilise le fait que (R%) est une martingale locale positive. Pour tout ¢ >
=15 > 0) est une martingale locale positive issue de R%. On connailt par

I (Rt-‘rs
1 a
Rel=1—=— ) A1
t) (Rt>

conséquent la loi de son maximum,
1
P(y, > t|Ry) =P sup - >~

s>t Lig a

2. On va maintenant décomposer la sur-martingale Zt(a) grace a la formule d’It6-

Tanaka :
t t
(a) —a a 1,
7! _/0 7 1{Rs>a}dRs+/0 FllR), = 5 LA ().

On obtient donc, en utilisant ’EDS satisfaite par Ry :

t—qa

(a)
7 =
t 0 Rg

1
1 dB; — —L¢ .
(Ry>a} 50 i (R)

3. On note Rta) = REW“) la filtration qui transforme 7, en un temps d’arrét.
Dans cette filtration, le mouvement brownien B s’écrit :

B :B(“)+/tm‘lw+/t d(B,1-2),
t t Zs(a) AT 1_ Zs(a)
=B<“>_/W”‘1{Rs>a}ds+/t 0r,>apds
t 0 R§Z§a) thva (1 — Zs(“))Rg

Or, rappelons que Zt(a) = th A1, et que pour tout t > ~,, R; > a. Par conséquent

tA\va 1 ds t ds
(a) {Rs>a} a
B, = B%Y — B SRl S "
¢ ¢ /0 R, thve Rs(Rs — a)

On pose alors Xy = Ry, — a, on observe que X vérifie

Xt = Rt+'7a - R'Ya
t+Ya dS

= Fern = Fra /“/ R,

t+'Ya 1

_ p@ _ pa / a =
=B B ds.
t+Ya Ya + N Rs(Rs o CL) + Rs s

a
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On utilise maintenant que -, est un temps d’arrét pour le mouvement brownien

B@_ On note Et = B'(yZ)th — %Z), qui est un mouvement brownien. On a alors
~ t a 1
X, =B+ / + ds
' ! 0 Rstre(Rsty, —a)  Rsiq,

~ t a 1
=B +/ ds +
! 0 Xs(Xs+a) Xs+a

~ t ds
- B—f—/f.
T X,

Le processus X satisfaisant donc a cette équation différentielle stochastique, c’est
un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0. O

Exercice 10.5 — Preuve de la formule de grossissement
On n’utilisera bien entendu aucun des résultats listés dans ce chapitre pour résoudre
cet exercice. On se place sous les hypotheéses du Théoreme

1. On pose J un processus (.F{\)—prévisible, montrer que 'on peut trouver J+

et J~ deux processus (F;)-prévisibles tels que pour tout u > 0 :
Jy = Ju_]-{ugl\} + sz_]-{UZA}
2. Soit Z; = P(A > t|F;), on écrit la décomposition de Z; = pp — Ay ol p est

une martingale locale et A un processus continu croissant. Montrer que pour
tout processus (F;)-prévisible k, la formule suivante est satisfaite :

E(ky) = E [ /0 o ksdAs} .

3. Soit k est un processus continu a variations bornées (F;)-adapté issu de 0,

montrer que
—+00
E(ky) = E < / Zudku> ot
0

E (/;Oo dku> =E UO+°°(1 - Zu)dk:u} .

4. En déduire la formule de grossissement.
Solution. 1. On prend pour J, un processus (F{‘)—prévisible simple de la forme
Jy = Hs]-{ue(sﬂ}v
avec Hy une variable aléatoire F-mesurable de la forme
H, = K, f(AAs),

ou K, est Fs-mesurable, et f est une fonction mesurable R; — R.
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On observe alors que J,, vérifie :

Ju Liucny = Julucay = Hsliue(s gy Luzay-

Or lorsque ceci n’est pas nul, on sait que A est au moins égal a s. Par conséquent,
on peut rééerire J, = Ksf(5)1iue(s )
On peut de la méme maniere écrire

JJ_ = st(sup{u < 5|(u7w) € F})l{ue(s,t]}v

qui est bien Fs-mesurable, car I' est un ensemble prévisible. On conclut par lemme
des classes monotones.

2. On choisit maintenant un processus (JF;)-prévisible k, = H,1 {ue(s,t]}» AVEC H
une variable aléatoire Fg-mesurable. On peut écrire

E(kp) = E(Hslqae(s,y) = E(Hs(Zs — Zy)) = E(Ho(—As + Ay))

par propriété de martingale de p. On peut donc bien écrire

E(ky) = E (/O%O k:udAu> .

On conclut encore par lemme des classes monotones.
3. On utilise le résultat précédent, le processus k est bien prévisible, on a

+oo
E(ky) =E ( / kudAu)
0
“+oo
E (- / k:udZu>
0
+o0o
—E ( / Zudky — kooZoo>
0
+o0
)
0
par intégration par parties, en utilisant le fait que Z,, = 0 p.s. De la méme manieére,
+oo
E (/ dku> =E(koo — kp)
A

_E (/Omu —Zu)dku>.

4. Ces trois résultats nous permettent de déduire la formule de grossissement.
Soit (M;) une Fj-martingale, on souhaite calculer E(M; — M| F2), pour calculer le
« défaut de martingale » dans la nouvelle filtration. Pour cela, soit J un processus
(f{\)—prévisible borné, que 'on décompose grace a la question 1, on calcule

—+00 —+00
E </ JudMu> =E </ T lgsay + J;1{U<A}dMu> .
0 0 -
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En utilisant le fait que (fy J;7dM,) est une (F;)-martingale, on peut réécrire :

E (/0+°° JudMu> =E (/OA(J; - Jj)dMu> .

On applique alors la question 2 au processus k; = fg(JJ — J;F)dM,,, on obtient :

E (/()+Oo JudMu> =E (/()+Oo dA, /Ot(Ju - Jj)dMu)

“+oo
=E (AOO/ (J, — JJ)dMu> par intégration par parties.
0
Comme Z, = 0, on a immédiatement po, = A, on peut donc réécerire cette derniere

espérance comme l’espérance du produit de deux martingales locales, donc égale a
I’espérance de leur crochet :

E (uoo /Om(Ju‘ - Jj)dMu> —E (/;OO Jo — JH(M, Z>u) .

On réécrit alors cette derniere quantité, en appliquant les résultats de la question 3

+
s . N .. . t
aux processus prévisible a variations finies [, —‘g (M,Z),. On a
u

E </0+°O Jod(M, Z)u> _E ( OA ‘Z (M, Z>u> ot
E (/;Oo Jrd(M, Z)u> =-E (/;Oo : iJZud<M, 1- Z)u> :

On en déduit

+o00 A Ju +o00 Ju
]E(/ JudMu> =K / —d(M, Z) —I—/ dM,1-2),]|,
0 0 Zu “Cx 1-2, “

par conséquent, le processus M défini par

M_M /t/\Ad<Maz>u /A d<M71_Z>u
. ! 0 Zu tAN 1_Zu

est une FA-martingale. O
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Chapitre 11

Décomposition d’Ito et de
Williams de la mesure d’Ito

La mesure d’It6 étant une mesure o-finie, il est naturel que les probabilistes aient
cherché a la représenter de plusieurs facons, aussi naturelles que possible, comme
intégrales (o-finies) de probabilités sur I'espace des trajectoires. On a ainsi obtenu
des décompositions par rapport a la longueur V', ou au maximum M de I'excursion.
Nous avons déja déterminé précédemment la mesure image de n par les applications
V et M, il s’agit alors de déterminer la loi ny conditionnellement a la variable fixée.

On obtient ainsi deux décompositions différentes de la mesure d’It6. Dans ces
deux décompositions interviennent des processus dont la loi est connue ; ce sont pré-
cisément le pont de Bessel de dimension 3, ou deux processus de Bessel de dimension
3 mis dos a dos. Il est alors d’intérét de déterminer une formule de « changement de
variables » entre ces deux décompositions, autrement dit de déterminer la dérivée
de Radon-Nikodym entre les lois de ces deux processus.

11. A Théorémes principaux

On donne pour commencer la décomposition d’Ité de la mesure n. Celle-ci est
réalisée par rapport a la longueur de ’excursion brownienne.

Théoréme 11.1 — Décomposition d’It6
On note 1) g loi du pont de processus de Bessel de dimension 3 de longueur v, on
a alors :

nt(de) = / Y e,
0 2V2mvs

Remarque 11.1 Afin de réaliser un processus de loi II("), on peut considérer un
mouvement brownien C' de dimension 3 ; alors (Cy — %Cv)t@ est un pont brownien
dans R? issu de 0. Enfin, le processus (||Cy — £C, )<, suit la loi ),

129
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Théoréme 11.2 — Décomposition de Williams
Notons II'™) la loi de deux processus de Bessel de dimension 3 considérés jusqu’en
leurs premiers temps respectifs d’atteinte du niveau m et mis dos-d-dos. On a alors :

nt(de) = /R Am G (ge).

+ 2m?

Remarque 11.2 Afin de réaliser un processus de loi ﬁ(m), on considére R et R’ deux
processus de Bessel jusqu’en leur premier temps d’atteinte de m, notés respective-
ment T,, et T, . Le processus défini par :

X, — R pour t < Tp,
"7\ Brnim, e powr Ty <t < Ty + 1T,

a pour loi .

Le résultat suivant a pour objet de permettre de passer de la représentation d’It6
a celle de Williams, et réciproquement.

Théoréme 11.3 — Formule de concordance
Soit (p,t < V) un processus suivant la loi IV, on note

1
Av7v<1 =\ =7/ =Pv 7U<1 .
(P ) ( ﬁvpv )

Le processus p a une loi équivalente a W la loi du pont de Bessel de dimension
3, que l’on note (ry,v < 1). De plus, pour toute fonction F mesurable positive

E(F(ry,v < 1)) =/2E (RF(ﬁv,v < 1)) :

2 maXyg1 Pv

Remarque 11.3 On rappelle que p processus suivant la loi I peut étre obtenu en
collant dos-a-dos deux processus de Bessel de dimension 3 indépendants jusqu’en
leurs premiers temps d’atteinte respectifs, notés T3 et 17, de 1. Dans ce cas, T} + T}
représente le temps de vie de cette excursion et p est défini de la maniére suivante :

N 1

Pv = —F/—=p
w/T1+T1/

En particulier, la variable aléatoire (/T + T} est I'inverse du maximum de p sur
[0, 1], la dérivée de Radon-Nikodym de la loi de p par rapport a I peut donc se
réécrire C'\/T1 + T7.

(Ty +T)v),v < 1.
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11. B Exercices

Exercice 11.1
Retrouver la constante C = \/g de la dérivée de Radon-Nikodym de la loi de p par

rapport & IIM. Pour ce faire, on calculera E(E/Tl +1T7), ou Ty et T} sont les deux
temps d’atteinte de 1 par des processus de Bessel de dimension 3 indépendants,

grace a 1’égalité suivante
A2 A
Efe ——T = —
(Xp< 2 1)) shi
Solution. On observe pour commencer que

“+o00 17 -\
e [Tate
0

2V w3

Par conséquent, en utilisant le théoreme de Fubini, on a

400 1 E(exp(—(Ty + T}
E(Mﬂ+ﬂ):/ E?((;+1ﬂhx
T

0
2 +tol1—FE [exp (—(Tl +T’)ﬁ>}
= ;/0 3 L2 du

2
2+ (1~ Ghap
2 (1= ghr)
7 Jo n
I1 suffit alors de calculer

/0+00 <u12 - (shlu)2> du = [_xl + coth(x)

des lors E(1/T1 + 1) = \/g . En particulier, lors des calculs de dérivée de Radon-

Nikodym :
1
1:CE(A)=0MVH+ﬂ%

maXxy<1 Pv

+oo
=1

)

0

dott 'on tire C' = /3 O
Exercice 11.2 — Lemme de la décomposition de Williams

Soit ¢ > 0, montrer que :

4 n(Flyysr,|V =)
E |:F(Zch)|ngC’ch 91 = U:| - H(V{> TC’}V = U) ‘

En déduire, en utilisant la Proposition la décomposition de Williams.
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Solution. Soit H un processus prévisible et f, F' deux fonctions mesurables bornées,
on calcule l'espérance conditionnelle suivante, grace a la la formule clé additive
modifiée :

E [HgTCF(igTC)f(dTC - ch)} =E Z 1{5§TC}H5F(iS)f(V(iS>)l{M(is)>c}]

seG

Te
=E [ ; dL,H, n(de)F(e)f(V(e))I{M(€)>C}] .

Q*

Des lors, e n utilisant la décomposition de la mesure d’Ito selon la longueur des
excursions, on a

E [HQTCF(igT ) f(dr, — QTC)}

Te 400
—E/dLH/ / de|V =v)F(e)1ipri0>er | -
On pose v(v,G) = [o. G(e)n(de|]V = v), on a alors :

Te “+o00
E[HQTCF(igTC)f(ch—gTC - V dLH/ )V(U,FI{MZC})].

V2rud
v(dr.— 91 Fl{pr>cy)
v(dr, —97e 1 {Mr>c})
surable par rapport a dr, — g7, ; par conséquent, en posant F' =1, on a
v(dr, — 1., Fliasey)

V<ch - ch7 1{M>C})

Te Foo v(v, Flipr>ey)
=E / dL,H, / v,1 aA)———————— |
[ 27rv (v > }) V('le{M>c})

est une variable aléatoire me-

En particulier, on observe que

E [Hchf(ch - ch)

on obtient donc bien 'espérance conditionnelle escomptée.
On démontre maintenant la décomposition de Williams pour la mesure d’Itd,
c’est-a-dire
n(-|M =m) =1,
On note e(® Pexcursion individuelle qui enjambe T}, soit I’ un ensemble mesurable

de Q*, on a :
n(I'N{M > c})

P(el® eT) =
e =" arsa
en effet {V > T} = {M >c}. Or n(M >¢) = [ dm = &, par conséquent

n('N{M > c}) :2% P(e®) e T)

+oo
-1 / AT pe@ € TIM© = m)
m

_/+OO H(m (T)
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On fait maintenant tendre ¢ vers 0, ce qui permet d’obtenir

too dm
rry= [T 9m gom
nt(n) = [ SEReD),

qui est bien la décomposition de Williams de la mesure d’It6. 0

Exercice 11.3
Gréace a la décomposition, on peut définir la notion de temps local en x pour une
excursion € fixée de longueur v. On note cette quantité .

Déterminer la mesure v, telle que pour toute fonction mesurable positive f vé-
rifiant f(0) = 0 on ait :

/ n(de)f (I = /R vz (dy) f(y).

Solution. Soit u > 0, on a

E(exp(—uL7) =E |exp (—u Y LE - L%)

A<

A<

=E |exp (—M Z lf/(ek) (6/\)) ]

Il suffit d’appliquer la formule multiplicative pour obtenir :

E [exp (—MZZ%,(Q)(G)\O = exp (—l/* n(de) (1 - 6—#13(@)) .

A<l
On utilise le théoreme de Ray-Knight d’autre part, on a

Blexp(—nL%)) = Qfexp(~4X,)) = exp ( 581,(0)).

par formule de Ricatti, ou ®, est la seule solution décroissante minorée issue de 1
de I’équation de Sturm-Liouville associée & 165 (dy)

' = 2ué,u.
En intégrant, on trouve, pour ¢t < x :
u'(t) = u/(0) et u(t) =1+ td'(0),

et, pourt > x :
u'(t) = u'(0) + 2p(1 4 z/(0)).

Comme @, est souhaitée décroissante et minorée,

®/,(0) + 2u(1 + 2®,(0)) = 0,
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donc 9/,(0) = ———
one @,,(0) = 1+ 2zp

On obtient alors, par identification :

/* n(de) (1 — eiﬂl?’(ﬁ) = ﬁ = /]R+ vz (dy) (1 —e ).

Il reste donc a déterminer v, (dy). On obtient, en dérivant 1’égalité ci-dessus ot on
obtient en dérivant

1
(1+ 2px)?

= / dyy exp(—(1 + 2uz)y) =
R+

/ ve(dy)ye ™M =
R+

1 y
- 55 oMY
422 /]R+ ye e ¥

on en conclut v,(dy) = ;ize ~3r.

Remarque 11.4 On peut de la méme maniere calculer toutes les marginales finies-
dimensionnelles de (l%}( T > 0), et donc obtenir un certain type de théoreme de
Ray-Knight pour les excursions sous la mesure d’It6. La mesure obtenue pour ce
« processus » serait toutefois o-finie.

O]

Exercice 11.4
Soit § > 0, on pose :

m() = Y. Lgyse et

A>0:7) <t

&0 = Y VOl (<

A>0:7m)\ <t

(VEm@)t20) p(Lit=0)p
(V/%&(6).,120) —(Le,t 2 0) ps.

Solution. Notons pour commencer que 7;,(d) est un processus de Poisson de pa-

Montrer que :

ramétre n(V > §) = (/. Par continuité, pour obtenir la convergence en loi du
processus, il suffit de montrer la convergence sur les instants rationnels, et grace a
la propriété de Markov, on peut se contenter d’une convergence a t fixé.

Gréace a la loi des grands nombres, on a, pour tout [ > 0, w%smlnjool p.s. La
convergence a donc lieu en temps que processus, donc par composition des processus
on obtient \/%‘Sm—)Lt p-s.

6—0

Intéressons-nous maintenant a £, on observe que

0
&) =~ | an(do)
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par conséquent, par convergence dominée, on obtient

1 /9 1)
\/gft@) = —5/0 $\/§nt(d$)mLt

)\2 (+)
Exercice 11.5 1. Calculer E <exp ( 1{571\(1}))

2 4(+)
2. En déduire E (exp (_A;S‘Qz» _ Sh@”
Tl
3) _

()1nf{s>0 R =2},

3. En déduire 'identité de Knight - SQ

Solution. 1. On utilise la formule multiplicative des excursions

2A(+)
E(exp< p 1{5”\@))

) (exp( Z V (ex)lfe, >0y — In (1{M(6A)<a})))

A<l

2
= €exp [_l/§2+ n(de) (1 — €xp <_M2V(€)> 1{M(e)<a}>

a dm ~ 2
= exp [—ln(M(e) >a)—1 ; ;WH(T”) <1 — exp (—éV(e)))] ,

en utilisant la décomposition de Williams. On calcule alors séparément chacun des
. Ensuite

termes. On a pour commencer n(M(e) > a) 2
~ 2
em <1 — exp (—'UQV( >> =1- (exp ( ) +T'S))>>
2
Sros (e ()
B 1

=1—
(i)
Par conséquent

dm /JQ a 1 N2
/0 2m2H( ™m) <1 — exp (—2V(e)>> :/0 dm <2m2 — 2sh(,um)2>
:{ ch(um) 1r
2sh(um)  2m|,

_pch(pa) 1
~ 2sh(pa)  2a’
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On en déduit la formule suivante

2A( )
E (exp ( a 1{Sn\a}>> = exp (—lucoth(ua)) .

2. Cette formule nous permet d’accéder a la loi jointe de S, et A(T;r). En effet,
en dérivant par rapport a a 'expression, on obtient la mesure de la transformée de

Laplace de A%Jr) restreinte a 'ensemble {S;, € da}. On peut alors calculer I’espérance
2 A(+)
de exp (%) de la fagon suivante. Posons ¢(u, a) = exp (—lucoth(ua)), on a

2Af(r+) 2As_+)
E [exp (MQS; )] :/+IP’(STZ €da)E [exp <N2a21 >
7
/ dads ¢ < )

2sh(u)2 /R ) Zg ( I coth (s ))
i

sh(p)ch(p)
21
sh(2u)”

Sr, € da]

3. On tire de cette égalité 'identité de Knight, en effet, soit T2(3) le premier temps
d’atteinte de 2 par un processus de Bessel de dimension 3 issu de 0, on a

_ (3) 2u
E | T2 ] = .
[e sh(2p)

2A(+)( d)

, B (
Par conséquent, =T,

3)
252 :

O

Exercice 11.6 — Retour sur une représentation de Skorokhod
Donner a l'aide de la théorie des excursions une démonstration du fait que Br, a
pour loi p, olt on a posé

TM = mf{t > 0: St > \Ilu<Bt)}7
et W,(t) = m J7° zp(dx) est la fonction de Hardy-Littlewood associée & p.

Solution. On réécrit T, a I'aide de ®,, I'inverse continue a droite de la fonction de
Hardy-Littlewood ¥,,. On déterminera tout d’abord la loi de S, , puis on en déduira
la loi de Br,. On a

T, =inf{t >0:5 >¥,(B)}
=inf{t >0:®,(S¢) > B;} =inf{t >0: S, — By > Sy — ®,(5)}
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Utilisons alors le théoréeme de Lévy

(St — Bt, St,t > 0)(§(’Bt’7Lt7t > 0),
on peut remplacer 7T}, par
T;L = 1nf{t > 0: |Bt| > Lt — (Du(Lt)}a
et on cherche a caractériser la loi de LTL' Or
/

On étudie alors le nombre N, d’excursions avant I'instant 7, sur lesquelles la condi-
tion |By| > Ly — ®,,(L¢) est vérifiée & un moment, plus précisément :

No =Y L (e)21-2, ()}

<z

ot on a posé M*(e) = maxgcs<y (e |€(s)]- Clest, grace a la théorie des excursions
une variable aléatoire de Poisson dont on peut calculer I'espérance :

E(Nx) :/0 dl/l’l(dﬁ)l{M*(E)>l_@#(l)}

z +oo dm
= dl —1
/0 /0 m2 - im>1=2. ()}
l

z d
o 1- (I)u(l)'
On a donc
P(St, > x) = P(Lp, > x) = P(N, = 0) = exp (— /x dl) .
. o I —®u(l)

On peut maintenant calculer la fonction de répartition de Br,
P(Br, > z) =P(V,(Br, > ¥, (7)) =P(S7, > ¥, (x)).

A partir de ce point, les calculs sont identiques & ceux réalisés dans I’Exercice [2.9
On note v la loi de Br,, on a alors par différentiation

dw, ()

v(de) = 7&]”(@ —

v([z, +00)),
soit
v(dz) Wy (z) + v(lz, +00))d¥,(z) = zv(dz),

et cette équation différentielle sur ¥ se résout de la fagon suivante

1 o0
V) = S /x to(dt) = W, (z).

Par injectivité de la transformation de Hardy-Littlewood, on en déduit v = pu, et
BTM ~ . O
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Exercice 11.7 — Araignée brownienne

On admet I'existence d’un processus W appelé araignée brownienne (ou processus de
Walsh) vivant sur la réunion de N demi-droites possédant la méme origine. Celui-ci
se comporte comme un mouvement brownien sur chaque demi-droite, et a chaque
retour en 0, choisit instantanément la nouvelle branche uniformément au hasard,
indépendamment du passé.

Plus précisément, la mesure d’It6 des excursions de ce processus est donnée par :

1 N
W:N;niu

ol n; est I'image de n* par I'application qui & une excursion positive associe 1’ex-
cursion semblable sur la '™ branche de la toile.

Prouver I'extension suivante de la loi de I’arcsinus : la loi conjointe des temps
passés dans chacune des branches jusqu’a 'instant 1 est donnée par :

T; T
Al,---AN(:) LR ,
( 1 1) fisz zj\;sz

ou 11,--- Ty sont des variables aléatoires i.i.d. stables de parametre %

Pour ce faire, on calculera :

+ood HE, ! N/\A'
te” exp | —— AL
) Pl

Remarque 11.5 Le processus (|W:|)¢>0 de la distance a l'origine de W est un mou-
vement brownien réfléchi.

Solution. On observe pour commencer que pour tout entier ¢ < N et pour tout
[ > 0, on peut écrire le temps passé dans la "°™° demi-droite D; jusqu’en 'instant
T

AL = "V(ex)lie,en,}-

A<l

De plus en utilisant les propriétés d’invariance d’échelle du mouvement brownien,
on a, pour tout t > 0 :

(AL AN Dyal A,
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On calcule alors
+00 1 N .
dte ™ E lexp | ——5 Y MA
[ e o (g )|
[ oo 1 N t
=F / dt exp fptfﬁz&/ dSl{WseDi}
/0 =1 70
1 N
=K Z/ dtexp( ut — l2/ dsz)\il{WseDi}>]
i=1
1 e N
=K Zexp —,U,Tl,—ﬁ/o dsz)‘il{WSeDi} f(ler)
L1 i=1

ou on a posé

V(e + N
f(A,e):/O dtexp (it = 15 > Ailpeenyy |
i=1

Gréce a la formule additive des excursions, et par le théoréme de Fubini, cette
espérance est égale a

/Jrood HME ! g:)\ Al
te” exp | —— A
0 LQQ i=1 t
+0o0 1 Tl N
/O dl¢(D)E |exp _’m_ﬁ/o ds> Nilgw.ens || -
i=1
ou on a posé, par décomposition de la mesure d’Ito,
Ai
Z/ﬂ+ de/ dt exp ,u—}—l—Z t
+oo d )\z
texp | — + =)t
Z/ zm/ p( (“ zZ))
vo i b s (e (e ))
- —exp | — + = |v
Sp+% o 27203 P SRE
1 1

:NZ

Z \/l2u + A
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D’autre part, on a

1 mJ
E lexp (—/LT[ — ﬁ/ Z/\il{WSEDi}d‘g)]

~o 435 fwtaa[1- e (- (u ) via)
con[ A3 [ A (1w (- (0 2)0))]

= exp __W ; 0P+ )\i]
— exp[0(1),

ou on a posé ®(l) = \le N VI2u+ )i, remarquons en particulier que ®/(l) =
uo(l). Par conséquent, on obtlent

/+Oodt THE ! EN:)\Ai
e exp | ——= i
0 =

; /0 ™ 46 (1) exp[—®(1)]dl = exp[—(0)].

On en déduit

/ T g ! ivj A | d ! iv: Ney
e” exp | —— i A} t=exp|——— il -

D’autre part, lorsqu’on prend 711, --- T des variables aléatoires stables i.i.d. de
parametre %, on a

[ e o (-S| L (35

Par conséquent, en utilisant deux fois de suite l'injectivité de la transformée de
Fourier et la propriété de scaling du mouvement brownien, on obtient

A} AN @ 1
i T 0 IRy R AN
<Lg27 ang 2N2( 1, N)

1l suffit maintenant d’utiliser égalité triviale -, A? = t pour conclure. En effet

on obtient alors
Al ANt \@ 1 N
(02527"'732702) (_)2N T17 TNyZE )
Li Ly~ Ly i=1
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d’ou on conclut en particulier

1 N\ (@) Ty TN
(Atv“‘At>:t<ZN Ry T'>'
=11 =117

Remarque 11.6 11 a été montré par Tsirel’son que pour tout N > 3, la filtration
de l'araignée a N branche est une filtration brownienne faible, mais pas forte. En
d’autres termes,
— toute martingale par rapport & la filtration (A}Y) de I’araignée brownienne
peut étre représentée comme une intégrale stochastique par rapport au mou-
vement brownien [ vérifiant

\Wi| = B + Ly,

— néanmoins, il n’existe pas de mouvement brownien B tel que AN est la fil-
tration canonique de B.
Bien entendu, pour N = 2, l’araignée a deux branches est un mouvement brow-
nien, donc la filtration associée est fortement brownienne.

O]

Exercice 11.8 — Représentation de Lévy-Khintchine des carrés de Bessel
On rappelle que les lois de carrés de Bessel de dimension § issu de z vérifient la
relation d’additivité

QL0 = Q)+ QY.
Par conséquent, il est naturel de dire que Q°. est indéfiniment divisible.

Exprimer en fonction de n, la mesure d’Ité du mouvement brownien, la mesure
de Lévy associée a la loi Qg. Plus précisément, on recherche deux mesures positives
M et N, sigma-finies sur C(R™,R™), vérifiant pour tout §,z > 0 et toute mesure p
sigma-finie sur R :

ot (o (- x00))
= exp [— /(:I:M + dN)(dw) (1 — exp (— /w(t)u(dt)))] .

Solution. On utilise la relation d’additivité : Q2 = Qg * QY pour accéder séparément
aux mesures M et N. Commengons par déterminer la mesure M ; on s’intéresse
a la loi QY. On utilise le théoréme de Ray-Knight (LY ),>o suit la loi de Q7. Soit
f:R* — RT fonction continue & support compact, on calcule alors :

E (exp (— /OJFOO ij(w)dx)) =E (exp (— /OTZ f(Bs)ds>> .

Utilisant alors la formule multiplicative, on obtient :

E|exp | — Z/OV(EA) flex(s))ds | | =exp {—l/n+(de) <1 —e foV(E) f(E(S))ds):| '

A<l
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On définit alors le temps local d’une excursion [f, qui est une semi-martingale
—car une excursion normalisée suit la loi d’'un pont de Bessel de dimension 3 de
longueur 1- on a alors :

E (exp (— /;Oo ij(:v)dac))
— exp <z / n*(de) (1 ~ exp ( /O e f(a:)dx))) .

On peut étendre ce résultat a toute mesure positive p(dt) sur R*; on a :

QY (exp <—/Xt,u(dt)>) = exp [—l/rﬁ(de) (1 — exp <— /0+OO l%/(e),u(dm)>>} .

Par conséquent, M est la mesure image de n™ par la fonction € — (1¥

Ve (6))y20, dont
on connait les marginales finies-dimensionnelles grace a I’Exercice ﬁ
Pour la mesure N, on cherche une représentation de Qg a ’aide des théoremes

de Ray-Knight. L’Exercicenous garantit que (Lgo (]B| + %L)) - suit la loi Q2.
y>

On calcule alors, pour toute fonction f : R™ — R™ continue & support compact :
_ , 5
E [exp (~ [ F0) LY (1B1+ 5L ) dy
: +o0 9
=E |exp (—/ f (|Bt] + Lt> dt)]
i 0 o
Vex) 2
_E |exp (—Z/ f(\eA(t)Hé/\) dt)]
0

A>0

oo [ oo o ([ G|

On obtient, apreés changement de variables, le résultat suivant :

exp {—5 / N(dw) (1-e ] w(t)f(t)dtﬂ
= exp [—5 dl / n*(de) (1 e f(e(t)-l—l)dt)] _
R+

Par conséquent, utilisant a nouveau le temps local des excursions, N est la mesure
image de dl ® n™ par I'application (I, €) — (l%’,(e)(e +1))y>o0-

Remarque 11.7 On peut réécrire N de la fagon suivante : on pose M, la mesure
obtenue de la méme fagon que M a partir de la loi des excursions partant de x au
lieu de 0. On a alors :

“+o00
N = / dax M.
0
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Exercice 11.9 — Lien avec les processus de Lévy
Soit f € L .(R) et g € L (R).

1. Montrer que les processus

(/ dsf(B l>0> et (/ dsg(B )st,l>0)

sont des processus de Lévy.

2. Exprimer leurs mesures de Lévy m() et m(9 comme images de la mesure
d’Ito.

3. Montrer que tout subordinateur stable peut étre représenté sous la forme
Jo! dsf(Bs) pour une certaine fonction f.

4. Montrer que tout processus de Lévy stable symétrique peut étre représenté
sous la forme [j' g(Bs)dBs.

Solution. 1. Le fait que X; = [ dsf(Bs) soit un processus de Lévy s’obtient en
observant que ce processus est cadlag, et a accroissements indépendants et station-
naires grace aux propriétés du mouvement brownien. Le raisonnement est le méme
pour Y; = [" g(Bs)dBs, grace aux propriétés de l'intégrale stochastique.

2. Pour calculer la mesure de Lévy de ces processus, il suffit de calculer leur
transformée de Laplace

E (exp(—uX;) =E |exp ,u,z dsf
>\<l Thx—
V(e)\
=E fexp | —u ) [ dss(ea(s))
A<l

=exp (—/ln(de) (1 — exp (—)\intg(e)dsf(e(s))») .

Par conséquent, m/) est 'image de n par application € — fov(é) dsf(e(s)).

De la méme maniére, on obtient également que m'9) est 'image par n de lap-
plication € fov(e) de(s)f(e(s)), et cette application est bien définie, car € est une
semi-martingale.

3. Un subordinateur stable (S;) d’exposant « est un processus de Lévy qui vérifie

}E(e_)‘sl) = e ",

La mesure de Lévy de ce subordinateur est donc

dx

V(d%) = CQW’



144 CHAPITRE 11. DECOMPOSITIONS DE LA MESURE D’ITO

ou ¢, est une constante & préciser.
On cherche f sous la forme c¢|z|?. Le processus (X;) est alors bien un subordi-
nateur (un processus de Lévy croissant), et pour vérifier que ce subordinateur est

d
stable d’indice «, il suffit de vérifier que Xal(:) aéXl.
Pour cela, on utilise la propriété de scaling du mouvement brownien, on a

Tal a27'l
/ Bzds@cﬂ/ B’ ds
0 0 a2
7
@a2+7/ Blds.
0

Par conséquent, pour tout v > —1, (f;' |Bs|?ds) est un subordinateur stable d’indice
ﬁ, on obtient donc un subordinateur stable d’indice 1 < a < 2 en utilisant la
fonction f +— |a:]572.

4. On s’intéresse maintenant aux processus de Lévy stables symétriques de pa-
rametres o, c’est-a-dire vérifiant :

E (e”‘st) = exp(—tc|\|?),

de mesure de Lévy MﬂT"ﬁrl. On conjecture que ceux-ci sont construit en utilisant une
fonction g(z) = |z|” pour v < 3. On utilise & nouveau la propriété de scaling du
mouvement brownien pour conclure :

Ta a2T
/Z\Bsﬁst(i)cﬂH/ '|Bs[dB
0

S
0 a2 a2

T
@D+t / |B,["dB,.
0

Par conséquent, un processus de Lévy stable symétrique d’indice 0 < a < 2 est
obtenu en utilisant la fonction g : x — i —1.

On peut ainsi obtenir de trées nombreux processus de Lévy, en utilisant le mou-
vement brownien. Tous ne sont néanmoins pas représentables de cette maniére.

Remarque 11.8 La construction des processus de Lévy stables symétriques peut étre
obtenue en étendant I'intégrale d’une fonction du mouvement brownien en utilisant
la notion de valeur principale. Formellement, en utilisant la formule d’It6, on a

Tl ,y Tl 1
/0 BB, = _5/0 sen(B,)|B[""'ds,

mais cette derniére intégrale n’est pas bien définie car la fonction = — 277! n’est
pas nécessairement dans Llloc. En revanche, si on la définit comme :

e—0

=y [t -
hm7/0 sgn(Bs)|Bs|" " 1,156 ds,
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I’égalité précédente tient toujours. La limite existe, comme on peut s’en convaincre
en transformant 1’égalité grace aux temps locaux du mouvement brownien :

vy [T
A e 7))
€



146 CHAPITRE 11. DECOMPOSITIONS DE LA MESURE D’ITO



Chapitre 12

Représentations de l’'intégrale
de la mesure de Wiener et
formule de Feynman-Kac

La formule de Feynman-Kac, découverte de fagon concomitante par chacun des
deux auteurs R. Feynman et M. Kac est quelquefois appelée méthode de la trans-
formée de Laplace double : en effet, elle donne un accés analytique a la transfor-
mée de Laplace d’une fonctionnelle additive du mouvement brownien, prise en un
temps exponentiel indépendant. Nous montrerons ici, en nous inspirant fortement
de [16] comment les principales formules de la théorie des excursions browniennes
permettent de comprendre en profondeur cette formule de Feynman-Kac

12. A Théoremes principaux

Nous allons commencer par définir quelques notations relatives aux loi de tra-
jectoires de longueur finie. Soit P la loi de (X, u < T') et P’ celle de (X, u < S) :

— pour A temps aléatoire, on note P la loi de (Xy,u < ANT);

— P - P est laloi de (X, u < T: Xy, T <u< T+5);

— pour finir, P est la loi de (Xp—y,u<T).

Nous allons maintenant donner plusieurs représentations de I'intégrale sur RT
de la mesure de Wiener stoppée en chaque instant ¢, grace a plusieurs mesures de
trajectoires que nous avons déja obtenu.

Théoréme 12.1

147
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Les formules intégrales suivantes sont satisfaites :

“+oo “+o0o +00
/ dﬂw@::</ dmwvﬁ>-(/1 (annwv<:V&D>,
0 0 0

oo oo du
mWW:/ W,
/0 0 Veru 0

+oo +oo o
/ dontW (v < V(e)) = / daP(g?’)(7 ),
0 0

+oo +o0 .
/ dvn™W) (v < V(e)) = / daW(m),
0

—00

On va maintenant utiliser ces représentations intégrales pour obtenir la formule
de Feynman-Kac.

Théoréme 12.2 — Formule de Feynman-Kac
Soit ¢ € C.(R), f > 0 mesurable. On pose :

K= /O+OO dte ™™ E {q(Bt) exp (— /Ot f(Bs)dsﬂ .

K = [ dag@)U (@)

On a alors :

ot U (z) est la seule solution de I’équation de Sturm-Liouville :

u'(z) = (k+ f(z)) u(x),

avec les conditions :
— 4/ emiste et est uniformément bornée pour x # 0,
— u S’annule en oo,
— /' (0T) —d/(07) = -2

12. B Exercices

Exercice 12.1
Soit R un processus de Bessel de dimension 3 et J; = inf,>; Rs, montrer que :

E

+oo +o0 du
/ dJuF(Rs,sgu)} :E[/ F(Rs,séu)},
0 0 2R,

en utilisant les résultats sur le maximum de semi-martingales positives.

Solution. On montre I'égalité pour des processus simples Hy, = Aly,c(s 45}, avec
A une variable aléatoire R;-mesurable. L’égalité & démontrer devient :

t+s du }

EM@H—%N:EP[ 2R,
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Or, grace a la propriété de Markov, on a
E [Jiys — Je|Ft) = Eg, (Js — Jo)-

De plus,
1 d
Jy=infR, = ———YUR,
2t Supysy o

des lors, pour tout r» > 0,

E, [Js — Jo|Ft]) = = E (R — 1)

1

2

1 s du
—"E, || =

= |, &)

grace a ’équation différentielle stochastique satisfaite par R.

On en déduit
s du

2R,

E[Jirs — Jt| ] = E {/0

donc, pour H, = Al{}u € (t,t+s],on a

+o0 +o0 du
/ dJuF(Rs,sgu)} :E[/ F(Rs,s u)} ,
0 0 2R,

]:t:|7

E

N

et on conclut en appliquant le lemme des classes monotones. O

Exercice 12.2
Montrer la troisieme égalité du Théoréme [12.1]:

+oo +oo o
/O dvn+(v)(.,v<V(e)):/O daP®" ().

Solution. Soit F' une fonctionnelle mesurable positive, on commence par utiliser la
décomposition de n* en fonction de la longueur d’une excursion, pour calculer :

/+OO don+® (F(e u <)oy ) = /+oo dv /—i-oo dt Ht(v)(F(R u < v))
0 us {v<V(e)} 0 , QW Us )

ou IT* est la loi du pont de Bessel de longueur t. Grace & la relation d’absolue
continuité entre le pont de Bessel et le processus de Bessel, on peut encore réécrire
cette intégrale :

+oo too ¢ (3) t \2 R?
d P — % ) F(Ry,u <
LA UL 2v/2rt3 ° <t—v>em) 2(t —v) (Buy <)

On utilise alors la formule de Fubini-Tonelli, et par changement de variables :

+o00 +o00 dt R2
(3) / v
dvP, F(Ry,u<wv exp | — .
/0 0 l ( ) Jo T ( 2t )]
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on obtient alors, en intégrant par rapport a dt

+o0
/ dvn+(v) (F(emu < U)I{U<V(e)}> = PO(S)
0

too dou
F(Ry,u < .
/0 SR, (Ry,u U):|

Par la suite, nous utilisons le résultat de I’Exercice [12.1] cette intégrale peut
encore se réécrire en l'intégrale par rapport a J, suivante :

+o0 oo
B[ s FReu <o) =B | [ an (R <o).
0 2Rv 0

il ne reste plus qu’a utiliser un changement de variables pour obtenir :

T ot ® L P
/0 dvn™ (F(eu,u < U)]‘{U<V(€)}> = /0 daF [F(Ru,u < 7a)l,
ce qui nous permet d’obtenir I’égalité. O
Exercice 12.3 1. Montrer que
E(H,|ve = t) = E(Hi|R: = a) dtda — p.p.

pour tout processus (R, )-prévisible borné H.

2. Donner une expression semblable de E(Hr,|T, = t) dans le cas du mouvement
brownien.

Solution. 1. Soit H un processus (R,,)-prévisible borné, et ¢ (¢, x) une fonction conti-
nue bornée. On calcule pour commencer :

o ([ st i) =2 ([ anstn nom).

par changement de variables 7, = u. Ensuite, en utilisant 'Exercice on obtient

E (/O+OO dad(a, a)H%> _E (/0+oo ;guqﬁ(u, Ru)Hu> .

D’autre part, en conditionnant par rapport a =, ou R, on obtient, par formule
de Fubini :

too dy

/0+°° da¢<7a,a)E(Hwa|’Ya)] =E UO —o(u, RU)E(Hu|Ru)] :

E
2R,

On réalise alors un nouveau changement de variables a = J,,, on obtient alors :

+00 +oo
[ 0B 00 o) B(H, o) = [ daB (8, @) E(HI R, = ).
0 0

Cette égalité étant valable pour toute fonction ¢(v4,a), on a pour A-presque tout
couple (t,a) :
E(Hy,|va =1) = E(H¢| Ry = a).
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2. Nous nous intéressons maintenant a E(Hr, |7, = t) pour le mouvement brow-
nien. On réalise alors les méme calculs que précédemment en utilisant que (S;) est
I'inverse continu a droite de (7). Pour toute fonction ¢ continue bornée, on a

E ( /0 " dao(Ts, a)HTa> _E ( /0 " asiet, St)Ht> .

On utilise alors le théoréme d’équivalence de Lévy, et I'Exercice [L.8]

B ([ asosom) - [ J‘%Ew(u,su)Husu—Bu:o»

On peut alors, en réalisant a nouveau le changement de variables ¢t = T, par condi-
tionnement par rapport a Sy

E (/Om da(Th, a)HTa> _E (/Om da(Ty, a) E(H,|S, — B, = 0, B, = a)) .

Cette égalité étant valable pour toute fonction ¢(7y,a), on a pour A-presque tout
couple (t,a) :
E(Hz,|T, = ) = E(H;| S, = By = a).

O]

Exercice 12.4
Soit f fonction mesurable positive, on note X; le processus de Markov tué en &),
vérifiant pour tout ¢ € C,. :

E(¢(Xe)Lirisy) =E [Q(Bt)exp (— /Otf(Bs)ds)] .

1. Donner une expression de la transformée de Laplace de T().

2. Calculer cette expression de fagon explicite lorsque f(z) = cly;>0)-

Solution. 1. On souhaite calculer, pour A > 0
—+00
E(exp(=AT))) = /\/ dt exp(=At) P(TY) < t).
0
On observe que :
“+o0o
E(exp(=ATW))) =1 — / dtxe ™ P(TY) > t).
0

Soit ¢" une suites de fonctions continues a support compact convergeant en croissant
vers 1. Par convergence monotone, on a :

“+o0o
/ dtxe ™ P(TY) > 1) = / dzu™ (z),
0 R
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ott u™ est la solution de équation de Sturm-Liouville v = (A f)u. En particulier,
on obtient :

P(TY) = +00) = / dzu® (z)
R

2. 1l reste donc maintenant a déterminer les solutions de I’équation de Sturm-
Liouville associée a f = cly;>0y. Soit A > 0, les solutions de

14
U = Au

sont de la forme u(z) = AeV>® 4 Be=V2e Fitant données les contraintes recherchées,
on obtient, pour f(z) = cl{;>0) :

2

Ny = 2
(@) VA+ce+ VA

e gy + e gy

d’ou on tire : 5

VAD+e)

E(exp(-AT))) =



Chapitre 13

Temps locaux et Excursions de
diffusions linéaires

Dans ce dernier chapitre, on étend les définitions des temps locaux, et on établit
une théorie des excursions pour les diffusions réelles. Cette classe de processus de
Markov nous semble représenter une famille adéquate pour de telles généralisations,
par rapport au cadre des semi-martingales d’une part, et du mouvement brownien
d’autre part. Il existe toutefois de nombreuses études de temps locaux et d’excursions
dans des cadres Markoviens beaucoup plus généraux, mais ceci dépasse les limites
de notre propos...

On a déja vu que les temps locaux de semi-martingales peuvent se comporter de
maniere contre-intuitive dans certains cas : ainsi le temps local en chaque point d’un
processus a variations finies est nul. Nous définissons ici les temps locaux de diffu-
sion, par certains c6tés plus intuitifs, qui reflétera mieux certains aspects du temps
infinitésimal passé & un niveau donné. De fagon analogue nous pourrons étendre la
théorie des excursions aux solution d’EDS a « bons coefficients » .

13. A Théorémes principaux

Soit X% la solution de I’équation différentielle stochastique
¢ t
X7 =g +/ o(X,)dB, +/ b(X,)ds.
0 0

Nous allons pour commencer définir la notion de fonction d’échelle.

Définition 13.1
On note T, = inf{t > 0 : X; = a}, pour a € R. On dit que h est une fonction
d’échelle associée a X si pour tous a < z < b, on a
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Si une diffusion admet 'identité pour fonction d’échelle, on dit que cette diffusion
est « en échelle normale ».

Proposition 13.2

Les fonctions d’échelles sont définies a affinité prés.
Une fonction d’échelle est monotone, peut donc étre choisie croissante.
Une fonction d’échelle associée a X est donnée par :

9” y o 2b(2) >
h = d — d .
(z) /0 yeXp< /0 =15
Théoréme 13.3

La fonction h est une fonction d’échelle associée 4 X si et seulement si h(X) est
une martingale locale. En particulier h(X) est une diffusion en échelle normale.

Définition 13.4
Soit Y une diffusion en échelle normale et W un mouvement brownien de temps
local L. Pour p mesure de Radon et ¢ > 0, on pose A} = [ p(dz)Lf. L'inverse
continu a droite de ce processus croissant est noté v*.

La mesure de vitesse associée a Y est la mesure de Radon m qui vérifie 1’égalité
en loi suivante :

(@)
(Yi,t > 0)=(Wym,t >0).

Si X est une diffusion réelle, et h sa fonction d’échelle, la mesure de vitesse

associée a X est I'image par h de la mesure de vitesse associée a h(X).

Propriété 13.5
Le semi-groupe de X est absolument continu par rapport d la mesure de vitesse m,
et la dérivée de Radon-Nikodym est symétrique. En d’autres termes :

IP)Z‘(Xt € dy) = pt(xv y)m(dy)avecpt(x, y) = pt(yv x)

Théoréme 13.6
Il existe une famille (I, x € R,t > 0) conjointement continue en t et en x, telle que
pour toute fonction f positive mesurable :

¢
/ F(X5)ds = / m(de)l f(2).
0 R
Cette famille est appelée les temps locaux de diffusion de X.

Nous allons maintenant nous intéresser & une théorie des excursions pour les
diffusions réelles. Désormais, les diffusions considérées seront récurrentes, c’est-a-
dire que P,(T, < +00) = 1, pour tous z,y. On note (7, > 0) 'inverse continu a

. 0 X —
droite de (l;,t > 0). On pose alors €;* (s) = X(7,_4s)ar,-
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Théoréme 13.7 — Théoréme d’Ito
Le processus (e;)i>0 est un processus de Poisson ponctuel, i.e. pour tout choiz d’en-
sembles mesurables disjoints I'1,---I'y, de Q*, les processus a valeurs entiéres

F.
N7 =) Leery

A<

sont soit infinis, soit des processus de Poisson indépendants de paramétre n (Ty).

La mesure nX est sigma-finie sur Q*, on Uappelle la mesure d’Ité de la diffusion
X.

Le processus de Poisson pour la concaténation X; = (Bt)i<r, @ pour mesure de
Lévy nX.

Nous allons maintenant donner deux décompositions possible de la mesure d’It6,
en fonction de la longueur ou de la hauteur des excursions, comme dans le cas du
mouvement brownien. Pour cela, il est nécessaire de définir un certain nombre de
mesures sur les trajectoires.

On note P, la loi de (X,,u < Ty) la loi de la diffusion issue de x tuée en son
premier temps d’atteinte de y. Pour u > 0, on note P, , ,, la loi P, , conditionnée a
Ty = u. C’est donc une diffusion issue de x, qui, aprés u, atteint y pour la premiere
fois.

On note en particulier P, = limy_.qP; 44, et pour finir 1L, = lim; 0Pz 0,4-
De maniére heuristique, cette derniere loi est celle de la diffusion X issue de 0,
conditionnée & retourner en 0 exactement a 'instant u. C’est I’exact analogue du
pont de Bessel 3 dans le cas du mouvement brownien.

De la méme maniére, on va construire une mesure sur les excursions de hauteur
m. Pour cela, on note P, la loi de la diffusion issue de z conditionnée & ne jamais
retourner en 0. Cette loi est un bon analogue du processus de Bessel 3. On note
enfin ﬁm la loi de deux processus suivant la loi ﬁg, arrétés en leurs premiers temps
d’atteinte de m respectifs, et mis dos-a-dos.

On obtient, grace a ces lois, les décompositions d’It6 et de Williams de la mesure
d’excursion de X.

Théoréme 13.8 — Décomposition d’Ito et de Williams
La mesure d’Ité de X peut se décomposer des deuxr maniéres suivantes :

¥ (de) — /0

ot ny et ny, sont les mesures images de n par € — V (e) et e — M (e).

+oo +oo N
ny (d)TL, (de) — /O nuag (dm) T (de),

13. B Exercices

Exercice 13.1
Soit X une solution d’équation différentielle stochastique.
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1. Trouver ¢ telle que (¢(X;),t > 0) est une martingale locale.
2. Trouver alors une fonction d’échelle h associée a X.

3. Réciproquement, montrer que si h est une fonction d’échelle associée a X,
alors h(X;) est une martingale locale.

Solution. 1. On va utiliser la formule d’It6 pour déterminer une fonction ¢ de classe
C? telle que ¢(X) est une martingale locale. On a :

2
T (Xs) 4
2

t t
B(X1) = 0@) + [ /(X)o(X)dB. + [ ¢/(XIH(X.) +(X.)
Par conséquent, on choisit pour ¢ une solution de I’équation différentielle :

o2

¢ +be =0.

2. Sur [0,T, ATp], X est borné donc ¢(X) l'est également. On peut appliquer le
théoreme d’arrét a cette martingale, on obtient :

¢(a) Px(Ta < Tb) + Qb(b)(]- - PCE(T(I < Tb) = E(¢(XTGATb) = ¢(l')v

d’ou on obtient :
¢(b) — o(x)
¢(b) — ¢(a)’
h = ¢ est donc bien une fonction d’échelle associée a X.
3. Soit h une fonction d’échelle associée a X, on pose Y; = h(X}), et pour a € R,
on pose :

P$(Ta < Tb) =

Se=inf{t >0:Y; =a} et Sqp =Sy A Sp.

Soit @ < y < b, montrons que (Yips, ,,t > 0) est une martingale. On utilise la
propriété de Markov pour calculer ’espérance conditionnelle de ce processus :

Ey (th“"S/\Sa,b "Ft) = E)/t/\sa’b (}/TS/\Sa,,b)7

il suffit donc de prouver que ’espérance de ce processus est constante, i.e. que pour
tout t > 0, on a E,(Yins,,) = y. On pose alors a = h(a), b = h(j) et y = h(z), on
a alors :

Ey(Yins,,) = Ex(h(Xint, 4))-

Lorsqu’on fait tendre ¢ vers +o0o, on obtient :

B (h(XT, ) =

De plus, cette espérance est décroissante au cours du temps, ceci indique qu’elle est
constante, donc que le processus (Y;,t > 0) est une martingale locale. ]
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Exercice 13.2
Soit X la solution de ’équation différentielle stochastique :

t t
X, = / o(X.)dB, + / b(Xs)ds,
0 0

on note h une fonction d’échelle associée & X et ¥; = h(Xy).

1. Déterminer la mesure de vitesse associée & Y.

2. En déduire la mesure de vitesse associée & X. En particulier, donner la mesure
de vitesse associée au processus de Bessel de dimension d.

Solution. 1. Soit W un mouvement brownien, et p une fonction mesurable positive,
on calcule A} pour p(dz) = p(x)dz. On a :

t
Ay = [ p(Wds.
0

En utilisant la formule d’It6, Y satisfait ’équation différentielle stochastique

Vo= [ W 3o (v)aB, = [ a(vaB.,

En particulier,
t
¥, = [ #0)as
0

n =4, on souhaite donc trouver p tel que :

D’autre part, on a <W>ﬂ/t

t
= /0 F(Y,)?ds,

autrement dit, W est le mouvement brownien de Dubins-Schwarz associé a Y. Sup-

posons que m existe, et que m(dx) = p(x)dz, on obtient :

Ay t
t= [T a0 s = [ Ewa)Rowidu,

d’ott on déduit p = B% Il suffit maintenant de vérifier que pour ce p, I’égalité en loi
est bien satisfaite, ce qui est automatique (c’est la transformée réciproque de celle
de Dubins-Schwarz).

2. La mesure de vitesse associée a X est alors la mesure image de m par h,
on en conclut que cette mesure est également a densité par rapport a la mesure de
Lebesgue, et de densité W En particulier, un processus de Bessel de dimension

d est la solution de I’équation différentielles stochastique suivante

td—1
X: =B .
t t—i-/o QXSdS
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Une fonction d’échelle associée & X est donc de la forme :

x sid=1
h(z) =1 log(z) sid=2
% sinon.

xT

Par conséquent, la mesure de vitesse associée au processus de Bessel de dimension
d est donnée par :

m(dz) = 2% dz.

Exercice 13.3 — Lien entre les différentes notions de temps locaux
Soit X, h,Y définis comme précédemment.

1. Montrer 'existence de temps locaux de diffusions pour Y, et les exprimer en

fonction des temps locaux de semi-martingales associés a Y.

. Déterminer une expression semblable pour les temps locaux de diffusion as-

sociés a X.

. La théorie des processus de Markov permet de prouver qu’il existe, a une

constante multiplicative pres, une unique fonctionnelle additive continue A
associée a un processus de Markov X dont ’ensemble des instants de crois-
sance est p.s. inclus dans {t > 0 : X; = z}. A est appelé temps local markovien
de X en x si et seulement si il vérifie pour tout y € R :

+o00
E, (/ dASe_S> =E,(e ).
0

Donner un lien entre les temps locaux de processus de Markov, les temps
locaux de diffusions et les temps locaux de semi-martingales de la diffusion
X.

Solution. 1. On calcule dans un premier temps, pour toute fonction f positive me-
surable

/ F(V)ds = / t ;&;«m
e f(@)

o()?

= [ m(dn) 2 f(2).
R

Par conséquent, pour les diffusions en échelle naturelle, on a L = I}, les temps
locaux de semi-martingales et de diffusions sont les mémes.
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2. On s’intéresse maintenant a une diffusion arbitraire X :
t b f(Xs)
X )ds = / d(X
| rexaas= [ i,
= / dorz L
R

o(x)?

_ / m(da)L¥ f(z)H (z).
R

Donc If = h'(x) L} pour une solution d’équations différentielle stochastique générale.
En d’autres termes les temps locaux de diffusion prennent en compte le temps passé
au voisinage de = en échelle naturelle.

3. Pour étudier le lien entre temps local de diffusion et temps local de processus
de Markov, il suffit d’utiliser le résultat suivant : pour toute fonction mesurable
positive f, on a :

/Ot f(s,Xg)ds = /m(d:n) /Ot dsl2 f(s,x).

En prenant 'espérance de cette égalité pour des fonctions f bien choisies, on

obtient : .
/ dse *ps(z,y) = Ey (/ e_sdsl;j) :
R 0

On pose R(z,y) = f0+°° dse ®ps(x,y), il reste donc & rappeler que

R(x
]Ey(e—Tx): ( 7y)’
R(z, )
pour déduire If = R(x, a:)L,gM)x. Un résultat similaire peut s’obtenir avec les temps
locaux de semi-martingales et la résolvante associée au processus de Markov. O

Exercice 13.4
Soit u et v deux fonctions de classe C', v strictement croissante, et B un mouvement
brownien.

Montrer que X = (u(t)B,),t > 0) est une semi-martingale.
En déduire une relation entre L?(X) et LY(B).

Développer une théorie des excursions pour X.

= w o

Application au pont brownien 5; = (1 —¢)B

it
1—t
5. Etudier de la méme maniere le processus Y; = u(g;)B;.

Solution. 1. On s’intéresse dans un premier temps & Z; = X1 = u(v=(t))B;.
Par intégration par parties, on obtient :

_ [t to u™l(s)
Z,g—/0 u(v 1(5))dBS+/O Bsmds.
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Par changement de temps déterministe,

t t
X, :/ u(s)dBy(s) +/ By (ou/(s)ds
0 0

donc X est une semi-martingale, dont la partie martingale est f(f u(s)dB, (), de
crochet [ u(s)?v'(s)ds.
2. On calcule ensuite le temps local en 0 de Z. On a :

t
124 = / sen(Zs)dZ, + LY(Z).
0

D’un autre c6té, en intégrant par parties, on a :

e @DI1B] = [ TuCe™ (Dl sgn(BIaB, + [ Ju(e™ (5)IALY(B)

+ [ 1Bl sl () duto 9),
Dés lors, :
L(2) = [ LB o))

Par changement de variables déterministe, on a également

) = |

0

v(t)

t dng(B)u(vfl(s)).

3. Pour développer une théorie des excursions, on étudie pour commencer la
transformation d’une excursion du mouvement brownien B commencant en I’instant
v(s). L’excursion correspondante du processus X commence en s, et est donnée par :

2 (0) = uls + )it (0(s + ).

On note f(s, €) la fonction qui & une excursion de B a 'instant v(s) associe I’excursion
de X & linstant s. Soit F(s,w,€) une fonctionnelle mesurable positive, on calcule
grace a la formule additive modifiée des excursions :

E

ZF(S,w,if)] =E ZF(s,w,f(s,if(s)))]

s<t s<t

=E| Y F(v‘l(u),W,f(v_l(u)aif))]

[usv(t)

v(t)
e[ [ | n(de)Fw1<s>,w,f<vl<s>,e>>]

= t% nde S, Ww S, €
== | [y | MaoF G s >>]
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Cette formule additive modifiée obtenue pour le processus X permet également
d’écrire une formule additive plus « classique » par simple changement de variables :

Zﬁ“awA]—EU}m/ (de) “:i&wml’

)

ce qui nous indique en particulier que la « mesure de Lévy instantanée » de X en s
est la mesure image de n par f(s,.).

On pourrait également développer une formule multiplicative adaptée au proces-
sus X;, pour cela, on pose ® une fonctionnelle positive mesurable, et on note

Fy = exp (—Z‘P(ei{)) :

A<l
On a

E(F) =1+E

Z Fy_ (1 — eq’(ef))]

A<

ld F d 1 — e_q)(f(’rzi(ve))
Jy b [ 209
et les calculs ne peuvent étre terminés dans le cas général.
4. Dans le cas du pont brownien §; = (1 — t)B%, on a
—t

—1+FE

t
t)=1—t, v(t) = to () = ——.
u(t) =11, o(t) = 1 et v () = 1
En particulier, u(v=1(t)) = 145 +t La formule additive du pont s’écrit donc
ZF)\weA] /du/ (de) E 1+T )F (u,w,f(Tg,e))}.
A<l

On peut également écrire, de facon assez synthétique la formule additive modi-
fiée :

Zstz ]

:EL[Ld¢ﬂm/ﬁmQF@+ ,J<L% ]
:/ﬁ¢£iu/nm@EF(liy f(lis)NBs ﬂ

- | = [ A9ELF s flw ) 5. =),
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en observant que, conditionnellement & g, = 0, le processus (,,v < u) est un pont
brownien de longueur wu.

5. Intéressons-nous maintenant au processus Y;. En utilisant la formule de ba-
layage, on a :

t
th :/ u(gs)d387
0

par conséquent (Y), = [5 u(gs)>ds.
On calcule ensuite le temps local de Y en 0. Par formule d’It6-Tanaka, on a :

t
il = [ sen(You(g.)dB. + LA(Y),

que 'on peut également écrire :

ulg)1Bl = [ luto) sen(BaB + [ Ju(ge)ALYB),

d’ou on tire immédiatement :

= [ tglard(s).

La théorie des excursions se développe de la méme maniére, on observe que
Iexcursion commengant a l'instant s est dilatée d'un facteur u(s). O

Exercice 13.5
Soit £ un processus de Lévy, et § une fonction mesurable positive rendant intégrable
la fonction définie par la suite.

1. Déterminer X > 0 tel que M; = exp (At — Y ; 0(A&)) est une martingale.
2. Calculer la loi de & sous P‘a]:t = M. Pr,.

Soit b une fonction mesurable et (X;);>0 la solution de I’équation différentielle
stochastique :

t
Xt = XO + Bt —I—/ b(XS)dS

3. Trouver ¢ tel que M; = ¢(X;) exp(—3 I & (Xs) ds) est la dérivée de Radon-

Nikodym de la loi de X par rapport a la mesure de Wiener.

4. En déduire la mesure d’It6 des excursions du processus (X¢)¢>o.

5. En déduire la loi de (7, > 0) pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de
parametre \ (i.e. b(z) = A\z).

Solution. 1. Soit & un processus de Lévy, dont on note v la mesure de Lévy associée.
On calcule pour commencer :

(exp ( 3 0(AL) )) — exp {—t / v(dz) (1 - e—‘)(l‘))} .

s<t



13. B. EXERCICES 163

On observe alors que le processus

M; = exp {t/y(dx) (1 — e_e(m)) - ZG(A@) )

s<t
est un processus a espérance constante, et de plus, on voit aisément que :
E(Mys|Fi) = My E(Ms) = M.

Par conséquent, M est une martingale.

2. Observons pour commencer que la partie continue de £ est un processus sto-
chastique indépendant de (M), donc n’est pas modifiée par le changement de loi.
On calcule la transformée de Fourier, sous P? de €@, On a :

E? (exp(ire,?))
=E (Mt exp(i)\ft(d))>

—exp [t / v(dz) (1~ e—"@)ﬂ E leXp (— S o(ag,) — MAgs)

=exp [t/y(dx) (1 - e_g(m)) - t/y(dx) El - 6_0(3’)+i)‘$)] .

Par conséquent, sous PY, € est encore un processus de Lévy, de mémes dispersions
et dérive que sous PP, et de mesure de Lévy associée donnée par n(dx)efg(x).

3. Nous allons raisonner de la méme maniére dans le cas du mouvement brownien,
vu comme un processus de Lévy. Soit ¢ une fonction de classe C2, on a par formule
d’Tto, sous W :

1

M, = 6(X,) exp <_2/0 tg/(X,)

0 ¢(Xs)

t qb”(Xs)
P(Xs)

ds) — (0) + M,dX,.

En particulier, (My,t > 0) est une martingale. Par conséquent, sous P? = M.W,
par formule de Girsanov, X satisfait I’équation différentielle stochastique suivante :

L '(Xs)
0 ¢(XS)

Par conséquent, X satisfait I’équation différentielle recherchée si ¢ satisfait I’équation
différentielle :

X; =B; + ds.

¢ — bp = 0.

On note par conséquent ¢(z) = exp (fy b(y)dy).
4. L’existence d’une théorie des excursions de X sous P? est assez simple &
vérifier. On note (L;)¢>0 le temps local en 0 de X et (7;);>0 I'inverse continu a droite
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de L. Pour tout [ > 0, on pose ¢(s) = B(7,_4s)ar,- Remarquons que pour tout
0<I<Ly,ona:

X, =0=B, +/ lb(Xs)ds,
0

par conséquent on a également :

t
Xr+t = Bryt — By, +/0 b(XTl-i-S)dS'

On obtient, par propriété de Markov forte, que conditionnellement & Lo, > [ le
processus (Xr,4+¢)i>0 est de méme loi que X et indépendant de F,. Il est aisé d’en
déduire que le processus (€;)i<r., est un processus de Poisson ponctuel sur Q*, de
mesure de Lévy ny,.

Afin d’obtenir cette mesure de Lévy, on utilise la formule multiplicative des
excursions de deux manieres différentes. Pour commencer, on a :

(exp ( S (e )) = exp (—l/nb(de) (1- e—w@)) .

A<l

D’un autre c6té, on a également :

(o 5)

A<l

o (LK
5 o (-t oo (-1 95500
—E(exp( Zz/; (ex) —|—/V(6)\ ¢ (ex s; s))

A<l

V(e) ¢ (es)
=exp <l/n(de) (1 - eﬂp(e)’fo 2¢<es>d8)> .

Etant donné que l’on a en particulier

_ V(e) 4’”(63
/n(de) (1 —e Jo 2¢(Es)ds> =0,

on peut en déduire que n; est a densité par rapport a n, et que 'on a :

dny _ 1 [V 2 /
E(E) = exp (—2/0 b(es)” + b'(es)ds | .

Remarque 13.1 Ce calcul est en réalité exactement le pendant de celui qui a été
réalisé précédemment.
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5. Intéressons-nous maintenant a la loi du processus (77,1 > 0) pour le processus
d’Ornstein- Uhlenbeck. Gréace a la propriété de Markov forte, on observe immédia-
tement que (77,0 > 0) est un subordinateur. Il reste donc a calculer la mesure de
Lévy de 75. Pour cela, on va calculer sa transformée de Laplace :

E(e™#™) =exp (—l/nb(de) (1 — e—MV(e))>

= exp [l/n(de) [1 — exp < <,u - ;) V(e) — /OV(E) )‘221% + )xds)H

A
Too e 2w
=ex —l/ 1—e ") ).
p( 0 V23 ( )>
7%”dv

273

La mesure de Lévy de 7; est donc

Exercice 13.6
Montrer que pour une diffusion a valeurs positives, la mesure ny; image de la mesure
de Lévy par € — M (e) est donnée par :
1
ny(la, +00)) =n(M > a) = ——
w(la, +99) = n(M 2 0) = 7o,
ou h est une bonne fonction d’échelle associée a X.

Solution. Nous allons démontrer ce résultat en nous basant sur la démonstration
réalisée dans le cas du mouvement brownien. En effet, on a, pour tout a > 0 :

P(XTlX < a) = ]P)<h(XTLX < h(a)) = P(Th(a)(h(X)) > Tlh(X)>’

en choisissant judicieusement la fonction d’échelle comme étant nulle et de dérivée
1 en 0. On utilise alors pour Y; = h(X;) une martingale locale positive, la propriété
suivante :

l
P(Tha) =2 1) = P(Ly,(,y 2 1) = exp <_h(a)) '

En effet, par utilisation de la propriété de Markov, on observe que :
/ /
P(LT(h(a) 2 l +l |LT(h(a) < l) = P(LT(h<a) Z l )7
donc la loi de cette variable aléatoire est bien exponentielle, on utilise alors le calcul :
E(LTh(a)) = E(|YTh(a) ) = h(a),

pour trouver le parametre de cette variable aléatoire exponentielle. On en déduit,
en utilisant la formule multiplicative des excursions que ’on a bien

n(MZa):h(la).



166 CHAPITRE 13. DIFFUSIONS LINEAIRES



Bibliographie

1]

M. T. Barlow. Study of a filtration expanded to include an honest
time. Probability Theory and Related Fields, 44 :307-323, December 1978.
10.1007/BF01013194.

O. E. Barndorff-Nielsen and A.N. Shiryaev. Change of Time and Change of
Measure. World Scientific, 2010.

J. Bertoin. Application de la théorie spectrale des cordes vibrantes aux fonction-
nelles additives principales d’un brownien réfléchi. Ann. I.H.P., 25 :307-323,
1989.

Ph. Biane. Decompositions of Brownian trajectories and some applications.
In B. Badrikian, P.A. Meyer, and J.A. Yan, editors, Probabilites and Statistics
Rencontres Franco-Chinoises en Probabilités et Statistique, pages 51-76. World
Scientific, 1993.

Ph. Biane, J. Pitman, and M. Yor. Probability laws related to the Jacobi
theta and Riemann zeta functions, and the Brownian excursions. Bulletin (New
series) of the American Mathematical Society, 2001.

Ph. Biane and M. Yor. Valeurs principales associées aux temps locaux brow-
niens. Bulletin des sciences mathématiques, 111(1) :23-101, 1987.

R. M. Blumenthal and R. K. Getoor. Local times for Markov processes.
Zeitschrift fir Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 3(1) :50-74,
1964.

R.M. Blumenthal. FExcursions of Markov Processes. Birkhatiser Boston Inc,
December 1992.

A. N. Borodin and P. Salminen. Handbook of Brownian Motion : Facts and
Formulae. Birkhauser, November 1996.

Cinlar, Getoor, and Chung. Seminar on Stochastic Processes, 1981. Birkh&user
Boston, 1 edition, January 1982.

C. Dellacherie. Probabilités et potentiel : Tome 5, Processus de Markov (fin) :
Compléments de calcul stochastiqgue. Hermann, February 2008.

R. P. Feynman. Space-Time approach to Non-Relativistic quantum mechanics.
Reviews of Modern Physics, 20(2) :367, April 1948.

167



168
[13]

[14]

BIBLIOGRAPHIE

R. K. Getoor. Another limit theorem for local time. Zeitschrift fiir Wahrschein-
lichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 34(1) :1-10, 1976.

R. K. Getoor and M. J. Sharpe. The Markov property at co-optional times.
Zeitschrift fir Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte Gebiete, 48(2) :201-
211, June 1979.

K. It6. Poisson point process attached to markov processes. Proc. Sixth Berkeley
Symp. Math. Stat. Prob., 3 :225-239, 1970.

M. Jeanblanc, J. Pitman, and M. Yor. The Feynman-Kac formula and decom-
position of Brownian paths. Comput. App. M., 16 :27-52, 1997.

T. Jeulin and M. Yor. Grossissement d’une filtration et semi-martingales :
Formules explicites. In C. Dellacherie, P. Meyer, and M. Weil, editors, Séminaire
de Probabilités XII, volume 649 of Lecture Notes in Mathematics, pages 78-97.
Springer Berlin / Heidelberg, 1978.

Th. Jeulin and M. Yor, editors. Grossissements de filtrations : exemples et
applications, volume 1118. Springer Berlin Heidelberg, 1985.

M. Kac. On the average of a certain wiener functional and a related limit
theorem in calculus of probability. Transactions of the American Mathematical
Society, 59(3) :401-414, May 1946.

M. Kac. On Distributions of Certain Wiener Functionals. Transactions of the
American Mathematical Society, 65(1) :1-13, January 1949.

F.B. Knight. Characterisation of the 1évy measure of inverse local time for
gap-diffusions. Sem. Stochastic Processes, pages 53—78, 1981.

S. Kotani. On a condition that one-dimensional diffusion processes are mar-
tingales. In Michel Emery and Marc Yor, editors, In Memoriam Paul-André
Meyer, volume 1874 of Lecture Notes in Mathematics, pages 149-156. Springer
Berlin / Heidelberg, 2006.

S. Kotani and S. Watanabe. Krein’s spectral theory of strings and generalized
diffusion processes. In M. Fukushima, editor, Functional Analysis in Markov
Processes, volume 923, pages 235-259. Springer Berlin Heidelberg, 1982.

N. Lebedev. Special Functions and their Applications. Dover, New York, 1972.

R. Mansuy and M. Yor. Random Times and Enlargements of Filtrations in a
Brownian Setting, volume 1873. Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg, 2006.

A. Nikeghbali. An essay on the general theory of stochastic processes. Probabi-
lity Surveys, 3 :345-412, 2006. Mathematical Reviews number (MathSciNet) :
MR2280298 ; Zentralblatt MATH identifier : 1189.60076.

J. Pitman and M. Yor. It6’s excursion theory and its applications. Japanese
Journal of Mathematics, 2(1) :83-96, March 2007.

D. Revuz and M. Yor. Continuous Martingales and Brownian Motion. Springer,
3rd edition, December 2004.



BIBLIOGRAPHIE 169

[29] L. C. G. Rogers. Williams’ characterisation of the brownian excursion law :
proof and applications. In J. Azéma and M. Yor, editors, Séminaire de Pro-
babilités XV 1979/80, volume 850, pages 227-250. Springer Berlin Heidelberg,
1981.

[30] L. C. G. Rogers and D. Williams. Diffusions, Markov processes, and martin-
gales. Cambridge University Press, September 2000.

[31] P. Salminen, P. Vallois, and M. Yor. On the excursion theory for linear diffu-
sions. Japanese Journal of Mathematics, 2(1) :97-127, March 2007.



	I Temps locaux de semi-martingales
	Introduction aux temps locaux
	Formules d'Itô et de Tanaka-Meyer
	Théorème de Pitman
	Unicité trajectorielle de solutions d'EDS
	Lois de l'arcsinus et scaling aléatoire
	Théorèmes de Ray-Knight
	Temps locaux d'intersection

	II Excursions browniennes
	Introduction à la théorie des excursions
	Sur la loi de l'excursion standard
	Grossissements de filtrations
	Décompositions de la mesure d'Itô
	Formule de Feynman-Kac
	Diffusions linéaires


