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SUR UNE NOTION DE ROBUSTESSE

Par Marc Ciligot-Travain*

L.A.N.L. G., Université d’Avignon et des Pays de Vaucluse
Résumé. Nous présentons et faisons une revue ici d’une notion

particulière de robustesse.

Abstract. We présent and make here a survey about a paxticular
notion of robustness.

1. Introduction. Ce travail a plusieurs buts. Nous souhaitons d’abord con-
tribuer à la diffusion d’une notion de robustesse qui intéresse, entre autres, l’Aide à
la décision (AD), la Recherche Opérationnelle (RO), l’Optimisation, la Conception,
la Fiabilité lorsque des éléments d’incertitude interviennent dans les modèles et qui
se base sur un principe très général. Cette notion est apparue dans les publica-
tions scientifiques de ces différents domaines, apparemment de façon indépendante,
à partir des années 60 (le principe étant lui bien sûr probablement plus ancien).

À notre connaissance, toute la généralité d’une partie de cette approche a été mise
en valeur pour la première fois dans les travaux de Y. Ben-Haïm, à la fin des années
1990, début 2000 ([6], [7], [8]). On peut toutefois reprocher à ce dernier de n’avoir
pas suffisamment fait le lien avec les travaux antérieurs, ce qui a été fait par la suite
partiellement par M. Sniedovich (entre autre dans [40], [44]).

Un de nos buts est ici de compléter et reprendre le travail de M. Sniedovich et donc
de passer en revue des travaux où cette approche a été abordée et qui ne semblent
pas connectés aux travaux de Y. Ben-Haïm, à l’exception de ses travaux en fiabilité
non probabiliste. On ne se limitera donc pas forcément aux travaux antérieurs à
ceux-ci. Le nombre conséquent de publications concernées fait que nous ne pouvons

prétendre à une étude et à une bibliographie exhaustive mais nous avons essayé de
faire apparaître toutes les branches concernées, de citer les premiers travaux de ces
branches lorsque nous avons pu les identifier et également un certain nombre de
travaux emblématiques ou particulièrement instructifs.

Il ne nous semble pas que cette notion de robustesse, même si elle n’est pas sans
lien avec la très classique méthode du «pire des cas» (on pourra se référer à [28],
[24], [11]) puisse s’y ramener, contrairement à ce qui est affirmé par M. Sniedovich
(par exemple dans [41]) , encore moins de façon naturelle. Mais nous n’avons pas de
certitude à ce sujet et donc n’entrerons pas dans ce débat ici. S’il s’avère que nous
avons tort, cette approche de la robustesse offre au moins un point de vue différent
qui, à notre avis, mérite d’être considéré en soi.

*Dans le cadre du projet ANR ROLSES.
Classification AMS (2000) : Primary 90B25, 90B50, 93B5, 93B35
Mots-clefs : Robustesse, Robuste, Rayon de stabilité, Marge de stabilité, Marge de sécurité
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Dans les sections 2, 3 et 4, nous donnons une description volontairement abstraite
et sans exemple de la notion de robustesse qui nous intéresse tout en ayant essayé
de limiter au maximum les notions de mathématiques utilisées. Dans la section 5,
nous passons en revue les travaux en lien avec cette approche (ce qui fournira des
exemples pour les sections précédentes) suivant les critères énoncés ci-desssus. Cette
partie là nécessite inévitablement un bagage mathématique légèrement plus élevé.

2. Un modèle d’incertitude. Ensemble de satisfaction. Considérons le
modèle minimaliste suivant d’un événement incertain. Tout ce que l’on sait c’est que
l’événement incertain u appartient à un ensemble U (u EU). A priori, on ne possède
aucune information supplémentaire (par exemple, on ne connaît pas de probabilité
associée à cet événement incertain).

Maintenant on répartit les événements incertains u EU en deux catégories repré-
sentées par un ensemble S et son complémentaire (dans U) Sc := {u E U \x ^ S},
c’est à dire l’ensemble des éléments de U qui n’appartiennent pas à S. On peut
donner divers sens ou interprétations à ce découpage de U. Très schématiquement,
S représente l’ensemble des événements incertains qui, s’ils se produisent, conduiront
à une situation jugée «bonne». Si u € Sc, la situation résultante pourra donc être
considérée comme «moins bonne» ou «mauvaise» (mais on ne peut exclure cette pos-

sibilité). On appelera S Vensemble de satisfaction et Sc Vensemble d’insatisfaction.

3. Préférences sur les ensembles de satisfaction. Indicateur ou mesure

de robustesse. Imaginons que l’on possède un certain pouvoir de décision sur
l’ensemble de satisfaction S (qui reste à préciser), on peut naturellement être amené
à comparer deux choix Sp et S2 pour un tel ensemble. A priori, sans information
supplémentaire, la seule possibilité raisonnable semble être :

(3.1) si S1 contient S2 (i.e. S\ D S2) alors S\ «est préférable à» A2.

Malheureusement, cette définition est bien souvent trop restrictive car on peut être
assez facilement confronté au cas d’ensembles S\ et S2 qui ne sont pas comparables
pour l’inclusion.

Finalement, dans nombre de situations, on est donc amené à définir d’autres
préférences, plus ou moins naturelles, sur les ensembles de satisfaction. On peut
considérer que ces définitions se basent sur deux idées :

(I) Soit on fait un choix, on décide parmi les ensembles de satisfaction possibles,
ceci de façon plus ou moins arbitraire.

(II) Soit on utilise de fait une information supplémentaire qui ne figurait pas dans
le modèle initial (on enrichit le modèle initial).

Comme indiqué dans l’introduction, nous allons nous intéresser dans ce travail à deux
façons de faire qui, d’une façon assez peu précise (pour le moment), définissent des
préférences à partir de comparaison de «taille» des ensembles de satisfaction, étant
entendu que plus l’ensemble de satifaction est «gros», mieux c’est, ce qui, en soi, si



on se base strictement sur le modèle d’incertitude considéré jusqu’à maintenant, n’a
rien d’évident si cette comparaison de taille ne repose pas sur une inclusion.

Dans ces deux méthodes, la comparaison des ensembles de satisfaction se base
donc sur une mesure de «taille» qui à un ensemble de satisfaction S associe un
nombre positif r(S) E [0,-foo]. On pourra qualifier r de mesure ou indicateur de
robustesse.

La relation de préférence associée à cet indicateur r est tout simplement :

(3.2) .Si «est préférable à» S2 si r(Si) > r^)-

On impose au minimum que la relation de préférence induite par notre indicateur de
robustesse soit compatible avec la relation (3.1) dans le sens où :

(3.3) .Si D S2 implique r(S\) > r^)-

Non présentons ci-dessous les deux méthodes qui nous intéressent volontairement
d’une façon abstraite et sans exemples, les exemples étant reportés à la section 5.

3.1. Méthode de Laplace. Principe d’indifférence. Cette méthode utilise une
mesure particulière sur les parties de U pour définir une relation de préférence entre
les ensembles de satisfaction. Une mesure étant une fonction p qui à toute partie A
de U (A C U) associe un élément p(A) E [0, +00] et qui vérifie essentiellement la
propriété d’additivité suivante :(3.4)Si A\, A2 C U sont disjoints alors p(A\ U A2) — p{A\) + p{A2),

où A1UA2 est la réunion1 des ensembles A\ et A2. Les deux exemples les plus utilisés
de mesures sont la mesure de comptage (#) qui à une partie associe tout simplement
le nombre de ses éléments et la mesure usuelle n-dimensionnelle (mesure de Hausdorff
Jifn) sur l’espace de la géométrie classique (longueur pour n 11, aire pour n = 2,
volume pour n = 3,...). Ces mesures sont «uniformes» ou «invariantes» dans le sens
où elle ne différencient pas les points de U (d’où le principe d’indifférence).

Dans la méthode de Laplace, si 0 < p(U) < +00, l’indicateur de robustesse de
l’ensemble de satisfaction S CU est donc défini comme le ratio

r{S) V{S)
p(U)’

c’est à dire le «nombre» de cas satisfaisants sur le «nombre» de cas possibles. Nous
pensons que typiquement cette méthode contient une part d’arbitraire et est diffi-
cilement totalement justifiable du point de vue strictement logique (si l’on n’ajoute
aucun élément supplémentaire), elle relève du cas (I) évoqué ci-dessus.

1 C’est à dire l’ensemble constitué des éléments à la fois de A\ et de Ai-
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3.2. Méthode du rayon de stabilité. La méthode du rayon de stabilité nécessite
de se donner un élément supplémentaire que l’on qualifiera d’ événement incertain
nominal ü. On peut le voir, très schématiquement, comme l’événement incertain
auquel on s’attend. Cette méthode utilise également une distance entre les événe-
ments incertains, que l’on notera d, la distance entre deux événements incertains ui
et U2 est notée d(ui,U2). Le rayon de stabilité p(S,ü,d) (que l’on notera éventuelle-
ment p(S,ü) ou p(S) dans la suite) d’un ensemble de satisfaction S (relativement
à û et à d) étant défini comme la plus petite distance entre û et un événement
incertain décrivant l’ensemble Sc des événements incertains non satisfaisants, plus
mathématiquement :

p(S) = d{ü,Sc) := inf d(ü,u),
u£Sc

c’est la distance de ü à l’ensemble d’insatisfaction Sc. Si, pour a > 0 on note B(ü, a)
la boule (fermée) de centre ü et de rayon a pour la distance d, i.e. l’ensemble des
points u de Cf qui sont à une distance d(ü, u) de ü inférieure ou égale à a, ou encore

B(û,a) = ju G U | d(ü,u) < al,.
alors on peut écrire

p(S) = sup |a > 0 | B(ü, a) C S'j G [0, -foc].
C’est (en abusant un peu) le rayon de la plus grosse boule centrée en ü et contenue
dans S.

Nous pensons que cette méthode ajoute une information dans le modèle, il nous
semble clair qu’on l’on considère que l’événement incertain u dévie de l’événement
incertain û. Cette méthode, selon nous, relève du cas (II) évoqué ci-dessus.

Dans les travaux de Y. Ben-Haïm, le rayon de stabilité (appelé robustesse) est
généralisé de la façon suivante : on se donne une d’une famille de parties de U,
(U(a)a>o, indéxées par a G R+. Cette famille possède la propriété suivante :

(3.5) Vû!i,O!2^0, «i < oi2 =4> U{ol\) C U(012).

On peut définir, à partir de là, ce qu’il appelle la robustesse, par

(3.6) p(S) = sup ja > 0 | U (a) C 5 j G [0, +00].
4. Stratégie de décision/paramétrage dans l’incertain. On reprend main-

tenant notre modèle d’incertitude considéré auparavant et nous supposons main-
tenant qu’il dépend d’un paramètre à fixer ou décision à prendre x appartenant à un
ensemble D (x G D).

On peut donc voir les choses de la façon suivante : suite à un paramétrage ou une
décision x £ D se produit un événement incertain u appartenant à un ensemble Ux
(■u G Ux) qui peut donc dépendre de x.
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Pour bien comprendre les hypothèses du modèle, on pourra considérer, au moins
dans un premier temps, les ensembles Ux comme disjoints les uns des autres.

À tout x G D, on associe un ensemble de satisfaction Sx C Ux. On souhaite
prendre une décision ou fixer le paramètre x de «la meilleure façon possible».

A priori, on notera que si les ensembles Ux sont disjoints, il n’y a pas de com-
paraison possible, au sens de 3.1, entre un ensemble de satisfaction SXl C UXl corre-
spondant à une décision x\ et un ensemble de satisfaction SX2 C UX2 correspondant
à une décision x^.

Maintenant, si on se donne une mesure px sur Ux (qui peut donc dépendre de x),
on peut, en suivant la Méthode de Laplace, considérer le ratio

r(fc
et si on se donne un élément nominal üx et une distance dx sur Ux (dépendant donc
également éventuellement de x), on peut considérer le rayon de stabilité

r(x) = d(üx,Sx).

Une stratégie de choix de x paraît alors naturelle :

(4.1) Maximiser r(x), x G D,

i.e. chercher la décision ou le paramétrage amenant le meilleur ratio de statisfaction
ou le plus grand rayon de stabilité.

5. Passage en revue de travaux.

5.1. En Recherche opérationnelle et Aide à la décision (RO-AD). À notre con-
naissance, un premier exemple de l’utilisation de la méthode de Laplace avec la
mesure de comptage en RO-AD se trouve dans les travaux sur l’aide à la décision de
J. Elton, S. K. Gupta et J. Rosenhead (1968). Nous reprenons ici une formulation
que l’on trouvera dans [33] et qui fait suite à [18].

Il s’agit de prendre une décision x G Dg{ïi,..., xn} auquel fera suite un scénario
incertain u G Ux C U = {iq, L’ensemble des scénarios de l’ensemble S C U
sont considérés comme satisfaisants.

On pose, pour i G {l,...,n}, ,j G {l,...,m}, cq si le scénario satisfaisant
Uj G SXi UXi 0 S est possible après la décision aq et cq = 0 sinon. Autrement dit,
ici, SXi =| {j G {1, ...,ra} | Cij — 1}. On définit alors

(5'1} r(^d|pg^
En fait, ici, les scénarios en dehors de S ne jouent aucun rôle. Nous donnons ci-
dessous une formulation plus abstraite et plus générale.
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Il s’agit de prendre une décision x G D auquel fera suite un scénario u G Ux {Ux
non vide). Le scénario ux est considéré comme incertain. On suppose que tous les
ensembles sont finis et on note donc Sx l’ensemble des scénarios considérés comme

satisfaisant suite à la décision x. On définit alors la notre indicateur de robustesse

par

(5.2) r(x) =
#SX
m

c’est, après la décision x, le nombre de scénarios (possibles) satisfaisants sur le nom-
bre de scénarios possibles.

On pourra également consulter les travaux de B. Roy [36], [37] pour une approche
similaire.

Un problème très proche de celui considéré ci-dessus donne la première illustration
de la méthode de Laplace avec une mesure usuelle. C’est la méthode des Domain
Criterion de Starr (introduite dans [48], on pourra également consulter [38]). On
reprend le modèle d’une décision x G X = {zq,..., xn\ à laquelle fera suite un
scénario incertain u G U[ = {iq,...,um}. On suppose que l’incertitude sur les Uj
est décrite par une probabilité et on note pj la probabilité (inconnue, incertaine en
quelque sorte) de l’événement incertain Uj. La décision Xi suivie d’un événement
incertain Uj donne lieu au coût cq. Le «coût moyen» de la décision Xi est défini
comme Ci(pi, ...,pm) U 0n Pose

SXi = \{Ph-,Pm) £ Am | Vfc[l,n],Q(pi,...,pm) < Cfc(pi>t.,pm)}.
C’est l’ensemble des probabilités (vues comme un élément du simplexe2 Am) qui
conduisent à prendre la décision Xi si on regarde le meilleur coût moyen. On pose
alors :

M’m-i {SXi)
mmm — — . ■ mr,-

où 'ffi’rn-1 est la mesure usuelle (ici mesure de Hausdorff) (m - l)-dimensionnelle.
On pourra également consulter [15], [16] pour cette approche.

On s’intéresse maintenant au problème de minimisation paramétré par u G U,
ensemble,

(&u) Minimiser /(u,x), xEÜ,

où D est un ensemble et/:[/xD-»]R=«| [—oo, +oo] une fonction. On définit alors
la multiapplication M : U =4 D par

(5.3)
Vu G U, M(u) = Argmin/(u,.) := la; G D \ Mz G D,f(u,z) > /(u,x)| C D.
2Am := {(pi, -;Pm) \pi H \-Pm = l,Pl > 0, ...,pm > 0).
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On définit S : D U par

Vx G D, S(x) = M~1(x) = {u G U | x G M(w)}

autrement dit, c’est l’ensemble des paramètres u EU tels que x soit optimal pour le
problème &u.

Cette formulation est en fait équivalente (moyennant une légère restriction) à notre
formulation initiale pour le rayon de stabilité, il suffit d’associer à la multiapplication
S : D =4 U, la fonctionnelle 3 / = ipg-1 : (u, x) —»• 'ips~1{u)(x)- On a alors M(u) —

Argmin/(it,.) = 5fl1(ii).
Si on regarde du côté du rayon de stabilité, on suppose U muni d’une distance d

et on se donne x G M(ü). Alors le rayon de stabilité de x est

(5.4) p(x) = d(ü,S(x)c),

autrement dit c’est la distance de ü aux plus proches u G U (en distance) qui font
que x n’est plus solution de &u.

Cette approche a été considérée dans toute une série de travaux en Optimisation
(essentiellement en Optimisation combinatoire) ([29],[30] pour les références les plus
anciennes). On pourra se référer à [46] et [47].

Plus récemment, A. Rossi dans sa thèse en 2003, [34], utilise le rayon de stabilité
pour un problème de programmation linéaire dont il sélectionne un sous-ensemble de
solutions S(x) (les solutions équilibrées) à propos d’un problème d’ordonnancement.
On pourra également consulter [35], le chapitre 3 de [12] et enfin [1] où la méthodolo-
gie générale est reprise.

Si on change d’indicateur de robustesse, et qu’on utilise l’approche de la méthode
de Laplace, il n’est plus nécessaire de se donner ü et on remplace le rayon de stabilité
par :

r{x) p(S(x))

où p est une mesure invariante convenable sur U. On pourra consulter [51], [52] ainsi
que les références bibliographiques de ces travaux pour plus de détails.

5.2. Conception, Design Centering. Nous reprenons une formulation (issue de
[49]). Dans un processus de fabrication, les paramètres techniques pertinents de
l’objet fabriqué sont représentés par un élément u d’un espace métrique ([/, d). Pour
que l’objet fabriqué soit retenu* il faut (et il suffit) que u appartienne à un certain
ensemble de satisfaction S. Le produit que l’on souhaite obtenir a des spécifications
ü, c’est le paramètre nominal mais le paramètre u de l’objet fabriqué, dû aux aléas
du processus de fabrication, peut dévier de ce paramètre nominal. Ici, la variable de

3où V’s-1(u)(Æ) = 0 si x G S 1{u), +oo sinon.
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décision est x = ü le paramètre nominal. Il semble donc assez naturel de chercher
un x = ü tel que

r(x) J d(x, Sc)
soit le plus grand possible. On remarquera que S ne dépend pas de x.

On pourra se référer à [13], [17] pour plus de détails et de références bibli-
ographiques, notamment sur les premiers travaux dans ce domaine.

5.3. Contrôle robuste. Considérons le système linéaire autonome suivant :

(5.5) zmAz

où A est une matrice réelles de taille n G N* (A G ^#n). On dira que le système est
asymptotiquement stable si toutes ses valeurs propres (comme matrice à coefficients
complexes) ont des parties réelles strictement négative ou encore, le spectre a(A) C
C_ := {s G C I æ(s) < 0}.

Considérons l’ensemble des matrices A qui conduisent à un système stable, i.e.

y — |a G | a (A) C C_|.
À partir du choix d’une norme quelconque sur Jtn et d’une matrice stable A, on
définit le rayon de stabilité de A comme p(A) = d(A,yc). Il semble que celui-ci
ait été introduit de façon indépendante dans les travaux de C. Van Loan, [50], et D.
Hinrichsen, A. J. Pritchard [20], [21].

Dans le cas non structuré, tous les coefficients de la matrices sont incertains,
D — Mn =J Ux (x — A), ü(A) = A pour tout A, Sx — y est indépendant de x.

Le contrôle robuste amènera plutôt au cas structuré. Donnons un exemple. Con-
sidérons le système linéaire autonome

z = Az -f Bu,

V11
où z G est l’état du système, u G Mm est le contrôle, y £ MP est la sortie. On
suppose que le contrôle est donné par la boucle u = Ky. L’état du système satisfait
donc à

(5.7) i = {A + BKC)z.

Ce que l’on souhaite, c’est choisir K de sorte que d(A + BKC,yc) soit maximal.
Ici, D = {x — K), ensemble des matrices réelles de tailles m x p. Ux = Jtn,
indépendant de K, û(K) = A + BKC est affine et Sx = y est indépendant de x.

Pour cette partie, on pourra consulter également les travaux de D. Hinrichsen et
A. J. Pritchard [22], D. Hinrichsen et M. Motscha, [19], A. D. B. Paice et F. R. Wirth
(pour le cas non linéaire), [32] et l’ouvrage de D. Hinrichsen et A. J. Pritchard, [23].
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5.4. Fiabilité non probabiliste des systèmes. Si la notion de marge de sécurité
(safety margin), de facteur de sécurité (safety factor) sont très classsiques, anciennes
et fortement connectées à la notion de rayon de stabilité, il est bien difficile d’en
retrouver les premières formalisations mathématiques.

On retrouve l’utilisation du rayon de stabilité dans des travaux sur la fiabilité non
probabiliste en mécanique à partir des années 1990 dans les travaux de Y. Ben-Haïm,
[2], [3], [9], [4],

L’idée générale est très proche du formalisme que nous avons introduit et sort
largement du cadre de la mécanique. Un système est paramétré par x G D que l’on
contrôle et subit également un événement incertain u G U qui est considéré comme
déviant d’un événement nominal m Si u G S(x) alors le système remplit son rôle et
si ce n’est pas le cas, il est défaillant. On se donne une métrique d sur U qui reflète
les propriétés qui nous intéressent de la déviation du paramètre et il est alors naturel
de chercher le paramètre x qui maximise la distance de ü à la région de défaillance
S(x)c, autrement dit qui maximise le rayon de stabilité d(ü,S(x)c).

On pourra consulter l’ouvrage de Y. Kanno, [25], les travaux de Y. Kanno et I.
Takewaki [26], [27].

5.5. Travaux divers. La notion de rayon de stabilité apparaît également dans
divers travaux plus éparses et que nous nous contentons de signaler. Les travaux
de W. E. Milne et R. R. Reynolds [31], H. Wilf, [53], en Analyse numérique, de E.
Carrizosa et S. Nickel, [14], en localisation optimale de Y. Ben-Haïm et N. Shenhav,
[10], dans un problème particulier lié à la conception.

6. Conclusions. Nous avons donc dans ce travail à la fois présenté une notion
de robustesse qui, à notre avis, n’a pas reçu encore l’attention et le traitement math-
ématique qu’elle mérite, et passé en revue les travaux précurseurs non directement
reliés à ceux de Y. Ben-Haïm (après sa synthèse dans [8]). Nous pensons que cette
méthode offre encore de nombreux développements possibles et espérons pouvoir à
l’avenir, comme nous avons commencé à le faire, participer activement à ceux-ci.

A un niveau peut-être plus général, nous espérons avoir également contribué à faire
avancer la réflexion scientifique sur cette notion de robustesse à la fois si commune
et si insaisissable.
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