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SUR LES OPÉRATEURS DE DIRAC DE RANG SUPÉRIEUR ET

L’ÉQUATION RELATIVISTE D’EINSTEIN.

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Dans cet article on propose de donner une écriture unitaire des
équations de Dirac et de l’équation relativiste d’Einstein à partir d’une section
de Dirac métrisable, de tenseur métrique gµν . Les fonctions propres locales de
l’opérateur de Dirac de rang 1 donnent les équations de Dirac d’un champ de
masse la fonction propre et l’opérateur de Dirac de rang 2 de matrice

(

h
µ

ν

)

, de
tenseur associé hµν = gµτh

τ
ν , est un tenseur d’Einstein pour lequel hµν = κTµν

où Tµν représente le tenseur énergie-impulsion.

1. Les opérateurs de Dirac de rang n > 1

Soit ζ = (E, π,W,F) est un fibré de Banach ou de Hilbert [6] de l’univers W,
de fibre F , dont la base est une C∞-variété W de dimension 4. On note

ΛnW = ∧nT ∗W,

le fibré des n-formes différentielles sur W et le fibré des (p, q)-tenseurs, p fois co-
variant et q fois contravariant, est noté

T p,qW = (⊗pT ∗W)⊗ (⊗qTW) .

On munit ζ d’une connexion ∇,

∇ : Γ (ζ) → Γ
(

Λ1W ⊗ ζ
)

,

∇ est K-linéaire et vérifie la relation de Leibniz

∇λs = dλ⊗ s+ λ∇s,

où K = R ou C.

Definition 1. Un élément γ de Hom
(

Λ1W ⊗ ζ, ζ
)

est une section de Dirac du

fibré des états ζ si,

γ (w) :
(

Λ1W ⊗ E
)

w
= Λ1

wW ⊗ Ew → Ew

est un opérateur bilinéaire pour les structures d’espaces vectoriels sur les fibres pour

tout w ∈ W.

L’endomorphisme H = γ ⊗ ∇ de Γ (ζ) est défini par γ ⊗ ∇ (s) = γ (∇s) avec
γ ⊗∇ (s) (ω) = γ (ω) (∇s (ω)), ω ∈ W et s ∈ Γ (ζ),est l’opérateur de Dirac associé
à la connexion ∇ et à la section γ.
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Definition 2. Les sections d’endomorphismes de Dirac sont définies par

γd (s) = γ (d⊗ s) , d ∈ Λ1W et s ∈ Γ (ζ) .

Le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac
{

γd
µ}

est

[

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
]

=
∑

τ∈Perm{1,2,··· ,n}

ε (τ) γd
τ(1)

◦ γd
τ(2)

◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)

◦ γd
τ(n)

,

et l’anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par,
{

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
}

=
∑

τ∈Perm{1,2,··· ,n}

γd
τ(1)

◦ γd
τ(2)

◦ · · · ◦ γd
τ(n−1)

◦ γd
τ(n)

.

Remark 1. Quand on parle de symétrisé ou d’antisymétrisé de la famille
{

γd
j

, j = 1, · · · , n
}

,

on pose respectivement

S
(

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
)

=
1

n!

{

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
}

et

A
(

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
)

= γd
1

∧ γd
2

∧ · · · ∧ γd
n

=
1

n!

[

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
]

,

ces définitions interviennent dans la construction des espaces de Fock [1].

Les extensions de rang n d’une section γ sont les éléments γn de Hom (ΛnW ⊗ ζ, ζ)
définis par

γn
((

d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn
)

⊗ s
)

=
[

γd
1

, γd
2

, · · · , γd
n
]

(s) , s ∈ Γ (ζ)

et on prolonge γn par C∞ (W,R)-linéarité sur Λn (W) ⊗ E. Toute connexion sur
∇ a une extension [5]

d∇n : Γ (Λn (W)⊗ ζ) → Γ
(

Λn+1 (W)⊗ ζ
)

avec,

d∇0 = ∇,Λ0 (W)⊗ ζ = ζ

et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧∇s, ψ ∈ Λn (W) .

Definition 3. L’opérateur de Dirac de rang n associé à la connexion ∇ et γ est

l’endomorphisme de Γ (ζ)

Hn = γn ⊗∇n−1 avec ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d
∇
0 ,

et Hn (s) = γn (∇n−1s), ∀s ∈ Γ (ζ).
Une équation d’état de rang n associée à la l’opérateur de Dirac Hn est une

équation locale de la forme

Hn (s) = λs,

où λ est une C∞-application définie sur une carte W de W et s ∈ ΓW (ζ).
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2. Les opérateurs de Dirac sur les fibrés d’état de dimension finie

On suppose que ζ est de dimension finie. Soit W une carte de l’univers W sur
laquelle le fibré tangent ξW et le fibré ζ sont trivialisables. On note, {∂µ, 0 6 µ 6 3}
une base locale de champs de vecteurs sur W {dν , 0 6 ν 6 3} la base duale

dν ⊗ ∂µ = δνµ, (dν ⊗ ∂µ) (w) = dν (w) (∂µ (w)) = δνµ,

en général, on prend pour base {∂µ, 0 6 µ 6 3} le local frame associé à la carte.
Sur W il existe une base locale de sections, notée {eα, 0 6 α 6 m− 1}, m = dim ζ.
On pose s = sαeα alors on a démontré dans [4] que l’opérateur de Dirac de rang 1,
est décrit localement par le théorème suivant.

Theorem 1. L’opérateur H1 de l’équation d’état du premier ordre est

H1 = γνDν ,

γν sont les quatre endomorphismes de Dirac définies par le ”local frame” et Dν =
Lν +Γν, Lν est l’opérateur de Lie et Γν est l’opérateur de Christoffel.

L’équation d’état s’écrit localement,

γνσβ
(

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

= λsσ, 0 6 σ 6 m− 1.

Si le tenseur métrique gµν est fixé par la section de Dirac métrisable, on peut con-
struire à l’aide d’une section de Dirac quelconque γ, un opérateur H2 = γ2 ⊗∇1, à
partir des matrices de Dirac de la nouvelle section. On veut décrire localement dans
une carte l’opérateur H2 = γ2 ⊗∇1. Sur le fibré ζ, avec les notations précédentes,

γ2
((

d1 ∧ d2
)

⊗ s
)

=
1

2

[

γd
1

, γd
2
]

(s) =
1

2

(

γd
1

γd
2

(s)− γd
2

γd
1

(s)
)

et
∇1 = d∇1 ◦ d∇0 = R∇

représente la courbure de la connexion ∇. Sur un ouvert de trivialisation W du
fibré tangent ξW de W et ζ, pour s = sαeα

R∇ (s) = d∇1 (∇s) = d∇1
((

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

dν ⊗ eβ
)

= d
((

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

dν
)

⊗ eβ −
((

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

dν
)

∧ ∇eβ

=
(

d
(

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

∧ dν
)

⊗ eβ −
((

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

dν ∧ Γτ
βσd

σ
)

⊗ eτ

=
(

d
(

∂νs
j + sαΓj

αν

)

∧ dν
)

⊗ ej −
(

(

∂νs
β + sαΓβ

αν

)

dν ∧ Γj
βσd

σ
)

⊗ ej

=
(

∂µ
(

∂νs
j + sαΓj

αν

)

−
(

∂µs
β + sαΓβ

αµ

)

Γj
βν

)

(dµ ∧ dν)⊗ ej

=
(

∂µ∂νs
j +

(

∂µΓ
j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)

sτ
)

(dµ ∧ dν)⊗ ej .

La section de Dirac γ de ζ a pour représentation locale

γ (dν ⊗ eβ) = γνσβ eσ,

et si γν = γd
ν

, en posant (γν)
α
β = γναβ , alors

γ2 ⊗R∇ (s) =
1

2

(

∂µ∂νs
j +

(

∂µΓ
j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)

sτ
)

[γµ, γν ] (ej) ,

[γµ, γν ] (ej) = γµ
(

γνσj eσ
)

− γν
(

γ
µσ
j eσ

)

=
(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

ek
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et

γ2 ⊗R∇ (sαeα) =
(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

(

∂µ∂νs
j +

(

∂µΓ
j
αν − Γβ

αµΓ
j
βν

)

sα
)

ek.

Pour le local frame {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} associé à la carte W , on a [∂µ, ∂ν ] = 0,
donc

(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

∂µ∂ν = 0,

et si on pose

rkτ =
1

2

(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

(

∂µΓ
j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)

alors

γ2 ⊗R∇ (sαeα) = rkτs
τek.

Pour ∇∂µ
eσ = Γk

µσek on a

∇∂ν
∇∂µ

eσ =
(

∂νΓ
τ
µσ + Γk

µσΓ
τ
νk

)

eτ ,

et

(

∇∂ν
∇∂µ

−∇∂µ
∇∂ν

)

eσ =
(

∂νΓ
τ
µσ + Γk

µσΓ
τ
νk − ∂µΓ

τ
νσ − Γk

νσΓ
τ
µk

)

eτ

= Rτ
νµσeτ

La courbure de la connexion ∇ sur le fibré ζ est

R∇ (∂ν , ∂µ) (eσ) = ∇∂ν
∇∂µ

eσ −∇∂µ
∇∂ν

eσ

= [∇ν ,∇µ] (eσ) = Rτ
νµσeτ ,

Rτ
νµσ = ∂νΓ

τ
µσ − ∂µΓ

τ
νσ + Γk

µσΓ
τ
νk − Γk

νσΓ
τ
µk

= ∂νΓ
τ
µσ − Γτ

µkΓ
k
νσ −

(

∂µΓ
τ
νσ − Γτ

νkΓ
k
µσ

)

= Λτ
νµσ − Λτ

µνσ

où

Λτ
µνσ = ∂νΓ

τ
µσ − Γτ

µkΓ
k
νσ

est un (3, 1)-tenseur appelé tenseur de Christoffel. Sur une carte de trivialisation
W de ξW et ζ, pour l’opérateur de Dirac de rang 2, on a

γ2 ⊗R∇ (sαeα) =
1

2

(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

(

∂µΓ
j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

)

sτek,

or

Λj
µντ = ∂µΓ

j
ντ − Γj

νβΓ
β
µτ = ∂µΓ

j
τν − Γβ

τµΓ
j
βν

H2 (s
αeα) =

1

2

(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

Λj
µντs

τek (2.1)

en permutant les indices µ et ν

H2 (s
αeα) =

1

2

(

γνσj γµkσ − γ
µσ
j γνkσ

)

Rj
µντs

τek,

la matrice de H2 dans la base de sections locales vérifie

(H2)
k
α =

1

2
[γν , γµ]

k
j R

j
µνα.
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Theorem 2. Si on pose

Rj
µνα = [∇ν ,∇µ]

j

α
,

la matrice de l’opérateur H2 s’écrit

H2 =
1

2
[γν , γµ] [∇ν ,∇µ] = (γν ∧ γµ) [∇ν ,∇µ] .

Corollary 1.

H2 = [γν , γµ]∇ν∇µ =
1

2
γνγµ [∇ν ,∇µ] .

Definition 4. Les matrices Rµν = [∇ν ,∇µ] sont les matrices de courbure de ∇.

Le tenseur matriciel Rµν est un tenseur à valeurs matricielles dit tenseur de Ricci

matriciel.

L’équation relativiste d’Einstein est représentée par

Rµν −

(

R

2
+ Λ

)

gµν = κTµν , (2.2)

R est la courbure, Rµν = Rτ
µτν est le tenseur de Ricci, Tµν est le tenseur énergie-

impulsion,

κ =
8πG

c4

et Λ est la constante cosmologique. Soit ζ un fibré de Banach ou de Hilbert, muni
d’une section de Dirac bornée et à trace qui est métrisable et pour laquelle la
métrique induite sur une carte vérifie l’équation relativiste d’Einstein. On a vu que
si le fibré est de dimension finie, la métrique induite g est indépendante du choix
de la carte [4], on peut énoncer la définition suivante.

Definition 5. Une section de Dirac-Einstein est une section métrisable [4] pour
laquelle la métrique induite vérifie l’équation d’Einstein 2.2.

Sur le fibré tangent ξW, la seule donnée d’une section de Dirac γ métrisable
permet de définir la connexion de Levi-Civita ∇ associée à la pseudo-métrique
et les opérateurs de Dirac de rang supérieur. Cette section permet également de
donner localement une représentation de l’équation de Dirac généralisée sous la
forme

γ ⊗∇ (X) = λX ,

λ est une fonction propre locale de densité de masse de l’opérateur H1 = γ ⊗ ∇.
On impose à la métrique g définie par γ de vérifier l’équation relativiste d’Einstein.
Si W est une carte locale, dont le local frame dual est {dν : ν = 0, 1, 2, 3}, quelles
conditons doit-on avoir sur les matrices de Dirac {γν} pour que la métrique g
soit une métrique d’Einstein? On a vu dans [4] sous l’hypothèse d’un univers
parallélisable, les endomorphismes de Dirac ont pour représentation matricielle les
matrices gamma [3], à un coefficient complexe multiplicatif près et pour cette
représentation la fonction propre locale de densité de masse est constante et vaut
mc
~
. Sous cette hypothèse la métrique est la métrique de Minkowski.
Les quatre endomorphismes de Dirac {γν} sont des sections du fibré End (ξW)

de base W et de fibre EndTw (W). A chaque w ∈ W, γ (w) ∈ EndTw (W). Pour
un champ X , on peut écrire

(

γd ⊗X
)

(w) = γd (w) (X (w)) .
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La matrice de l’opérateur H2 dans le local frame est donnée par le (1, 1)-tenseur

hτρ =
1

2
[γν , γµ]

τ
j R

j
µνρ

et

hσρ = gστh
τ
ρ =

1

2
[γν , γµ]σj R

j
µνρ [2],

si la section de Dirac est réelle, on cherche à définir les tenseurs hσρ qui sont des
tenseurs d’Einstein.

Definition 6. Un tenseur d’Einstein est un tenseur qui s’écrit localement dans le

local frame {∂µ : µ = 0, 1, 2, 3}
Rµν − λgµν ,

où λ est une C∞-application définie localement sur une carte de trivialisation du

fibré tangent de l’univers W, Rµν est le tenseur de Ricci et gµν le tenseur métrique.

Remark 2. Dans le cas de l’équation relativiste d’Einstein, on a

λ =
1

2
R− Λ,

Λ est la constante cosmologique et R est la courbure.

Le tenseur hσρ est un tenseur d’Einstein si il vérifie le système d’équations

1

2
[γν , γµ]σj R

j
µνρ = Rσρ − λgσρ. (2.3)

On veut que la matrice de l’opérateur H2, dans le local frame, représente toutes
les forces en présence dans l’univers, ce qui implique que le tenseur hσρ soit pro-
portionnel au tenseur énergie-impulsion. Si ce tenseur est un tenseur d’Einstein,
on retombe sur l’équation relativiste d’Einstein.

Remark 3. Ce système d’équations a sens que sur le fibré tangent ξW.

3. Conclusion

On peut définir une géométrisation de l’univers W dont le fibré des champs est
muni d’une section de Dirac métrisable, notée γ. On procède de la façon suivante,
dans une carte W de l’univers W munie du local frame {∂µ, 0 6 µ 6 3} et de son
dual {dν , 0 6 ν 6 3}, on définit les endomorphismes de Dirac {γν : 0 6 ν 6 3}. La
section de Dirac est métrisable, le tenseur métrique gµν associé est donné par

(gµν) =
1

4
(γµν)

−1
avec g (∂µ, ∂ν) = gµν et γµν = Trace (γµγν) .

Cette pseudo-métrique définie une connexion de Levi-Civita, notée ∇ que l’on
complexifie si γ est une section de Dirac complexe. On en déduit les opérateurs de
Dirac de rang 1 et 2,

H1 = γ ⊗∇ et H2 = γ2 ⊗R∇,

l’opérateur H1 définie l’équation de Dirac sur un champ X de densité de masse λ
par

H1X = λX ,

ce qui permet de discrétiser les densités de masse λ comme des fonctions propres
de l’opérateur H1. L’opérateur H2 a pour représentation matricielle dans le local
frame {∂µ, 0 6 µ 6 3}

hτρ =
1

2
[γν , γµ]

τ
j R

j
µνρ,
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où Rj
µνρ est le tenseur de courbure de la connexion ∇, cet opérateur ne dépend

que des quatre endomorphismes fondamentaux {γν : 0 6 ν 6 3}. Dans l’hypothèse
où la section γ est réelle, les opérateurs de Dirac H2, pour lesquels le système
d’équations 2.3 est vérifiée, est un opérateur d’Einstein de rang 2. La section ς est
une section de Dirac-Einstein si

λ =
1

2
R − Λ et hσρ = κTσρ. (3.1)

Remark 4. L’hypothèse 3.1 sous-entend que le tenseur hσρ est symétrique.

En résumé, la physique de l’univers W muni d’une section de Dirac est décrite
par les équations

γνDνX = λX , X ∈ Γ (ξW) ,
1

2
[γν , γµ]σj R

j
µνρ = Rσρ − λgσρ,

λ =
1

2
R− Λ et hσρ = κTσρ,

γν représente les endomorphismes de Dirac, Dν = Lν +Γν [4], Rj
µνρ est le tenseur

de courbure associé à la connexion de Levi-Civita ∇ de la pseudo-métrique gµν qui
est indépendante du choix du local frame. L’existence de quatre endomorphismes
γν vérifiant les systèmes d’équations permettent de donner une représentation uni-
taire des équations de Dirac et d’Einstein. On peut donner une généralisation de
l’équation relativiste d’Einstein sous la forme

1

2
[γν , γµ]σj R

j
µνρ = κTσρ,

et sous forme matricielle on a
H2 = κT .
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