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Espaces de configuration généralisés
Espaces topologiques 2-acycliques
Suites spectrales basiques
Alberto Arabia (*)

Abstract. The generalized configuration spaces of a topological space X are the
subspaces A2, X™ C X™, defined, for all 0 < ¢ <m € N, as:

A X™ = {(acl, ce X)) EXT ’ Card{x1,...,zm} < E} ,
Ang = Agng N Agg_le s Fm(X) = Ame .

They are endowed with the action of the symmetric group §,, permuting coordi-

nates. Our first motivation in this work was to transpose standard problems on

classical configuration spaces F,,(X) to the generalized ones and to try to solve

them for large families of spaces using uniform methods. Among the questions we

considered, the following had quite complete answers with cohomology coefficients

in zero characteristic fields.

— Compute the character of the representation 8,,:H (A2, X™).

— Compute the Poincaré polynomial of the quotients of As,,_,X" by finite sub-
groups of 8,,. Show that, for fixed a € N the Betti numbers of these spaces are
given by ‘universal’ polynomials on m and the Betti numbers of X.

— Prove the degeneracy of the Leray spectral sequences for usual maps between gen-
eralized configuration spaces, e.g. the canonical projections Fyi,(X) — Fy(X).

— Given a € N, find lower bounds for the representation stability and character poly-
nomiality, in the Church-Farb sense ([8]), of the family {S,,: H(A?pm—aX™) }m.

In our approach to these problems, we used what we call ‘the fundamental com-
plex of X for A¢,X™’. This is a particular complex of graded §,,-modules

0— H LA X™) = oo HE YA X™) — HY (A X™) — H (At X™) =0,

having the remarkable property of being exact whenever the ‘interior’ cohomology
of X, i.e. the image of the natural map H.(X) — H(X), vanishes. Moreover, these
properties are equivalent when X is an oriented topological manifold (th. 3.2.3).

We call ‘t-acyclic’ any space with no interior cohomology. First examples of such
are given by non-compact acyclic spaces, non-compact connected real Lie groups,
and, more generally, if X is i-acyclic, by every open subset U C X, every quotient
X /W by a finite group W, and every cartesian product X xY for arbitrary Y.

An important part of this work is about what follows the fact that the fundamen-
tal complex is an 8,,-module resolution for H,(A¢,X™), and thereafter, that ques-
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tions about representation stability, character formulas and Betti numbers, may be
tracked through recursive methods. Another important part, is devoted to the de-
sign of a special spectral sequence that creates a bridge from configuration spaces
of i-acyclic spaces to those of general spaces allowing to undertake the generaliza-
tion of results of the first category of spaces to the second one.

— For the character formula problem, we generalize Macdonald’s well-known formula
for the cohomology of the cartesian product X™ ([27]), to the case of the usual
configuration space F, (X).

Theorem (10.5.3). Let X be an i-acyclic space. If a € 8,,,, we have
Xe(Fm (X)) (@, T) 1™ x4 d\y Pe(X)(=T¢)\ X2
Tm _Hdzld (Ze\d“( () dTe ) ’

where Xc(Fp ) (o, T) := >,y tr(a: HL(Fy,)) (=T)", and (11,2% ... .m* ) b m is
the type of the permutation «, u(_) is the Mébius function, P.(_) is the Poincaré

polynomial of H.(_), and (_)L denotes the falling factorial.

— For the Poincaré polynomial problem, we settled the case of F,,(X) by a simple
closed formula, almost immediate consequence of the i-acyclicity property, while
for the quotients of F,,(X) by finite subgroups of 8,,, we use the previous char-
acter formula (10.5.3). As examples, we worked through the cases of the ‘cyclic’
configuration space CF,,(X) := F;,,(X)/C,,, where C,, :={(1,...,m)) C 8,,, and
of the ‘unordered’ configuration space BF,, (X) := F,(X)/8,.

Let P.(_) denote the Poincaré polynomial of H.(_), ¢(_) the Euler ¢ function,
w(_) the Mdbius function, and (_)Z the falling factorial. The following equalities
hold whenever X is an ¢-acyclic space.

Theorem (4.2.1): = (

Theorem (11.2.1):

PC(C?:@)(_T) _ % Z¢(d) dm/d(zu(%) PC(}fl)QEe_TC))m_/d'
d|lm eld

Theorem (11.3.1)

P.(BF,,(X))(—=T 1 moo Po(X)(=T°)\ 2
(BEWND)_ L Z NI (Zu(i)%) ’

eld

A:=(1%1 ... ,mXm )Fm

where h), is the cardinal of the set of permutations of §,, whose cycle decomposition
is of type A := (1%, ... ,m*m) - m.

— The particularly simple form of the Poincaré polynomial of F,,(X) suggested
a sort of cohomological triviality for the projections 7, : Fypiq(X) — Fo(X) and
consequently, the degeneration of the associated Leray spectral sequences. We show
that this is indeed the case when X is i-acyclic and locally connected (Th. 12.4.9).

— For the representation stability problem, we prove the following theorem.



Theorem (9.3.15). Let M be a connected oriented pseudomanifold of dimension > 2.

For a, i € N, the family of representations {8,,: Hi\ (A?pm—_oM™)},, is monotone
and stationary for m > 4i + 4a, if dyy = 2, and for m > 2i + 4a, if dpyy > 3. The
corresponding families of characters and Betti numbers are (hence) polynomial
and the family {Betti;(A?p—aM™/8m)}m is constant, within the same ranges of
integers.

Proposition 11.6.1 states moreover, that the family {Betti;(Fp,(M)/8m)}m is
constant for m > 2i, if dyy = 2, and for m > i, if dpy > 3.

These theorems were proved by Church ([7], 2012) for smooth manifolds M and
for the family {8,,:Hpm(Fp(M))}m. Our methods are completely different from
those of Church, who relies on the work of Totaro ([33]) on the Leray spectral se-
quence associated to the embedding F,, (M) < M™ when M is a smooth manifold.

We extended Church’s result in two directions, first by removing the regularity
assumption in the space M, and secondly by incorporating the families of general-
ized configuration spaces {Ag,—qM™ }, (singular even if M is smooth), for which
there was no previous conjecture.

The strategy was to prove first the theorem when M is i-acyclic (9.2.3) using
a combinatorial argument based on the exactness of the fundamental complexes,
allowing the transfer of the stability and monotonicity questions to the spaces
AgmM™ = M™ for which the answer is immediate. The combinatorics make

use of two induction functors in the category of FI-modules I*, ®“ : Mod(k[FI]) —
Mod(k[FI]) (8.2) that shift from §8,,_,-modules to 8,,-modules, and for which we
can control the way they modify the stability and monotony ranks (thm. 8.2.2).

After that, the statement for general pseudomanifolds is handled through the
fact that any space M may be realized as a difference M = M>o> M~ where
both M>, and My, are i-acyclic. This naturally leads to a spectral sequence

(Es(U™),,d,) (6.5.2) converging to Hgm(F,,(M)) and such that the IE; page only
concerns configuration spaces for i-acyclic spaces. We have (9.3.13-(b)):

B, U™ = @TGWH o ind$ o @ Hely (Fpi1(Mso)) = Hi(Fin (M),

with @ = i—(m—(p+1)) (dp—1). We denote by T(p+1,m) the set of Young
tableaux of m boxes with first column (m—p,...,m), and by H, the sabilizer
of 7 in 8,,_(p4+1)X8p41 acting on H¢(Fp;1(Msg)) throught the alternate repre-

sentation o of 8,,_(,41). We call this spectral sequence ‘basic’. The construction
makes it compatible with pull-backs and allows the estimation of the stability and
monotonicity ranks of the family {Hg,, (F,,(M))},, from those already known in
the i-acyclic case of {Hy (Fm(Mso))}m. The induction functor I® is then used
again to settle the case of {Hy(A,,—oM™)}, and a decreasing induction based on
long exact sequences handles the remaining case of {Hpy (Agm—oM™)}.

We believe that even if there are many questions still to be settled, the utility of
fundamental complexes as a combinatorial tool to approach them in the case of i-
acyclic spaces, and the utility of basic spectral sequences to permeate the broader
context of general pseudomanifolds, should be clear following this work.
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0. Introduction

Ce travail a été motivé par les questions suivantes.

— La recherche d’une large classe d’espaces topologiques X pour lesquels
le polynéme de Poincaré des espaces de configuration F,,(X) et le ca-
ractére de la représentation du groupe symétrique 8,, sur H(F,,(X))
sont donnés par une formule fermée ne dépendant que de m et du po-
lynéme de Poincaré de X.

— L’étude de la dégénérescence de la suite spectrale de Leray associée aux
projections F,,(X) — F,(X) pour m > n.

— L’extension du théoréme de Church (2012 [7]) sur la polynomialité de
la famille des caractéres des représentations {8, : H(Fp,(X))}m du cas
ou X est une variété différentiable au cas ot X est une pseudovariété.

— L’étude de toutes ces questions pour les espaces de configuration géné-
ralisés A7 X™ (cf. 0.2).

0.1. Polynémes de Poincaré. On suppose m > 0. Pour tout espace topo-
logique X, le produit cartésien X x F,,,(X) contient F,,11(X) comme partie
ouverte. Son complémentaire est I’ensemble :

A (XX Fp(X)) = {(x0, 21, ..., &m) € XXFp(X) | 20 € {z1,...,2m}},
réunion disjointe des sous-espaces fermés :

A(0,i) (XX Fp (X)) = {(0, 71, - - -, Tm) € XX Fp(X) | 20 = 74},

o i =1,...,m, clairement homéomorphes a F,,(X). On a donc
Ho(Apm (X XFp(X))) ~ He(Fin(X))™,
et la décomposition en parties respectivement ouverte et fermée

XX F(X) = Fpp1 (X) U Ay (X% F (X)), (o)

donne lieu & la suite exacte longue de cohomologie (1) & support compact
— He(Fpi1(X)) % Ho(XXFp (X)) & Ho(An(XxFpn (X)) S (%)

dont on déduit la relation de récurrence entre caractéristiques d’Euler des
cohomologies & support compact X¢(Fpt1) = (Xo(X) —m) - Xo(Fy,) & Pori-
gine de 1’égalité

XC(Fm—i-l(X)) = Xc()()m_Jrl )

ott (_)mtl désigne la factorielle décroissante (14.1). Mais cette égalité ne
nous renseigne pas sur la valeur de chaque nombre de Betti de F,,11(X)

séparément, ce pour quoi il faudrait une certaine forme de scindage de la
suite (x). Cela arrive, par exemple, lorsque X est un groupe de Lie G réel

LA coefficients dans un corps de caractéristique nulle.



connexe et mon compact. Dans ce cas, le morphisme de restriction
p: Ho(GXFpp(G)) = He(Ap(GxFp(G)))
est nul et la suite courte
0= He(Fm (X)) [-1] = He(Frni1(X)) = He(X) © He(Fin (X)) =0, (1)
extraite de () est exacte. En effet, le morphisme p est somme des restrictions
pi : Ho(GXFp(G)) = He(A o) (GXFp(G)))

et Papplication ¢; : GXFp,(G) = GxF,(G), (9,%) — (97" - 24, %), est un
difféomorphisme qui échange les inclusions :

( GxF,,(G) ) (Gme(G))
Ul s Ul ,
A,i) (GXFr(G)) 7 \{e}xFn(G)

en particulier, ’annulation de p; est équivalente a ’annulation du morphisme
de restriction Ho(GXFp,(G)) = H.(G) ® Ho(Fp,(G)) — He.({e}) @ F (G),
elle-méme équivalente a I'annulation de la restriction H.(G) — H.({e}) et
donc & la non compacité de G.

L’exactitude de la suite courte (1) donne alors la relation de récurrence (?)
Pe(Frt1(G))(T) = (P(G)(T) + mT) - Pe(Fr(G))(T) , dont on déduit

PeFn(@)T) =], (PGYT) +iT), (1)
et, par dualité de Poincaré,
PE(@)T) =[], (P@T)+iT™ ), (i)

ce qui est le type de formule fermée que nous avions en vue.

0.2. Les espaces de configuration généralisés. Dans nos recherches
nous avons aussi été guidés par une autre nécessité : celle de trouver un
cadre aussi symétrique que possible pour préserver l'action du groupe des
permutations §,, sur les coordonnées de F,,(X), ce qui n’est pas le cas de
la décomposition (¢). Cela nous a conduit a nous intéresser aux espaces de
configuration « généralisés » suivants. On pose, pour 0 < £ < m € N,

A X™ :={(x1,...,2m) € X" | Card{z1,...,Tm} < {},
Ang = Agng N Agg_lxm s Fm(X) = Ame .
La décomposition en parties 8,,-stables respectivement ouverte et fermée :

Agng =AX" U Agglem (<><>)

>On note Pc(M) := Y, dimg HS (M) T* (resp. P(M) 1=, dimg H* (M) T") le
polynéme de Poincaré pour la cohomologie & support compact (resp. ordinaire) de M.



donne lieu a la suite courte de 8,,-modules (a priori non exacte)
0— Ho (A1 X™)[-1] = He(AyX™) = Ho (A X™) — 0, (11)
extraite de la suite longue de cohomologie & support compact associée a ().

En cherchant & montrer que cette suite était exacte lorsque X est un
groupe de Lie non compact, nous avons trouvé que ce n’était pas tant le fait
que X possédait une structure de groupe, mais plutoét que sa cohomologie
intérieure était nulle, qui était la cause du phénoméne. Le théoréme « de
scindage » dans 3.1.1 établit 'implication (A) = (B) des propriétés suivantes.

(A) La cohomologie « intérieure » de X, i.e. 'image de I'application natu-

relle H.(X) — H(X), est nulle.

(B) Pour tous 0 < £ < m, les suites courtes (1) et () sont exactes.

Des propriétés qui sont méme équivalentes lorsque X est une variété topo-
logique orientable.

0.3. Les espaces i-acycliques. A partir du théoréme de scindage, une
partie importante de notre travail va se concentrer sur les espaces vérifiant
la propriété (A), des espaces que nous qualifions de « i-acycliques ».

Il existe des familles assez grandes de tels espaces, par exemple :

— Les espaces acycliques (p.e. contractiles) non compacts.

— Les ouverts des espaces i-acycliques.

— Les groupes de Lie G tels que H)(G) = 0.

— Tout produit X xY, ot X est ¢-acyclique et Y est quelconque.

0.4. Le complexe fondamental de X pour A, X™. Dans 3.2.2, on
concaténe les suites (11) pour construire le complexe de §,,-modules gradués

0 He(D)[~C+1] = -+ — He(l—1)[~1] = Ho(f) = He(AcgX™) — 0

ou He(a) := H.(AgX™), que nous appelons « le complexe fondamental de
X pour A, X™ », son intérét principal réside dans l’assertion (a) suivante.

Théoréme (3.2.3)

a) Les complexes fondamentauzr d’un espace i-acyclique sont exacts.

b) Une variété topologique orientable est i-acyclique, si et seulement si, ses
complezxes fondamentaux sont exacts.

Les complexes fondamentaux sont donc des résolutions de §,,-modules et
permettent, lorsque H.(X) < oo, de réduire la détermination du polynome
de Poincaré et du caractére de la représentation de 8, sur Hc (A<, X™) a
ceux des espaces H.(A,X"™) pour a < /.

0.5. Les polynémes de Poincaré de Ay;X™ et de A¢,X™. Les re-
marques des premiers paragraphes, basées sur le scindage de la suite (1),
s’appliquent lorsque X est i-acyclique et donnent lieu a ’énoncé suivant.



Proposition (4.2.1). Si X est i-acyclique et que Ho(X) < 400, le polynome
de Poincaré P.(Fp, (X)) est le polynome

Pe(Fn (X)) =[] (P(X)(T) +i-T)

A partir de 14, le passage de F,,(X) & A;X™ est assez simple dans la me-
sure ou Ay X"™ admet une décomposition ouverte en parties homéomorphes
a Fy(X), indexée par les partitions de lintervalle [[1,m]] en ¢ parties non
vides. La proposition suivante établit alors que P.(A,X™) seul dépend de
P.(X), le lien étant donné par un certain polynéme « universel » de Z[P, T.

Proposition (4.2.5). Si X est i-acyclique et tel que H.(X) < +00, le polynome
de Poincaré P.(A¢X™) s’obtient en évaluant en P := P.(X) le polynome
homogéne de degré £ de Z[P,T] :

Q" (P.T) = |Be(m Hi P—i—zT)

Ici, Py (m) désigne l’ensemble des partitions de [[1,m]] en 0 parties non vides.

Le polynome de Poincaré de P, (A<, X™) est ensuite obtenu comme somme
alternée des P(H.(AyX"™)[a — £]), grace aux complexes fondamentaux.

Proposition (4.3.1). Soit X un espace i-acyclique. Le polynéme de Poincaré
Pe(AceX™) est le polynome homogeéne de Z[P.(X),T], de degré £, donné
par la somme alternée (cf. 2.3.3)

Pe(AceX™) = (=1 [Be—a(m)| - Pe(Fe-a(X)) - T

0<a</t

0.6. Le caractére de H.(A7,X™). Pour tout Z C X™ stable sous ’action
de 8, et tel que dim H.(Z) < 0o, on note X.(Z;1i) le caractére du 8,,-module
Hi(Z, Q). Les résolutions fondamentales donnent aussitot le résultat suivant.

Théoreme (5.3.3). Soit X un espace i-acyclique.
a) Le caractére X (Fp(X);1) du 8y, -module H:(Fp, (X)) vérifie
Xe(Fin(X);8) = Xo(X™11) + Xo(Agm—1 X™34)..
b) Le caractére X (A< X™;1) du 8y-module H:(AyX™) vérifie
Xe(AggX™i) = Y > (=1)* Indy" Xo(Fr_o(X);i —a).
0<a<t M€Y, o(m )

ot YVy_q(m) est l’ensemble des décompositions de m en £—a entiers posi-
tifs, et si A= (A1,..., A—q) = (d{*,....dm"), on a noté

G)\ = Nsm(?k)/?)\ = Smx s XSMT
ot Py = 8y, X --- X8, . estle firateur de \.



Le caractére X (A<, X™) apparait ainsi comme combinaison des caractéres
Xc(Fq(X)) pour a < £. D’autre part, le caractére X.(Fq(X)) est somme
de X¢(Aga—1X%), avec (donc) a — 1 < ¢, et de Xo(X?) = Xg, (He(X)®9),
caractére bien connu d’aprés Macdonald (|27]) (¢f. 10.5.4). On a donc tous
les ingrédients pour un algorithme de calcul des caractéres de H.(F,, (X)) et
H.(A2X™), a partir uniquement de la connaissance de X.(X*) pour £ < m.

Cette observation nous & conduit & introduire certains opérateurs d’induc-
tion dans les groupes de Grothendieck des catégories de représentations des
groupes symétriques

O, I : Ko(Mod(k[8/])) ~ Ko(Mod(k[8:]))
grace auxquels on a :

Théoréme 5.4.1-(a). Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oo.
a) Pour tout m >/ >0 et tout i €N, on a

) Xe(F(X)ii) = 30 O, (XX a))

i) Xe(AX™;4) = I (Zo<a<e O, (Xe(X i — a)))
i) Xe(AceX™50) = 3 (—1)" I b(z @ﬁ:g_a(XC(XZ_b_“;i—b—a))>

0<b<t 0<a<t—b

A partir de 1a nous avions deux voies de recherche, celle de I’étude de la
polynomialité des familles de caractéres {X(A;,—oX™,i)}m et celle de la
détermination explicite des caractéres X.(F,,(X)). Nous avons consacré les
sections 7-9 a la premiére question et la section 10 & la seconde.

0.7. Les familles de représentations {8,,: H*(A7m_qX™)}m. Dans
les recherches sur les espaces de configuration, bien de questions concernent
les familles dénombrables de tels espaces. Par exemple, le résultat pionnier
d’Arnold (1970 [1]) qui établit que pour i € N, la suite {Betti(Fy, (C)/Sm) }m
est stationnaire, et, bien plus récemment, celui de Church (2012 [7]) qui gé-
néralise le résultat d’Arnold et qui montre que ce sont plutdt les multi-
plicités des composantes irréductibles des représentations dans les familles
{8, : H (Fy, (X)) }sn qui sont stationnaires (7.4.1) lorsque X est une variété
différentielle connexe orientable et que dx > 2.

Les complexes fondamentaux sont particuliérement commodes pour abor-
der ces questions de nature qualitative. Ils nous indiquent aussi que la direc-
tion & suivre pour les généraliser doit concerner, pour a € N, les familles d’es-
paces de configuration généralisés {8,,: Az, X}y Les cas traités dans [7]
correspondant alors & a = 0. Les sections 7-9 sont consacrées a ces questions.
Nous y rappelons la théorie des FI-modules de Church-Frab ([10]) et nous
prouvons la généralisation suivante des résultats de Church.
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Théoreme (9.2.3). Soit X une pseudovariété i-acyclique, connexe orientable
et de dimension dx > 2. Pour a,i € N, la famille {8, : Hi\y (Av—aX™) b
est monotone pour m = t+a et est monotone et stable pour m > 4i+4a,
st dx = 2, et pour m = 2i+4a, si dx = 3. Les familles des caractéres et
des nombres de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales et la famille

{Bettil, (Arn_aX™/8m)}m est constante, sur les mémes intervalles.

L’idée pour y parvenir est la suivante. Pour chaque décomposition \ I 2a
en a parties non vides, et chaque m > 2a, nous notons A\ m la décomposition
de m définie par A et les (m—2a) singletons de [2a+1,m]. Nous remarquons
alors que lorsque m parcourt l'intervalle [[2a,+o0o[ les foncteurs d’induction
Indg’:\m de 5.3.3-(b) (p. 10) se recollent et définissent un foncteur « d’in-
duction » dans la catégorie de FI-modules

Ind) : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI])>2a .
La somme de ces foncteurs

1% .= Z}\Ha Ind) : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[F1]).,,

a alors la propriété fondamentale d’associer & {8y,—q: He(Fr—a (X)) }m—a, la
famille {8,,:Hc(Ay—qX™)}m, mais ce qui est vraiment important a com-
prendre, c’est la maniére dont I va modifier les « rangs de monotonie et
stabilité » (cf. 7.4.1) d’'un FI-module V := { ¢y, : Vi, = Vint1 }m. Notre prin-
cipal résultat concernant le sup de ces rangs, noté rgms(V), est le suivant.

Théoréme (8.2.2)

a) Le foncteur I*: Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FT]),, est covariant, additif, evact.

b) Si V est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module I*(V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a,2a).

c) On argms(I*V) < rgms(V) +4a et rgm(I*V) < rgm(V) + a.

Le théoréme 9.2.3 ci-dessus en est le corollaire premier.

0.8. Suites spectrales basiques. Dans le but d’étendre la portée du théo-
réme 9.2.3 aux espaces non i-acycliques, nous avons introduit « les suites
spectrales basiques ». Le chapitre 6 leur est consacré. Associée & un espace
localement compact M de dimension finie, elle converge vers Hpy (Fy, (M))
et a la propriété remarquable de ne faire intervenir que des espaces de confi-
guration associés a ’espace i-acyclique Mg := M xR.

Théoréme (6.5.2, 9.3.13-(b)). Soit M une pseudovariété orientée de dimen-
sion dpg. La suite spectrale IE;(U™) converge en tant que suite spectrale de

complezxes de S,,-modules vers le 8,,-module bi-gradué associé au S,,-module
gradué filtré Hegy(Fy,(M))[1—m].

11



PourieZ, on a :

FE,uU™)? = @ indi{: o ® H(Fpi1(Msg)) = Hiy(Fpn(M))
T7€T(p+1,m)

ot g=i+(m—(p+1)) et Q :=i—(m—(p+1)) (dp—1), ot T(p+1,m) est l’en-
semble des tableauz de Young a m boites et premiére colonne (m—p, ..., m),
et ou Hr est le stabilisateur de T dans Sp,_(p41)XSpy1 dont laction sur

H(Fpi1(Mso)) est tordue par la signature o de 8,,_(p41)-

Une propriété remarquable des suites spectrales basiques est qu’elles sont
compatibles aux morphisme d’image-inverse (6.7.1), ce qui nous a permis
d’étendre le théoréme 9.2.3 (p. 11), et donc celui de Church, aux pseudova-
riétés, en particulier, aux variétés algébriques complexes. L.’énoncé suivant
ne différe de 9.2.3 que par le fait que M n’est plus supposée i-acyclique et
pas la perte du rang de monotonie.

Théoréme (9.3.15). Soit M une pseudovariété connexe orientable de dimen-
sion dpy > 2. Pour a,i € N fivés, la famille {8, Hiy(Avp_aM™) )y est
monotone et stable pour m = 4i 4+ 4a, si dpp = 2, et pour m = 2i + 4a,
st dyg = 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti correspon-
dantes sont (donc) polynomiales et la famille {Bettily, (Aopm—oM™/8m) }m
est constante, sur les mémes intervalles.

0.9. Le calcul explicite du caractére de H.(F(X)). Dans la sec-
tion 10, on revient sur les espaces i-acycliques généraux. On y considére sui-
vant Macdonald (|27]), la « série des caractéres » de Z C X™ qui vaut

Xe(Z)(, T) =)

et on méne a terme le calcul des séries X¢(Fp,(X))(c, T') grace, notamment,
a lexactitude des complexes fondamentaux de X. On prouve le théoréme
suivant.

‘GZ(_l)i tr(a:HY(Z)) T, Va € 8y,

Théoreme (10.5.3). Soit X un espace i-acyclique. Pour a € 8, on a

Xe(Fo (X)) (e, T) = T ] @ <Zﬂ(g)xc(}igﬁ’m)ﬁ,
d=1

eld

ou (11,22 .. m*) F m est le type de la permutation o, o pu(_) est la
fonction de Mdébius et ot ()= est la factorielle décroissante (cf. 14.1).

0.10. Les polynémes de Poincaré des espaces quotients Fp,(X)/H.
Le théoréme précédent s’applique aussitot pour donner les dimensions des
sous-espaces invariants HE(F,,(X))H, quel que soit le sous-groupe H C §,,.
Les polynomes de Poincaré des quotients F,,(X)/H en résultent.
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La section 11 illustre le procédé en déterminant le polynéme de Poincaré de
Pespace des configurations « cycliques » CF,(X) := Fp,(X)/Cp,, ou Cp, :=
((1,...,m)) C 8, et celui de I'espace des configurations « non ordonnées »
BF,,(X) := F,(X)/8,. Pour X i-acyclique, on a les égalités suivantes.

—Théoréme (11.2.1) :

dlm eld

~Théoréme (11.3.1)

Pe(BF (X)) (-T)= ©— Z - H;”:1dxd<zﬂ(g)7zz()2)T(6—T€)>_d,
eld

Ai=(1%1,...;mXm )Fm

ou h)y, est le cardinal de '’ensemble des permutations de 8,, dont la décom-
position en cycles disjoints est de type X := (11 ..., m*™) F m.

0.11. Rangs de stabilité des familles {Betti’ , (Fyn(M))}m. Les for-
mules explicites de caractéres 10.5.3 (p. 13) permettent aussi de raffiner la dé-
termination des multiplicités de la représentation triviale dans Hgy (Fp, (X)).
A ce sujet, on démontre :

Proposition (11.5.3). Soit M une pseudovariété i-acyclique de type fini de
dimension dyg > 1 et telle que dim HIM (M; Q) < 1. Alors, pour i € N donné,
la famille {Bettil,, (BF,,(M;Q))}m pour la cohomologie de Borel-Moore est
constante pour m > 1.

Résultat qui s’étend au cas des pseudovariétés connexes orientées a l'aide
des suites spectrales basiques et donne la proposition suivante qui termine
la section sur les question de stabilité.

Proposition (11.6.1). Soit M est une pseudovariété conneze orientée. La fa-
mille {Bettily (F (M)} est constante pour m > 2i, si dy = 2, et pour
m =1 st dy = 3.

0.12. La dégénérescence des suites spectrales de Leray. Pour a,b € N,
notons m, : X% — X la projection sur les a derniéres coordonnées. Sa
restriction & Fyy (X)) est la fibration 7, : Fyyq(X) — Fo(X) (%) de fibres de
la forme X ~ a ou a désigne un sous-ensemble de X de cardinal a.

Lorsque X est i-acyclique et que H¢(X) < 400, 'expression du polynéme
de Poincaré de la proposition 4.2.1 (p. 9) montre que 'on a

Pe(Fota(X)) = Pe(Fo(X)) - Pe(Fo(X ™ a)),

3 Généralement non localement triviale, sauf si X est une variété topologique.

13



ce qui suggére une certaine forme de trivialité cohomologique pour la fibra-
tion m,. C’est en effet le cas et c’est le sujet de la section 12.

Notons, plus généralement A%Xm, pour 0 < a < ¢ < m € N, l'ouvert
des m-uplets de A7, X" dont les a derniéres coordonnées sont deux a deux
distinctes, soit :

ARX™ = AgX™ N (X 9% Fo(X)) .
La section 12.4 est consacrée a 1’étude des suites spectrales de Leray associées
a l'application 7, : A5)X™ — F,(X) dont la fibre au-dessus de 7 € F,(X)

est A9(X™ %xZ). Cela nous a emmené a nous intéresser également a la

cohomologie a support 7,-propre que nous notons Hﬂy(A[z]Xm), et aussi
aux faisceaux de cohomologie & support m,-propre :

r(AFpX™) = R'mqr (kpje) xom )

Le principal résultat concernant ces faisceaux est le suivant.

Théoréme (12.3.2-(c)). Si X i-acyclique et localement connexe, les faisceaus
i

L (AF)X™) sont constants sur les composantes conneves de Fo(X).

A partir de 1a, étude des suites spectrales de Leray pour les cohomolo-
gies Ho(AY)X™) et Hn(A§)X™) se simplifie et nous montrons le théoréme
suivant.

Théoréme (12.4.9). Soient a < ¢ < m € N. Soit X un espace i-acyclique
localement connexe. Notons

(B (AYX™)e,dy) et (B (A9X™), d,) (E,).

les suites spectrales de Leray associées a my - A%Xm — Fo(X) qui convergent
respectivement vers He (A% X™) et Hn(A5)X™). On a :
{m(AEﬁ‘éxm)c ~ HE(Fy(X)) @ HY(F) = HPI(ALX™)
(A5 X™)rt ~ HP(Fo(X)) @ HE(F) = HJ (A7 X™)

ot F est une fibre quelconque de m,. Les suites spectrales (IE,) sont dégéné-
rées, i.e. d, = 0 pour r > 2.

0.13. Exemples et contre-exemples d’espaces t-acycliques. La sec-
tion 13 est un appendice destiné a donner des exemples d’espaces i-acycliques

et des contre-exemples & certaines propriétés les concernant.
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1. Espaces i-acycliques
1.1. Généralités sur les espaces topologiques considérés

Dans ce travail, on entend par espace (topologique) tout espace X, Y, Z, ...,
métrisable, localement compact et dénombrable a l'infini. De tels espaces
sont alors a base dénombrable, séparables et (totalement) paracompacts.
Tout fermé et tout ouvert de X est alors également métrisable, localement
compact et dénombrable & l'infini. Les pseudovariétés (dénombrables a I'in-
fini), en particulier les variétés algébriques complexes, constituent une large
famille d’exemples de tels espaces.

1.1.1. Cohomologies. On désignera par k un corps de caractéristique ar-
bitraire sauf mention explicite du contraire. On note k le faisceau constant
sur X de fibre k, puis Mod(k ) la catégorie des faisceaux de k-espaces vec-
toriels sur X. Les espaces de cohomologie respectivement : ordinaire, a sup-
port compact et a support dans une partie localement fermée Z C X, notés
H(X;k), H.(X; k), et Hz(X, k), sont les foncteurs dérivés des foncteurs de
sections globales

I'(X;_ ), Ie(X; ), I'z(X;_) : Mod(ky ) — Vec(k).

On a donc
HY(X;k) = RiF(X;ﬁx), HY (X k) = ]RiFC(X;EX),
H%(X; k) := RiFZ(X;ﬁx) .

1.1.2. Résolution #-molle canonique. La résolution du faisceau constant
k de référence sera celle des faisceaux de « germes de cochaines d’Alexander-
Spanier de X » (%), noté (A®(X; k), d,). Les faisceaux A’ (X; k) sont $-mous
pour toute famille parac&npactiﬁante & (loc.cit.), ils sont donc rx, ),
I.(X;_ ) et I'z(X,_)-acycliques. Le complexe des cochaines d’Alexander-
Spanier

0 — ky — A%(X; k) 25 AN (X k) -2

est une résolution @-molle de ﬁX et l'on a
HY(X;k) = h(I'(X;A%(X5k))), HUX;k):=h'([.(X;A%(X;k))),
Hy(X; k) := b (Iz(X;A°(X3 k) -

1.1.3. Notons (X(X), C) la famille des parties compactes K C X munie de
I’ordre d’inclusion. Le morphisme naturel en homologie singuliére

b ey He (K k) = Ho (X k)

4120], §2.5, exemple 2.5.2, p. 134, puis §3.7, exemple 3.7.1, p. 157.
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est un isomorphisme et induit (par dualité vectorielle) 'isomorphisme de
cohomologies ordinaires

qui fait correspondre a une classe de cohomologie w € H* (X, k) la famille de
ses restrictions {w| € H*(K,k)} gex(x)-

De maniére duale, nous disposons pour chaque K € K(X) d’un morphisme
naturel en cohomologie Hj, (X, k) — H¥(X, k). La limite inductive de ces
morphismes

h_rn>K€IC(X,k)H}k(<X) — HZ (X, k)

est alors aussi un isomorphisme.

N

1.1.4. Suite exacte longue de cohomologies a4 support compact. Si
X = U U Z est une partition en parties respectivement ouverte et fermée,
dont on note j: U — X et i : Z — X les inclusions, on dispose de la suite
longue de cohomologie a support compact

Ho(U) 25 Ho(X) -5 Ho(2)—
ou ji est le « prolongement par zéro » et i* est la « restriction ».
1.1.5. Isomorphismes de Kiinneth. Sip: XXY - Xetqg: XXY =Y
sont les projections canoniques, les morphismes
®: AY(X; k) @ AN(Y; k) — ATTN(X XY K)

induits par le cup-produit de cochaines X : a® +— a® S = p*(a) Ug*(P)
induisent des isomorphismes gradués (°)

H(XXY)~ H(X)® H(Y) et Hi(XxY) ~ H.(X) ® H.(Y).

Le cup-produit en cohomologie résulte alors du morphisme de restriction
a la diagonale, soit des composées

U: HX)® H(X) - H(XxX) 2% H(Ax)

U Ho(X) ® Ho(X) -2 Ho(XxX) X5 H.(Ax)

1.2. Espaces i-acycliques et U-acycliques

1.2.1. é-acyclicité. Pour tout espace X, on notera ex : He.(X) — H(X) le
morphisme induit par l'inclusion It (X;_) C I'(X; _). L'image de ex dans

® L’isomorphisme de Kiinneth en cohomologie ordinaire exige une hypothése de finitude
de cohomologie sur I'un des deux espaces.
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H(X), notée H|(X), est « la cohomologie intérieure de X », on pose donc
H\(X) :=im (ex : Ho(X) — H(X)).
On dira que X est « i-acyclique » lorsque H,(X) = 0.

1.2.2. (Totale) U-acyclicité. Le plongement diagonal dx : Ax «— X xX
induit des morphismes de restriction rendant commutatif le diagramme :

Ho(X) © Ho(X) 23 Hy(XxX) — H(Ax)
\ \ \

ex Xex EXxX €Ay
I i} & st
H(X)® H(X) —— H(XxX) —— H.(Ax)

On dira que X est « U-acyclique » lorsque 6% : Ho(XxX) — H.(Ax) est
nul, autrement dit, lorsque le cup-produit U : H¢(X) ® Ho(X) — H(X) est
nul. Plus généralement, X sera dit « totalement U-acyclique » lorsque le cup-
produit U: H¢(X) ® He.(U) — H.(U) est nul pour tout ouvert U C X.

1.2.3. Premiéres propriétés d’espaces i-acycliques

La condition d’i-acyclicité est une condition de non compacité, aussi, son
étude nous place d’emblée dans un cadre assez éloigné des espaces compacts.

1.2.4. Proposition

a) Un espace contractile non compact est i-acyclique.

o

O

)

) i-acyclique= totalement U-acyclique.

) Sur une variété topologique orientable, i-acyclique < U-acyclique (°).
)

[o¥)

Un ouwvert U d’un espace i-acyclique X, est i-acyclique. Et de méme en
remplagant i-acyclique par totalement U-acyclique.

e) Un produit cartésien X XY est i-acyclique si et seulement si l'un des
facteurs l’est.

Démonstration. (a) Comme X est contractile, H*(X) = 0 pour i > 0 et
comme X est connexe non-compacte H2 (X) =0, dans tous les cas H} (X) =0.

(b) Si w et w sont des cocycles a support compact d’un espace i-acyclique,
on a w = da pour une certaine cochaine « (& support fermé), mais alors
wUw =daUw =d(aUw) ot aUw est clairement a support compact.

(c) Supposons que pour w € H.(X) on ait ex(w) # 0. Il existe alors, par
dualité de Poincaré, une classe w € H.(X) telle que [y wUw = 1, mais alors
wUw # 0 dans H.(X) et X n’est pas U-acyclique.

5 Voir 13.10, p. 193, pour un contre-exemple si la variété n’est pas orientable.
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(d) Résulte du fait que ey : Ho(U) — H(U) est la composée de

H.(U) €U H(U)
H(U) -5 H.(X) =5 H(X) - H(U)
ol ) désigne le prolongement par zéro et r est le morphisme de restriction.

(e) La condition est suffisante d’aprés le factorisation de Kiinneth :

H.(XXY) exxy — H(XXY)

H I

ex Qey

H(X)® H(Y) —— H(X)® H(Y)

ot k(a® B) = pk(a) Upy (B). La nécessité résulte de Uinjectivité de k. O

1.3. Caractérisations de la i-acyclicité

1.3.1. Théoréme. Pour un espace X, il y a équivalence entre

a) X est i-acyclique.

b) Pour tout espace Y et toute application continue f :Y — X, le mor-
phisme image-inverse f*: Ho(X) — H(Y) est nul.

c) Pour tout espace compact K et toute application continue f: K — X, le
morphisme image-inverse f* : Ho(X) — H(K) est nul.

d) Etant donnés Z et Y et une application continue f : Z — X xY, notons
p2: XXY =Y, (x,m) — m, puis fo :=pyo f. Soit j: V=Y un plonge-
ment ouvert, notons fy: f~H(V) — V la restriction de fa, et considérons
le diagramme commutatif suivant

[t (V) s Z —f— XXY
N
13 f2 D2
o Vbjg Y.
Alors, si f et f sont propres et si ji:Ho(V)—Hc(Y) est surjective, on a
(f*: Ho(XXY) = Hc(Z)) =0.

Démonstration. (a<>b) Evident. (a<>c) Le morphisme f* : H.(X) — H(K)
se factorise & travers ex puisque 'on a le diagramme commutatif

H.(X)—f— H.(K)

x| |

H(X) —f*— H(K)

L’implication a=-c en résulte. Réciproquement, soit (K(X), C) I'ensemble des
parties compactes de X, ordonné par inclusion. La famille des morphismes

H(X) 2 m(x) — 2 (k)
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avec K € IC(X) induit alors un morphisme sur la limite projective

€ hm ()l

dont la composée est nulle lorsque (b) est vérifié. L’espace X est donc i-
acyclique puisque le morphisme (@(7)\ K est bijectif.

(a=d) Soient p; : XxY — X la projection canonique et f; := p; o f.
Pour prouver (d), il suffit, par Kiinneth, de montrer que pour tous cocycles
a support compact w € Z.(X) et w € Z.(Y), le cocycle

fiwU fyw € Z(Z). (%)
est la différentielle d’'une cochaine a support compact de Z.
Or, il existe par hypothése 7 € Z.(V') qui représente w dans H.(Y). On
peut donc remplacer dans (x) fyw par f37, et affirmer que f57 est & support
compact dans f, '(V') donc dans Z.

Cela étant, comme X est ¢-acyclique, on a f{w = da pour une certaine
cochaine « de Z (& support non nécessairement compact), et alors

fiwU far =d(aU f37),

ot U f57 est une cochaine & support compact de Z puisqu’il en est ainsi
de fi7. Par conséquent, f*(w®w) =0 € H.(Z).

(d=-c) Dans (d), on prend Z compact, Y := {pt} et V:=Y. O

1.3.2. Complémentaires des parties finies d’un espace i-acyclique.
Pour a € N, la notation « X ~ a » sera un raccourci pour « X privé de a
points ». On rappelle qu’en dehors du cas ou X est une variété topologique
connexe de dimension > 1, le type d’homéomorphie de X ~ a dépend des
points qu’on enléve. Cependant, lorsque H?(X) =0, p.e. si X est i-acyclique,
la suite 0 — Hc(F)[—1] — Ho(X N~ F) — H.(X) — 0 est exacte pour tout

F C X fini, et la famille {Betti’ (X ~ F)};cn, et donc le polynéme de Poincaré
Pe(X ~ F) pour la cohomologie a support compact, seul dépendent de #F.

1.3.3. Trivialité de la monodromie. Lorsque X est un espace i-acyclique
localement conneze, la remarque précédente peut étre raffinée pour montrer
I'existence d'une action par monodromie de Iy (F,(X), Z) sur H. (7, (7)) ot
Ta : F14a(X) — Fo(X) est la projection sur les a derniéres coordonnées, et
ce, méme lorsque cette projection n’est pas localement triviale. Pour le voir,
considérons dans un premier temps le cas ot a = 1.

Notons K(C) la famille des parties compactes et connexes contenues dans

une composante connexe C de X. Etant donnés z € Z € K(C), on dispose
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du morphisme naturel de suites exactes courtes

0—— H(Z)[-1]| — H (X ~Z) —— H.(X) ——0
P(Z)zl p(Z)l H (0)

0—— He(z)[-1] —= Ho (X ~2) —— Ho (X)) —— 0

ot le prolongement par zéro p(Z) est bijectif en degrés cohomologiques i < 1
et induit pour ¢ > 2 I'isomorphisme canonique :

~ H{(X~Z) ~
p(2): Hé_l(Z))

Cette construction est naturelle par rapport a 'inclusion de compacts et font
de K(C) un systéme inductif filtrant dont la réunion recouvre X tout entier.
On en déduit un isomorphisme canonique
. H{(X~Z)
ﬂZefK(C) Hcifl (Z)

H{(X~z), VzeZ.

“sHI(X~z), VzeC,
dont on conclut que I'isomorphisme
N2y = (P(Z)y 0 p(Z); 1) : Heo(X N ) = Ho(X N y)

est indépendant du compact connexe K O {z,y} C C. En particulier, une
application continue v : [0, 1] — X détermine I'isomorphisme

¢y = S(1([0, 1))y (1) 1(0) = He(X ~7(0)) = He(X ~v(1))  (00)

qui seul dépend de extrémités de . C’est I'action par« monodromie le long
du chemin ~ », et elle est clairement triviale lorsque v(0) = v(1).

Ces remarques se généralisent a tout a € N.

1.3.4. Proposition. Pour a € N, soit mg : F144(X) — Fo(X) la projection
sur les derniéres a coordonnées. Lorsque X est i-acyclique, il existe pour tout
T € F,(X) une action par monodromie de 111 (Fy,T) sur Ho(n;1(Z)). Cette
action est triviale.

Indication. Commencgons par justifier I’existence de ’action par monodromie.
Soit ¥ := (V1,...,%) : [0,1] — F,(X) une application continue. Par com-
pacité, il existe une famille finie T:={0=to<t;, - -<t,=1} telle que pour
chaque 0 < s < r la famille {Z(s)r := & ([ts, ts+1]) }1<k<a, €St constituée de
parties compactes connexes deux a deux disjointes. Notons Z(s) := J, Z(s)x
et reprenons le diagramme (o) pour z := {2 € Z(s);}x, on a

0—— He(Z(s))[-1] —— H(X ~Z(s)) —— H.(X) ——0

P(S)zl P(S)l H (0s)

0—— @D, He(2x)[—1] —— Ho(X ~2Z) —— H(X) —— 0
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ot le prolongement par zéro p(s) est un isomorphisme en degrés < 1 et induit
pour ¢ > 2 I'isomorphisme canonique :

p()HH(X(ZZ(()))) SVHIX ~2), Vze Z(s)ix-xZ(s)a,

d’ou I'isomorphisme
¢s = P(s)i(tsﬂ) o P(S)%(lts) P H(X N F(ts) = Ho(X N F(ts41)) -

La composée des ¢ est « Iaction par monodromie le long du chemin 7 »

¢y He(X ~7(0)) = He(X~7(1)),

dont on vérifie aisément qu’il ne dépend que de % et non pas de la famille 7.

Montrons maintenant, par induction sur a, que ¢5 seul dépend des extré-
mités de 7. Lorsque a = 1, c’est I'indépendance (o). Dans le cas ou a > 2,
notons 7' := (y1,...,%-1) le chemin dans F,_;(X). La naturalité de la
construction de 'action par monodromie donne lieu & un morphisme des
suites courtes, extraites de suites longues de Mayer-Vietoris,

0— He(X ~5(0)) — Ho (X ~7(0)) & Ho (X ~74(0)) — Ho(X) — 0

] o] e

0— H (X ~7(1)) = H (X 7' (1)) ® Ho (X ~7,(1)) — Ho(X) —0

ot les lignes sont exactes puisque X est i-acyclique. Comme ¢5 et ¢, seul
dépendent de leurs extrémités par hypothése de récurrence, on conclut qu’il
en est de méme pour ¢x. U

1.3.5. Commentaire. Nous verrons lors de ’étude des suites spectrales de
Leray associées a 'application 7, : Fo(X) — Fo(X), que la trivialité de
l’action par monodromie est vraie aussi pour b > 1 (c¢f. 12.3.3).

2. Espaces de configuration généralisés

2.1. Définitions et notations. Nous rappelons quelques notations habi-
tuelles et introduisons d’autres nouvelles.

N-1) Pour tout £ € N et pour tout sous-ensemble Z C X™, « I'ensemble de
configuration généralisé dans Z pour le cardinal < £ (resp. = {) », est
AgZ :={(z1,...,2m) € Z | Card{z1,...,2m} < {},
NZ = {(z1,...,2m) € Z | Card{z1,...,2m} = {}.

> La notation A9y désignera I'un quelconque de ces opérateurs.

>Sim>0onaApX™=0,si0=¢=monalAypX"={e} etsimecN
et £ < 0ona ApX™=0.
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N-2) L’« espace des configurations (ordonnées) de n éléments de X », tra-
ditionnellement noté F,,(X) est :

Fpo(X):=A,X",sim>0, FyoX)={pt}.
N-3) Pour Z C X™, et 0 < a € N, on note
Z9 = Z N (XM "% F, (X))
={(z1,...,2m) € Z | Card{zm—a+1,---,2m} =1i}.
N-4) Pour 0 < a < m € N, on note
o = X" — X%, (resp. p, = X" — X9)

la projection sur les a derniéres coordonnées 7, (%) := (Tm—q+t1s-- - Tm)
(resp. les a premiéres coordonnées 7, (Z) := (x1,...,2,)) . Les restrictions
de m, seront notées par abus de la méme maniére, par exemple dans
I’écriture, pour tout Z C X™,

7o 2 2 — Fo(X).

2.1.1. Convention. Lorsque la référence a X sera superflue elle sera parfois
omise et les notations A2 X™ et Fp,(X) seront abrégées en A% et Fy,,.

2.1.2. Topologie et caractéristique d’Euler. Lorsque X est un espace
topologique, X™ est muni de la topologie produit et tout Z C X™ de la topo-
logie induite. Pour ¢,m € N, et Z C X™, 'espace A<¢Z admet la décompo-
sition en parties respectivement ouverte et fermée A<yZ = AyZ U Ay 1Z,
d’ott la suite exacte longue de cohomologie a support compact que l'on ren-
contrera fréquemment dans ce travail

o= HI(AZ) — H (AwZ) - HI (Agy1Z) — -+ - .
Dans le cas ott Z = X xF,,_1(X), on obtient
oo > HY (Fip(X)) = HY (XX Fpo1 (X)) = HX (A (XX Fpp—1(X))) — - -

ot Ay (X XFp,—1(X)) est la réunion disjointe de m—1 copies de Fy,—1(X),
ce qui permet une récurrence pour la détermination de la caractéristique
d’Euler de F,,(X), la proposition suivante en découle aussitot.

Proposition (4.2.1). Supposons que Hc(X) < +oo et notons Xc(Fp, (X))
la caractéristique d’Euler de la cohomologie 4 support compact de F,(X).
On a

Xe(Fn(X)) = [ X(X) — .

En particulier, on a la série génératrice

m

Zm>0 Xe(Fm (X)) = =(1+ t)XC(X) )

m)!
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2.1.3. Remarque. On trouve cette série génératrice déja dans Félix-Thomas
([15], 2000) pour la cohomologie ordinaire et lorsque X est une variété topo-
logique orientable de dimension paire (cas auquel X (X) = X(X)).

2.2. Fibrations des espaces de configuration généralisés

Le contenu de cette section n’est pas indispensable au reste de ce travail.
La proposition suivante généralise le théoréme de trivialité locale de la pro-
jection 7y : Fpyq(X) — Fo(X) de Fadell et Neuwirth ([13]).

2.2.1. Proposition. Si X une variété topologique et a < £ < m, l'application
To t A X™ — Fo(X)
est une fibration localement triviale.

Démonstration. Soit G le groupe des homéomorphismes ¢ : X — X dont le
support |¢p| := {z € X | ¢(x) # =} est compact. Soit dx : XxX — R une
distance. Munissons G de la distance dg(¢, ¢') := sup,ex dx (¢(x), ¢ (z)).
Le groupe G, muni de la topologie associée a dg, est un groupe topologique
et pour chaque x € X, 'application d’évaluation

evy : G—= X, ¢ ¢o(x)
est continue.

Pour T € F,, notons IB(Z, €) le produit des boules ouvertes [[7_; B(z;, €).
Pour € > 0 assez petit, on a IB(Z,¢) C F, et 'application [[ev,, : G — F,
admet des sections locales continues o : IB(T,¢) — G, soit

o [Teve,
oc(y)(Z) =19, B(z,e G F,
A

L’application

avec w = (f7 La+1y--- 7$m) et O'(Zj)(@) = (277 U(g)($a+1)a s 70-(37)(:Em)) est
alors un homéomorphisme et une trivialisation de 7, au-dessus de IB(Z,¢).

De maniére entiérement analogue, 'application

B(Z,e)xm, ' (Z) — 7, L(IB(Z,€)) C Fypia(X),
yxw — a(y)(w)

est une trivialisation locale de 7,. La fibre 7, 1(Z) est canoniquement ho-
méomorphe au sous-espace Fy(X ~ ) C X°. (]
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2.2.2. Remarque a propos des fibres de m,. Si X est une variété topo-
logique connexe de dimension > 1, il existe des homéomorphismes ¢ : X — X
tels que ¢(T) = 7, et les fibres de 7, : AZ]ZXW — F, sont deux a deux ho-
méomorphes (cf. 1.3.2). Par contre, si X n’est pas connexe, cette propriété
peut étre en défaut. Par exemple, si X = U U V est une réunion disjointe
d’ouverts non vides, les fibres de ma : F3(X) — Fa(X) en (z,y) € Fa(X) sont
de la forme :

U\{z,y} UV, UUV\{z,y}, U\{z}UV\{y}

suivant que (z,y € U), que (z,y € V), ouque (z € Uet y € V).

Il est facile de trouver des exemples pour U et V tels que, non seulement
il n’y a pas d’homéomorphisme entre ces trois types de fibres, mais il n’y
a pas, non plus, d’isomorphisme entre leurs cohomologies. Lorsque X est i-
acyclique de type fini (7), la situation change puisque les nombres de Betti
des fibres sont constants (1.3.2). Par exemple, si U = R? et V = RxS!, on
a Ho(m; (u,v)) = k(0)? @ k(1)3 quel que soit (u,v).

Dans ce cas, les algébres de cohomologie & support compact H. (7, *(u,v))
sont isomorphes, mais pas les algébres de cohomologie ordinaire qui valent
EX,Y] k[Z]

(X,Y)? ~ (2)?
k[X,Y, Z]
(X,Y, Z)?

H(U~A{u,v}) @ H(V) =

H(U)® HV~{u,v}) =k®

et ol I'on remarque que dans la premiére Annulyo (H') = 0, tandis que dans
la seconde Annulyo(H') = k- (1,0).

Tout ceci indique que méme dans le cas ot X est une variété topologique
i-acyclique, les monodromies des systémes locaux :

w! E g

H(AX™) = Ry g

{ L(AYX™) = R'ma k
de fibres respectives H.(m,'Z) et H (7w, 'Z) (en dualité), ont peu de chances
d’étre triviales sur F,(X) tout entier. On verra dans la section 12.3, consa-
crée a leur étude, que ces faisceaux sont néanmoins constants sur toute com-

posante connexe de F,(X) (¢f. comm. 1.3.5 et th. 12.3.2-(c)).

2.3. Sous-espaces Fy(X) et décomposition de A, X™

2.3.1. Partitions d’un ensemble. Pour tout ensemble F et tout £ € N, on
note P, (F) 'ensemble des partitions de E en ¢ parties non vides. On pose

ensuite P(E) = Jpeny Be(E).

"On dira que X est de type fini lorsque H.(X) et H(X) sont de dimension finie.
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Une partition p € P définit une relation d’équivalence ‘?’ sur E par

(zyy) e @lep)z,yt ).

Pour tout m € N, on note Py(m) := P([1,m]).

2.3.2. Les sous-espaces Fy, (X). Sip € Py(m), on notera Fy,(X) I'ensemble
des m-uplets (21, ..., Zm) tels que (z; = ;) < (i er). On a Fy(X) ~ Fy(X).

2.3.3. Proposition. Pour 0 < £ <m €N, on a la décomposition ouverte :
ApX™ = F,(X
¢ ey, B0 (%)
(cf. notation 2.1-(N-2)) ot ou Fy(X) ~ F¢(X). En particulier,
HC(Ang) - HC(FE(X))WZ(m)‘ )

ot le nombre |Pe(m)| est le nombre de Stirling de seconde espéce (cf. 14.4) :

elm)| = {7 =5 S0 (),

De plus,

a) Si {Cq}acu est la famille des composantes connezes de X. On a la dé-
composition en parties ouvertes

F(X)= [[ F(Cox---xCy)= ][] I Fe ' (), Ca).

e1,0]—A e:[1,]-A acim(e)

b) Si X est une variété topologique connexe de dimension > 1, l’espace
Fy(X) est connexe et la décomposition (x) est la décomposition de Ay X™
en composantes connezes.

2.4. Sur la dimension cohomologique et la finitude de A7, X™
2.4.1. Définition. La « dimension cohomologique d’un espace X (sur k) »,
notée dx := dimg,(X), est la borne supérieure des d € N pour lesquels il
existe un ouvert U C X tel que HY(U; k) # 0 (cf. [4] V, prop. 1.16, p. 55).

2.4.2. Proposition. Soient 0 < £ < m € N. 57 X est respectivement locale-
ment compact, localement connexe, contractile, il en est de méme de A7pX™.
De plus,

a) Le sous-complexe (2%, de) := T<iy (A*(X; k), dx) du complexe des germes

de cochaines d’Alexander-Spanier, a savoir

O = AN(X k), QF =ker(dy), Q™ =0,
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est une résolution c-molle de ky . Pour toute partie Y C X localement
fermée, les compleves I'(Y; (2%, de)) et I(Y;(2%,ds)) calculent res-
pectivement H(Y; k) et H.(Y; k).

b) On a dime, (A2, X™) = ldx .
c) Sidimy He(X; k) < 400, on a dimg H. (A7 X™; k) < +00.

Démonstration. (a) Voir [4] V, §1.14 (p. 55) ou [24] exercice I1.9 (p. 132).

(b) Par induction sur m. Le cas m = 1 étant trivial, supposons ’assertion
établie pour tous £ < m/ ot m/ < m. Sif < m+1, la description de A, X™t!
en termes de Fy(X) (2.3.3), donne aussitot dimg, (A, X™H) = £dx.

Supposons maintenant que dime,(Acp 1 X™1) = (/—1)dx et prouvons
que l'on a dimg, (A<, X™ 1) = £ dx. Pour tout ouvert U C A, X" on a
la suite exacte longue

s BTN U N A X™Y) = HYU N AX™Y — HY(U) — -+ (%)
Alors,

~sif{<m+1,ona HY(U) = 0 pour tout d > £dx et tout ouvert U,
de sorte que dimg, (A<, X™ ) < £dx. D’autre part, on a aussi £ dx =
dimey, (A, X™H) < dimg, (A X™H), et 'égalité annoncée s’ensuit.

—sif=m+1,0na A1 X = X" et dimg, (X)) = (m+1) dx.
Ce résultat reporté dans (x) donne 'égalité dimep, (A1 X™H) = m+1.

(c) On raisonne par induction sur £. Si ¢ < 1, Passertion est claire, quel
que soit m € N. Dans le cas général, on suppose la proposition établie pour
¢—1 et tout m € N. Par la suite exacte longue (2.1.2)

— HX(A¢X™) - HI (A X™) - HI (Agp—1 X™) —,

on a dim H. (A<, X™) < +o00, si et seulement si, dim H.(A;X™) < 400,
donc, si et seulement si dim H (Fy(X)) < 400 (2.3.3). Or, 'utilisation de la
suite exacte longue

— H} (Fy(X)) —» H}(X)® — H} (Agp1 X)) —,

associée & la décomposition X = Fy(X) U A<, X*, montre qu'une condi-
tion suffisante pour dim H.(F;(X)) < +oc est que dim H. (A<, 1 X*) < +o0,
ce qui fait partie de I'hypothése inductive. U

3. Théorémes de scindage et complexes fondamentaux

3.1. Théoréme de scindage pour A, X™

Dans ce travail, en parlant d’une suite exacte longue, on dira qu’elle est
« scindée » lorsque un morphisme sur trois est nul. La suite exacte longue se
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scinde alors en une famille dénombrable de suites exactes courtes.

st Yo o e Qs o os Qs

s Ot CO— Cl —» C? C3— Ct—» C° CO— ..
Le théoréme suivant donne les deux résultats de scindage de suites longues
de cohomologie & support compact qui ont motivé notre intérét pour les

espaces i-acycliques. Nous verrons que lorsque X est localement connexe, un
tel scindage est intimement lié & la dégénérescence des suites spectrales de

Leray (cf. 12.3.2) associées aux fibrations m, : A} X™ — F,(X) de 2.2.

3.1.1. Théoréme de scindage pour A, X™

a) Pour m € N, si X est i-acyclique, le morphisme de restriction
H (XX Fp(X)) = He(Agn (XX Fp(X))) (1)

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
XXFy = (Fp1(X))U(Agn (XX Fp,)) est scindée et la suite extraite :

0— Ho(Fp(X)[-1]" = Ho(Frt1(X)) = Ho (X xFp (X)) — 0,

est exacte.

b) Pour 0 < ¢ < m €N, si X esti-acyclique, le morphisme de restriction
Ho(AgeX™) — Ho(Agp1X™) (11)

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
(A X™) = ((AeX™)) U (Agp—1X™) est scindée et la suite extraite :

0— Ho(Agy—1 X™)[—1] = Ho(AyX™) = Ho (A X™) — 0,

est exacte.

c) Si X est une variété topologique orientable, la i-acyclicité de X est une
propriété équivalente a celle de l'annulation des morphismes (1) et (11).

Démonstration. (a) L’ensemble A<y, (X XFy,) est celui des (m+1)-uplets

d’éléments de X de la forme (y,z1,...,%m,) avec x; # xj si @ # j et ol
y € {x1,..., 2y }. On comprend donc que dans le diagramme commutatif
Acmn(XXFp,)—f— XX Fy,
- .y Flm
m

ou f est I'inclusion fermée, 'application fo := po o f est un revétement tri-
vial & m nappes. Les hypothéses de 1.3.1-(d) sont clairement vérifiées et le
morphisme (I) est bien nul.
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(b)Sif=1,ona A X" ~ X et Aco X" = {pt}, donc ({f) est immédiate.
Nous sommes ainsi réduits aux cas ot £ > 1. On raisonne par récurrence pour
m > 2. Supposons 'assertion établie pour (m—1), et soit 1 < ¢ < m. Par la

factorisation : A’&fl C XXAZ“[}l C Ag‘g, P’assertion résulte de montrer

que le morphisme de restriction HC(XXA’gZill) — H(AZ,_;) est nul. On

considére pour cela le diagramme commutatif

fo AT AT, S XXATY

~ ~
p:
fQ\’L m—1 fQ\ %—i
AV gyﬁAg_l

ou f est l'inclusion (fermée) et j est 'inclusion (ouverte).

La restriction f5 de fa := pa o f est propre. En effet, f;l(AZn:ll) est l'en-
semble des m-uplets (y,x1,...,Zm—1) € A}, tels que #{z1,...,xm_1} =
(-1 ety e {x1,...,2m-1}, de sorte que f} est une fibration trivial a £—1
nappes au-dessus de chaque composante ouverte F, de A}*7' (2.3.3-(b)).
Comme ¢—1 > 1 le morphisme ji : Ho(A7*]") — HC(AZL@:ll) est surjectif par
hypotheése de récurrence. Ainsi, toutes les conditions d’application de 1.3.1-
(d) sont vérifiées et f* = 0. Le morphisme (1f) est donc bien nul.

(c) En prenant m = 1 dans (a), ou m = £ = 2 dans (b), 'espace X est
U-acyclique donc i-acyclique d’aprés 1.2.4-(c). O

3.1.2. Remarques sur le théoréme de scindage

a) Les preuves des assertions 3.1.1-(a,b) montrent aussi l'exactitude des
suites courtes

0— H(AnZ)[-1]" = Ho(Aps1(XXARZ)) — H (X XARZ) = 0
0— H(A<p—1Z)[-1] —> H(A¢Z) — H (A Z) — 0,

ou Z C X™ est de la forme Y1 x -+ xY,, ou 'ensemble {Yi,..., Y}
est totalement ordonné par la relation d’inclusion et ou les Y; sont des
sous-espaces i-acycliques de X.

b) Dans (b), 'hypothése ¢ < m est nécessaire. En effet, lorsque ¢ > m, on
a Ay 1 X™ = Ay X™ = X™ et le morphisme ({I) est I'identité. Dans
un tel cas, on a aussi Azn__ll = () et Pargument & la fin de la démonstra-
tion précédente, basé sur la surjectivité de jj, ne s’applique pas. (Cette
remarque est un rapport avec la remarque 3.3.2.)

3.1.3. Remarque et corollaire. Notons X le complémentaire dans X d’un

singleton {e}. Lorsque X est i-acyclique, il en est de méme de X et nous
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avons grace a 3.1.1-(a) un morphisme de suites exactes courtes

0= He(Fyn (X)) [~ 1™ = He(Fin1(X)) = Ho(X) © Ho(Fp(X)) =0

! ! !

0— He(Fp(X)[-1]™ = He(Frpy1(X)) > Ho(X) ® He(Fpo (X)) — 0

qui permet de montrer, par induction sur m > 1, que le prolongement par
[¢]
zéro0 He(Fp, (X)) — He(Fp, (X)) est un morphisme surjectif.
Notons aussi que

Fin(X)~ Fu(X) =[] Fi*(X) = F},(X),

1=1,....,m

ot F©=*(X) désigne 'ensemble des T € F,,,(X) avec ; = o. On a une iden-
tification évidente F'—*(X) = Fm,l(}%) et Fp,(X) N Fp, ()%) se voit comme
réunion disjointe fermée de m copies de Fm_l()% ). On a ainsi montré le co-
rollaire suivant (utilisé dans 10.6.1).

Corollaire. Si X est i-acyclique, la suite de 8,,-modules gradués
0 — He(Fp(X))[~1] = He(F (X)) = He(Fr (X)) — 0

est exacte.

3.1.4. Commentaire a propos des hypothéses d’acyclicité. Dans le
théoréme de scindage 3.1.1, ’hypothése d’i-acyclicité n’est pas optimale
méme lorsque X est une variété topologique. En effet, nous verrons dans
dans 13.10 que la bouteille de Klein épointée vérifie les assertions (a) et (b)
alors qu’elle n’est n’est pas i-acyclique. On y montre aussi qu’elle n’est pas
totalement U-acyclique (1.2), mais qu’elle est U-acyclique. En somme, la i-
acyclicité est une condition suffisante et la U-acyclicité est une condition né-
cessaire, mais en dehors du cas ot X est une variété topologique orientable,
nous ne connaissons pas de condition sur X qui soit & la fois nécessaire et
suffisante pour avoir le théoréme de scindage. Nous verrons cependant, plus
loin, que la condition de i-acyclicité est bien nécessaire et suffisante pour la
localisation des scindages en question (12.2.4), ce qui conforte I'idée que la
i~acyclicité est la bonne hypothése de travail.

3.2. Complexe fondamental de X pour A, X™

3.2.1. Action du groupe symétrique. L’espace X" est muni de l'ac-
tion du groupe symétrique 8,, par permutation des coordonnées. On pourra
noter cette action par ‘8,,: X™’, et de méme pour celles induites sur des sous-
espaces 8,,-stables Z C X™, leurs cohomologies 8,,: H:(Z), 8;: H'(Z), etc. . .
Les espaces de configuration généralisés A7y X™ et leurs cohomologies sont
munis de cette action de §,,,.
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3.2.2. Définition. Pour ¢ < m € N, le complexe fondamental de X pour
A< X™ est, par définition, la suite des morphismes de §8,,-modules gradués

0—-H.)[L+1]—--—H.({—1)[-1] > Hc({) > H (A<, X™) =0 (%)

avec Hc(a) := H.(AyX™), ot le morphisme H.(a — 1)[—1] — Hc(a) est la
composée des morphismes

ta—1[—1]
_

He(Ag)[=1] Ho(AZ, 1)[=1] = He(A7),

ol ¢ est le prolongement par zéro et ¢ est le morphisme de liaison de la suite
longue de cohomologie a support compact associée a la décomposition 8,,-
stable AT, = AP LUAZ, ;| (2.1.2).

La suite (%) est un complexe puisque, par construction, ¢, o ¢ = 0.

3.2.3. Théoréme

a) Les complexes fondamentauzr d’un espace i-acyclique sont exacts.

b) Une variété topologique orientable est i-acyclique, si et seulement si, ses
complezxes fondamentaux sont exacts.

Démonstration. (a) Immédiat d’aprés 3.1.1-(b), et (b) s’ensuit par 3.1.1-(c).0

3.3. Le théoréme de scindage pour A F*(X)

Nous étendons dans cette section le théoréme de scindage 3.1.1-(b) a
d’autres espaces que X™, & savoir : aux produits F* := Fy, x---xF),_, et
aux espaces F1 C X™ ou q est une partition de [1,m] (cf. 3.4).

Ces généralisations seront utilisées dans la section 10 pour la détermina-
tion du caractére de la représentation de 8,,:H.(Fy, (X)), notamment pour

expliciter la trace de l'action sur H.(F,,(X)) d’une permutation « € §,,
dont la décomposition en produit cycles disjoints est de type A (¢f. 10.5.3).

On considére les suites (peut étre vides) de nombres entiers A = (A, ..., Ar)
avec A; > 0 et r > 0. Lorsque r > 0, on note |\ := ). \; et on pose

FMNX) := Fy, (X)x --- xFy (X).

Lorsque A est la suite vide (), on conviendra que [()| = 0 et que F(y(X) = {pt}.

Par cette convention, 'opération de concaténation des suites est compatible
au produit d’espaces, i.e. Fyyx = F\ X F)/. On remarquera, pour m = |A| > 0,
les égalités évidentes

F(1,...,1)(X) —xm, Fm (X) = Fp(X) = AmF(L...,l)(X).
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3.3.1. Théoréme de scindage. Soit X un espace i-acyclique.

a) Pour tout a > 0 et tout £ € N, la décomposition en parties respectivement
ouverte et fermée

Ap(XxFoxF) = Ap(FrioxFY) U A ((Ag(X xF,))xF)

donne lieu a une suite exacte longue de cohomologie dont la suite courte
extraire
0 — He(Ap(FryqxF*)) = Ho(Ay(XxF,xF)) —

— Ho (Ap(Ay (X xF,)xF*)) = 0
est exacte.

b) Pour tout £ < |\|, le morphisme de restriction
He(A<y(FY) = He(Agp—1(FY))

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
en parties respectivement ouverte et fermée

Ag(FY) = Ag(FM) U Ay (F)
est scindée et les suites courtes extraites :
0 — He(Acp_1 (FM)[=1] = Ho(A(FY)) = H (A< (FY)) =0,

sont exactes.

Démonstration. L’assertion (a) est évidente si a = 0. Pour a > 0, notons
m =1+ a+ |\ et considérons I'inclusion

XxF,xF» C XxX*x X = xm™

Comme m > 0, le cas £ = 0 est immédiat, on peut donc supposer que £ > 0.
Nous avons montré dans 2.3.3 que Ay X™ se décompose en réunion disjointe
des sous-espaces ouverts Fy(X) ot p := {I1, I2,...,I;} désigne une partition
de [[1,m] en ¢ parties non vides. Une telle partition p définit sur [[1,£]] une
relation d’équivalence en posant (i v J) (cf. 2.3.1). L’ensemble F, est alors
I'ensemble des (x1,...,zp) tels que (z; = z;) < (i ¥ 7). Il s’ensuit que
XxFyxFy, x---xFy estlaréunion des Fy tels que la relation (4 v J) nlest
pas vérifiée lorsque 1, j sont des coordonnées correspondantes & une méme
composante F, ou Fy,. On obtient ainsi une partition de Ay(X xF, x F) en
sous-espaces ouverts et fermés de Ay X™. Ces mémes remarques s’appliquent
clairement & Ay(Fi4, XF)‘) qui est alors aussi un sous-espace ouvert et fermé
de Ay X™, de méme donc qu’a son complémentaire Ay (Aa(X X Fg) ><F)‘). On
en déduit la décomposition directe

Ho(Ay(XXFoxF*)) = Ho(Ay(FiiaxF)) & He(A¢(Aa(XXxFo)xFY))

qui implique aussitot (a).

31



(b) Remarque préliminaire. Montrons que si Z C X™ est telle que

(He(A<eZ) = He(Agy—12)) =0, V< m, (%)

alors, on a aussi

(Ho(A<t(XxZ)) = He(Acp-1(XxZ))) =0, Ve<m+1. ()

On peut supposer /—1 > 0. L’inclusion A¢p_1(XxZ) C Ay(XxZ) se fac-
torise en

Agg_l(XXZ) Cfs X><A<g_1Z s Agg(XXZ) s
et I'on a le diagramme commutatif
[ A1 Z) s Ay 1 (XXZ)f— X XAy 1 Z

i T lpz
e ANy 12— :}) Agg_lz
ol fo := po o f. On raisonne alors comme dans la preuve de 3.1.1-(b). L’ap-
plication ji : H.(Ay—1Z) — H.(A<y—1Z) est surjective par 'hypothése (x).
Si Ay—1Z = 0, on déduit aussitot que He(XxXAgy—1Z) =0 et alors f* = 0.
Autrement, la restriction f5 de fo est propre ((—1 > 0), les hypotheéses de
1.3.1-(d) sont donc vérifiées et f* = 0. Tout ceci implique ().

Prouvons (b) par induction sur le nombre r des termes de A = (A1, ..., \).

r<1.Sir=0,onaf<0etdoncA,_(_)=0. Sir=1, F est de la forme
F,, mais alors £ < a et A¢,F, # () seulement si £ = a, auquel cas Ay_1 F, = ().
r > 1. Supposons (b) établie pour toute suite A comportant r > 1 termes.
Soit A = (A1,...,\) et montrons, par induction sur entier a, que F,xF*
vérifie également (b).

Le cas a = 1 était I'objet de la remarque préliminaire. Supposons mainte-
nant que F,xF* vérifie (b) et montrons qu'il en est de méme de Fy, o, xF.

Pour ¢ < 1+ a+ |A|, on considére le diagramme commutatif (D;) suivant
ot 'on a omis d’écrire le symbole H.(_) pour gagner de la place. On y a
noté aF,, 'espace qui consiste en a copies de ’espace F,, ce qui correspond
trés exactement a A, (X xF,). Le diagramme (Dy) se prolonge indéfiniment
par ses quatre cotés via les suites longues de cohomologie & support compact.
Dans ce prolongement, le nombre ¢ reste bien siir constant et seuls les degrés
cohomologiques changent. Les quatre fléches marquées ‘©’ y sont nulles. Cela
résulte, pour la colonne et la ligne centrales, respectivement par I'assertion
(a) et par la remarque préliminaire.

Lorsque ¢ < a+ |\|, 'hypothése inductive s’applique et les fleches ‘©’ sont
nulles. Le morphisme 3 et surjectif et on en déduit la surjectivité de . Les
fléches ‘®’ sont donc nulles. Comme ces propriétés sont également vérifiées
sur le diagramme (Dy_1) et que les fléches ‘®’ de (Dy—1) sont les fleches ‘&’
de (Dy), on conclut que ces derniéres sont nulles. A partir de 14, une chasse

32



7 i ;

@ Ay (FragXFN[—1] — = Ap(FiioxFN) — Acp(Fri o xF) —@»

| ! |

0 Ay 1 (X XFy xFN)[—1]0— Ap(X X Fux F*) = Acp(X X Fy xF?) o5

| l L

o Acp1 (aFux F))[~1] —— Ag(aFy x FN) —25 A_y(aFyx F) —os
7 { i

Diagramme D,

au diagramme élémentaire montre que le fleches ‘@’ sont également nulles,
ce qui prouve l'assertion (b) pour espace Fy o, xF et pout £ < a + |\

Soit maintenant ¢ = 1 4+ a + |\|. Les fleches de la premiére colonne de
(D14a+)y)) marquées ‘© sont nulles puisqu’elles coincident avec les fleches
‘@ du diagramme (D, |5) dont la nullité a déja été établie. On en déduit
Iinjectivité de vy, et donc la nullité des fléches ‘@’. Ceci prouve ’assertion
(b) pour l'espace Fy o xF» et pout £ =14 a+ |\

La récurrence par rapport a a est terminée et I'assertion (b) est vérifiée
par Fyx F* pour tout a € N et pour tout £ < a +|A|. Ceci & son tour termine

la récurrence par rapport au nombre r dans A = (Ag,...,\,). L’assertion
(b) est par conséquent vérifice par F* pour tout A = (Aq,...,\.), pour tout
r € N et pour tout £ < |Al. C.Q.F.D O

3.3.2. Remarque. On prendra garde du fait que I’analogue de 3.3.1-(a)
pour l'opérateur A<y, i.e. 'exactitude des suites
0 = Ho(Acp(FriaxF)) = Ho(Acy(XxFyxFY)) —
— Ho(Acy(Ag(XxF,)xF)) =0,
n’est pas vrai pour £ = 1+ a+|A|, cas auquel on peut effacer Acy(_). Dans ce

cas, le morphisme de droite est la restriction He (X x Fyx F*) — H.(aF, xF)
qui est nulle d’aprés 3.1.1-(a), alors que le morphisme de gauche n’est gé-
néralement pas injectif. On remarquera que la démonstration du théoréme
prouve cependant que la suite en question est bien exacte pour £ < a + |A|.

3.4. Sous-espaces F9(X) et sous-groupes 89 C §,,,

3.4.1. Les sous-espaces F9(X). Soit q = {[;,...,I,} une partition de
[1,m] en parties non vides, notons A; := |I;| et A:= (A1,..., A.). Pour chaque
i =1,...,r, fixons arbitrairement une bijection ¢; : I; — [[1,);]. Notons
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ensuite ¢ : [1,m] — [[1,m] la bijection

teIil—mo(t):Z i+ @ilt),

7<1
et soit @ : X" — X" I'homéomorphisme (21, ..,Tm) = (Ty(1)s - - -5 Tpm))-
L’ensemble

FI(X) =0 L(FNX)) =& 1 (Fy, x---xFy,),
est indépendant de 'indexation des parties I; € q et des choix des bijections
5, il dépend uniquement de la partition ¢.

3.4.2. Commentaire a propos des notations. Il convient de souligner
la différence entre les notation Fy(X) et FI(X). Dans les deux cas, p et g
désignent des partitions de [1,m] et nous avons (®)

(@1, 0m) € Fy(X) et (Vi £ ) ((i 5 5) & (21 = ;)

(@1, 2m) € FUX) Saet (Vi #5)((i 7 §) = (21 # 25))

3.4.3. Sous-groupe 89 C §,,. Pour toute partie I C [[1,m]], notons
81 = Fixs,, ([Lm] ~ 1) = {a € S | al) =j Vi &1},
puis, si q = {I1,..., I} est une partition de [[1,m], posons
89:= 8 x--- %8, .

On a 8y ~ 8|I| et 8% ~ 8‘11|X'-‘X8|IT‘.

L’action de 8% sur X™ laisse clairement stables les sous-espaces Ay (F%),
quel que soit £. La section suivante 3.5 étend les résultats de la section 3.2
qui concernaient les 8,,-espaces A7, X" au cas des 89-espaces A7 F(X).

3.4.4. Définition. Deux partitions p, q € PB([[1,m]) sont dites « transverses »,
et I'on note, p M q, si Pon a (Vi # j) (i yIi=i ¥ j) (¢f. 3.4.2). On note
q" == {p € P([L,m]) | p N a}.

La relation de transversalité est une relation symétrique.

3.4.5. Proposition
a) Pour q € B(m), on a FI(X) =[]+, Fp(X).
b) Le sous-groupe 8% C 8., (3.4.3) fire q et laisse stable q™.

8 On rappelle que si p est une partition de [[1,m]], on écrit (4 ~ J), si et seulement si, il
existe I € p tel que {i,5} C I.
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Démonstration. (a) On rappelle que 'on a, par définition (3.4.2),

{ (@1,...,2m) € Fy) <> (Vi # 5)((d mij) & (2 = 5)) ,
((@1,...,2m) € FY) <= (Vi # 5)((i v )= (@ # ;).

L’inclusion F}, C F9 est alors immédiate si p h q. Réciproquement, un élément
T € F9 défini la partition pz qui regroupe dans une méme partie les indices
des coordonnées identiques, i.e. (i v J) e (xi=xj), or (z; =) = (i ¥ 7)-

Par conséquent, pz hqet z € F,_ C F9.

(b) Pour tout a € 8;,,, siph g, onaa-pmha-q. Dautre part, si a € 8%,
I'égalité o - q = q est évidente. U

3.5. Complexe fondamental de X pour A F9(X)
3.5.1. Le théoréme de scindage pour A<, F9(X). Compte tenu de I’ho-

méomorphisme F* ~ F9 de 3.4.1, le corollaire suivant de 3.3.1 est immédiat.

3.5.2. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition q de
[1,m] et pour tout ¢ < m, le morphisme de restriction

He(Age(F)) = He(Agp 1 (F))

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
en parties respectivement ouverte et fermée

Aco(FT) = Ap(FI) U Agy1 (F)
est scindée et les suites courtes extraites :
0— HC(Agg_l(Fq))[fl] — H.(Ay(F%)) — HC(A@(FU')) — 0,

sont exactes.

3.5.3. Définition. Soit q une partition de [[1,m] et soit £ < m. Le compleze

fondamental de X associé a A<y(F7) est le complexe de §89-modules gradués
0—H.(1)[-4+1]— - —H.({—-1)[-1] = H.({) » H. (A<, (F*(X))) =0

avec H.(a) := H.(Aq(F7)), obtenu par concaténation des suites courtes du
corollaire 3.5.2 (cf. 3.2.2).

3.5.4. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Le complexe fondamental
de Aco(F%) est un complexe de 8%-modules gradués exact.

Démonstration. Conséquence du corollaire 3.5.2. O
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4. Cohomologie des espaces de configuration, cas ¢-acyclique
4.1. Généralités sur le polynéme de Poincaré
4.1.1. Polynéme de Poincaré d’un espace vectoriel gradué

Le polynome de Poincaré d'un k-espace vectoriel gradué V := @,, Vide
dimension finie est le polynéme P(V') € Z[T,1/T]

PV)T) := Ziez dimy, (V) T°.

4.1.2. Lemme

a) S10— V3 — Vo — V3 — 0 est une suite exacte courte d’espaces vectoriels
gradués, on a P(Va) = P(Vi)+ P(V3).

b) P(V[-1)(T)=T-P(V) ().

c) P(Vi @ Va) =P(V1)-P(Va).

d) P(Homgry (V1, V2))(T) = P(V1)(1/T) - P(Va)(T)

4.1.3. Polynémes de Poincaré d’un espace topologique

Les polynémes de Poincaré pour la cohomologie ordinaire et a support
compact d'un espace topologique X de type fini (V) sont notés

P(X,k)(t):=P(H(X,k)) et P(X,k)(t):=P(H(X,k)).

Le corps k sera omis de ces notations lorsque son indication sera superflue.

4.1.4. Remarque et notation. Comme nous 'avons déja signalé dans
la remarque 1.3.2, lorsque HJ(X) = 0, le polynéme de Poincaré pour la
cohomologie a support compacte de X ™ F' seul dépend du cardinal a := #F
de la partie finie F' C X. C’est le sens de la notation P.(X ™ a), p.e. dans
'assertion (c¢) du lemme suivant.

4.1.5. Lemme. Si X et Y sont des espaces topologiques de type fini, on a

a) P(XXY)=P(X)-P(Y) et Pe(XXY) =P(X) - P(Y).

b) (Dualité de Poincaré) Si de plus X est une variété topologique orientable,
de dimension dx et de type fini, on a

P(X)(T) = Po(X)(1/T) - T™ .
c) Si HY(X) =0 (p.e. si X est i-acyclique), on a
Pe(X~a)(T) =Pe(X)(T) +a-T,

et donc

[T Pe(X ~i)(T) _ (Pc(X)(T)>m
Tm T '

9On rappelle que V[—1]* := V™! par convention.
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4.2. Polynomes de Poincaré de F,,(X) et de Ag,,,—1 X™

La proposition suivante est une application immédiate du théoréme de
scindage 3.1.1-(a). Elle donne une formule fermée pour les polynoémes de
Poincaré de deux espaces de configuration.

Avertissement. La donnée d’un espace i-acyclique X présupposera que
dim H.(X) < oo.

4.2.1. Proposition. Soit X un espace i-acyclique.

a) Le polynome de Poincaré P.(Fp, (X)) est le polynome

P(Fn (X)) =[] Pex ) =, (Pex)(@) +i-T),
so1t, =
Py (X)) (1) = 7 (PN

b) L’espace Acp—1X™ est «la diagonale épaisse de X™ », son polynome de
Poincaré est le polynome Pe(A<pm—1X"™) homogene de degré m—1 dans
Uanneauz Z|P.(X), T], vérifiant :

PC<A<%1_)1<“@><T> _ <7>C<;;)<T>)m_ (W)m.

Démonstration. (a) La suite exacte courte de 3.1.1-(a) et les lemmes 4.1.2 et
4.1.5 donnent aussitot la relation de récurrence :

Pc(Ferl) = PC(X) . Pc(Fm) +m-T- PC(Fm)
= (Pe(X) +m-T) - Pe(Frn) = Pe(X ~m) - Pe(Fpy)

qui permet de conclure.

(b) Montrons la surjectivité du morphisme de prolongement par zéro

Immeédiat si m = 1, on raisonne par induction. Si He(Fy,_1) — He(X™ 1)
est surjectif, le morphisme H (X xF,, 1) — H(XxX™ 1), I'est aussi (par
Kiinneth), et, composé & H¢(F,,) = H.(X xF,—1), surjectif d’aprés 3.1.1-
(a), on conclut que (x) lest aussi.

Maintenant, le complémentaire de 'ouvert F,, dans X™ est la diagonale
épaisse Ag,,—1X™, et la suite longue de cohomologie a support compact
associée a la décomposition X™ = Fp, U AZ, ; est scindée au niveau du
prolongement par zéro (x). On a donc la suite exacte courte :

0 — Ho(AZ,)[-1] = Ho(Fp,) = Ho(X™) = 0,

dont résulte l'assertion (b). O
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4.2.2. Remarque. Dans cette proposition, si X est en plus une variété
topologique orientable et de dimension dx, 'ouvert F,,, C X" (de dimension
mdx ) l'est également et la dualité de Poincaré (4.1.5-(b)) s’applique pour
donner I'¢galité analogue a 4.2.1-(a) :

P(Fon(X))(T) = HZ_UIP(X i) (T) = H:‘Olp(x)m 4. dx-1

— pldx—1)m (731(32()(?)>m

4.2.3. Remarque. Soient 1 <a <m € Net n,: F,, — F, la projection sur les
a derniéres coordonnées . Pour tout ouvert U C F,, notons UF,, := 7, ' (U).

La méme preuve de 3.1.1-(a) (¢f. rem. 3.1.2-(a)) montre que la suite
0 — H.(UF,,)[-1]" — H.(UF,;,11) — H.(XxUF,,) = 0, (o)
est exacte. On en déduit, comme pour 4.2.1-(a), que 'on a
Pe(UFpia) = Po(UFp-14a) - (Pe(X) + (b — 1+ a)T)
et par itération (cf. 12.2.8) :
Pe(UFpia(X)) = Pe(U) - Pe(Fp(X > a)).

Il est intéressant d’observer qu’une condition nécessaire pour ’exactitude
des suites (¢) pour tout U C X, est que X soit totalement U-acyclique. En
effet, dans un tel cas et si m =1, le morphisme H.(X)® H.(U) — H.(U) doit
étre nul. On ignore si la totale U-acyclicité suffit & 'exactitude des suites (o)
lorsque, par exemple, X est une variété topologique non orientable.

4.2.4. Remarque. Les fibres des applications 7 : Fpy4(X) — Fo(X) sont
de la forme Fy,(X ~ a) et, d’autre part, ce qui précéde montre que l'on a

PC(Wc:lC) =Pe(C) - Pe(Fp(X ~ a)), (*)

pour toute composante connexe C de F,. Cette observation qui suggére
I’existence d’une forme de trivialité cohomologique pour les applications 7,
est a l'origine de ’étude de la section 12.4 destinée & prouver la dégénéres-
cence des suites spectrales de Leray associées a m, lorsque X est i-acyclique
et localement connexe (mais pas forcément de type fini). Plus précisément,
on y montre que si C est une composante connexe de F,(X) et si T € C,
le terme IF> de la suite spectrale de Leray pour la cohomologie & support
compact de la fibration 7, : 7,1 C — C est

[E> = He(C) ® He(m, 'Z) = He(m, ' C).

On observera déja a ce niveau que lorsque X est de type fini, 'égalité (x)
force 'annulation des différentielles de la suite spectrale en question (IE,, d, )
pour r > 2, car autrement dim(/F,) < dim([F5), ce qui n’est pas le cas.
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4.2.5. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Le polynéme de Poin-
caré Pe(AyX™) s’obtient en évaluant en P := P.(X) le polynéme homo-
géne Q' (P,T) € Z[P,T|, de degré ¢ :

P

Q' (P,T) =T - |Be(m)]| - (T)Z.

Démonstration. Clair d’apreés 2.3.3 et 4.2.1-(a). O

4.2.6. Commentaire. Notre approche des polynémes de Poincaré de F,, (X)
pour variété topologique orientable X repose sur I’annulation du morphisme
de restriction 0% : Ho(XxX) = Hc(X) (1.2.4-(c)). Cela restreint considéra-
blement la portée de la méthode, mais n’exclut pas qu’elle puisse étre appli-
quée & d’autres cas, et méme pour X compact. Par exemple, lorsque X est
un groupe de Lie compact connexe K de dimension dg, il est avantageux de

profiter de l'action diagonale libre de K sur F,,(X). Notons K=K~ {e}.
On a la bijection

U:F, 1(K)xK = F(n,K), (Z,9)+~— (19,...,Zn-19,9),
et ceci donne aussitot I'égalité He(Fp,(K)) = HC(Fm_l(IO{)) ® H.(K), ou K
n’est plus compact. On peut alors se demander si K est U-acyclique.

Comme K est compact, le prolongement par zéro H.(K) — H(K) identifie

HC(IO{ ) & HT(K) et nous avons le diagramme commutatif

Ho(K) ® He(K) —P2 = Ho(Ap)

| [

H(K)® H(K) —rx— H(Ak)
ou pk est le cap-produit. Si Pg = 0, nous devons avoir
HY"(K)YAHT(K) =0,

mais ceci n’est possible, par dualité de Poincaré, que si le groupe de Lie K &
la méme homologie qu’'une sphére. Lorsque le corps des coefficients est Q, cela
arrive seulement dans trois cas K =S?, K =S! et K =S? ~ SU(2) = Sp(1).
Dans ces cas la proposition 4.2.1-(a) s’applique et on trouve :

Pe(Fi(K)) =Pe(K) - Pe(F_1(K))=Pe(K)- T (P.(K)/T)™ "
= (T 4 1)L (T ymT
4.3. Polynémes de Poincaré de A, X™

Une application immédiate de I'exactitude du complexe fondamental est
la détermination du polynome de Poincaré P.(A<,X"™) lorsque X est de
type fini. L’assertion suivante généralise la proposition 4.2.1.
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4.3.1. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Le polynome de Poincaré
P(AceX™) est le polynome homogeéne de Z[P.(X),T|, de degré £, donné
par la somme alternée (cf. 2.3.3)

Pe(AgeX™) = Zo@d(—l)a [ Be—a(m)] - Pe(Fr-a(X)) - T,

avec comme termes de plus bas et plus haut degrés en T :
Pe(AceX™) = [Po(m)] - Pe(X)" - T7 -

T Zo<a<£(_1)a ’ \‘Bzfa(m)\ . (ﬁ —a— 1)! . 'PC(X) .1

Démonstration. Résulte d’appliquer le théoréme 3.2.3, 'explicitation du co-
rollaire 4.2.5 et le fait que le terme de plus haut degré en T' de P.(Fy_,(X))

est ( —a—1)!-Pe(X)- T d’aprés 4.2.1-(a). O

4.4. Polynéme universel pour A, X™

Le corollaire 4.3.1 montre que le polynéme de Poincaré de H.(A<,X™)
s’obtient en évaluant un certain polynéme homogéne de 'anneau Z[P, T,
degré ¢, en P = P.(X). Ce polynéme est indépendant de X et il est unique.

Définition. Le « polynéme universel pour la cohomologie 4 support compact

des espaces AT, », noté QT (P, T), est le polynome de Z[P, T], homogéne de
degré total ¢, donné par

P\a

QLPT) =Ty (-1 Balm)] - (5) -

a=1,...,0

14

j) ™. (Cf. 2.3.3.)

ot [a(m)] = 5 37 (-1 (

4.4.1. Remarque. Il peut y avoir beaucoup de simplifications dans 'ex-
pression donnant ces polynémes. Par exemple, sachant que A, X" = X™,
on peut anticiper 'égalité QZ,, (P,T) = P™, ce qui est loin d’étre une évi-
dence uniquement & partir de la définition de Q7.

4.4.2. Un exemple de polynémes universels

Voici les six polynémes universels pour m = 6.

Que(PT)= P T°

Q<26(P,T)=31P*T°+ 30P T

Q<s36(P,T) =90 P3T° + 239 P2T + 150 P T?

Q<u6(P,T) = 65 PAT° + 300 P3T + 476 P?T? + 240 P T3
Q<s6(P,T) =15 P°T? + 85 PAT + 225 P3T? + 274 P?>T3 + 120 PT*
Q6(P,T)=  PSTO.
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5. Représentations du groupe symétrique

Dans 3.2.2 nous avons muni les espaces A7, X" de 'action de §,,,. Nous
allons maintenant explorer en détail la structure de §,,-espace de A+, X™.

5.1. Notations pour le décompositions et les diagrammes de Young

— Une « décomposition » A d’un entier m > 0, notée A = m, est la donnée
d’une suite décroissante d’entiers positifs A := (A = Ao = --- = A\p > 0)
telle que m = A; + A2 + -+ - + Ap. On note |A\| = m et £(N) := L.

— Etant données une famille d’entiers naturels {Xi, ..., Xy }, telle que m =
>; Xi i, on notera de maniére équivalente

(m,...,mym—=1,....m—1,...1,....1) = (17,2 ... . m*™)

Xm, Xm—1 X1

— Un « diagramme de Young » est un empilement vertical de juxtaposi-
tions horizontales de boites dont le nombre, \;, dé- I
croit. La suite A := (A1,..., A¢) est une décomposi-
tion de m := |A|. On identifie ainsi décompositions
et diagrammes. On note Yy (m) 'ensemble des dia-
grammes & m boites et a £ lignes, soit donc

Ve(m) := {()\ Fm) & (6(N) = 6)}

A
A
A
A

AAA,\
—

1
2
3
4

— Un « tableau de Young standard » est un diagramme de Young A
dont on rempli les boites par les entiers

1,2,...,|\l. On note 7(A) le tableau ob- ; z g 140 56]
tenu par une numérotation successive, de T(A) == 11121311
gauche a droite et de haut en bas, tel [15]

qu’indiqué dans la figure ci-contre.

— Si A € Yy(m), on note Py le sous-groupe de §,, des permutations qui
conservent les lignes de 7(A). On a

fPAZS)\lX--'XS)\Z.
— Un diagramme A € Yy;(m) décompose l'intervalle [[1,m] suivant les £

sous-intervalles définis par les lignes de 7(A). On note py € Pr(|A]) la
partition ainsi déterminée. Le sous-groupe

Sy:=N, Sim P
ot Ng_ (P)) désigne le normalisateur de P dans §8,,, est le sous-groupe

des éléments de 8,, qui fixent la partition pj.
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5.1.1. Lemme. On fait agir S,, sur Pg(m) par son action naturelle. Pour
toute partition p € B, on note 8, le sous-groupe de 8., qui five p. Chaque
orbite de 8, rencontre une unique partition de la forme py. On a

Br(m) = 1,y 0 502 =TTy, ) S/ 50
ot X parcourt l’ensemble Yy(m) des décompositions de m en £ entiers # 0.
a) Sid=(A1,..., ) = ((A)1,...,(A)*), on a
S)\ = Sp)\ = Ngm(fp/\) et G)\ = SA/TP)\ ~ SX)\IX s XSX/\Z’
b) Le groupe G s’identifie au sous-groupe SXAl Xooee XSXAZ CS8yetlona

8y = (8xy, X+ x8x,,) X Py

5.2. Décomposition ouverte §,,-stable de A,X™

Par le lemme 5.1.1 la décomposition ouverte de A}* de 2.3.3 s’écrit

AX™ = H)\Ej)e(m) S - Fy, (X).

La proposition suivante est alors immeédiate.

5.2.1. Proposition. Soit A = (A1,...,\) = (1%X1,...,m*™) € Vy(m).

a) Le groupe Py = 8, x --- x8), est le sous-groupe de 8, des permutations
qui agissent comme lidentité sur Fp, (X). Son normalisateur 8y est le
sous-groupe de 8y, qui laisse stable Fy, (X).

Soit maintenant la surjection canonique de groupes
vy . 8)\ —» G)\ = S)\/ﬂ))\ ~ SXA1 Xoee XSXAZ - Sg
et considérons Fy, (X) muni de sa structure de G-espace.
b) L’application ¢y : Fyp, (X) = Fo(X), ¢x: (21, ..., 2m) = (Y1,...,Y¢) avec
Yk 7= Tr 4+, €5t un isomorphisme de G -espaces.
c) L’application
Uyt 8mxs, Fo(X) = 8- Fpy (X) CX™,  (,7) = a- ¢ H(T),

est un isomorphisme de 8,,-espaces.

5.2.2. Caractéres de 8,, associés & A, X™

Pour toute partie Z C X™, de type fini et stable sous l'action de §,,,
les espaces H!(Z, k) et de H*(Z, k) sont les §,,-modules de dimension finie,
leurs les caractéres seront respectivement notés :

Xe(Z51) : 8 =k, Xe(Z5i)(a) := tr(a:HY(Z; k))
X(Z;i): 8 — Kk,  X(Z;i) () = tr(a:H (Z;k)).
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5.2.3. Commentaire. Si X est une variété topologique orientable de di-
mension dx, 'ouvert F,, C X™, de dimension mdx, est une variété topo-
logique orientable, H*(F,,) et H™X~¢(F,,) sont des 8,,-modules en dualité
et X¢(Fp,, %) détermine X(Fy,, *) (c¢f. 6.2.4-(b)). En dehors de ce cas, nos mé-
thodes ne s’appliquent pas a ’étude de la cohomologie ordinaire H(A7,X"),
ni en tant qu’espace vectoriel ni, & fortiori, en tant que S8,,,-module. Elles s’ap-
pliqueront par contre a la cohomologie de Borel-Moore Hpy (A2, X™) (6.1).

Avertissement. Dans toutes les sections concernant les représentations
des groupes symétriques on suppose car(k) = 0 (cf. 7.3.3).

5.3. Foncteurs d’induction Indg’;‘ et I®
Pour 0 < ¢ < 'm, et tout A € Yy(m), on note

Ind.” : Mod(k[S]) ~ Mod(k[S)]) (Ind)

le foncteur indg’; o ResgéA ou Sy agit & travers de la surjection vy : Sy = G
de 5.2.1-(a). On considére ensuite le foncteur

I = erwm) Indgm : Mod(k[8,]) ~ Mod(k[S,]) (I)

(Remarquer que I'on a I = id.) On notera par la méme notation 'opérateur
linéaire d’induction I} : kc[8¢] — kc[8,,] défini sur les fonctions centrales.

5.3.1. Proposition. Pour 0 < < m, on a un isomorphisme de S, espaces :

0 eryl(m) m X 8y E( )
En par tiCUli@?, on a

Xo(AgX™5i) = I} (Xo(Fe(X)54)) et X(AeX™;i) = I (X(Fo(X);7)) -
Démonstration. Corollaire immédiat de 5.1.1 et 5.2.1-(c). (]
5.3.2. Présentation de 8,,-module de H!(A<,X™). Nous pouvons &

présent rassembler les résultats précédents pour donner une présentation de
la représentation de 8, sur H (A<, X™) lorsque X est i-acyclique.

5.3.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oo.
a) Le caractere du 8,,-module H!(F,,(X)) vérifie

Xe(Fm(X)31) = Xe(X™18) + Xo(Agm—1X"314).
b) Pour 0 < ¢ < m, le caractére du 8,,-module H:(A<, X™) vérifie

Xe(AgeX™si) = Zo<a<e (=1 L, (Xe(Fe—a(X);i — a)) .
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Démonstration. Par 3.2.3, la suite de §,,,-modules
0—HI T AT) = = HI YA ) = HA(AY) — HA(AT,) =0

est exacte. On a donc I'égalité Xc(AZ;1) = Y g aep(—=1)* X (A ;i —a) &
laquelle on applique la proposition 5.3.1. O

5.3.4. Expression de X (A7, X™;*) en termes de X.(X¥; %). Le théo-
réme 5.3.3 est la base d’un algorithme de calcul pour X.(A<,X™;7). En ef-
fet, 'égalité (b) l’exprime comme combinaison des induits des X, (Fy (X),1d’)
pour ¢ < £ et i’ < i, et égalité (a) exprime chaque X.(Fy (X),i) comme la
somme de X, (X, '), caractére calculé par Macdonald [27] (cf. aussi 10.5.4),
et de X (Acp_1 XY ,4'), avec (donc) £/ — 1 < L.

La section suivante précisera davantage cette idée.

5.4. Opérateurs d’inductions itérées I(o) et O}
Pour toute suite d’entiers positifs o = (mg > mq > - > my_1 > my)
strictement décroissante, on pose |o| ==t et

si |a| =0, I((mo)) =1id : /{TC[SmO] — k‘C[SmO]

, . (I(o))
silo| >0, I(o):=In00---0Ip " :ke[Sm,] = ke[Sm]

et I'on définit pour £ < m, l'opérateur d’inductions itérées :

e = (—1)m" sz\g DI I(0) : ke[Se] = ke[Sm] |  (©)

ou la sommation est indexée par ’ensemble des suites strictement décrois-
santes qui partent de m et aboutissent a /.

Y mo__ 3
On remarquera que 'on a @], = id.

5.4.1. Théoréme Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oo.
a) Pour tous 0 < ¢ < m et touti €N, on a

) Xe(Fn (X)) = O, (X (X7~ a)
i) Xe(AX™0) = I (30 Of (X i - a)))
i) Xe(AerX™5) = S0 (-1 17, (30 O, (X ib-a)) )

o<b<t 0<a</l—b

b) Soient X et'Y des espaces i-acycliques a cohomologies a support compact
de dimensions finies. On a

(XC(A?ng, *) = XC(AmYm, *)) <~ (PC(X) = PC(Y)) .
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Démonstration. (a-i) On procéde par récurrence sur m. Lorsque m = 1, on
a F1(X) =X, a =0, la somme est réduite a un seul terme et 1’égalité est
immédiate. Dans le cas général, I'égalité du théoréme 5.3.3-(b) pour £ = m
donne l'égalité :

Xe(Fmid) = Xe(X™;0) = Y (1) I (Xe(Frn—a;i — a))
m>m—a>0

ou l'on peut remplacer, par hypothése inductive,

Xe(Frmq;i—a) = Xe(X™ %i—a)+ Y O"7¢ (X (X" Pri—a—b)).

mab
m—a>m—a—b>0

On exprime ainsi X¢(Fy,;7) comme somme de deux termes.

A= X (X™0) + Y (=D In, (Xe(X™% 0 - a)

m>m—a>0
B:=>Y (-0 In > entt  (Xe(X" i —a—b))
m>m—a>0 m—a>m—a—b>0

Le terme A contient @ = I((m)) et les opérateurs (—1)%*! I((m,m — a))
qui interviennent dans le développement de ®!"_ pour a > 0. Le terme B,
quant & lui, contient exactement tous les opérateurs qui manquent encore
pour reconstruire le second membre de (a-i). En effet,

d(=peto S erte =Y (—neth o () (-1)lI T (o)

m>m—a>0 m—a>m—a—b>0 a>0 & o:m—a~,m—a—b>0

= (1) Y (-1 1(0).

om N\ m—(a+b) & |o]|>2

Ceci termine la preuve de I’égalité (a-i). La formule (a-ii) en découle aussitot
puisque Xc(ArX™;4) = I (Xo(Fe(X);4)) (5.3.1), et (a-ii) en résulte par
application directe de 5.3.3-(b).

(b) L’implication = est immédiate en prenant m = ¢ = 1. Pour la réci-
proque, il suffit, grace a (a), de montrer que les caractéres X.(X™;1) sont
déterminés par P.(X). Or, ceci est clair d’aprés le travail de Macdonald [27]
(eq. 4.5) (cf. aussi 10.5.4 pour la formule explicite). O

6. Cohomologie des espaces de configuration, cas général

6.1. Cohomologie de Borel-Moore. Comme nous l'avons déja indiqué
dans 5.2.3, I'utilisation des complexes fondamentaux limite la portée de nos
méthodes sur au moins deux aspects : les espaces X sont i-acycliques et la
cohomologie est & support compact. Ce sont des limitations assez contrai-
gnantes en particulier lors de I’étude du comportement asymptotique de la
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cohomologie de F,, := F,,(X) suivant les tours de projections

Pm—1 P
ek Fp = Fm -

Fm—i—l«i"‘

ol pp, : Fpp1 —» Fy, désigne la projection sur les m premiéres coordonnées,
autrement dit, pour I’étude des tours de représentations des groupes symé-
triques : les « FI-modules » (cf. 9.2)

*
Pm—1

~-—>H(Fm_1)—>H(Fm)LH(Fm+1)—>'” (*)

Lorsque X est une variété topologique orientée la dualité de Poincaré
établit un isomorphisme canonique entre la suite (x) et la suite

\
Pm—1!

pm!v
i H(Fro1)Y —— Ho(Fp)Y —— Ho(Fppg1)Y ——— - (x%)

ot Pyt : He(Ft1) — He(Fy)[—dx] est Uintégration sur les fibres, de sorte
que si X est en plus i-acyclique nos méthodes pourront s’appliquer. Or, la
suite (xx) a encore un sens dans le cas plus général ot X est une pseudovariété
orientée, par exemple une variété algébrique complexe. Ainsi, dans le but
d’inclure ces espaces dans nos énoncés, nous sommes conduits a remplacer
dans (x) la cohomologie ordinaire par la « cohomologie de Borel-Moore ».

6.1.1. L'« homologie de Borel-Moore » H (M) d’un espace localement
compact M, est le dual de sa cohomologie a support compact. Lorsque
M est de dimension cohomologique finie dpr (2.4.1), nous définissons sa
« cohomologie de Borel-Moore » par 1’égalité

Hiy (M) = H™M ™ (M; k)Y

6.1.2. Fonctorialité de la cohomologie de Borel-Moore. La foncto-
rialité de la cohomologie de Borel-Moore est liée a celle de la cohomolo-
gie & support compact et cela impose certaines limitations. Par exemple,
si f: N — M est une application continue et propre, I'image-inverse des
cochaines d’Alexander-Spanier induit bien un morphisme en cohomologie a
support compact f*: H.(M) — H.(N) et, par dualité, un morphisme

fi: Hem(N) — Hpu(M)[dpr—dn]

qui étend le morphisme de Thom-Gysin en cohomologie ordinaire. La coho-
mologie de Borel-Moore est alors fonctorielle sur la catégorie des espaces lo-
calement compacts de dimension finie et des application continues et propres.

En dehors de ce cas, les applications continues n’induisent pas toujours de
morphisme en cohomologie de Borel-Moore, ce pour quoi il faut une approche
au cas pas cas qui est le but de la section suivante.
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6.2. Quelques morphismes en cohomologie de Borel-Moore

On donne des analogues a l'image-inverse de la cohomologie ordinaire
dans le contexte de la cohomologie de Borel-Moore dans des cas qui inté-
ressent dans les espaces de configuration, notamment : 'action de §,, sur
Hgpni (Fr (M) et la projection py, @ Fpyi1(M) —» Fp (M).

6.2.1. Rappel du cas des variétés topologiques. Supposons M et N des
variétés topologiques orientées de dimensions respectives dps et dn. Notons
(_, _)m laccouplement de la dualité de Poincaré sur M (resp. N), a savoir

() )nr s H(M)x Ho(M) = mmM:AﬁAw

Pour toute application f : M — N continue, notons
fg : HC(M> — HC(N)[—dM + dN]

l’adjoint pour la dualité de Poincaré de I'image-inverse f* : H(N) — H(M),
il est caractérisée par 1’égalité

G 0), ing = 0 ) s W € H(N), Vi € He(M).
On dira alors que le couple (f*, fi) est un « couple adjoint ».

On a quatre cas essentiels pour la suite.

[ad-1] L’application ¢: N C M est l'inclusion d’une sous-variété fermée orien-
tée. Alors, si v : H(N) — H(M)[dp—dn] est la multiplication par la classe
de Thom de N C M, le couple

(11,0™) est un couple adjoint.

|[ad-2] L’application j : U C M est une inclusion ouverte et U est muni
de l'orientation induite. Alors, ji : H.(U) — H.(M) est le morphisme de
prolongement par zéro et l'on a

(%, 41) est un couple adjoint.

[ad-3] L’application f: M — N est localement triviale de fibre F', et M est
munie d’une orientation compatible & celles de N et de F. L’opération fi
coincide alors a '« intégration sur les fibres » (|5] p. 61) et I’on a toujours :

(f*, fi) est un couple adjoint.
ad-4| L’application f: M — M est un homéomorphisme. Alors
[
fi: H. (M) — H.(M)

est induit par I'image-directe des cochaines & support compact.
Soit M = Haeno (M) M, la décomposition en composantes connexes. On

note par f : Ilo(M) — o(M) la bijection induite et fo : My — My (q)
la restriction de f. Chaque f; est un homéomorphisme de pseudovariétés
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connexes et orientées. On note opg(fq) le scalaire défini par 'action de fq:
sur la classe fondamentale [M,] de My, i.e. tel que :

On a alors Sil([Ma]) = on, (f) - [My()] -

(@ = 30, [ 5 e 7 i) A0
= Za /M P Wy A fi(pa) on (fa) d(f [Mpq)])
= Za <Vf(a)aUM(fa) f!(Na)>Mf<a)

Par conséquent,

(f*, Za om(fa) - fa!) est un couple adjoint. (©)

Lorsque M est connexe la somme est réduite & un seul terme et ’adjoint
a droite de f* est juste op(f) - fi.

6.2.2. Suite exacte longue de cohomologie de Borel Moore. Soit M
un espace localement compact de dimension cohomologique finie dps. Soit
7 : U C M une inclusion ouverte ot dy = dps et notons i : N C M l'inclusion
du fermé complémentaire N := M ~ U. En dualisant la suite exacte longue
de cohomologie & support compact associée a la décomposition M = U LIN,
on obtient « la suite exacte longue de cohomologie de Borel-Moore » :

— Hint (N) [drv—dt] — Higns (M) = Hypo (U) —

Lorsque M et N sont des variétés topologiques orientées, j* est la restric-
tion et ¢ est multiplication par la classe de Thom de N C M.

6.2.3. Le cas des pseudovariétés orientées. Pour un espace localement
compact M de dimension cohomologique finie, la substitution de la cohomo-
logie ordinaire H(M) par la cohomologie de Borel-Moore Hgy (M) conduit
a substituer 'accouplement (_, _)as par Paccouplement (_, ) : VVxV — k,
(o, v) := a(v). Les adjonctions (ad 2,3,4) servent alors a définir les analogues
de I'image-inverse en cohomologie de Borel-Moore de telle sorte qu’ils coin-
cident avec 'image-inverse en cohomologie ordinaire pour les variétés topo-
logiques orientées. Dans le cas particulier des espaces de configuration, on
est conduit aux définitions suivantes.

6.2.4. Définitions. Soit M une pseudovariété orientée (19).
a) Image-inverse associée aux projections pp : Fptq(M) — Fp(M)

L’application pp : Fpia(M) — Fp(M), pp(z1,. .., Tp1a) = (T1,...,Tp),
est composée de l'inclusion ouverte ¢ : F (M) C Fy(M)xM?® et de la

10 Cest-a-dire, munie d’une section globale nulle part nulle, sur la partie réguliére de
M, du faisceau H ™M (D3, (k)), ou D (k) est le complexe dualisant de M.
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6.
a)

b)

—

projection p(&,¥) := &
Fyyo(M) ——— Fp(M)xM*

\ p
Po

Fy(M)
L’analogue de I'opération « d’intégration sur les fibres » de [ad-3] (1!)

Dp! - Hc(Fb-i-a(M) - Hc(Fb(M))[_adM]
vérifie I’égalité
by i=protr,
ou t : Ho(Fpyq(M)) — Ho(Fp(M)xM*®) est le prolongement par zéro,
et pi: Ho(Fy(M)) @ Ho(M®) = He(Fy(M))[—ady], w@ @ = w [y, @.
L’opérateur « image-inverse » pour la cohomologie de Borel-Moore et
alors défini, suite a [ad-3|, comme le dual vectoriel de py, donc par :

P = piy + Hon(Fy (M) = Hyna (Foia (M) .

Action de §8,, sur Hgm (A2, M™). L’action de g € §,,, par image-
inverse sur Hgy (Fy,(M)) est donnée par I'égalité (o) dans 6.2.1-[ad-4].
L’espace F,(M) est un ouvert de M"™ et 'action de §,, est la restric-
tion de son action sur M™, le scalaire o, (nr) (ga1), qui coincide avec
onmm (ge1) pour une certain b € IIp(M™), est indépendant de b. En effet,
on a oprm (gp1) = sgn(g)I™™ | ot sgn(_) est la signature. On pose alors,

dimps

omm (g) = sgn(g)
de sorte que g*: Hpn (Fp(M)) — Hpu(Fp (M)) est donnée par

*

g =omm(9) - (90)",

ou g1 : He(Fp(M)) — He(F,,(M)) est image-directe et ou (_)Y désigne
I’adjoint pour la dualité vectorielle. Le lemme suivant est immédiat.

6.2.5. Lemme. L’application 8,, 3 g — omm(g) est un caractére multi-
plicatif. Pour tout g € Sy, on a

omxx)ym (9) = omm (g) - oxm(g) -

2.6. Commentaires
Si M est lisse et orientée, on a H'(F,,(M) ~ H},,(F,,(M)) par dualité
de Poincaré, et les définitions d’image-inverse concordent.
L’opérateur py est défini méme si la projection py : Fpyq(M) — Fy(M)
n’est pas localement triviale, donc méme lorsque M n’est pas lisse. Par
contre, I’hypothése d’orientabilité sur M est indispensable.

1 Cest pour cette unique raison que nous avons été contraints de nous limiter aux

pseudovariétés orientables.
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c) Lorsque M est une pseudovariété conneze orientée de dimension dpy,
on a HM™M(M;Z) = Z et donc HY,(M;Z) ~ Z ~ H°(M;Z). De plus, si
f: M — M est un homéomorphisme, 'image-inverse f* opére comme
l'identité sur HY,(M;Z).

6.2.7. Ingérence de la signature dans Hgn (Fp,). Dans 6.2.4-(b) nous
avons défini Paction de 8, sur Hgu(M™) de sorte qu’elle coincide avec
laction par image-inverse en cohomologie ordinaire H(M™) lorsque M est
lisse. Cette action n’est pas l'action duale de 'action de 8, sur H.(M™).
La proposition suivante précise la différence entre les deux action dans une
situation importante pour la suite de cette section 6.

6.2.8. Proposition et notation. Soient M et X deuz pseudovariétés orien-
tées et connexes. Pour x € X, posons Mx := MxX et M, := Mx{x}. Le
morphisme dual de la restriction p : He(Fp(Mx)) — Hc(Fp(My)) est le
morphisme de 8,,-modules

P () @1 : Hou(Fip(My)) — Hou (Fp(Mx)) ® ()@ 00X

ot o, est la « représentation par signature » de 8,, et ot Hgu(M,) et
Hpvi (Mx) sont munis des structures de 8,,-modules de 6.2.4-(b).

Démonstration. Par définition, la représentation de 8, sur Hgu(Fy, (Mx))
est la représentation duale de celle de H.(F,,(Mx)) tordue par le caractére
oMxx)ym = omm - oxm (6.2.5) tandis que pour celle de Hpw(Fyp(My)), il
faut tordre par opgm. La différence est donc le caractére oxm qui est trivial
si dim X est paire est qui est le caractére signature autrement. U

6.3. Approche de Hgn(Fp,(M)) a I’aide d’espaces i-acycliques

Dans les sections 3 et 4 (resp. la section 10), les méthodes pour la dé-
termination du polynéme de Poincaré (resp. du caractére de §,,-module)
de H.(F,,(M)) s’appliquent lorsque M est i-acyclique (4.2.1,4.2.2), mais
pas lorsque M est général, ce pour quoi il faut une nouvelle idée, comme
par exemple, celle que nous donnons a continuation qui permet d’appro-
cher Hpu(Fp(M)), ot M est un espace localement compact quelconque, a
laide d’une suite spectrale dont les termes sont de la forme Hpy(Fy(X))
avec £ < m, et, surtout, ot X est i-acyclique, suite qu’on appellera « la suite
spectrale basique pour Hpy (Fp,(M)) » (cf. thm. 6.5.2).

6.3.1. L’idée est basée sur le fait que :

F Tout espace localement compact M peut étre réalisé comme fermé dans
un espace i-acyclique, de complémentaire (donc) également i-acyclique.
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En effet, si X est i-acyclique et si x € X, 'espace M s’identifie au fermé
M, := Mx{x} de l'espace i-acyclique Mx := MxX (1.2.4-(¢)). On note
alors V := X —x et My := M xV et I'on remarque que dans la suite longue
de cohomologie a support compact :

— Ho (A (My ~ M) _i%Hc(Fm(MX)) _QHC(Fm(Mz)) 7

on a p = 0. En effet, le prolongement par zéro H.(My) — H.(Mx) est
surjectif, les arguments de la remarque 3.1.3 s’appliquent et établissent la
surjectivité du prolongement par zéro i : Hc(Fy,(My)) — He(Fp(Mx)) .
La surjectivité de ¢ en résulte, car im(:) 2 im(¢), et la nullité de p s’ensuit.

Ces arguments et la proposition 6.2.8 prouvent la proposition suivante.
6.3.2. Proposition. Soient M et X des espaces localement compacts. On
suppose que X est i-acyclique et l'on fixre x € X.
a) La suite courte de 8,,-modules
0 — Ho(Fp(My))[—1] — He(Ap, (MY ~ M) — Ho(Fp(Mx)) — 0
extraite de la suite longue de cohomologie a support compact, est exacte.

b) On suppose M et X des pseudovariétés orientées de dimensions cohomo-
logiques finies dyy et dx. La suite courte de 8,,-modules (1?)
0 — Hpm(Fp (Mx))[mdx—1] —
Hona (A (M ~ M) mdx —1] -
Honi (Fin (M) ® (0,,)0 4% — 0

extraite de la suite longue de cohomologie de Borel-Moore, est exacte.

Le polynéme de Poincaré de Hgu(F,(M)) est donc déterminé par celui
de Hpu(Fr,(Mx)), déja connu, et par celui de Hpm (A, (MY ~ M)")), qui
fera I'objet d’étude des sections suivantes.

6.4. Une suite spectrale pour Hen (A, (MY ~ M?))

6.4.1. Rappel : cochaines simpliciales, ordonnées et alternées. Etant
donné une famille finie d’ouverts Y = {Uy, ..., U, } d'un espace topologique
X, on rappelle que 'on dispose classiquement de trois notions de p-cochaines
de Cech pour le foncteur des section locales. A savoir,

— Le groupe des « p-cochaines simpliciales (non ordonnées) »
P — . )
s )=, T Wiy )

ou (4, ...,%p) est un suite d’éléments deux & deux distincts de [1,m].

121 énoncé est valable plus généralement pour les espaces localement compacts de di-
mensions cohomologiques finies (2.4.1), sauf pour ce qui est des structures de 8,,-modules
que nous n’avons pas définies dans cette généralité.
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— Le groupe des « p-cochaines (simpliciales) ordonnées »

P . . .
C< (u’ —) T @1<i0<-~-<ip<m F(Uzo,..‘,zpv _)

— Le groupe des « p-cochaines (simpliciales) alternées » CE(U, ). C'est le

sous-groupe des p-cochaines w € CP(U, _) vérifiant pour a € Sfo,p]
wiov“"ip = Sgn(a) wia(O)“"7ia(P) ' (*)
Remarquons en passant que ’application « d’antisymétrisation »
ep: CLU, ) = C2(U, ) ()

définie, suivant la méme égalité (x), par g (w)ia(0)7_,_7ia(p) i=sgn(a) wi,...i, ;
pout tout a € S, €t tout 1 < ip < -+ <ip < m, est bijective.

Dans les trois cas, Uopérateur cobord &, : CY(U, ) — CV'%DH(U, )

p+1 k
(5w)i0,---7ip+1 = Zk:[)(_l) wi07~--7{]\c7~~-7ip+l
a un sens et respecte chaque type de cochaine. L’antisymétrisation
s (CEU, ), 6.) = (CXU, ), 0.),

est alors un isomorphisme de complexes. L’assertion suivante est classique
(cf. |20], §1.3.8, p. 58.).

U

6.4.2. Proposition. Les inclusions de complexes
(Oz(ua_)75*) g (é*(ua_)vé*) 2 (CY:(Z/[,_),(S*) (0)

sont des quasi-isomorphismes.

Les complexes (¢) sont donc interchangeables pour les besoins du calcul

de la cohomologie de Cech.

6.4.3. Faisceaux et complexes de Cech 8,,-équivariants
Revenons sur le cas de 'espace A, (MY ~ M) de 6.3.2. Munissons-le du
recouvrement Y™ = {U",..., U}, ou :

—l~
U = Ap(Mxx -+ X My x---xMx) C Fp,(Mx),

)

avec V := X — x. Notons ensuite

ur=0"u---uy;, Ugﬁm,ip::Uxﬂ---ﬂU{:”,
et méme U, . 1,) : une copie de U, ;, paramétrée par l'uplet (io, ... Vip).-
Le groupe 8,, agit sur U™ par permutation des coordonnées, nous avons
donc g - Ui?,...,ip = U;(Lio),...,g(ip)’ pour tout g € §,,.
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Définition. Un faisceau G sur U™ est dit « S8,,-équivariant » s’il est muni
d’une famille d’isomorphismes {¢g v : I'(gV;G) = I'(V;G)}(4,v) , indexée par
les couples (g, V) ot g € 8, et V est un ouvert de U™, telle que la relation
cocyclique ¢p, gy 0 ¢g v = @pg, v est satisfaite pour h,g € 8, et tout ouvert
V de U™. Les définitions de morphisme &,,-équivariant entre faisceaux 8,,-
équivariants et de catégorie des faisceaux §,,-équivariants s’ensuivent.

Les faisceaux des germes de cochaines de Borel-Moore Qfmym sur U™,
que nous allons introduire dans 6.4.5, constituent le principal exemple dans
ce travail de faisceau §,,-équivariant. Définis comme duaux des cofaisceaux
des cochaines d’Alexander-Spanier & support compact ng‘{];i, les faisceaux

QEM ym héritent naturellement de ’action duale de ’action de §,,, sur QC ym -

6.4.4. Proposition. Munissons UJ_, ., =Ap, (M;(n_(pﬂ) x MPT) de lac-
tion de 8,,_(p41) X Spt+1 par permutation de coordonnées.
a) L’application
. m m
B8 X Up, H(io,...,i,» U

(i07“'7i;0)
Sim—(p+1) X 1pt1

(9,2) ——————— 9(2) € Ugim_p),...g(m)

ou (ig,...,ip) est une suite d’éléments deuz o deuz distincts de [1,m]],
est un homéomorphisme.

Soit maintenant G un faisceau 8y, -équivariant sur U™. On note 0 — gx o
Uaction de g € &, sur une section locale o € G.
b) Le morphisme image-directe défini par I’homéomorphisme ®p,, a savoir
3 Sm s —
Gy ind® LUR, i G)—CPUTG) = P TWUE . i9)
Sm—(p+1) X 1pt1 (G0, ip)

(g’g) b————— g %0 € F(U(Zl(mfp),---,g(m));g%

est un isomorphisme. Il induit sur CP(U™;G) Uaction w — gow de 8y,

(h’ Ow)i07-~~7ip = hx (wh_l(io),...,h_l(ip)) .
Cette action est compatible au cobord des cochaines simpliciales et le com-
plexe de Cech augmenté :

0— D(U™G) —= COU; G) -2 YU, G) 2 - -

est un compleze de 8,,-modules.

¢) Le complexe des cochaines alternées (C*(U™;G),dx) est un sous-complexe
de 8,,-modules du complexe des cochaines simpliciales (C*(U™;G),dy).
L’antisymétrisation e, : (C(U™;G), 6) = (CXH(U™; G), 8.) transfere cette
structure et munit chaque groupe C‘g (U™;G) de laction w— gxw de Sy,.
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En particulier, le complexe de cochaines ordonnées de Cech augmenté :

0 I(U™G) - CoU; G) 2% CL(U; G) 2 - -

est un complexe de 8,,-modules. De plus, lapplication

Wy ind (U, i) @0ps1 — CEU™;G) = D T(UL.
Sm—(p4+1) X Sp+1 1<zo< <ip<m
(g,0) goo € I'(gUyy,..m); 9)

ou ‘o’ désigne laction x* de S,,_(pi1) X Spt1 tordue par le caractére si-
gnature o1 de Spy1, est un isomorphisme de S,,-modules.

Démonstration. (a) L’application @, est définie sur la réunion disjointe de co-
pies de U}"'_ indexées par les éléments g € 8,,/8,,_(p41). Pour chaque
g € 8, la restriction de @, a (g,U;_
Um

(9(m=p),....g(m
dinal |Sm /Sm—(p+1)| est précisément celui de I'ensemble des (p+1)-uplets

Py
...m) est un homéomorphisme sur
) On conclut que @, est bijective en remarquant que le car-

(t0,...,1p) d’éléments deux a deux distincts de [1,m].
(b) résulte de (a) et des identités :

p+1
000 Whciyr = s 0@y 5o

Jj=0 (10 77777 ipt1)

p+1
= h* Wy _17/- ~ . > m
A (TP [P

h ( p+1 )
— * w,; _ . ~ .
: :]ZO h 1(7,0,...,2j,...,lp+1) ‘Uf’,:il(zo i

= (hodw)

§0seensip i1 -
(c) Soit w € CZU™;G). Pour a € Spo,p] €t h € S, on a:

(h OW) La(0) -+ a(p) = h * (whil(ia(o))v'“vhil(ia(p)))

= sgn(a)hx (Wh-1(ig),....h~1(ip))
= Sgn(a)(h < w)i(),--.,ip )
et CZ(U™;G) est bien un sous-8,,-module de CZ(U™;G).

Le sous-espace &, (I'(Upy_, ,m;G)) est stable sous 8, (,41)X8pt1 dont
I’action est tordue par le caractére signature de 8,41. Le morphisme de &,,-

modules ¥, est donc bien défini et il est surjectif puisque €, (1" (U}; ;G))

m—p,...,m
engendre clairement C(U™;G) en tant que 8,,-module. Le fait que v, est
bijectif résulte alors du fait que |8y /(8 —(p41) X Sp+1)| est également le car-
dinal de I'ensemble des parties I C [[1,m] telles que |I| = p+1. O
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6.4.5. Suite spectrale de Borel-Moore d’un G-espace. Nous rappelons
maintenant, pour un G-espace donné, les bases théoriques de la construction
de la suite spectrale de G-modules associée & un recouvrement G-stable et
pour la cohomologie de Borel-Moore.

Faisceaux de germes de cochaines de Borel-Moore

Soit M un espace localement compact de dimension cohomologique dps muni
de 'action d’un groupe fini G. Dans 2.4.2-(a) nous avons introduit la réso-
lution c-molle

dg,, —
o do 1 dy dpp—1
0— ﬁM ’ QM QM e

Qv 0

qui est une résolution dans la catégorie des faisceaux G-équivariants (6.4.3).
Pour tout ouvert U C M, le complexe des « cochaines a support compact »

(Qe(U), d) := Ie(U; (2yy, dv))

calcule la cohomologie & support compact HX(U), et si U est en plus stable
sous l'action de G, c’est aussi un complexe de G-modules pour l'action
d’image-directe topologique.

Sitycy : V CU est une inclusion ouverte, le prolongement par zéro

wewt = (e (V), di) = (2 (U), du)
est une inclusion de complexes et la correspondance

U~ (2(U), ds)

7 e

Vi (22(V), da)

définit un complexe (2, .,

fait des cofaisceau puisque les Qﬁ\/[ sont c-mous (cf. [6] V.1.6, p. 282).

d.) de pré-cofaisceauz flasques sur M qui sont en

Pour tout ouvert U C M, le « complexe des cochaines de Borel-Moore sur
U » est défini par dualité et décalage : (13)

(s (U), ds) == (V). dx)")[~dm] - (1)

Lorsque U est G-stable, chaque ,,(U) est & priori muni de I'action de G
duale de son action par image-directe sur Q2 (U), mais cette action ne cor-
respond pas & 'action de G par image-inverse lorsque M est une variété to-
pologique orientée, ce pour quoi il faut tordre ’action duale par le caractére
om tel qu'expliqué dans 6.2.4-(b). Plus généralement, si M est une pseudo-
variété orientée, on notera ‘«x’ I'action duale de G sur Q%(_) tordue par ops.
Dans tous les cas, le complexe () ci-dessus est un complexe de G-modules.

13 0n remarquera ’abus de notation qui consiste a noter de la méme maniére les diffé-
rentielles des deux complexes (Q%(U),dx) et (Qpm(U), dx).
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Le complexe (Q5,,(U), dy) calcule la cohomologie de Borel-Moore Hy,, (U)
et la correspondance
U~ (i (U), dy)

j J/\*/QU

Vi (Q50 (V) d)
ol tj,cyy est le dual de vycpr, est le complexe (20f papr d+) des « faisceaux
(flasques) de germes de cochaines de Borel-Moore » sur M. C’est un com-
plexe de faisceaux G-équivariants.

Bicomplexe de cochaines Cech-Borel-Moore

Soit U™ = {U7",..., U} une famille G-stable d’ouverts de M, c’est a dire
telle qu'il existe une action de G sur [[1,m] vérifiant g(U™) = Ug(yy- On pose

Ut =Uru--uum ., UR =00 N U,

et 'on considere le bicomplexe (C(U™)Z,, s, dx)

| | -

0— CLU™, Q% ) Crum, QY )T i, 92, )

=M,c

30l aol 80\L (OC)

0— Co™, 9 ) Coum, QY )™ Coum, 22, ) 2

0—— 9 (U™ Lol (Um0 (Um) -

| 1 !

0 0 0

dont les colonnes sont les complexes de « chaines de Cech a valeurs dans un
cofaisceau » et sont exactes puisque les cofaisceaux Qf, = sont flasques (14).
En dualisant, on obtient un bicomplexe de colonnes exactes

T T T

. do ~ di1 x
0—CH U™, QY ) — CHU™, Qo) — CHU™, QL) =

o] o] ] (Co)

. do = di
0— CO(UWL’QJOW,BM) — Co(um’gllw,BM) — Co(um7212\/[,131\/1) —

q Jq Jq

d, d d
0 Q?M,BM(Um) ° QZIVI,BM(Um) 41)212\4,131\/1 (Um) 42)

T T T

0 0 0
qui est un bicomplexe de G-modules puisque ’analogue du théoréme 6.4.4
est vérifié pour les données en cours.

14 ¢f. Bredon [6] chap. VI.— Cosheaves and Cech Homology, corollary VL.4.5, p. 426.
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On appellera « bicomplexe de cochaines de Cech-Borel-Moore de U™ », le
bicomplexe du premier quadrant

CU™E = (C°(U™ Qs ), 0erds)

=M ,BM

Filtration réguliére de H,,(U™) et suite spectrale

En raison de I'exactitude des colonnes de (Cgy ), le morphisme d’augmenta-
tion € induit un quasi-isomorphisme de complexes de G-modules

ex + (Qpu(U™), di) — tot™ (CU™)%%)
ou ‘tot’ désigne le complexe simple associé. On a donc un isomorphisme de
G-modules . . , 3
h*(€x) : Hy (U™) ~ h' (tot™ (C(U™)2y)
pour tout ¢ € Z.
Pour k € N, notons C(U™)" , le sous-bicomplexe de C'(U™)p; défini par

cU™) =0, sii <k,

BM,k
CU™ = CU e, stk <i<m—Ll.
On a la filtration décroissante de bicomplexes de G-modules

’*,1 = é(um);’;,z 2

o
BM

CU™S: = CU™SE 2 CU™)

BM,0 =

induisant une filtration positivement graduée décroissante et réguliére du
complexe tot* (C(U™)gn) de méme donc que pour Hyy, (U™) pour lequel on
pose

Hi (U™)g = () T (R (tot™ (CU™) 35 1)) -

BM,k

On notera IFH, (U™) et IF tot*(C(U™)gn) ces objets filtrés.

6.4.6. Remarque. Dans ce qui précéde nous aurions tout aussi bien pu
considérer les cochaines de Cech ordonnées ou alternées, ce qui aurait fournit
les bicomplexes de G-modules C (U™ ) et Ce(U™ ) pur-

La proposition suivante est bien connue (1°).

6.4.7. Proposition. La suite spectrale de G-modules IE(U™) := (IE(U™),, d)
associée au complexe de G-modules gradué filtré IF tot* (Co (U™ o)) converge
vers le bigradué de IFHy,, (U™). On a

. BEU™)P = CYU™, Hiu (L))
(&

BEU™S" = H (U™, Hiu()) = GrP(IFHy, (U™)). ()

15 Cf. Godement [20] chap. 1.4, thm. 4.2.2.
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Le théoréme suivant est maintenant corollaire immédiat de 6.4.7 et de 6.4.4.

6.4.8. Théoréme. Soient M et X des espaces localement compacts de di-
mensions cohomologiques finies. Le 8,,-module Hgn(Ap, (MY ~ M")) est
Daboutissement de la suite spectrale IE(U™) de 6.4.7 pour le recouvrement
um .={0y,...,Unr}, ou

U™ :=Ap(Mx X -+ - x’J\—/I;;:; X+ xMx) C Fp,(Mx).

2

L’identification de 6.4.4-(c) pour le groupe des p-cochaines ordonnées

CLU™; Ly ) =A™ LU, i Qi ) @ Tt

Sm—(p+1) X Sp+1
munit (C%(U™, _),08,) d'une structure de compleze de 8,,-modules. Les ter-
mes (IE(U™)y,dy) de la suite spectrale IE(U™) héritent d’une structure de
complexe de 8,,-modules et la suite spectrale converge au sens de suite spec-
trale de complexes de &,,-modules vers le 8,,-module bi-gradué associé au
Sm-module gradué Hpy(Apy (MY ~ M) muni de filtration réquliére de la
proposition 6.4.7. Dans le cas particulier ou v =1, on a

E(um)?q = indsm HgM(UTTnn—p,...,m) ® Up+1 ’

Sm—(p+1) X Spt1

et dy : E(Um)ffl’q — EU™)YT un morphisme de 8,,-modules.

6.4.9. Remarque. Le méme énoncé est valable pour le complexe des co-
chaines non ordonnées (CP (U™, _),d.), auquel cas on a

EU™ =ind®  HL(UZ_, ),
Sm—(p+1) X1p+1

en raison de I'égalité CP (U™, _) = ind®m rwy_,
Sm—(p+1) X1pt+1

) de 6.4.4-(b).

yeey MY —

6.5. La suite spectrale « basique » pour Hgn (Fp, (M))

Nous nous restreignons maintenant & une situation qui simplifie remarqua-
blement les considérations précédentes. C’est le cas oul I’espace X est I'espace
R>p := [0, 400, puis z := 0 et V := R-. Dans la suite, M sera localement
compact de dimension cohomologique finie dys (2.4.1), et 'on notera

M;o = MXR;(), My = MX{O}, M>[) = MXR>0.
Les espaces Mx( et M~q sont i-acycliques et ’on a
M ~ My = (M>0\Ms) .

On aura remarqué que ces choix renferment 'égalité H.(R>g) = 0, et donc
le fait que l'on aura (4.2.1-(a))

He(Fp(Msg)) =0, Ym>1.
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6.5.1. La proposition 6.3.2 se simplifie et donne des isomorphismes de 8,,-

modules
He(Fin(M)) = He(Ap (MZ\Mg"))[1], (©)

et lorsque M est une pseudovariété orientée (16)

He (Frn (M) = Hani (A (MZo\Mg"))[m—=1] @ o7, (00)

ou I'apparition du caractére signature a été justifiée dans 6.2.8.

Avec ces données, la suite spectrale de 6.4.8 convenablement modifiée par
le caractére o, converge vers Hgy(F,,(M))[1—m], on appellera « la suite
spectrale basique pour Hpy (Fy, (M)) ».

6.5.2. Théoréme (des suites spectrales basiques). Soit M une pseu-
dovariété orientée de dimension dyr (7). La suite IE,(U™) = EU™) @ o,
converge, en tant que suite spectrale de complexes de S,,-modules, vers le Sy, -
module bi-gradué associé au 8,,-module gradué Hey(Fy,(M))[1—m] muni de
filtration réguliére induite par l’isomorphisme (00) ci-dessus. De plus,

a) Pour touti € Z, on a

Ea(um)llmq = indsm Om—(p+1) ® HgM(UgLpr,...,m) = H}iM (FM(M))

Sm—(p+1) X Spt1

avec ¢ =i+ (m—(p+1)). Dans cette écriture, le groupe S,,_(p41) X Sp+1
opere sur Huwm(USy_y, - .., m) par image-inverse (6.2.4-(b)) et le caractére
O m—(p+1) affecte uniqguement laction du sous-groupe 8,,_(p41)x1.

b) On a une décomposition canonique d’espaces vectoriels

=-m . m ~ —(m—(p+1))d
—p+1 - HgM (Um—p,...,m> - @fegr(p+17m) HgM g M(Fp(f)(M>0))

ot F(p+1,m) est l'ensemble des applications f:[[1,m]— [1,m] telles que
x < f(x) siz <m—p, et f(x) =2 sinon. On a |F(p+1,m)| = (m—1)!/pl.
La paramétrisation associe a f € F(p+1,m) le sous-espace Fp(p)(Mso) C
Api1 (Mg)f(pﬂ) XFp1(Mso)) ot p(f) est la partition de [1,m] définie
par les fibres de f (cf. 2.3.2).

¢) Pour avoir IE,(U™)P? # 0, il faut que (m—(p+1))dym < g < mdpr .

d) Pouri € N donné, les termes de IE, (U™, pour v > 1, qui contribuent
a Hi\ (Fy,(M)) sont ceuz pour lesquels on a (m—(p+1))(dyp—1) <.

18 Dans le cas général ot M n’est pas une pseudovariété, on a toujours un isomorphisme
d’espaces vectoriels, mais on perd I’aspect représentation de 8., (cf. note (*2)).

17 Comme dans la note précédente, si ’on néglige ’aspect représentations, I’énoncé est
valable plus généralement pour les espaces localement compacts de dimension finie.
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Indications. (a) Le foncteur (_) ® o, étant exact, la convergence de IE, (U™)

vers Hgu (U™) ® o, est assurée. Ensuite, 'égalité classique (%)

(ind‘Sm HgM(U;g_p?._”m) ® UpH) QOm =

Sm—(p+1) X Sp+1

—ind® (HA(Upy. ) © 0pi1 @Res™ o )

Sm—(p+1) X Sp+1 Sm—(p+1) X Sp+1

explique le changement de op 41 en o, _(p41) dans Pénoncé 6.4.8. L’égalité
p+q =1+ (m—1) découle quant a elle de 6.5.1-(¢0).

(b) On remarque que dans la mesure ot H(Fy,(Msp)) = 0, le morphisme
de liaison dans la suite longue de cohomologie & support compact 2.1.2 pour
Z := M an,Hb(MgO_l ngo), a savoir

He(Aca145(Mao X Ag_116(MEgT < M) = He(Aqqs (M2 x M2))[1],

est un isomorphisme. Comme d’autre part, la projection sur les derniéres
coordonnées

Ta 146+ Dca115(MzoxAa 1 45(MET X M) = A1 5(ME " x M) .

est un revétement trivial & (a — 14 b) nappes paramétrées par les applications
de F(a + b,a — 1 +b), on a un isomorphisme canonique

Aa71+b(M§al X M) 1] o Ay (Mg x M)t
et par induction
He(Fy(Ms0)) =Y O ] o (A, 15(MZx ML)

ou (a+b—1)1/(b—1)! = |F(b,a+d)|.
Par conséquent,

Ho(Up—p ) = Hc(Am(MQO_(p“)nggl))
- @g(p+1’m)HC(Fp+l(M>0))[_(m—(p—i-l))] ,

et par dualité, I'isomorphisme annoncé dans (b)

Fon (Ui, ) @D, Hon (Bt (M) ==+ 1) o] (1)

(c) Comme on a H{y, (Fpy1(Mso)) =0 pour tout i € [0,(p+1)dn], puisque
H!(Fp+1(Msg)) =0 si i <p+1 (4.2.1-(a)), on comprend par () que pour si
Hin (U, ) #0, alors g € [(m—(p+1))dn,mdp] , d’ou (c). A partir de
la, si lon fixe i € N, la majoration (d) résulte de I'égalité g =i+ m—(p+1).00

18 Etant donnée une inclusion de groupes H C G, un H-module V et un G-module W,
on a ind§ V @, W = ind% (V @y, resq W).
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6.5.3. Termes non nuls de la suite spectrale basique. La figure sui-
vante illustre les assertions 6.5.2-(c,d). Les termes IE, (U™ )7 non nuls pour
r > 1 sont dans la région hachurée, et, pour chaque ¢ € N fixé, ceux qui
contribuent a H,, (F,,(M)) sont dans la région & la fois hachurée et grisée.

b (m—(p+1))dm <g< mdy

O (Fon (M) HéM<Fm<M>M Eo(U™);"

a(k)o |m—1y A
o) //V }Ldm
o (k)2

| 4] X
U(k)mfl — >
— 0 F m—l (ml1)ay" ™M

Le petit tableau a gauche rappelle que l'action de 8,,,_(,11) X Sp+1 par image-
inverse sur les termes de la ligne p est tordue par le caractére o, (1)

6.6. Naturalité de la suite spectrale basique pour Hgwn (Fp, (M))

6.6.1. On rappelle que I'on note p, : Fip1 (M) — F,,, (M) la projection sur
les m premiéres coordonnées. Nous supposerons que M est une pseudovariété
orientée de dimension finie dps (1?) de sorte que le morphisme d’intégration
sur les fibres py @ He(Fry1) — He(Fy,) est défini, ainsi que son dual, le
morphisme d’image-inverse p, : Ham(Fr,) — Hem(Ft1) (cf. 6.2.4-(a)).

Dans cette partie nous préparons le terrain pour 1’étude ultérieure en 9.2
de certaines propriétés asymptotiques des familles des morphismes d’image-
inverse en cohomologie de Borel-Moore

{Hi (Fon(M)) 22 Hiy(Frg1 (M)},

Notre but est la construction d’un morphisme de suites spectrales (cf. 6.6.7)
B (gy,) : (BeU™)r,dy) = (Ee U™ )y, dy)

induisant par passage & la limite, les bi-gradués des morphismes p;, pour les
filtrations du théoréme 6.5.2, but qui sera atteint dans le théoréme 6.7.1.

198i dans les précédentes sections cette hypothése n’était pas vraiment indispensable,
maintenant elle ’est car autrement nous ne voyons pas comment donner un sens au mor-
phisme d’image-inverse en cohomologie de Borel-Moore.
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6.6.2. Compatibilité des opérations d’intégration sur les fibres. En
accord avec les notations de 6.4.3, ol nous avons introduit ’ouvert

U™ = Fpp1 (Mso)\Fns1(Mo)

et son recouvrement Y"1 = {U{”H, e fnnill}, on note maintenant

W = (Fp (M) X M0 ) \(Fn (Mo) x Mp)
= (U™ xMz0) U (Fpp, (M) x M)

et son recouvrement WM+l .= (W ﬁill}, avec

Wt = UM x Mg, sii < m,
1
Wikl o= Fp (Ms)x Mg .
On a donc :

um-f—l _ Wm+1 o Um+1 — {Wim—i-l N Um+1 — Uim-i-l}_

Le diagramme suivant, ou les fleches verticales désignent les morphismes
de prolongement par zéro, est un morphisme de suites exactes longues :

— Hc(Um+1) E— Hc(Fm+1 (M>O)) — Hc(Fm+1(MO))C7n4+1>

o,
— Ho (W™ ) — Ho(Fp, (Ms) X Msg) — He(Fyn (Mp)x M) =5

et comme la colonne centrale est nulle, il en résulte le diagramme commutatif
ou les fleches horizontales sont des isomorphismes :

He(Frni1(Mp)) — = He (U™ )[1]

prg J{LU! (T)

He(Fy (M) x Mp)) s H, (W +1)[1]

D’autre part, pour m > 1, Pouvert W™+ C F,,(Msq) x M>¢ est réunion
de deux ouverts H.(_)-acycliques

W&’H—l = (UmXM>Q)

Wit = (Fp(Mog)xMag) )

Wt = Wit y Wttt avec {

Le morphisme de liaison dans la suite de Mayer-Vietoris pour la coho-
mologie & support compact relative a {W{Jnﬂ, W;Hl} est donc un isomor-
phisme :

Ho (W) 2285 H (U™ x Mso)|[1]
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6.6.3. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpg.
Pour tout m > 1, le diagramme suivant ot les fleches horizontales sont des
isomorphismes, est commutatif au signe pres.

Cm+1

He(Fmy1 (My)) ——=— Ho(U™ )]

l Ul JU

c'rrH»l

Ho(Fin(My)) @ He(My)) ~2— Ho(W™)[1] =25 Ho(U™) @ He(Mso)[2]

|19 0 (1) 40y |
He(Fon(Mo))[—da] o] Ho(U™)[1][—dad]

~

Plus précisément, (1) et commutatif et dans (II) on a

/M>0(CMV o Cpy1)(a®B) = (=1l Cm(/

My

a@f) (o)

Démonstration. La commutativité de (I) a été justifiée dans (f). Pour le
sous-diagramme (II), on utilise le fait que les cofaisceaux Q. (_) sont flasques.
Quitte & prendre des recouvrements assez fins, un cocycle w € Q¢ (F,,(Mp)) ®
Qc(Mp) s’exprime comme la restriction ), a; ® 3; de

W= ZZ & ® B, avecd; € Qc(Fp(Mso)) et Bi € Qc(Msg) .
On a donc ¢, (>, 04 ® B;) = >, déy; ® Bi + Zi(—l)mi'di ® df; , avec
dé; @ fB; € QC(W{,”H) et a; ®dp; € QC(WZ,”H) . Et alors, par le morphisme
de liaison de Mayer-Vietoris cypy relatif a {W{Jnﬂ, Wit on a
(emv © C;n+1)(2i ;@) = Zi(—1)|ai|d5¢i®d5~i € Qc(U)@82(M>o) ,

de sorte que
/ (emv ol ) (D ai®B) =Y (-nlHPlaa; [ g,
Mo v ¢ My

puisque, avec les conventions en cours, fM>0 dp = (—1)I°l fMo B.

On conclut par le fait que si a € Z.(F,,,(Mp)), on a ¢y, (a) = da. O

6.6.4. Remarque pour le cas m = 0. L’énoncé de 6.6.3 doit étre modi-
fié, puisqu’alors les morphismes cyry et ¢, sont nuls. En effet, dans ce cas
F,,(Mso) = F,,(Mp) = {pt}, et alors U™ = (). Donc, ¢, = 0 et le premier
terme de I’égalité (f1) est vide, ce qui entraine la nullité de epry. On a aussi
vp =1id, 1y =id et ¢y = ¢, 41- Le diagramme de la proposition devient

[ o ﬁ o [ d@=cn ] s
H¢(pt)[—dm] Mo Mo
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6.6.5. Renormalisation des morphismes de liaison. Sur le sous-diagram-
me suivant de la proposition 6.6.3

He(Fyn1 (M) Ho(U™)]1] [o] ~
S He(W (1] 25 H (U)o He(Mso) (2]

id®IM>0J

He(Fyn(Mp))[—dn] Ho(U™)[1)[—dnt]

on a noté, pour m > 1,
dm! HC(Um+1) — HC<Um>[—dM] y qm! ‘= (id@/ ) ocMmvy oLy,
M0

et nous avons remplacé ¢, : Ho(Fp(Mp)) — H.(U™)[1] par

m—+1 |w|m+MdM
Ym + He(Fm(Mo)) = Ho(U™)[1], ym(w) = (=1) 2 Cm (W) -
6.6.6. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpy.
a) Pourm >1, le diagramme suivant de morphismes compatibles aux actions

des groupes symétriques par image-directe, est un diagramme commutatif,

He(Fri1 (M)~ Ho (U™ )1

pm‘l[—dM] [—dM]lq'm!

He(Fp,(Mo)) % H(U™)[1].

b) Le diagramme suivant obtenu en dualisant et concaténant les diagrammes
de (a) et ot l'on a noté F; pour F;(My), est un diagramme commutatif,

Hon (F1) — Hou (F2) — - —— Howt (Frn) ——— Haw (Fin1) —
1

2 Pm
’YTT[O} ’YE{T[H ’Y%T[lm} ’Y:n-p-lT[m]

Huu(U') = Hon(U?)[1] > -+ — Hyna (U™)[m—1] = Hona (U™ ) [m] —
1 2 m

Les morphismes y sont compatibles aux actions des groupes symétriques

lorsque 'on tord Hen (U™ ) par o, (cf. 6.5.1-(00)). Les suites horizontales

sont alors des FI-modules (cf. 7.2.1) et la famille {v},[1 — m]} est un

isomorphisme de FI-modules.
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Démonstration. (a) Notons Q(m) = m(wg_l)dM. Compte tenu de I'égalité (o)
de 6.6.3, on a
(@m! © Y1) (W) = (—1)ImTQT ¢ () (W)

= (~1) =AM ¢ (py (w)) = (m © Pyt ()

La compatibilité par rapport aux actions des groupes symétriques est claire.

(b) On verra dans 7.2.1 que la condition pour que les suites horizontales
soient des FI-modules est que pour tous m < n, on ait

(Ph—1 © -+ © D) (Hini (Fyn (M) € Hisne (Fy(Mp)) > S

et de méme pour la deuxiéme ligne. C’est évident pour la premiére ligne, et
donc aussi pour la seconde qui en est isomorphe. O

6.6.7. L’image-inverse sur les suites spectrales basiques. Nous allons
relever le morphisme ¢, : Hen (U™) — Heu (U™1)[1], pour m > 1, de 6.6.6
en un morphisme F(q,) : IE(U™) — IE(U™1)[1,0] de suites spectrales ba-
siques, de sorte que nous aurons le diagramme commutatif

Hou (U™) — g — Han (U™ )[1]
BEU™) — Blg,) — EU™)[L,0]
répondant ainsi a la principale motivation de cette section 6.6 (cf. 6.6.1).
Les morphismes ¢, sont les duaux des morphisme ¢,,1 qui on été définis

comme la composée de trois morphismes

Ho(WmH1)y 2V f (U™ x Mso)[1]

LU pm!::fM>0

He(U™) dm! He(U™)[—dm]

Dans ce qui suit, nous montrerons que le dual de chacun de ces morphismes
admet un relévement spectral. Rappelons maintenant quelques notations.

— L’ouvert U™ C F,,11(Msg) est muni du recouvrement (6.4.3)
Urtt = (ot umY on (T e UM e o ¢ My).

~ L’ouvert W™+l C F,,(M>()x Ms>g est muni du recouvrement (6.6.2)

1 o {Wim“ :=U"xMsg, si i<m,

Wm+1 — {Wm—i-l L. Wm+1
1 ) ) 1 1
+ il = F (Mso) X Mg .

m

On décompose W™ en réunion de deux ouverts H.(_)-acycliques

Wi = (U™ x Mao)

Wit i= (Fpp (Mso) x M) - (1)

Wt = W&”H U WF'H avec {
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Relévement spectral de tf;. Comme le recouvrement U™ est la trace

sur U™t du recouvrement W™+ j.e.
U™t = wmtl g umtt = (wmt q gt = gmly

la naturalité de bicomplexes de cochaines de Cech-Borel-Moore vis-a-vis des
restrictions ouvertes, induit un morphisme de bicomplexes de degré (0,0)

(tf7)ese : C<W™RE = C U™ )20
et donc un morphisme de suites spectrales

() s (EOV™ )y, dy) = (BEU™ ), dy).

Proposition A (relévement de if;). Le morphisme

(L*U’l )p.a

BV = P (Wi Hi () BUT = CP U Hiw (),

en fonction dep >0 et de 1 <ig<---<i, <m+1, prend les valeurs suivantes.

> Sip=0,0ona(f)og =0 puisque les W™ sont Haw(_)-acycliques.

(E<Wm+1)(1)7Q) )

H to (%,1)0,4:0 H

H (W) =0 i (U7

(E(um+1)(1)»Q) )

io

>Sip>0eti,<m+1, on a aussi (L’&l)pﬂ = 0 puisque

m+1l _ rrm
W =Uj, .

. . X M
10 5ereyip » =0

0

est Hem(_)-acyclique.

BV e (B@™ DY),
| |
HgM(Uz‘?,...ﬂ‘p XMzg) =0 HgM(Uz?H,zp)

>Sip>0eti,=m+1, ona

m—+1 _ Um
20

10seeeiip=mA1 — Yigip_1 XM,

et iy s’identifie a la restriction de (U i XMsg) a umtt

yeenrlp— 105y bp—1,M+1
+1\P:q } +1\P:q
(JE(W’” )i )io,,.,,ip:mﬂ (5 )paa (ZE(um )i )io,‘..,z‘p:mﬂ
tricti
H (U, xMisg) — 20— oL )
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Relévement spectral de cy;y,. On commence par un scholie sur les bi-

@ % A ~ . . N
complexes C2"(U; %) de cochaines de Cech ordonnées, relatives & un recou-

vrement U = {Uy,...,Upn+1} et & valeurs dans le complexe de faisceaux de
cochaines de Borel-moore (2 ,d,) (6.4.5), ce que nous notons

C**(U) == C¥" (U;Q2%,,) -

Soient U" := {Ux,...,Un} et U” := {Uy41} dont on remarquera tout de

suite que CP(U') =0 sip = m, et CP(U") =0sip > 1.
Définissons les restrictions de cochaines de Cech o/, p”
p:C*(U) — C*U)DC* WU
w — (P (w),p(w))
{P'(w)io,...,ip = Wig,...ip € X (Uig,....i,), oul<ig,...,ip <m,
P (W)o = wimt1 € Q*(Um1) -

par

Posons ensuite U := {U1 NUp41,-..,Up N Upy1}, et définissons

c: U — O W) N
par i
Wio,...,ip—l , S1 p=m + 17
(W)igip = 0, sinon.

Proposition. La suite

0= C*U") == C* ) o U e O U w0 ()
est une suite exacte courte de morphismes de bicomplexes. Les morphismes
qu’elle induit sur les cohomologies des complexes simples associés coincident
alors avec les morphismes de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour
le recouvrement UU = (UU") U (UU"), soit

— H (UU™) 2% Jxrt o) 2 BiF (o) e B (ou™) — B ou™) —

En particulier, le morphisme de liaison cyyv est aboutissement du mor-
phisme des suites spectrales (¢,) : (IE(U"),d,) — (IE(U")[1,0],d,) induit par
le morphisme de bicomplexes (o) et dont la restriction aux termes IFy est

EU"Y =P
(Cl)p,ql

EUT = @ Hii(Uig,..ipi1)

10 <-<ip

Hi\(Us,.iy, N Umng1)

10 < - <ip

ou, siw € (]E(U"/)?q)im...,ip; on a

w, si(ko,...,kpy1) = (io,...,ip,m+1)
0, sinon.

(Opa(@)ior. ks = {
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Démonstration. Le fait que p est un morphisme de bicomplexes surjectif de
bidegré (0,0) est immeédiat. Son noyau ker®(p) est le sous-bicomplexe de

C*(U) vérifiant
kert®(p) =0 et (Vp> 0)(w € ker?(p) & wig,...i, =0, siip < m) ,

ot I'on reconnait I'image de ¢ : C*~1(U™) — C*(U). La suite (1) est donc
bien une suite exacte courte de bicomplexes.

Notons
U:.=ulU, U .=uld, U’ .=uld", u”.=ul".

La suite courte de Mayer-Vietoris de bicomplexes

0— C”(U) _LCO(u@ U/) @C"(u@ U//) —ﬁ—)é.(u@ U///) 50

est exacte puisque le faisceau QF  est flasque. Comme on a U MU’ D U’ et

UMU” DU", on dispose de morphismes de restriction de cochaines de Cech
r’,r" et du diagramme commutatif

0— é'(u) 2 C"(Z/[ m U’) o) C’O(u o U//) i C«o(u A U///) 0
lid JT/ T,//J
0= C LU S O U)oU) @ CUU) =0

ot 7' et r” induisent des quasi-isomorphismes au niveau des complexes
simples associés.
Il en résulté un isomorphisme canonique en cohomologie

& o h* tot (C**UMU™)) — h* tot (C**(U"))

rendant commutatif le diagramme

h*_l tot (C’.’* (u @ U//l)) L> h* tot (007* (u))

lﬁ *—1 &b Jid

h*~Ltot (C**(U")) —— h* tot (C**(U))

ou 7y correspond ou morphisme de liaison enry : Hem(U™”') = Hen (U)[1] de la
suite longue de Mayer-Vietoris pour le recouvrement U = U UU”. A partir
de 1a la suite de la proposition est claire. O

Cette proposition, appliquée au recouvrement Wt fournit le relévement
spectral du morphisme de liaison ¢ @ Hem (U™ X Msg) — Hpn (W™ 1)[1]
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Proposition B (relévement de c},). On munit W™t du recouvrement
WL et U™ x Mg du recouvrement U™ x Mg et I’on note (IE(W™H1),., d,.)
et (IE(U™xMsg),,dy) les suites spectrales correspondantes. Alors, il existe
un morphisme de suites spectrales

(Arvy) s (BU™XMso)r, dr) = (EOV™ ), d,))[L,0]
convergeant vers le bigradué du morphisme de liaison

Laction de (cypy ) sur IEy est donnée par le plongement canonique

p,q q
EU™xMsg)? Hi (U
1<ig< - <ip<m
(CMv,l )p,q

BV R —— @ HL W, )

105 ylp,M+1

i

1<io < <ip<m

Relévement spectral de ( fM>0 )* On commence par rappeler que le
morphisme d’intégration sur les fibres a un sens déja au niveau des complexes
de cochaines a support compact :

pm=/ () © 2e(Mag) = Qo) [—drr—1]
M>0

et c’est un morphisme compatible & 'opération de cobord. Par dualité et
naturalité vis-a-vis des inclusions ouvertes, on obtient le morphisme de bi-
complexes de cochaines de Cech-Borel-Moore de degré [0, 0]

(D)o s CU™mm = CU™ X Mo - (1)
Le théoréme suivant et immédiat.

Proposition C (relévement de p}, ). Par passage aux complexes simples
associés, le morphisme de bicomplezes (1) induit le morphisme image-inverse

p:ﬂ . HBM(um) _> HBM(umXM>[)) .
1l induit également un morphisme de suites spectrales
(D) : (EU™)pydy) = (EU™XMs0)r, dy) -

L’action de (p}, ) sur IEy est donnée par les morphismes image-inverse :
k)

E(um)llhq — @ H]gM (Uztrg,...,ip)
1<ip <+ <ip<m

(pfn,1)pyq lp:n

BUmMof' — @ HLUL., xMo)

1<ip< - <ip<m
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Conclusion. La composition des morphismes des suites spectrales des pro-
positions A B C donne le morphisme de suites spectrales annoncé dans 6.6.7

B(gy,) : (BU™)r,dy) = (BU™), dp)[1,0].

Le diagramme commutatif suivant traque sa valeur sur les termes IF;

1<ip<-<ip<m

(Py1)pa P
b,q q
EU™x M) —— @ H (U x M)
1<io <+ <ip<m
(eMv,1)p,q Din

EWmHIT —— P HA W )

90,---y0p,m~+1

1<ip<--<ip<m
(G 1)pa Lf]

B e @ U )

7'07“'71';07
1<ig<-<ip<m

Toutes ces observations conduisent & I’énoncé suivant.

6.6.8. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpg.
1l existe un morphisme de suites spectrales basiques

E(q,,) : (BU™)p, dy) = (EU™M),,d,)[1,0],

qui est compatible aur actions des groupes symétriques et qui rend le dia-
gramme suivant commutatif (*°).

Hou (U™) — a5 — Hen (U™)[1]

H W

EU™) — E(g,) — BEU™)[1,0]

De plus, laction de IE(q,) sur les termes IE(_)1 est donnée par

E(U™)P1 B(gy)7" EuUmt! p+1,q
U™y ( )i
LU -2 Oy g (o)
ev(Yig, iy M (Yig ipm+1

20 On rappelle que v}, est la renormalisation donnée dans 6.6.5 du morphisme de liaison
m(m—1)

¢ o Ham(U™) = Ham (Fpn (Mo))[1=m]. On a ym (w) = (=1)“ImF 2 ¢ ().
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6.7. Relévement spectral de p? : HE,, (Fp(M)) — HE (Frp1(M))
Si nous combinons la proposition précédente 6.6.8 aux théorémes 6.6.6 et
6.5.2, nous obtenons les suites de représentations de groupes symétriques

Heu (Ft) —= Ho (F2) — - —— Hau(Fin) ——— Hou(Fing1) —

+ b1 +~ + m +
L o & i Tousr = [
HBM HHBM(U )[ ] *>—)HBM(Um)[mfl]F)HBM(Um+1)[m]—>

ﬂ o [
By (UY) — By (U)[1,0] — - — By (U™)[m—1,0] — By (U™ ) [m,0] —
ch ql) Es(qr,)

ou la ligne centrale doit étre tordue par les caractéres o, correspondants.
L’énoncé suivant est alors corollaire de 6.6.8 et 6.5.2.

6.7.1. Théoréme. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpg.
a) Le morphisme de suites spectrales basiques
E(qy,) : (BEU™),dy) = (BU™M),, d)|[1,0],

définit, pour chaque i € N, chaque couple (p, q) tel que ¢ =i+ (m—(p+1))
et chaque r > 1, une suite indexée par m € N

By (q5,)0% g (U™ — B U™ )70,

qui est un FI-module. La somme de ces suites pour chaque r > 1 converge
vers le bi-gradué du morphisme de 8,,-modules

:n : HéM(Fm(M)) - HBM( m+1(M))

pour les filtrations régulieres induites par les isomorphismes v, et vy, 1.

b) Sur la page IE;(U*)1 les FI-modules en question, sont naturellement iso-
morphes aux FI-modules définis par les morphismes

Ey(q},)7? = indgr

m—(p+1) X Sp+1

(Pin)

qui rendent commutatif le diagramme suivant.
B, U™ =ind® o ® Hh(Un_, ) =—— Hiy(Fn(M))
Sm—(p+1) X Sp+1
* \P»,4q *
EJ((Im)l ‘( llnd(pfn) Pm

B, U7 = ind® ™ o @ HA(URT) L) = Hiy(Fpnp1 (M)

Sm—(p+1) X Sp+2

ou o indique que l'action de 8,,_(,11)x1 est tordue o p,_(p41)-
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¢) Modulo les isomorphismes = de 6.5.2-(b), on a le diagramme commutatif
d’espaces vectoriels

m Pm m
HgM(Um—p,...,m) HgM(Umjz},...,m+l)
|
7 (5
Do,
P H(Fo)(Ms0) ——— P Hu(Fpey(Msg)) ()
res(p+1,m) FoET* (p+2,m+1)

o mous avons noté
-Q:=q— (m—(p+1))dym =i — (m—(p+1)) (dp—1).
- F(p+1,m) := ensemble des applications f : [1,m] telles que
(x < f(z), six <m— p) et (f(x) =z, autrement) .
- F*(p+2,m+1) := ensemble des applications f : [[1,m~+1]] telles que
(z < f(x) <m+l, siz<m—p) et (f(z)=uwx, autrement).

- p(f) est la partition de [1,m] définie par les fibres de f et la fonction
f®:[1,m~+1] est le prolongement de f qui vérifie f*(m+1) = m+1.

Démonstration. (a,b) L’identification des morphismes IE, (¢}, )} comme mor-

phismes induits résulte de 6.5.2 qui montre que 'on a
B, ™))" =ind® 0y, y1) © Hiu(Un )
Sm—(p+1) XSp+1

et comme IE,(qf,)]"" est un morphisme de §,,-modules (6.6.8), il est dé-
terminé par sa restriction a o, (1) ® H,, (Uh—p,...m) qui n’est autre que
id ®@py,, ou id désigne l'identité sur o,_(,41). Le fait que 'on obtient ainsi
un FI-module est alors immédiat. A partir de 14, on conclut grace a la com-
patibilité des différentielles d,- avec les actions des groupes symétriques et au
fait que la catégorie des FI-modules est abélienne (7.2).

(c) Compte tenu de 6.5.2-(b), nous avons seulement a justifier la derniére
ligne (¢) du diagramme, somme directe des duaux des morphismes d’inté-
gration sur les fibres

1
Pm! - HC(U:nnirp,...,m—&-l) - HC(U:TTLL—p,...,m)[_dM>O]
ot, en notant Fy,19 := Fpi2(Ms() pour simplifier,

m+1 _ m—(p+1)
Um*p,...,’mrl»]_ - Am+1(M>0 XFp+2) .

Avertissement. Dans un souci d’allégement de notations, nous allons omettre
d’écrire ‘H.(_)’ autour des termes des diagrammes qui vont suivre.

Pour tous a,b € N, le morphisme d’intégration sur la derniére coordonnée

P D1 (MEgxFyp 1) — Agip(MSox Fy) (1)
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est défini dans 6.2.4-(a) a travers l'inclusion ouverte

Agtpt1 (Mgo xFpi1) — Aa+b(M§o x Fp)x Mg

x} /fM>o

Aarp(MEo < Fp)[—dnr,]
et lorsque a > 0, on est conduit a considérer le diagramme suivant

Aa+b+1 (Mg(] X Fb+1) —L> Aa+b (Mgo XFb) X M>0 —_—

Mo
J gxid

M}OXAaer(Mgal XFb+1) ‘L> [M)OXAaer,l(MgO_l XFb)] XM>0

p pxid
1" fM
TT 2o xFyp) o T Aagpo1 (MZ5! xFp) x Mg —

F(a+b,a+b+1) . F(a+b—1,a+b)

[+1] exid | [+1]

ou les colonnes sont les suites exactes longues de cohomologie & support
compact habituelles dans nos théorémes de scindage (3.1.1). Les termes de
la deuxiéme ligne sont nuls puisque Mo apparait en facteur, les fleches de
liaison ¢ sont donc des isomorphismes et la question que nous cherchons a
comprendre concerne l'interprétation de p; dans (1) en termes de la der-
niére ligne du diagramme. Or, la fléche en pointillé n’est pas tout a fait

bien définie. En effet, les composantes du fermé [] Aa+b(M;aleb+1)
F(a+b,a+b+1)

sont bien les traces des composantes de ] Aa+b_1(Mgal X Fp)x M~ sur
F(a+b—1,a+b)

Pouvert M>0><Aa+b(Mgal><Fb+1), que 'on va noter U dans la suite, a

I'exception prés de celle indexée par la fonction fy : [a+b+1] définie par
fo(1) = a+ b+ 1, composante, par ailleurs, clairement fermée dans 'ouvert
Agiy(MEyxFp)x Mg que I'on va noter V dans la suite.

On a donc linclusion fermée

(M>0><Aa+b(M§o_1 XFpi1))p, CUNV

et tout cocycle w d’Alexander-Spanier (faisceau c-mou) a support compact
de cette composante se prolonge en une cochaine w & support compact de
UNV. Le morphisme de liaison donne alors ¢(w) = dw, ce qui est un cocycle
a support compact dans Agpy1(MEoxFpiq). Or,

pr(e(w)) = /M>O e(w) = /M>0 dw =0,

puisque @ € Z.(V) et que V est le domaine de définition de | Moo
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Ces remarques prouvent la commutativité du diagramme

[T Acis (M xFy)[-1] ——= [] Aaror (ME XFy)[=dn,|[-1]

F(a+b,a+b+1) F(a+b—1,a+b)
c

— R—

|
!

Y4l
Agtb11(MEgx Fpi1) :

Agip(MS X Fp)[—dm ]

!

ol maintenant ¢’ est bien définie. Sa valeur, qui dépend des composantes,

vaut

"

{0 sur (M>0XAa+b(M;61XFb+1))fO s
L =

D Aa+b(M§61 XFpi1) — Aa+b_1(M§61 x Fp) , autrement.
L’itération de ces idées conduit au diagramme commutatif

[T Fal-d—" [] Fl-dw,ll-d
F(b+1,a+b+1) F(b,a+b) \

|

I L
Agipr1(MEgxFyy1) —— Agpp (MEo X Fy) [—dnr, ]

ou ¢ =0 sur les composantes indexées par les fonctions f : [1,a+b+1] telles

que |f~1(a+b+1)| > 1, et c’est l'intégration sur les fibres autrement.

En dualisant, on obtient la description de la ligne (¢) du diagramme du
théoréme pour la cohomologie de Borel-Moore. O

7. Stabilité des familles de représentations
7.1. Motivations

Le comportement lorsque m — oo des invariants associés aux espaces
F,,(X), notamment leurs groupes d’homotopie, leurs nombres de Betti, les
caractéres de leurs cohomologies en tant que §,,-modules, ont fait I'objet
de trés nombreux travaux. Un des résultats pionniers dans ces questions
est di & V.I. Arnold (circa 1970) et concerne la détermination de la coho-
mologie des groupes de tresses d’E. Artin (1925) & un moment ot 'on sa-
vait, grace aux travaux de Fadel-Fox-Neuwirth ([13,16], 1962), que les es-
paces Fy,(C) et BF,,(C) := F,,,(C)/8,,, étaient asphériques, de groupes fon-
damentaux II1 F,,(C) = P, : « le groupe des tresses colorées & m brins »,
et 111 BF,,,(C) = B,, : « le groupe des tresses non colorées 4 m brins », et
donc que les cohomologies des espaces F,,(C) et BF,,(C) étaient canoni-
quement isomorphes & celles des groupes de tresses. C’est ainsi que Arnold
procéde dans [1,2] ot il énonce son « théoréme de stabilité » , théoréme qui
établit que, pour chaque i € N fixé, le morphisme naturel H*(BF,,(C); Z) —
H(BF,,11(C);Z) est bijectif pour m > 2i — 2. C’est un résultat remar-
quable que ne révéle pas la connaissance explicite du polynéme de Poincaré
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de F,,(X) (voir thm. 11.3.1). Parallélement, le méme phénomeéne de stabi-
lité pour l'espace F,,(X) ne se produit pour ainsi dire jamais, déja si nous
appliquons la formule de la remarque 4.2.2 pour X = C, nous voyons que
P(Fp(C)(T)=(1+T)(1+2T) - (1+ (m—1)T) d’ott Betti' (F,,,(C)) = ()
(polynomiale en m tout de méme!).

Il faut attendre les années 2011 pour comprendre le lien entre ces deux
phénomenes grace aux travaux de T. Church et B. Farb ([7,8]). En s’intéres-
sant, non pas a la famille {Betti’(BF,,(C))},,, mais a la famille des représen-
tations {8, : H(F;,(C))}m, Church et Farb se livrent & des calculs explicites
en s’appuyant sur les recherches de Lehrer ([25], 1987) qui donnaient déja la
« polynomialité » des caractéres de cette famille (7.3.1), et sont conduits a
conjecturer que les multiplicités des composantes irréductibles des représen-
tations {8,,: H*(Fy, (X))}, sont stationnaires (dans un sens qui sera précisé
dans 7.4.1), de sorte que lorsque X est en plus de type fini, la polynomialité
des caractéres en découle moyennant un résultat classique de Macdonald (cf.
7.3.6, 1995). Church et Farb développent alors la théorie de « FI-modules »
(7.2) et remarquent que le phénoméne de multiplicités stationnaires pouvait
s’expliquer comme conséquence de ce qu'’ils ont appelé la « stabilité » (7.4.1)
de la famille de morphismes {p?, : H (Fp, (X)) = H*(Fp11(X))}m, ce qui
s’avéra étre effectivement le cas.

Théoréme (Church [7], 2012). Soit X une variété topologique, conneze et
orientable. Pour i € N fivé, la famille {p}, : H'(Fy, (X)) = H*(Fp11(X)) b
est stable pour m > 2t st dim X > 3, et pour m > 44 si dim X = 2. Les familles
des caractéres et des nombres de Betti correspondantes sont polynomiales et
la famille {Betti(Fp,(X)/8m)}m est constante, sur les mémes rangs.

Le théoréme de stabilité d’Arnold apparait de lors comme le fait que la
famille des sous-représentations triviales {H*(F,,(C))®n},, est stationnaire.

Les paragraphes qui suivent sont destinés & rappeler les bases de la théo-
rie de FI-modules (|10]) qui a servi a prouver le théoréme de Church. Nous
introduirons ensuite certains foncteurs d’induction dans la catégorie des FI-
modules qui vont nous permettre de généraliser le théoréme de Church aux
familles {8, :A2—q X} o0t X est une pseudovariété orientable. On pro-
cédera dans un premier temps en supposant que X est i-acyclique (thm.
9.2.3), puis, dans un deuxiéme temps, sans cette hypothése (thm. 9.3.15)
mais a l’aide d’un nouvel instrument : les suites spectrales basiques (6.5.2).

7.2. Catégorie des FI-modules

Suivant [10], on note FI la catégorie dont les objets sont les ensembles
finis, et dont les morphismes sont les applications injectives. Si A est un an-
neau, on note Mod(A[FI]) la catégorie dont les objets, les « A[FI]-modules »
(et méme simplement FI-modules lorsque A est sous-entendu), sont les fonc-
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teurs covariants V : FI ~» Mod(A) et dont les morphismes sont les transfor-
mations naturelles entre ces foncteurs. Si V et W sont des FI-modules, on
note Hompr (V, W) l'ensemble des morphismes de V vers W.

Conventions et notations. Dans ce qui suit, on identifie pour tous b > 0
8m = Fixg, ., [m+1,m+b] et L,x8, =Fixg, ., [1,m],

ce qui donne le sens a U'inclusion 8, X8, C 8,,1p.

Dans une notation V,,, ® Ay, on désigne par V;, un S,,-module et par A,
la représentation triviale de 8, dans A. Le produit tensoriel en question est
alors le 8, x 8y-module défini par (o, ) - (v @ w) := (a- v, [ - w).

7.2.1. Une équivalence de catégories. La restriction d'un FI-module &
la sous-catégorie pleine des intervalles de la forme [[1,m] C N est une équi-
valence de catégories entre Mod(A[FI]) et la catégorie des familles dénom-
brables V = {¢m : Vin = Vi1 bm, ot les V,, sont des A[S,,]-modules et ou
les ¢y, sont des morphismes de A[S8,,]-modules dont les composées

¢m+b,m = Pm4b0 O P10 0, VbEN, (i)

Gmtbm(Vin) C (Vi)™ % . ¥m, b e N. (o)

vérifient

Les morphismes ¢y, 44, sont les « les morphismes de transition de V », ils
se factorisent suivant le diagramme

Vi bt ————— Vi
\ (00)
L . Sim %’H—b,m
mdsm;bsb (Vin ®Ap)

out:Vy, — Vy ®A est le plongement v — v ® 14 et ot @pyyp est le
morphisme de A[S,,,]-modules induit (2!).

Dans cette équivalence, un morphisme f : V — W de FI-modules se voit
comme une famille {f,, : Vi, = Wy, },, de morphismes de A[S,,]-modules

vérifiant ¢, © frn = fit1 © O Les familles {ker(fi,) bm et {coker(fi)}m

ker( fim)S Vin frm W, coker(f,)
4 q&ml © lqu +
ker(fm+1)(—> Vm+]_ ﬁ Wm+1 e COkeI'(fm+1)

munies des morphismes de transition induits sont des FI-modules et font de
Mod(A[FI]) une catégorie abélienne (%2).

21 La condition (¢) qui porte sur les I, x Sp-invariants est vide pour b =1 et n’est donc
pas transitive, il suffit par contre qu’elle soit vérifiée pour b = 2 et tout m € N.

22Dans [31], Sam et Snowden donnent une équivalence de catégories explicite entre
Mod(A[FI]) et une catégorie de modules sur un anneau.
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7.2.2. Troncatures de FI-modules. Soit ¢ € N. Pour tout FI-module
V = A{¢m : Vin = Vi + 1}, on notera V>q = {W,, = Wpq1} le sous-FI-
module de V avec W,,, :=0sim < q—1, et W, := V,, autrement.

On pose ensuite Ve,—1 :=V/V5,, d’ot la suite exacte courte de FI-modules

V=q j J(i Vo — Vo1 — Vg2 —
I — Vyo — Vi1 — Vg — Vg1 — Vo —
ngfl — quz — Vvqfl —0 0 0

On notera Mod(A[FI])., (resp. Mod(A[FI]),) la sous catégorie pleine de
Mod(A[FI]) dont les objets sont les FI-modules tronqués V>, (resp. V¢g).

Les correspondances V ~ Vs, et V ~» V¢, sont clairement fonctorielles
covariantes et exactes.

7.2.3. Les FI-modules M(a). Pour 0 < a € N, on note a := [[1,a], et
ensuite M (a) := le foncteur covariant représenté par a, soit

M(a) : FI ~ Mod(A)
S+~ M(a)s := A[Morpr(a, )]

La famille {¢, : M(a)py, — M(a)m+1}m est alors caractérisée par

{si b<0, M(a)uss=0
. . 184
sib>0, M(a)ers =indg" s A[Sa| KAy,

et le morphisme de transition ¢4y : M(a)g1p — M(a)qrp+1 est celui induit
a partir de 'identification de 8,x 8y-modules k[S,] K Ay = k[S,] K Apy1,

k[Sa] X A k[Sa] X Ab+1

[

indg"is A[Sa] B A,

¢a+b . Sa+b+1
rindg' ) A[Sa] KAy

ou les fleches verticales désignent les inclusions canoniques.

7.2.4. Par le lemme de Yoneda, pour tout FI-module V I'application
Y : Hompr(M(a),V) = Vo, Y(f) = f(ida),
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est bijective. Si v € V,, on note ev,(v) := Y ~!(v), il s’agit du morphisme de
foncteurs dont les valeurs ev,(v)gqp : M(a)arp — Vaip sont

sib<0, eva(v)gss =0
sib=0, eva(v)g:A[8a] = Va, eva(v)a(a) =a-v
sib >0, eva(v)et+s est la composée :

ind(eva(v)a) a+b,a

. 18adtb . 18atb 4
mdSCL*X s, A8 | RAy ————— 1nd8a+X s, Veom Ay —— Vi

7.2.5. Sous-FI-modules et FI-modules quotients. On appelle « sous-

FI-module » d’'un FI-module V tout sous-foncteur YW C V. En termes des

familles dénombrables V = {¢m, : Vi = Ving1 b (7.2.1), Uinclusion W C VY

équivaut & la donnée d’une famille de sous-8,,-modules W,,, C V,,, vérifiant

Odm (W) € Wig1, auquel cas W := {(;Sm\wm : Wi = Wit}
L’intersection d’une famille de sous-FI-modules est un sous-FI-module.
On définit dualement la notion de « FI-module quotient ».

7.2.6. Systémes générateurs de FI-modules. Soit V un FI-module.
Pour tout sous-ensemble Y3 C [[,, Vin, on appelle « sous-FI-module engendré
par ¥ » et on le note (X)), l'intersection de la famille des sous-FI-modules
W de V tels que X C [[,,, Wi.
Pour a € N, notons Y, := Y NV,. D’aprés 7.2.3, chaque s € Y, détermine
un et un unique morphisme de FI-modules
eva(s) : M(a) =V, eva(s)(ida) = s.

Le lemme suivant est alors immédiat.

Lemme ([10] 2.3.2). Le sous-FI-module (¥) CV est l'image du morphisme

HO<a€N,s€Ea oVa(s) : @0<a;362a M(a) =V,

7.2.7. FI-modules de type fini. Soit V un FI-module.
a) V est dit « engendré en degrés < d» si V = (%) avec ¥ C [[,4 Va-
b) V est dit « de type fini » si V = (X)) avec ¥ fini.

7.2.8. Proposition ([10] Finitude et noethériannité)

a) Un FI-moduleV est de type fini si et seulement si, il admet une surjection
@D, M(a;) =V pour une certaine famille finie {a;}

b) Un quotient d’un FI-module de type fini est de type fini.

c) Si lanneau A des coefficients est noethérien, tout sous-FI-module d’un
FI-module de type fini est encore de type fini. (*3)

23 Prouvé dans [10] en supposant Q C A, et dans [9] en général.
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7.3. Caractéres polynomiaux et stabilité des FI-modules

L’anneau A est un corps k de caractéristique nulle.

7.3.1. Caractéres (éventuellement) polynomiaux. SiW:={8,,:W,, }m
est une famille de représentations de dimensions finies, on note X(W) :=
{Xs,, (W) }m la famille de leurs caractéres. Pour chaque m, il existe un po-
lynéme P, € k[X1,...,Xn] tel que pour a € §,,,, on a

X, (W) () = P (X1, ..., Xm) ()

o X;(«) est le nombre des cycles de longueur ¢ dans la décomposition de «
en produit de cycles disjoints. La famille X(WW) peut ainsi étre décrite par
des familles { Py, },, de polynémes de 'algébre k[X] = k[X1, X2, .. .].

Définition. La famille de représentations W est dite « a caractére éventuel-
lement polynomial » s’il existe N, € N et P € k[Xi,...,X;] tels que

Xs,, (Wn)(a) = P(X1,....X%)(«), Ym>=N, Vaes§,,. (%)

On dit alors que X(W) « est polynomiale pour m > N ».

7.3.2. Remarques
a) Un caractére du groupe §,, admet plusieurs écritures dans k[X1, ..., Xn]
(cf. 11.4.3), par contre, lorsque la condition (x) est satisfaite, le polynéme
P est unique (cf. (37), p. 154).
b) Notons dimg (W) := {dimy Wy, } . Lorsque X(W) est éventuellement po-
lynomiale, on a, pour m assez grand,
dimg W,,, = P(Xl,XQ, - ,XT)(]Im) = P(m,O, e ,0)

et la suite dimy (W) est éventuellement polynomiale en m.

7.3.3. Représentations irréductibles V (A),,. Sous '’hypothése en cours
de car(k) = 0, les représentations des groupes symétriques sont semi-simples
et définies sur Q. Les décompositions en composantes irréductibles sont alors
“indépendantes” de k£ D Q.

7.3.4. Reparamétrisation des représentions irréductibles

Pour 0 < a € N, les représentations irréductibles de 8, sur k sont paramé-
trées par les décompositions A - a. On note V), la représentation irréductible
de 8, correspondante & A b a.

Définition. Soit A= (A = -+ > \¢) I a. Pour tout m > || + A1, on note
Alm] F m la décomposition (m — ||, A1, ..., \¢)

1T =T (m—IA)
)\:{_. } — A[m] = ) )

(M)
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Pour m > |A| + A1, on note V(A),, la représentation irréductible de §,,
correspondante a A\[m], on pose donc :

V(N)m =V

Les notations V' (0), et V (1), =V (0O),,, désignent ainsi respectivement la re-
présentation triviale et la représentation standard de dimension m—1 de 8,,.

7.3.5. Remarques

a) Une décomposition p F m s’écrit d’une et d’une unique maniére sous la
forme p=Am]. St p= (1 > po == pg),ona X= (ug = --- = )
et A a:=m— A\ (y compris a = 0).

b) Dans la notation ‘A[m]’, le nombre ‘m’, qui vérifie m > |A| + A1, indique
la taille finale du diagramme. On a

(A[m]) = £0) + 1,
et si m < n, on a (A\[m])[n] # A[n].
¢) Si A[m] € Ve(m), on a || < m — [% (29

7.3.6. Les familles {V(\);, }r, apparaissaient déja dans le livre de Macdonald
[28] comme exemple de famille de représentations a caractére polynomial.
L’auteur y établit par un calcul explicite le fait suivant (ex. [.7.14, p. 122).

Proposition ([28]). Pour \ & a, il existe Py € k[X] tel que, pour tout m >
IA| + A1, on a
Py(a) =Xs, (VNm) (), Ya € 8.

7.4. Monotonie et stabilité des FI-modules

7.4.1. Stabilité. Suivant [10], un FI-module V = {¢, : Vi, = V41 } est
dit « (uniformément) stationnaire », s’il existe N € N tel que les conditions
suivantes sont satisfaites pour m > N.

a) Injectivité. Les applications ¢y, : Vi, — Vi1 sont injectives.

b) Surjectivité. Vi, +1 est engendré en tant que 8,,41-module par im(¢,, ).
¢) Multiplicités. (*°) Dans la décomposition en représentations irréductibles

les multiplicités ¢(A),, ne dépendent pas de m.

24 On désigne par [z] € Z la partie entiére par excés de z € R, d.e. [z] — 1 < z < [z].
Dans (c), le terme [m/{] représente le plus petit nombre de colonnes d’un diagramme de
Young de taille m possédant ¢ lignes, il faudrait donc convenir que [0/0] = 0.

251 ’adverbe “uniformément” est utilisé dans [10] pour distinguer du cas ot la condition
de stabilité de multiplicités (c) est demandée séparément pour chaque A.
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Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que V est un FI-module
« stable pour m > N ». Le « rang de stabilité de V », noté rgs(V), est la borne
inférieure de tels IV, et si V n’est pas stationnaire, on pose rgs()V) = +o0.

Fait : la famille de caractéres X()) est polynomiale pour m > rgms (V) (7.3.6).

7.4.2. Monotonie. Suivant la terminologie de Church ([7]), un FI-module
V ={¢m : Vi, = Vint1 }m est dit « monotone pour m > N » lorsque pour tout
m > N et tout W,,, C Vj, isomorphe & V(A\)$* pour certain X et k, le sous-
Sm1-module 8,11 + ¢ (W) C V1 contient un sous-module isomorphe a

V(A)?L'il. On notera rgy, (V) le plus petit des ces N.

Fait : les morphismes de transition de V sont injectifs pour m > rgy (V).

7.4.3. Lemme et définition. On appellera « rang de monotonie et stabi-
lité » d’un FI-module V, le nombre

rgms(V) := sup{rgm(V), rgs(V)}

Pour tout FI-module V et tout s € N, on a rgms(V) < sup{rgms(V>s), s}, et
pour rgms(V=s), seul deuz cas sont possibles

1) 1gms(Vss) = sup{rgms(V), s}, ou bien

ii) rgms(Vss) =0, auquel cas Vg, vy =0 et 5 > rgms(V).

Démonstration. Notons r := rgps(V). L’assertion (a) est claire et immédiate
lorsque V=, # 0 et aussi lorsque V>, = 0 et que s < r. Le cas restant est celui
ou V>, =0 et que s > r, cas auquel Vss = 0 et donc rgms(Vss) = 0. O

7.4.4. Proposition. Dans les énoncés qui suivent, ‘monotone’ est un rac-
courct pour ‘monotone pour m = N, et de méme pour ‘monotone-stable’.

a) Un sous-FI-module d’un FI-module monotone est monotone.

b) Tout quotient monotone Q d’un FI-module monotone-stable V est mono-
tone-stable ainsi que le noyau de la surjection canonique v :V —» Q.

c) Soit W—V — Q— 0 une suite exacte de FI-modules ou VW est monotone-
stable. Alors, si V est monotone (resp. monotone-stable), Q l’est aussi.

d) Soit 0 - K -V — Q — 0 une suite exacte de FI-modules. Alors Si K
et Q sont monotones (resp. monotones-stables), V l'est aussi.

. d_
e) Soit -+ —V_; i Vo ﬂ> Vi — -+ un complexe de FI-modules. Alors

i) SiV_1 est monotone-stable et Vy est monotone, HO(V,) est monotone.

ii) Si V_1 et Vy sont monotones-stables et V; est monotone, H°(V,) est
monotone-stable.
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Démonstration. (a) Immédiat d’aprés la définition de monotonie.

(b) Le noyau K := ker(r) est monotone d’aprés (a). La monotonie assure
la condition d’injectivité 7.4.1-(a) pour I, V et Q, mais aussi le fait que les
multiplicités c(A),, pour K, V,, et Q,, sont non décroissantes pour m > N.
Il s’ensuit que si V est monotone-stable, les familles de multiplicités sont
constantes et la condition de multiplicités 7.4.1-(c) est satisfaite. Enfin, la
condition de surjectivité 7.4.1-(b) est une conséquence logique des propriétés
de monotonie et de multiplicités constantes.

(c) Pour la monotonie, il suffit, pour A et n > N donnés, de se restreindre
au sous-FI-module Q" C Q engendré par V(z\)ﬁf’C C Q.. On note V' le sous-
FI-module de V défini parV), = 7,.1(Q’,), d’ot la suite exacte W — V' —
Q" — 0 avec V' monotone d’aprés (a). On considére ensuite le diagramme
des morphismes de transition restreint aux composantes A-isotypiques en n

¢

K VNS — 2 LK C Ko
i’ VO)EE o V(NS L v c v
o VNS — L Qr C QL

La composante A-isotypique de Q7 := 8,41 - ¢ (V(N)PF) C @/, est celle
de V" := 8,11 - dn(VN)E*H) modulo celle de K/ := 8,11 - ¢n(V(N)P!).
Or, cette derniére est de multiplicité exactement [ puisque K est supposé
monotone-stable, tandis que celle en V. est de multiplicité > k+I puisque
V' est supposée (seulement) monotone. Par conséquent Q vérifie la condition
de monotonie pour A en n. Cette conclusion étant valable pour tout n > N
et tout A, le FI-module Q est bien monotone.

Maintenant, si ’on suppose V monotone et stable, Q est monotone d’aprés
ce qui précéde et, donc, monotone-stable par (b).

(d). Méme type de raisonnements que pour (c).

(e). (i) Si Vp est monotone, ker(dy) est monotone par (a), im(d_1) est
monotone-stable par (b), et on applique (c) & im(d_1) < ker(do) — H° (V).
(ii) Si Vp est monotone-stable et que V; est monotone, ker(dyp) est monotone-
stable par (a) et H%(V,) est monotone-stable & nouveau par (c). O

La proposition suivante est une reformulation des résultats de Church
concernant les concepts de monotonie et de stabilité (loc.cit. prop. 2.5, p. 475).

7.4.5. Corollaire

a) La sous-catégorie pleine Modg, <n(k[FI]) des FI-modules monotones
pour m > N, est stable par extensions dans Mod(k[FI]).
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b) La sous-catégorie pleine Modye, <n(k[FI]) des FI-modules monotones
et stables pour m = N, est une sous-catégorie abélienne et stable par
extensions dans Mod(k[FI]). En particulier,

i) Si (Vi,dy) est un complexe de Mod,g, .<n(k[FI]), ses FI-modules de
cohomologie h'(Vs, d,) vérifient aussi rgms(h*(Vs, dy)) < N .

ii) Dans le groupe Ko(Mod(k[FI])), un FI-module V appartient au sous-
groupe Ko(Mod,g,,.<n (k[FI])), si et seulement si rgms(V) < N.

7.4.6. Commentaire. Un théoréme important de la théorie de Church et
Farb établit I’équivalence pour un FI-module entre le fait d’étre de type fini
et étre éventuellement monotone et stable, mais ce type d’affirmation, de
nature uniquement qualitative, ne renseigne pas sur les valeurs des rangs
concernés. Les notions de « poids » et de « degré de stabilité » d’'un FI-
module ont été introduites dans le but de préciser cette question (cf. 7.9.8).
Les sections 7.5-7.9 qui vont suivre rappellent ces notions.

7.5. Poids d’un FI-module

7.5.1. Régles de branchement pour les représentations de 8,,. Elles
expliquent les manipulations & effectuer sur le diagramme de Young pu cor-
respondant a une représentation simple V), d’'un groupe symétrique, pour dé-
crire les composantes irréductibles de ses induits et ses restrictions. Le lemme
suivant rappelle ces régles ([10], lemma 3.2.3). (%)

7.5.2. Lemme. Le corps k est de caractéristique nulle.
a) |Regle de Pieri| Soit V,, la représentation irréductible de 8, correspon-
dante a un diagramme de Young v a. On a :

: Sa«H; : Sa+b _ @
1ndSbX5a ky RV, mdsabe V, Rk, = ath Vi,

ot les diagrammes p - a+b sont ceur qui s’obtiennent en rajoutant une
boite sur b colonnes distinctes du diagramme v.

b) Soit V,, la représentation irréductible de 8,4y correspondante & un dia-
gramme de Young p-a+0b. On a :

Sa+b _
(Ressaxsb Vu)sb = @wa Vi,

ot les diagrammes v = a sont ceux qui s’obtiennent en enlevant une boite
sur b colonnes distinctes du diagramme p.

26 Une bonne référence pour ces questions est [18], exercices 4.42-45, pp. 57-59. Les régles
de branchement découlent plus généralement de la régle de Littlewood-Richardson loc.cit.
appendice A, eq. (A.8) p. 456.
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7.5.3. Définitions
— Soit m > 0. Le « poids » d'un 8,,-module W, noté P(W), est le plus
grand des |A| tels que V), est facteur irréductible de W. Si W =0, on
pose P(W) := 0. On a toujours P(W) < m (7.3.5(c)).
— Le « poids » d'un FI-module V = {V,,,}, noté P(V), est la borne supé-
rieure de l'ensemble {P(V},,)} dans NU {+o0}.

7.5.4. Proposition. Pour{,a € N, soit \= (A1 = --- = N\¢) F{+a et notons
L= #{i| \i > 1}. Pour tout 8y-module W, on a

P (Indgi* W) < P(W)+L+a

Démonstration. On a
fPA d (SAIX'-‘XS)%XS[_Q S](l) NS|>\|:P>\:8)\7 ('i')

d’olt une surjection de §y-modules

M = ind2? W = indgM W (1)

S>‘1 X"'XSAZ XS[,ﬁ

(C’est méme un isomorphisme lorsque (Aq,..., A7) est strictement décrois-
sante, car, dans ce cas, l'inclusion <y dans (f) est une égalité.) On remarque
alors que le terme de gauche de (f) n’est autre que le 8y4,-module

A4 AAp+l—t
. 1 0 14
M =ind <

8¢
Sy XX S, XS k)\l X---X k)\£ X RGSSZ_£ w,

puisque dans l'action de Sy, X -+ x8),x8y_g a travers Gy, les 8), agissent
trivialement sur W. L’itération de la régle de Pieri 7.5.2-(a) conduit alors a
la majoration

P(M) < A+ + A+ P(Resy’ 5, W),
avec A1 + -+ XN =L+ aetou
8
iP(ReslzXSH W) <P(W). (o)

En effet, un cas particulier de 7.5.2-(b) dit que ?(Resi;’%n M) < P(M),

pour tout n € N et tout 8;4,-module M, ce qui conduit & (¢) par itération.
On a donc montré que P(M) < P(W) + £+ a et la proposition résulte puisque
P(M) majore le poids des quotients de M, en particulier (). O

7.5.5. Remarque. Dans 7.5.4, I'égalité P (indgi' W) =P(W) + £+ a peut
étre atteinte. En effet, soit W = V(v),. Par la régle 7.5.2-(b), V(v)¢—¢ est

facteur de Resgf;_lZ V()¢ si et seulement si
K_E_’V’>V17 (*)

auquel cas P (Resgﬁ_lZ V(v)¢) = |v| est le plus grand poids possible.
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18y P "
Notons M := 1ndSAl X x 83, XS04 V(v)¢—¢. Par ce qui précéde et par ité-

ration de la régle de Pieri 7.5.2-(a), on aura P(M) = |v| + £ + a, si et
seulement si £ — £ — |v| > sup{v1,\1}. Or, cette condition est vérifiée si
A= v,y — Ly —2,...,1,...,1), auquel cas £ = v — 1 et (x) est vérifice
dés que £ > |v| + 21 — 1. Enfin, pour un tel A, on a bien 8, = P et donc

indg&M V(v)y=M.

7.5.6. Scindage d’un FI-module par le poids. Soit

Wm = @me C(M)mV(U)m

la décomposition en facteurs irréductibles d’un 8,,-module W,,.
Pour ¢ € N, on pose

Wrgft) = @|u|>t c(lW)m V() m

et mutatis mutandis pour W,,(n>t) 7%@), 7%<t) et W&:t), aussi noté W,gf).

)

7.5.7. Proposition et définitions. Soit W := {¢n, : Wiy, = W1} un
FI-module.

a) On a ¢ (W' C WL, pour tout t € N. On définit alors

i) le sous-FI-module WEY CW déterminé par les restrictions ng,?t) des

. .. >t .
morphismes de transition ¢, aux sous-modules W,Sz ), soit

WED = {60 WD Wil

m ’

ii) le FI-module quotient W/ Wt

<t) . <t) . <t (<t) _w
W<X_w&%wﬁ>awmimfﬂﬁﬂ,

iii) le FI-module WO sous-quotient de W « de poids unique ¢ »
w=t
Tt

(Dans tous les cas, on aura remarqué [’abus de notation pour les mor-
phismes de transition induits. . .)

w® .= {(]5%) : W,(,’f) — ngl}m :

b) Un FI-module W tel que P(W) < +oo, est extension successive de ses
FI-modules o poids unique W® | t < P(W).

c) On argms(W) = sup {1gms WO, 1gms WD)}, Wt € N. En particulier

rgms (W) = sup {rng(W(t)) |t e N}.

Et de méme avec rgy, a la place de rgys.
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Démonstration. (a) Si V(u)m, est un facteur irréductible de W, le sous-
Sm+1-module engendré par ¢, (V(@)m) est un quotient de indgz+1 V() m-
Or, la régle de Pieri 7.5.2-(a) stipule que les composantes irréductibles de
indgz“ V(pt)m sont les V(v)m41 dont le diagramme de Young est obtenu en
rajoutant une boite sur une colonne du diagramme de V(u1),,. Ces compo-
santes sont donc de multiplicité 1 et de poids |v| > |ul, (avec égalité |v| = |y
si et seulement si = v). Ceci établit 'inclusion ¢, (W,;;') € WY . La suite

de (a) est alors immédiate.

(b) Lorsque t := P(W) < 400, on a WD £ 0 et WY = 0 auquel cas
WED = W1 On donc la suite exacte courte de FI-modules

0= WO W s WD —w/w2t 0

oll, par construction, T(W(<t)) < t. Un raisonnement par induction sur le
poids termine la preuve.

(c) On a rgus (W) = sup {rgms W), rgms WISH)} par la définition méme
de rgus. L'6galité rgms (W) = sup {rgms W®) | t € N} s’ensuit par (b) et par
la stabilité par extensions de Mod,g,, <N (K[FI]) (7.4.5-b). La preuve du cas
rgm & la place de rgps est essentiellement la méme moyennant 7.4.5-(a). O

7.6. Les FI-modules M (W). Pour tout 0 < a € N et tout sous-groupe
H C §,, on définit le foncteur

M- Mod(k[H]) — Mod(k[FI]),

par
ME (W 0, sib<0,
@ (Wats = indy5h W Rk, sib>0.

Pour tous 0 < by < be, I'égalité W Kk, = W K ky, induit le morphisme de
. 184 N .
H x 8y, -modules de W K ky, — de:?b W R ky, , d’ott le morphisme (cano-
nique) de transition ’

. 18a+b . 18atb
Datby,atb deXslb1 W Rk, — 1ndH><52b2 W K kp,

dont I'image est clairement invariante sous l'action de 1,44, X 8p,—p,. La
famille MEW) : {¢ms1.m : MEW),, = ME(W),, 11} définit donc bien
un FI-module.

L’action du foncteur M sur les morphismes suit le méme principe d’in-
duction et ne sera pas détaillée.

7.6.1. Les FI-modules M5 (k[8,]) et M(a) de 7.2.3 sont les mémes. Dans
la suite on notera M, := MSa.
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7.6.2. Proposition ([10])
a) Le foncteur ME : Mod(k[H]) — Mod(k[FI])., est additif, exact et fidele.

1l est aussi ’adjoint a gauche du foncteur « d’évaluation en a », i.e. pour
tout H-module W et tout FI-module V, on a :

Hompy (M (W), V) = Homyg (W, V,) .
En particulier, le FI-module My (W) est un objet projectif de Mod (k[FI]).
b) Le foncteur My := M3Sm est pleinement fidéle.
) ME(W) est un FI-module de type fini si et seulement si, dimy W < oo.
) (3") Pour tout 84-module W, on a P(My(W)) =a.
)

(%) Pour tout 8,-module W, le FI-module M (W) est éventuellement
monotone et stationnaire. On a

e (MI (W) <a et g (MI(W)) < 2a.

c
d

€

En particulier, si dimy W < +o00, la famille de caractéres X(ME(W)) est
polynomaiale a partir de m = 2a.

Indications. (a,b,c) sont immédiates. (d,e) résultent d’une étude fine des
régles de branchement 7.5.2 par Church (loc.cit.). Lorsque W = V) on a
méme rgs(M,(Vy)) = |A| + A\1. La derniére partie de (e) découle du calcul
de Macdonald 7.3.6. U

7.7. Catégorie des FB-modules. L’article [10] s’intéresse également aux
représentations de la sous-catégorie pleine FB C FI des ensembles finis et
leurs bijections. Un k[FBJ-module est alors, par définition, un foncteur co-
variant R : FB — Vec(k), ce qui équivaut a la donnée d’une famille de re-
présentations de groupes finis R := {pp, : 8y — Gli(Wi) . On a donc

Mod(k[FB]) = HmeN Mod(k[S]) -

Dans Mod(k[FB)), la notion de FB-module de type fini est inintéressante
car équivalente & la donnée d’une famille de représentions {W,},, de di-
mensions finies presque toutes nulles. Par contre, la notion de « stabilité des
multiplicités des représentations V(A),, » (7.4.1-(c)) garde tout son intérét.

Définition. On dit que un FB-module est « (éventuellement) stationnaire »
lorsque la condition 7.4.1-(c) est satisfaite pour un certain N € N.

7.8. Le FI-modules M(A) et V(A). On introduit un certain quotient
VA) == A{dm: VINm = V(N)m+1}tm du FI-module My px, (V(A)aj42,)

27(10], prop. 3.2.4.
28 Hemmer [23] thm. 2.4, Church [7] §5 thm. 2.8, p. 494.
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(7.6) qui rassemble les représentations V(\)y,. La proposition 7.8.2 donne
ses principales propriétés, notamment pour la description des catégories
Mod,g,, <s(k[FI]) et Mod,g,, <s(k[FI]).

7.8.1. Définition. Etant donnée une décomposition A, notons le FI-module
M5 (V) de 7.6 plus simplement par

M) :=A{dm : M(N)m = M(N)m+1}m -

D’aprés les régles de Pieri 7.5.2-(a), pour m > |A|, la multiplicité c(p)m, de
V(p)m dans la décomposition en facteurs irréductibles

M(N)p = indgl”xsm_a V(N Bk = 69/1 c(W)mV ()m
est le nombre de fois que 'on peut obtenir le diagramme p[m| en rajoutant
une boite sur m—|A| colonnes distinctes de A. On a

c(p)m > 0= (A < [p] <A+ A1),

et le FI-module M(X\)IM) (le sous-quotient de M(X) & poids unique |A|

(7.5.7-(a))), est un quotient de M(A). D’autre part, on a ¢(A),, = 1 pour

m = |A| + A1, puisque |u| = |A| équivaut & g = A. V(N

Ceci implique que la composée v o ¢, ot ci-contre, )

ou v est la surjection canonique, est une injection bm

dont I'image engendre V' (\);,4+1. On note alors M(N)m == M(Nm 1
M(N)ERD ‘v

V() = {¢m VN )m — V()‘)m-&-l} = W : V(N)ma1

7.8.2. Proposition

a) Pour toute décomposition A, on a
POYN) =I1Al et rgm(V(A) =0 et rgs(V(A) = Al + A1

b) Soit W = {¢n, : Wiy = Wint1}m un FI-module & poids unique t. Pour
n €N, si Wy = @, = c()nV (1) est la décomposition en composantes

wrréductibles, on note

YW, n) =P

=t (W) V(1)zn -

i) Pour tout \ et tout n > |\ + A1, Uapplication canonique
Hompr(V(A)sn, W) — Homg, (V (A, Wy)

est bijective. Dans la suite, on notera T(n) : V(W,n) — W le mor-
phisme de FI-modules correspondant a l’identité en degré n.

i) rgms(W) < s, si et seulement si, T(s) : VW, s) — Wy est bijectif.
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iii) rgm (W) <s, si et seulement si, T(n):V(W,n)—W est injectif Vn>s.
En particulier, si rgm (W) < s et si Wy, ~ V(N pour tout m > s,
on aWsg = V(N\)ss.

c) Si W est tel que s := rgms(W) < 400, le FI-module W= est extension
de FI-modules de la forme V(u)>s ot |u| + p1 < s.

d) Un FB-module W = {Wy, },, est stable pour m > N, si et seulement si, il
existe un FI-module Z = {¢p, : Zyy — Zpm+1tm monotone et stable pour
m = N, tel que Wy, = Z,,, pour tout m > N.

Démonstration. (a) est implicite dans la définition 7.8.1

(b) Pour m € N, si nous considérons V (pt)m,+1 comme 8,,-module, la régle
de Pieri 7.5.2-(a), nous dit qu’il contient une et une seule composante irré-
ductible de poids |u|, & savoir V (i), et que sa multiplicité est égale a 1. Il
s’ensuit que la restriction ¢(p),, du morphisme de transition de W,

Om: (W =@, _, V(W) = (Wner =D, _, ellma V(s )
a c(1)mV (1)m est & valeurs dans ¢(t)m+1V (1) m+1. Les sous-familles

W(p) = A{o(1)m : c(pW)mV (W)m = c(Wm+1V (W) m+1}m

sont donc des sous-FI-modules de W et nous avons la décomposition
W=D, W

Chaque morphisme ¢(u),, se factorise suivant le diagramme

() V (1)en — s ()1 V (1)1

/ N
t()m D()m | (V) (1)1
— |

s 18m
c()m mdgmH V()m —— c()mV (1) m+1

m(1)m
ot ¢(p)m = PW)(14)m o t(p)m est la factorisation standard (7.2.1-(¢¢)), ot
() : indiZ“ V(t)m —» V(1) m+1 est la surjection canonique sur I'unique

composante irréductible de indgz+1 V(p)m de poids |u|, et ott ¥(u)n, est le
morphisme induit par ®(u),.
En additionnant, on obtient la factorisation de ¢p, =3, d(1t)m

Wm—H (*)

ol on a noté [M]; la somme des composantes irréductibles de poids ¢ d’un
Sm+1-module M.

tm . 8 Tm . 8 \IJ(W)”WJLl
Wi s ind S Wy s [ind 370 W, ],

La méme démarche pour le FI-module ¢ := V(W,n) conduit au méme
type de factorisation (k) (& ceci prés que W(U )41 un isomorphisme). La
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naturalité de cette factorisation permet de construire, a partir de la donnée
d’un morphisme f, : U, — W, une famille (unique) de morphismes { f,, :
Unm — Wi }m>n qui constitue un morphisme de FI-modules f : U — W.

En effet, fixons f, : U, — W, et supposons avoir défini f,y1,...,[f, de
maniére compatible aux morphismes de transition de U/ et WW. On a alors le
morphisme de factorisations (x)

L . .8, ™ . .8, U(U) 241
U,c——— mdsz+1 U, ———» [mdS;rl Uz]t —— U, 11

| S s |
f= (I) indS?—1 f= (II) [indsz+1 I=1, faa1 (**)
\L ¥ ~ v (W \L
W, ind g™ W, " [indg™ W3], IOV
ou les fleches en pointillé sont induites par f, et sont uniques & rendre com-
mutatifs les sous-diagrammes (I) et (II). Enfin, comme W (U/),41 est bijectif,
I'existence et unicité de f,4; sont claires, ce qui termine la preuve de (b-i).

On remarque alors que lorsque f, est un isomorphisme, f.+1 est un iso-
morphisme, si et seulement si, ¥(W).41 'est. Or cette derniére condition est
une condition de monotonie et stabilité sur W, de sorte que si s := rgms(W),
le morphisme 7(s) : VW, s) — W, est un isomorphisme, d’ou (b-ii).

De maniére analogue, lorsque f, est une injection, on note W, := im(f,),
et l'on fixe une décomposition W, = W, @ N,. La derniére ligne de (%)
se décompose alors en somme directe de deux lignes, ce qui permet de
voir que f,y1 est injective, si et seulement si, la restriction de W(W),41
a [indiZ“ w!] , Vest. Or, ceci est trés précisément la condition de monoto-
nie en z pour W, et l'assertion (b-iii) s’ensuit.

(c) Résulte de (b) et de 7.5.7-(b,c).
(d) 1 suffit de prendre Z := V(W, N). O

7.9. Monotonie, stabilité et co-invariants

7.9.1. Co-invariants. Dans [10] (§3.1), on introduit, pour 0 < t < m, le
foncteur des « 8,,—¢-co-invariants » (pour I'inclusion 8;x8,,—¢+ C 8,,)

(U)s,,_, : Mod(8,,) ~» Mod(8;)
w ~Ws, =k Ok[Sm—t] w.

Pour tout FI-module W = {¢y, : Wy, = Wy,41} et tout m > ¢, notons
U @ Wi, = (Wh)s,._, la surjection w — 1 ® w. La composée

W, Pm

Whp1——
\
Vm+10¢m illmjul

I

Wm+1)5m+17t
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en un unique morphisme de 8;-
rendant les diagrammes suivants

se factorise a travers v, : Wy, = (Wi,)s

modules (¢m) : (Win)s,,_, = (Wm+1)s

m—t

m—+1—t
commutatifs
Wi — 2 s Wi ——
Um, illm+1
(¢m)

(Wm)sm—t E— (Wm+1)57n+17t

7.9.2. Le foncteur @;. Pour ¢ € N, on note dans [10] (déf. 3.1.2)

®; : Mod(k[FT]) ~ Mod™ (k[8;][T7]),
le foncteur qui fait correspondre & W = {¢y, : Wy, = Wit b le 8-module
positivement gradué @;(W)* défini par

o W)= (W)s,,_,, Ym=>t.

muni de 'action de degré +1 de T qui vaut (¢p,) sur (Wy,)s, _,.

7.9.2.1. A propos des notations. Le foncteur de co-invariants (_)g, _, :
Mod(8,,) ~» Mod(8;) sera parfois aussi noté ®¢(_) : Mod(8,,) ~» Mod(8;).
En particulier, on pourra écrire @;(W)" "t = &,(W,,) et (¢m) = Pt(dm).

7.9.3. Lemme. Soit V(A) = {dpm : V(N)m = V(A)mr1} le FI-module de 7.8.
Pour tout m > t, le morphisme de 8;-modules
Py(Pm) : Pe(V(A)m) = Pe(V(A)me1)
est injectif, et il est bijectif si t < |\ ou sim >t + A.
En particulier, siW =@, c(A)V(X) ={¢dm : Wy, = Wii1}. Le morphisme
Dy () est injectif pour tout m > t.

Démonstration. Pour m > |A| + A1 numérotons le diagramme de Young de
A[m] de haut en bas et de gauche a droite comme dans le tableau :

51810 llml
6(9]11
7

™a(m) ==

ldkwl\.’))—l

Notons (suivant [18] §4.1) Ly(m), P\ et @y les sous-groupes de §,, qui
laissent respectivement stables, la premiére ligne, les autres lignes et les co-
lonnes du diagramme sous-jacent a 7, (m). Notons ensuite, dans k[8,,],

[\(m) = ZaeL;(m) ,oay = ZaePA , by:= ZaeQA sgn(a)a.

Le « symétriseur de Young » associé & 7)(m) est I'élément de k[S,,]

c)\(m) = [)\(m) Ay b)\,

91



et le sous-8,,-module & gauche k[8,,] - cx(m) C k[8,,] est isomorphe a la
représentation irréductible V(). On a aussi (loc.cit. ex. 4.4)

k[Sm] . c)\(m) = ]{?[Sm] . b)\ sy [)\(m) .

Soient maintenant |A| + A\ < m < n. D’apreés le choix du schéma de nu-
mérotations des tableaux, il est clair que par le plongement §,, C 8,, on a

(m) - a(n) = (m — [A)! I (n).
La multiplication a droite par [)(n) définit par conséquent un morphisme de

S8m-modules & gauche injectif :

G K[Sm] - by - ay - [y(m) b [Sn]-bx-ax-L(n). (o)

On remarque ensuite que toute permutation « € I, X 8,,_,, fixe I'image de
®n,m puisque, d'une part, o commute & k[8,,] donc & k[8,,,] - by - ay et, d’autre
part, on a a - [y(n) = [\(n) parce que L,;, X8, C [y(n).

Si nous notons maintenant ¢,, = ¢p,41,m, l'injection ¢y, ,, est multiple de
la composée ¢p—1 0+ -0 ¢y, et la famille W(N) dont les termes W), sont nuls
pour m < |A| + A1 et qui, pour m > || + A1, coincide avec

{&m : k[Sm] - ea(m) = k[Spmi1] - ex(m+1)}

est un FI-module canoniquement isomorphe a V() d’aprés 7.8.2-(b-iii).

m

Ce qui précede justifie I'égalité
@t(V(A)m) = k[&nit\sm] : [,\(m) Ay - [‘J)\ y vYm =t,

et @;(¢n,) sera injective si et seulement si le morphisme induit par la multi-
plication a droite par [y(m+1) :

K[g, _\Sm] - t(m) = K[

est injectif. Or, ceci revient & montrer que I'application naturelle

Smiit Sm+1] - (m+1)

S — Smt1
‘Smft\ m/L/\(m) Smﬂ—t\ " /L/\(T’H‘l)
est injective, ce qui résulte d’une analyse élémentaire.

Maintenant, du fait de l'injectivité de ®@;(¢y,), sa bijectivité résulte du
décompte des composantes irréductibles de @;(V(A);,41) en tant que 8;-
module. La régle de branchement 7.5.2-(b) nous dit que ce nombre est le
nombre des maniéres d’enlever m+1—t boites de colonnes différentes de
A[m+1]. Il s’ensuit que si m+1—t > A1, on est obligé d’enlever la derniére
boite de la premiére ligne de A[m+1] et 'on retrouve alors le nombre des
composantes irréductibles de @;(V(\);,) par la méme régle de branchement.

Le assertion concernant W = @, ¢(A)V(A) est conséquence immeédiate du
cas ou la somme et les multiplicités sont finies, ce qui est clair d’aprés la
premiére assertion. O
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7.9.4. Définitions. Le « degré de stabilité (resp. d’injectivité) en t € N »
d’un FI-module W, noté deg-stab, (W) (resp. deg-inj,(W)), est le plus petit
d € NU {+00} tel que I'application T : &;(W)"™ — &, (W)"*! est bijective
(resp. injective) pour tout n > d.

7.9.5. Proposition. On fize t € N.
a) Le foncteur ®; : Mod(k[FI]) ~ Mod™(k[8;][T]) est covariant et exact.

b) Soit X\ une partition. Pour tous m > t, notons J4(V (X)) la famille des
partitions v =t telles que V,, est un facteur irréductible de ®¢(V(\)p,),
répétées autant de fois que leurs multiplicités. Alors, on a des inclusions

Je(V(AN)m) € Te(V(Nmi1) vm > t,

et ces inclusions sont des égalités si et seulement st m >t + M.
c) Soit A une partition et soit V() le FI-module de 7.8.2. Alors,

i) Pour tout t € N, deg-inj,(V(\)=s) =0, Vs € N.
i)t < |\ < ?:(V(N)) =0. Dans ces cas,

deg-stab,(V(\)=s) =0, Vs € N.

iii) t = A & & (V(A))"™ "t =V, et T =id. Dans ces cas,
deg-staby|(V(A)>s) = sup{A1,s — [A[}, Vs € N.
i) Sit> |\ etm=t+ A, onad (V)" ~ mdgltM w5,y VARK, et

T: (V)™ — &, (V(N)" 1 est bijective. Dans ces cas,

deg-stab,(V(\)>s) = sup{\1,s — t}, Vs € N.

Démonstration. (a) est immédiat.

(b) et (c-i) par l'injectivité de (¢y,) du lemme 7.9.3.

(c-ii)-(c-iv) c’est le lemme 3.2.7 de [10], qui résulte également du lemme
7.9.3 et de la régle de branchement 7.5.2-(b). Nous omettons les détails. [J

7.9.6. Suite du commentaire 7.4.6. L’intérét du poids et du degré de sta-
bilité d’un FI-module W apparait dans la proposition 3.3.3 de [10] qui établit
la majoration rgs(W) < P(W) + deg-stab(W) (). Un outil important dans
notre travail est le foncteur d’induction Ind) : Mod(k[FI]) ~~ Mod(k[FI))
qui sera introduit dans la section 8. Ce foncteur est un ‘recollement’ des
foncteurs Indé”;\m de 5.3.3-(b) et lorsqu’il est appliqué a un FI-module
W, il est crucial de comprendre le rapport entre les rangs de W et ceux
de Indy\(W). En ce sens, la proposition 3.3.3 loc.cit. était a priori intéres-
sante dans la mesure ot nous avons un meilleur controéle de la perturba-

9 Le « degré de stabilité » de W y est défini par deg-stab(W) := sup, .y {deg-stab, (W)}.
Il ne sera pas utilisé dans ce travail.
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tion de P(W) et de deg-stab(W) lors de ces inductions (cf. 7.5.4). Cela n’a
pourtant pas suffi et nous avons été emmenés & caractériser autrement les
rangs de W. La suite décrit cette nouvelle approche. Elle conduira au théo-
réme 8.1.5 qui donne les majorations rgms(Indy(W)) < rgms(W) + 2|A| et
rgm(IHdk(W)) < rgm(W) + ’A|

7.9.7. Rangs étendus
Les « rangs étendus » de W = {¢y, : Wy, — Wi b sont les nombres

rgs (W) := inf {s € N| & () est bijective Vm > s,Vt < P(W) < m}
rgs, (W) = inf {s € N | ®;(¢p,) est injective Vm > s,Vt <m}

P |------- - - pmaaaaaam P / —————————————
¢t(¢m) dit(‘z)m)

est bijectif est injectif

0 rgl;fns m 0 rg® m

7.9.8. Proposition. Pour tout FI-module W, on a

rgm(W) =r1g,(W) el rgms(W) = rgp (W)

La démonstration résultera du lemme suivant.

Lemme
a) Soit rg® € {rgy,, rgn}-

i) St 0> X =W —=Y — 0 est une suite exacte de FI-modules, on a

rg®(W) < sup{rg®(X),rg°(V)}.
i) Si {WWY est la famille des sous-quotients a poids unique de W, on a
rg®(W) = sup{rg* (W)} .
b) Si W est a poids unique (7.5.7-(a-iii)), on a
rgm(W) =18, (W) et 18ms(W) = rgp (W)

Preuve du lemme. (a-i) Pour chaque ¢ € N, la suite de k[8;][T]-modules

gradués 0 — @4(X) = & (W) = @,(Y) — 0 est exacte (7.9.5-(a)), auquel cas
deg-stab, (W) < sup{deg-stab, (X), deg-stab,())}, et de méme pour deg-inj,.
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(a-ii) On suppose P(W) < +oo. Montrons que pour le plus petit entier a
tel que W@ £ 0, on a

rg® (W) = sup{rg" (W), rg" (W)} (1)

En effet, (a-i) donne déja I'inégalité ‘<’. Ensuite, rg®(W) > rg®(W (@) vient
de ce que sit < a,ona @ (W=%) =0 et alors &, (W) ~ &,(W*). Il nous reste

g’ (W) = g (W), (2)

Le cas ol 1g° = rg’, est clair puisque @;(W(>?) est un sous-k[8;][T]-
module de &, (W), Le cas rg® = rgs ., résulte de se placer dans la situation
ot a <t<PLrgh (W) <m et de considérer le diagramme de colonnes
exactes

>a
o (WD) ) g, (W)

[

@t(Wm)>—» gpt(Wm—i—l)

+ 4
a ‘lﬁn a
&, (W) %@t(wﬁljl)

ou (¢%,) est bijective, car injective d’aprés 7.9.5-(c-1) et surjective d’apres les
autres fleches. On en déduit la bijectivité de (¢;,%) d’ou (2) et donc (1).

A partir de 14, I’assertion (a-ii) résulte par un argument inductif qui affirme
que W la vérifie.
(b) pour rgm, (W). On a tout de suite que
Dy () est injectif, Vi < P(W), ¥Ym, (3)
tout simplement parce que ®;(VV) = 0 pour tout t < P(W) (7.9.5-(c-ii)).

Pour étudier les cas ou t > P(W), on rappelle que d’aprés 7.8.2-(b-iii),
rgm (W) est le plus petit des s € N tel que

Y(n):V(W,n) =W est injectif Vn > s. (4)
Si nous appliquons, pour P(W) < t < n, le foncteur ¢;(_) au diagramme
¢n’ n
VW, n) ViWw,n), ———— VW, n),
T(n;l on o 1T(n)n/
W Wn : 7 Wn/
on obtient
,(VOW,n)) S (VOW,n)p)—— P (VIW, 1))
@ (T ()| LGION] I leamn  (5)
& (W) O(Wy,) ——————— & (Wyyr)

ou clairement @t(d)rvyn) est injective. Par conséquent, et compte tenu de (3),
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on conclut que 'on a

rgm(W) <rgm(W).

Maintenant, si cette inégalité était stricte, il y aurait un certain m > P(W) tel
que ¢ 2 Wy, — Wiq1 n'est pas monotone alors que @;(¢,,) serait injective
pour tout ¢t < P(W), ce qui est clairement impossible déja pour t = P(W).
L’inégalité (5) est donc une égalité.

(b) pour rgms(W). On procéde pareillement en remarquant cette fois que
dans (5) le morphisme @, (¢, ,,) est bijectif pour n > rgns(W) et t = P(W)
auquel cas, @;(4), ) est bijective si et seulement si, 7'(n) : VW, n) — W,
Pest. On conclut ensuite en appliquant 7.8.2-(b-ii). O

Preuve de la proposition 7.9.8. Le cas non trivial est celui ou P := P(W) <

+00. Dans ce cas, si {W(t)} est la famille des sous-quotients & poids unique
de W, on a vu dans (a-ii) du lemme et dans 7.5.7-(c) que l'on a

rg® (W) = suptgfp{rgc W(t)} et rg(W) = suptgg){rg W(t)}

avec rg € {rgm, Igms }. La proposition résulte alors de l’assertion (b) du lemme
qui établit les égalités rgy, W®) = rgs (W) et rgms W) =1g8 (W) . O

8. Foncteurs d’induction dans Mod (k[FI])

Nous introduisons certains foncteurs d’« induction » dans Mod(k[FI]) qui
« recollent » naturellement les foncteurs Indé‘?‘, ImTe ot @M des sections

5.3 et 5.4. Nous étudions ensuite la perturbation du rang de monotonie et
stabilité des FI-modules sous l'influence de ces foncteurs (cf. 8.1.5-(d)).

8.1. Les foncteurs d’induction Indy et Ind,

8.1.1. Lemme et définition. Pour A = (1%1,2%2 ... m*)Fm etn >m,
on définit \n := (1(n=m)+x1 9% mXm) - Alors, pour tous a € N et
n = m €N, Uapplication

ym—a(m) E— y’n—a (n)

A A\n
T TTIT]
m—a{;;* k»m—a{;;*

est bijective dés que m = 2a. On a donc |Va(2a)| = |YVm—a(m)]|.

96



Démonstration. En effet, les décompositions de A - m vérifient I'inégalité
m=X +2Xo+ - ,mXpyp = X1 +2Xo+ -+ Xpn) = X1 +2(m—a—X1),

dont on déduit que X; > m — 2a. Il en résulte que si m > 2a toute décom-
positions A - m comporte au moins m — 2a singletons, le fait de les enlever
ou de les rajouter établit la bijection entre V,—q(m) et V,(2a). O

8.1.2. Remarques et notations

a) Dans la notation ‘A\\n’, le nombre ‘n’, qui vérifie n > |A|, indique la taille
finale du diagramme. On a (comparer a 7.3.5-(b)) :

LA\n) = £(A) + (n — [A]),

etsin<n

(A\n)\n' = A\n'.
b) Etant donné A = (1X1,2%2,3% ) € V,(¢ + a), on pose
Li=0—X et A= (19223% . )c)(l+a).

Les données suivantes sont associées au diagramme A\ m :

T () i33""}£:=£—xl
N ¢ :
(A\m) - }X1 N=(+a
:} Al =[Al = X1 < 2a
= Y
5 #{}

On a en particulier : A\\mm = A\ m, Vm > ||, ce qui nous conduit & étendre
la portée des notations en posant

MNm:=A\m, Ym=|A=|\N-X.

8.1.3. Le foncteur Indy sur Mod(k[FB]). Pour A € Vy(¢ + a) donng,
Ind, : Mod(k[FB]) ~ Mod(k[FB]),,

est le foncteur qui fait correspondre a un 8,,,_,-module V,,,_,, le 8,,-module

0, sim<|Al,
W = Ind3™ V, sim > ||
GA\m m—a = |4l

et qui fait correspondre & un morphisme de FI-modules f: )V — W, la famille
de morphismes :

Indy(f) = {Ind, | (fm-a) : IndZ, | Vin-o = IndZ, Wi |

mz|A|
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La proposition suivante étend la définition de Ind) & la catégorie des FI-
modules. Le théoréeme 8.1.5 établit ensuite le fait que le foncteur est exact
et respecte la finitude des FI-modules. Le théoréme décrit également son
influence sur le rang de monotonie et stabilité des FI-modules.

8.1.4. Proposition et définition de Indy sur Mod(k[FI])
Soit X € YVy(£+ a) et soient 0 < |A| < m < n.

a) L’inclusion 8, C 8, induit des inclusions (voir 5.1, 5.1.1)
Pam CPaxns Sam € 8xns  Gaxm € Gavn,

b) Une application k-linéaire ¢pm : Vin—a — Va—a d'un 8y,—q-module Vi, —q
vers un S,_q-module V,,_,, compatible a l'action de 8,,_, et telle que
im(¢n,m) C VJT;“XS""”, admet un unique prolongement en une applica-
tion k-linéaire compatible & laction de Sy,

Ind)(dnm) : Indgy), | Vin-a — Indg;

Ga\n Vn—a

De plus,
im(Indy(¢nm)) (Indé’“;\n Vnia)ﬂmxsnfm )

c) Dans (b), si l'on suppose en plus que k[Sp—q] - im(¢n,m) = Vi—a, on a
k[Sn] : im(IndA an,m) = IHdA ana .

d) Pour tout FI-module V = {¢n, : Vi, = Viny1}, le FB-module Indy (V)
muni de la famille de morphismes Indy(¢py,) est un FI-module qui sera
pareillement noté. De plus, si f :V — W est un morphisme de FI-
modules, les morphismes des familles Indy(¢y) et Indy(¢py) commutent
a ceux de la famille Indy(f) de 8.1.3. Les correspondances V ~» Indy(V),
f ~ Indy(f) définissent un foncteur

Ind, : Mod(k[FI]) ~ Mod(K[FT])., (Ind,)

Démonstration. (a) Résulte de remarquer que Py, = Py XL,z ce qui
implique que si X, est le nombre des \; =r, on a Gy = SXAl X - oo X8y, X 8xy

alors
Gam = SX)\I X X Sxy X Sxy ym—|A| -

(b) Compte tenu de (a), le prolongement Indy (¢) annoncé est bien défini et
est unique. L'image de Ind) ¢ est alors le sous-8,,,-module de Indgr;\n Vi_a
engendré par im(¢), et le fait que im(Ind) ¢) est invariant sous l'action du
groupe I, X 8,,_,, résulte de ce que ce groupe commute a l'action de §,, C &,
qu’il est contenu dans S\, et que, par la surjection Sx\, —* G\, il est en
bijection avec I, X 85—, qui, lui, fixe im(¢) par hypothése.

(c,d) Clairs. O
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8.1.5. Théoréme. Soit A € YVy({ + a). Notons £ :=((A).
a) Le foncteur Indy : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI])., de 8.1.4-(d), est cova-
riant, additif et exact. Il est fidéle sur la sous-catégorie Mod(k[FI])s .

b) SiV est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module Indy (V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a, |A|).

c) On aP(Indy\V)<PV)+|A.

d) On argms(Indy V) < rgms(V) + 2|A| et rgn (Indy V) < rgn (V) + a.
Démonstration. (a) Clair. (b) Un FI-module V = {¢y, : Vi, = Ving1}m est
engendré en degrés < d, si et seulement si, k[8g4,,] - im(Agtn,a) = Vitn, pour
tout d > 0. L’assertion 8.1.4-(c) montre alors que Ind)y V est bien engendré en
degrés < sup(¢,d) + a. La deuxiéme partie de (b) résulte de méme, puisque

V est de type fini, si et seulement si, il est engendré en degrés < d (pour d
assez grand), et dimy V;,, < 400 pour tout m < d. (c) est établi dans 7.5.4.

(d) pour rgms(Indy V).
Si rgms (V) = 400 on n’a rien & prouver, on suppose donc rgps(V) < +oo.

(A) Réduction au cas V := V().

Soit ¥V un FI-module et notons pour simplifier
P:=PV) et s:=rgns(V).

Par 7.8.2-(c), Vs est extension de FI-modules V(u)ss ou |u| + p1 < s.
Maintenant, pout toute extension de deux tels FI-modules

0= V(p)ss =W —=V(')zs — 0,
la suite

0 — Ind)(V(i)ss) — Indy W — Ind)(V(i')=s) — 0
est exacte et on aura
rgms (Indy W) < s +2|)|, (1)

en appliquant 7.4.5-(b) si les extrémités vérifient cette majoration.
Or, on a Indy\(V(p)>s) = Indx(V(1t))>s+a et

rng(Ind/\( ( ))>s+a sup{rng(Ind)\(V(u)),s + a}
= sup{|p| + p1 +2[A, s +a} < s+ 2),

et de méme pour le terme en y/, en supposant (d) vérifiée pour les extrémités.

En itérant l'idée, la majoration (1) est vérifiée pour toute extension finie
de FI-modules V(u)>s, donc par V>5. On considére alors la suite exacte

0 — Indy(Vss) — IndyV — Ind)(V<,) — 0,
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ot Indy(V<s)m = 0 pour tout m > s+ a. On a donc bien

r2ms (Indy V) = rgms(Indy (V=s)) < 18ms(V) + 2|A| .

(B) Le cas V = V().
Nous devons prouver la majoration :
rgms (Indy(V(11))) < [pf + pn +2[A[

ce pour quoi, il suffira de prouver que 'on a

sup  {t+deg-stab, (Indy(V(w))) } < [ul +p1 +2A[,  (2)
0<t<|pul+12]

par 7.9.8-(b) et puisque P(Indy(V(1))) < |u] + |A| par (c).

Dans ces questions il sera important de savoir a partir de quel m € N le
poids de Indy(V(u)) est atteint. Les idées de la remarque 7.5.5 montrent que

pour avoir ‘P(Indg’;\m V() m—a) = |p| + A, il faut u[m—al; > £+sup{A1, u1}

[TTTT] (m—a—lul)>ttsup{s,pa}
(p1)

ulm—a] =

autrement dit, il faudra que

m 2 |p| + [A] + sup{p1, A1} (3)

ce que nous supposons désormais.

La preuve de (2) demande plusieurs étapes.

(B1) Réduction de Indg;”\m V{(i)m—a & Ind$™ V() m—a-

LA X Sm— ]
D’apres 8.1.4, on a Sy\m = SyX38,,_|y, d'ou
Gé\m = GAX Sm_w C Sm—a .

On considére alors le morphisme surjectif de 8,,-modules

Sm Pm Sm
Indl‘é| ST Vinea —» IndGA\m Vin—a

H ) H (4)
k8] & Viea —2k[8m] @ Vin—a

Sm—|a| GA| X 8m—a

On remarque ensuite que la surjection (4) établit un isomorphisme de §,,-
modules & gauche entre

(8] ® Vin-a) 2 —k[Sn] ® Vin-a (5)

S |al Gl X 8m—a
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ot le groupe G agit & droite sur le terme de gauche par
(P®v) -a:=Pa®a (v).

Maintenant, si ¢pm—q : V(i)m—a — V(1)m+1—a €st un morphisme de tran-
sition de V(u), le morphisme induit

id ®@¢m—a
k[Sm] ® mea k[Serl] ® Verlfa

Sm—|a| Smt1-a|

est un morphisme de §,,xGy-bimodules. Il suffira par conséquent que le
morphisme de transition de co-invariants

(id ®¢m—a)
_—

Vs : (k:[Sm] ® vm,a) .

Sm—a|

(KlSm+1] @ Vins1-a) (6)

1_
Smt1-(a| mit

m—t

soit un isomorphisme de 8;-modules (a gauche) pour qu'il soit aussi un iso-
morphisme de Gy-modules a droite et donc pour qu’il induise aussi un iso-
morphisme sur le sous-8;-module des G y-invariants a droite, autrement dit,
pour que le morphisme de transition induit

(Inds’” V(u)m_a) M(mds’jﬂ V(u)mﬂ_a)

Gavm et
soit un isomorphisme (3°).

(Ba) Equivalences dans la description du morphisme ¥, ; dans (6).

Pour tout m € N et tout L C [[1,m]], identifions le groupe 81, des bijections
de L, au sous-groupe de 8,, qui fixe ¢ ¢ L. Le centralisateur de 8; dans
Sm est le sous-groupe 8y 1~ qui fixe ¢ € L. Tout comme dans 7.9.1, le
foncteur des 8y-co-invariants est le foncteur

(U)s, : Mod(8) ~ Mod(81,m]~r)
w ~ Ws, 3:k®k[5L}W‘

On note ensuite L' := L U {m + 1} C [1,m+1]. Pour tout FI-module W,
le morphisme de transition ¢, : Wy, — Wi,,41 passe aux co-invariants ot il
définit le morphisme de Spy ;1< ;-modules

(Pm) (Wm)SL - (Wm+1)8L/ .

Maintenant, pour t < m fixés, notons

L:=[t+1,m] et A:=[|A+1,m].

39 La réciproque n’est & priori pas vraie, et nos estimations pour les degrés de stabilité
ne seront donc pas toujours optimales, elles le seront lorsque l'action de G sur V(u)m
est triviale, par exemple si la suite A = (A1, A2, ...) est strictement décroissante.
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L’étude de ¥, ; se raméne alors a I’étude du morphisme de §; x G \-bimodules

k g@ k(8] g@ V(1) m—a &) k@ k[Smi1] @ V()mtr-a- (7)

Sy S

Lemme 1. On a des identifications de 8 4-modules & droite

bes, MSm] = Kls \Sm) = Diic( 1snyg,) Fsanar\Sa]-

d’ott un isomorphisme canonique de foncteurs sur Mod(k[S;,—4])

(indgf (7))5L = @66( )(—)SAHQL :

SA\Sm/SL

Indication. Les représentations en question ont les méme caractéres. H

Grace a ce lemme, le morphisme (7) se voit comme le morphisme

W,
@ (V(N)m—a>SAmaL —t> (V(M)m+1_a)SA’ﬂaL’
aE(SJL‘\S"‘/SL) aE(SA/\S’"“/SL,)

induit terme & terme par le morphisme de transition ¢,,_, via I'inclusion
naturelle S 3
<3A m/SL> S (SA' m+1/8L’> ' (8)

Lemme 2. L’inclusion (8) est une égalité lorsque
m > A+t (9)

auquel cas, on a un isomorphisme de foncteurs sur Mod(k[8,,—q])

(indg::,w(ﬁ)smft ~ @ae(

De plus, on a

) (7)S\AﬁaL\ :

SA\Sm/SL

¢ < ((m—a)—|ANaL|) < L+t. (10)

et a € 8y, est tel que AN alL est 'intervalle des derniers |A N aL| éléments
de I'intervalle [[1,m]].

Preuve du lemme 2. Pour toute double classe & € (SA/\Sm+1/SL/), on a
A" nal| > L'+ |A| = (m+1) = (m—(|A|+t)) + 1,

et lorsque (9) est vérifié, il existe a € @ tel que L' N A’ est 'intervalle des
derniers |L' NaA’| éléments de [1,m+1]], en particulier « € 8,,,. Dans ce cas,
ona L’ NaA’ = (LNaA)U{m+1} et I'inclusion (8) est bien une égalité. La
fin de la preuve est immédiate d’aprés le lemme 1. H
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(Bs) Condition d’isomorphie du morphisme ¥, ; dans (6).
Nous sommes maintenant en mesure de prouver linégalité (2). D’aprés le
lemme 2, application ¥, ; sera bijective lorsque m > |A| 4+t et que les

(¢m—a)

(V(,U/)mfa)S‘AnaL‘ (V(M)erl*a)SM/nan (0)

sont bijectifs. Or, si nous notons t” := (m—a) — |[AN«aLl, on sait par 7.9.5-

(c) que I'application (o) est bijective dés que m—a > ¢ + p1, et comme

t" <L+t d’apres (10), et que t < |p| + |A| dans (2), on voit qu’il suffit que
m 2 a+ L+ [p|+ Al + = [pl+ p A+ 202

(condition qui garantit aussi (3)) pour que ¥, soit bijective. L’inégalité
(2) est donc bien satisfaite et ceci termine la preuve de la partie de (d) qui
concerne rgms(Indy V).
(d) pour rgy, (Indy V), on suit la méme démarche que pour rg,s.
(A) Réduction au cas V est a poids unique t. ()
Soit p est le plus petit poids tel que V) £ 0. On a la suite exacte courte
0=V Y 5P 40,
d’ou la suite exacte d’extensions
0 — Ind\(V®P)) — Indy (V) — Ind\(V?) = 0.

Maintenant, si (d) satisfaite par les extrémités, on aura

rgm (Indy(V)) < sup{rgm (Indy(VEP)), rgy, (Indy (VP))}

= sup{rgm (V") + a, 18 (VP) + a} = rgn(V) + a.

par 7.4.5-(a) et d’aprés 7.5.7-(c), et Indy (V) vérifie (d).

L’itération de cette idée montre que si (d) est satisfaite par les FI-modules

a poids unique, elle sera satisfaite par les quotients V(&Y pour tout ¢ € N,
donc par V, qu’elle soit de poids fini ou non.

(B) Le cas ou V est a poids unique.
Notons ¢l le morphisme de transition & 'ordre m de Indy(V) et utilisons
I'égalité rgy, = rgs, de 7.9.8-(b). On a donc

rgm (Indy(V)) = ind {s € N | ®;(¢},) est injective Vm > s,Vt < m} .

L’étude de linjectivité de @;(¢L,) suit les mémes étapes (B;) que pour le
cas rgnys, mais en plus simple puisque seul I'injectivité nous intéresse. De ce
fait, on ne rencontre aucune contrainte sur m en (Bp) et (B2), mais si en
(B3) o il faudra que @;(¢,,—4) soit injective, soit que m—a > rgy (V), grace,
une fois de plus, a I'égalité rg,, = rgt de 7.9.8-(b). O

31 Cette étape n’est pas indispensable, mais elle simplifie quelque peu 'étape (B).
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8.1.6. Le foncteur Ind,

Lors de I’é¢tude de rangs de monotonie et stabilité des termes des suites
spectrales basiques de 9.3.14, nous aurons besoin d’une version légérement
plus élaborée des foncteurs d’induction Ind).

Etant donnés, A € V(£ + a) et une représentation p : Hy — Gl(o) d’un
sous-groupe Hy C 8, on définit le foncteur

Ind, ) : Mod(K[FT]) ~ Mod(k[FI)). (Ind, )

qui fait correspondre & un 8,,_,-module V,,,_,, le §,,-module

{0, sim < |\
W =

s 18m .
lndg{AXSmf\Al R Vim—a, simz=|A.

Les analogues de la proposition 8.1.4 et du théoréme 8.1.5 sont encore vérifiés.
En particulier, on controle toujours le rang de monotonie et stabilité.

8.1.7. Théoréme. Soit A € Yy({+a) et p: Hy — Gl (o) une représentation
d’un sous-groupe Hy C 8. Alors, P(Ind, V) < P(V) + [A| et

I'Zms (Indp,)\ V) < rgms(V) + 2|A| y  I'8m (Indp,)\ V) < rgm(v) +a

Indication. On a une surjection naturelle de 8,,-modules

(] Sm *‘Smfa . Sm
lndg{AXSm*Ql oKX (Ressm_w Vm,a) —» 1nd%AX Smin 7 ® Vin_a

et le régles de Littlewood-Richardson (cf. note (20), p. 91) appliquées au
Sm-module de gauche confirment le majorant P(V) + |A|. La preuve de 8.1.5
s’applique alors telle quelle grace & la réduction By qui fait abstraction de la
représentation o. O

8.1.8. Rangs des produits tensoriels d’un espace gradué
Etant donné un k-espace vectoriel positivement gradué
— i N 0 _
A= @z‘eN'A € Vec' (k) avec A’ =k,
on munit A (= A®y - QA delaction de a € §,,,
N—— T,
a-(a1 @ ®am) = q-1(1) @+ O Aa=1 () -

L’application ¢,, : A®™ — A9+ s w® 1, ot 1, € A, est alors un
morphisme de §,,-modules positivement gradués, et

A® = {pp AT — AFTTIY (A®)
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est un FI-module. Pour chaque i € N, les restrictions des ¢, aux composantes
homogénes de degré i donnent le sous-FI-module de (A®)? C A®

(A®)" = {m : (AF™)! = (AZFLYTY (A®)!
8.1.9. Proposition ([10]). Soit A un k-espace vectoriel positivement gradué
avec AY = k. Alors, pour tout i € N, on a
PAD)) < i, 1Em((A°)) <i et rems((A%)) < 2i.

Démonstration. Pour tout m > ¢, on a un isomorphisme

A= @ indir g Ao AMIRED- @k (%)
A€V (2i) B - 1 m—{

Ol Gy X 8,,,—¢ est sous-groupe de 8y x8,,_¢ C 8,,. Les régles de Littlewood-
Richardson (7.5.1) montrent aussitot que le poids de chaque induit est majoré
par £ = ¢()) <i. Chaque terme de la somme (x) n’est autre que le FI-module
MGr(AMTL® - @ A1) de 7.6 dont le rang de monotonie est majoré par
£ et celui de stabilité par 2¢ d’apres 7.6.2-(e). O

8.1.10. Commentaire. Si W est une représentation de G, la famille de
foncteurs {indé”;xg W (_)}m se recolle en un foncteur Indg, W (_)

défini sur Mod(k[FI]). 11 est alors possible d’adapter la démarche des théo-
rémes 8.1.5 et 8.1.7 pour démontrer que 'on a

rgms(Indg, WRYV) < rgus(V) +2¢,
rgm (Indg, WRY) < rgn(V) +£.

Le cas W= AM 1 @ ... @ AM7L et V := V(0) aurait alors fournit une
nouvelle preuve de 8.1.9.

NN

P(Indg, WRYV) < P(V)+L et {

8.2. Les foncteurs d’induction I?, I(a) et ©¢

Dans la section 5.3, nous avons introduit le foncteur If+a qui associe a une
représentation de 8y une représentation de Sy;, en induisant suivant tous
les diagrammes de Young A € V(¢ + a) :

a a 8 a
1577 Mod(k[8]) ~ Mod (k[8r1a]), I5T:= ZAEM(M) Indgt* . (I)

Ce foncteur apparait naturellement dans I'étude des espaces A,X!*¢. 1
intervient notamment dans la proposition 5.3.1, ot il donne 1’égalité

Xe(AeX ) = IE (X (Fo(X):4)

Nous allons maintenant recoller la famille des foncteurs {I7'__},, en un
unique foncteur I : Mod(k[FI]) ~» Mod(k[FI]) dans le but d’étudier la sta-
bilité (cf. 7.7) des k[FB]-modules {H:(Ap—oX™)}m et {H Y (Ap—oX™)}in -
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Dans la section 8.1.4, nous avons associé a chaque A € Vy(¢+ a) un foncteur
Ind) : Mod(k[FI]) ~» Mod(k[FI]) ,, -
Sa définition est telle que Indy = Ind) ou |A| < 2a, de sorte que la corres-

pondance (U,..., %(i+) A+ Ind,

est surjective sur I’ensemble de tels foncteurs. Mieux encore, le lemme 8.1.1
montre que cette correspondance devient bijective pour peu que ’on tronque
les foncteurs : Vy(2a) 3 X <= Ind)(_)>2, - On pose alors pour a € N :

1= 37 i I ()20 : Mod(K[FT)) ~ Mod(KFT)).,, | (1)

qui est un foncteur exact, fidéle sur Mod(k[FI}) >,

8.2.1. Nous pouvons maintenant facilement introduire ’analogue des induc-
tions composées I(o) et @?“ de 5.4.

Pour a € N, notons A(a) ’ensemble des suites d’entiers a = (ay, ag, ..., a,),
avec a; > 0 et tels que a = ), a;. On pose pour chaque a € 2A(a) :

I(a) :=I" oI o-- o I : Mod(k[FI]) — Mod(k[FI]),, -

C’est un foncteur exact. La valeur de troncature de l'image, fixée & 2a, est
plus large que nécessaire, mais elle est ainsi indépendante de a. De méme, le
noyau de I(a) dépend beaucoup de la suite a. La figure suivante illustre ces
remarques, en grisé la zone de fidélité d’un foncteur composé pour a = 20.

1 2 4 5 8 10 15 a=20 25
L]

ISR N

%)

SN
PRRNSSNI

—
8 10 20 23 2a=40

Foncteur d’inductions composées I(a) = 1(2,8,4,5,1)

On pose ensuite

©":=(-1)" Y (~1)"I(a) : Mod(k[FI]) — K(Mod(k[FI]).,,) | (©°)

ou la présence de signes indique que l'on a affaire a des FI-modules virtuels.

Le corollaire suivant du théoréme 8.1.5 est immédiat.
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8.2.2. Théoréme. Soient a € N et a € A(a) et désignons par L* ['un des

trois foncteurs 1%, I(a), ©%.

a) Le foncteur L :Mod (k[FI]) ~Mod(k[F1]).,, est covariant, additif, exact.

b) Si V est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module L*(V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a,2a).

¢) Ona |r1gms(L*V) <rgms(V) +4a, rgm(L*V) <rgn(V)+a

9. Stabilité des familles {8,,,: H: ,(A7m—aX™)}m

Dans cette section on généralise le théoréme de stabilité de Church ([7])
sur les familles {F,,(M)},, ot M est une variété différentielle orientée, au
cas des des familles {Av,,,_ oM™}, ot M est une pseudovariété orientable,
et ol @ € N est quelconque.

9.1. Structure de FI-module de {H}! ,(A?m—aM™)}m

Dans les sections précédentes (cf. 6.1, 6.6.5), nous avons muni les familles
HE(X™) et HEy (Ao X™) de structures de FI-modules induites par les
projections py, : X™T! — X™. On étend maintenant ces structures aux fa-
milles { i\, (A2p_oM™)},,, pour toute pseudovariété orientée M. Pour cela
on considére le diagramme commutatif de décompositions ouvertes-fermées :

m+1 m+1 m+1
Amt1-aM™ O Acmir—a MM e A em—a M
P

¢ ¢
A oM™ XM Ay oM™ XM ¢—2Acpy g 1 M™xM

fermé

1pm Lpm Lpm

ouvert fermé
Ap_g MmOt A MM e SN M

ol j est une inclusion ouverte et les inclusions ¢ sont fermées entre des espaces
de méme dimension cohomologique (m—a) dys et mémes orientations. On en
déduit par les régles de fonctorialité de la cohomologie de Borel-Moore, le
diagramme commutatif de suites exactes longues :

Hiy (A1 —o MY  HE (Agmi1—a M™HY) — HETM (A g o ML) —
T6nv GeN Tr)Y

Hi (Ao M™ X M) < Hi (A gy o M X M) < Hiig ™ (Agyp_a 1 M™x M)
Tpfn Tp?iq Tp?%

HgM(AmfaMm) — Hl;kM (AgmfaMm) A H;gkr\;dM (Agmfafl Mm) —

ol les composées des fleches verticales sont compatibles a I’action des groupes
symétriques et vérifient la condition pour définir des FI-modules.

Ces observations constituent l’essentiel de la preuve des assertions (a,b)
de proposition suivante.
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9.1.1. Proposition et définitions. Soit M une pseudovariété orientée de
dimension dyg, et sotent 0 < a < m.

a) Dans le diagramme précédent, les morphismes verticauz définissent les
FI-modules {H}\ (Aopy—oM™) Y et les horizontaur définissent alors la
suite exacte longue de FI-modules

S {HG™ (Acim—a 1t M™) } = { Hiy (Agpn—oM™) b= { Hi\ (Ao M™) } =

b) Les complexes fondamentauz en cohomologie de Borel-Moore de la famille
{Acm—aM™},,, obtenus en dualisant les complezes 3.2.2, s’organisent
naturellement en « complexe fondamental de FI-modules »

0—{H\ (A< oM™}y — H(m—a) — H(m—a—1) — - — H(1) =0

ou H(m—a—b) := {HZ b (dar= 1)(Am_a_me)}m et i > b(dp—1).
Lorsque M est i- acyclzque, le complexe fondamental est exact et l'on a
l’égalité suivante dans K(Mod(k[F1])),

{HBM A<m oM } Z HZ i 1)(Am—a—me)}m,a,b) :

o<b<m—a

c¢) Le foncteur I : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[F1]).,, identifie les FI-modules
{Ho(Dm-aM™)}, o = I ({Hgu(Fn—a(M))},, ) -

d) Si X esti-acyclique, les foncteurs ©%, I : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI]),,
donnent les identifications suivantes dans K(Mod(k[FI))),

{Hi (P (X))}, s = 0, @ ({H D (xmo)} )

=

{HéM (Am—aX™) }m>2a+2z =

- Ia(ZO<b<m a ({Hz ey Xm (a+b)}m*(a+b)))

{H}gM (Agmfaxm) }

m>2a+2i

_ Z (—1)" Ia+b(

o<b<m—a
< Z @c {HBM (b+c)(dx— 1)(Xm a+b+c)}

0<ec<m—a—b

i) )

avec T = |i/(dx—1)].

Indications. (c¢) résulte de 5.3.1 et de la définition de I* (8.2), et (d) résulte
de la définition de de ®* (loc.cit.) et des égalités 5.4.1-(a)-(i,ii,iii), le tout
modulo les équivalences H (A<, X*)V = HLIX (AL, X5). O
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9.2. Les familles de représentations {H: , (A7m—aX™)}m

Nous supposons dans un premier temps que X est une pseudovariété orien-
table ¢-acyclique. Plus tard, dans 9.3, nous nous affranchirons de 'hypothése
de i-acyclicité.

9.2.1. Le cas de la stabilité de la cohomologie & support compact.
Ce cas est inintéressant si X est i-acyclique puisque, d’aprés 4.2.5 et 4.4, les
polynoémes de Poincaré pour H.(As,,—,X™) sont de valuation m — a, ce qui
implique que ‘

Hé(Argm_aXm) =0, Vm>a+zi.

9.2.2. Le cas de la stabilité de la cohomologie de Borel-Moore.
Lorsque M est de type fini, la condition de stabilité de représentations impose
sur M qu’elle soit connexe et que dimg M > 2, car, autrement, les FI-
modules H, (Ap—oM™) ne sont pas de type fini. En effet, si r := |mo(M)],
on a |mo(M™)| =r™ et |mo(Fpn(M))| = (r™)2 ce qui exclut toute possibilité
de finitude pour le FI-module {H{, (A, _oM™)},, pour peu que 7 > 1.
D’autre part, si M est connexe et dimg (M) = 1, c’est une courbe illimitée
avec un nombre fini f de points multiples et alors |mo(Fy,(M))| = (m — f)!
d’ol1 encore une obstruction a la finitude.

On suppose que X est une pseudovariété i-acyclique connexe orientable.
e (A) Le cas de {A<p(X™)}y.— On s'intéresse au FI-module
A(X 1) = {Hip (X™) .
La proposition 8.1.9 s’applique, car HY,(X;k) = k (cf. 6.2.6-(c)), et donne
rgms(A(X;1)) <20, et rgn(A(X;i)) <i. (A)

e (B) Le cas de {A,(X™)}m.— (32) On s’intéresse au FI-module
B(X;i) :== {HéM(Fm(X)}m .

L’égalité 9.1.1-(d) nous conduit a chercher un majorant pour les rangs de
stabilité des FI-modules

BQ(X; Z) — @a({Hé;a(dx—l)(xmfa)}m_a) (*)

pour 0 < a < m vérifiant

a(dx—1) <i. (1)

On sait d’aprés (A) que le FI-module {Hél\_,[a(dx_l)(Xm*a)}m_a est stable
pour m—a > 2(i—a(dx—1)) et le théoréme 8.2.2-(c) permet d’évaluer les

32Le cas particulier ou X est une variété topologique est étudié par Church dans [71,
(c¢f. 7.1); il a suscité ce chapitre de généralisations.
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rangs de monotonie et stabilité de B, (X;4). On aboutit alors aux majorations
4i, si dx =2,
2i, si dx =3,

rgm (Ba(X;i)2i) < (i —a(dx—1))+a=1i—a(dx—2) < i,

{Tgms(Ba(X;ib%) < 2(i—a(dx—1)) +4a < {
(B)

dont la premiére résulte d’expliciter 2(i + (3 — dX)a) suivant que dx = 2 ou
dx > 3 et moyennant la majoration ().

Il faut encore remarquer que le foncteurs ®% considérés sont & valeurs
dans Mod(([FI]) k)>2, et que dans tous les cas on a 2a < 2i de sorte que les
majorations (B) sont aussi valables pour B(X;1).

e (C) Le cas de {Ap—a(X) }im.— On s’intéresse au FI-module

Ca(X;i) i= {HL (Ao X™) b -

On raisonne exactement comme dans (B) a I’aide de la formule 9.1.1-(d), ce
qui nous conduit a calculer les rangs de stabilité des FI-modules

r (20<b<m a ({HBM (= Xm a+b)} a+b)))

On est conduit & trouver le borne supérieures
{ Igms <> Supgcy {2(i — b(dx—1)) +4b + 4a}
Igm > SUPggy {(z —-b (dX—l)) +b+ a}

sachant que b (dx—1) < ¢. On trouve les majorations
{4@ + 4a, sidx = 2,

N

I'€ms Ca X1 >2a+427
{g CalXiio2002) S oy L4 iy >3, ©)
18m (Ca(X;1)>20427) <i+a,
qui sont également valables pour C,(X;1) puisque 7 = |i/(dx—1)] < i.
e (D) Le cas de {A<m—a(X)}m.— On s’intéresse au FI-module (9.1)
DG(X; Z) = {HéM (Aém—aXm)}m

On trouve encore les mémes majorations des rangs que dans (C). Pour s’en
convaincre, on pourrait raisonner a ’aide de la formule 9.1.1-(d), mais il
s’avére plus intéressant d’appliquer (C) au complexe fondamental de FI-
modules pour la cohomologie de Borel-Moore (9.1.1-(b)),

0— {H.,\ (Acn—oX™) }n — H(m—a) — H(m—a—1) — --- — H(1) = 0

avec H(m—a—{) := {Hz (dx—-1)¢ (Am_a_ng)}m et aussi ¢ > (dx—1)¢, et
qui est exact dans le cas présent puisque X est i-acyclique.
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Le FI-module { H{,, (A<, X™)},, apparait ainsi comme somme alternée des
FI-modules H(m—a—{) dans le groupe de Grothendieck Ky(Mod(k[FI))),
et hérite donc des mémes rangs de monotonie et stabilité d’aprés 7.4.5-(b-ii).

Résumons les conclusions de ces observations sous forme de théoréme.

9.2.3. Théoréme. Soit X une pseudovariété i-acyclique connexe orientable
de dimension dx > 2. Pour a,i € N, le FI-module {8, : Hiy (Arm—oX™) b
est monotone pour m =i+ a et est monotone et stable pour m > 4i + 4a, si
dx =2, et pour m > 2i + 4a, si dx > 3. Les familles des caractéres et des
nombres de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes
intervalles d’entiers m.

9.2.4. Remarque. Dans les arguments qui précédent, {HE (Arpm—o X™) b
a une structure & priori de FI-module, celle donnée par les morphismes
image-inverse (9.1). Lorsque nous utilisons le théoréme 9.1.1-(d) nous passons
de la catégorie des FI-modules & son groupe de Grothendieck Ko(Mod(k[FI]))
mais la conclusion se fait de nouveau dans Mod(k[FI]). Par exemple, le FI-
module {HE\ (Acm—aX™)}m (1) se retrouve identifié & une somme alternée
de FI-modules ayant les bons rangs de monotonie et stabilité, mais cette
somme alternée provient en fait d'une résolution dans Mod(k[F1I])., par des
FI-modules & la fois monotones et stables. Le fait que la sous-catégorie pleine
Mod(k[F1I])., de ce type de FI-modules en soit une sous-catégorie abélienne
permet de conclure que (1) est également monotone et stable pour m > 7.
C’est d’ailleurs ce que dit la proposition 7.4.5-(b-ii).

9.3. Stabilité des familles de représentations {H. ,(A7p—aM™)}m
On rappelle que M désigne une pseudovariété orientée de type fini.

Nous démontrerons ’analogue du dernier théoréme 9.2.3 pour la famille de
représentations {8,,: HLy (Fr(M))} i ot M est une pseudovariété orientée
générale, 1.e. qu’elle soit ¢-acyclique ou non.

9.3.1. Stabilité dans les suites spectrales basiques. Le théoréme 6.7.1
établit que les FI-modules définis par les morphismes

1
Eo(qn)7" : Eo(U™)7 — ]Ea(um+1)€+ ,
sont canoniquement isomorphes aux FI-modules définis par les morphismes
ind g
ind*" o © Ha(UM_, ) —— ind®* o @ HY, (U] )

m—p,...,m+1
Sm—(p+1) X Sp+1 Sm—(p+1) X Sp+2

ou o indique que 'action de 8,,,_(,41)x1 est tordue o ,,_(,41) et lorsque le

couple (p,q) € N? est soumis & la contrainte ¢ = i + (m—(p+1)).
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Le théoréme (loc.cit.) décrit aussi, dans son assertion (c), le diagramme
commutatif d’espaces vectoriels

*

Pm
HgM<U7§7,n—p,...,m) HgM(U;ZLLj_I},...,m—H)
|
E;ﬁkl ~ (Egi;l)_l
@p*+1
P HR(Fyp)(Mao) — @B H:(Fy(pey(Mso))
fEF(p+1,m) feeF (p+2,m+1)

ou les isomorphismes =% ; pourraient nous inciter & transporter 'action des
Sim—(p+1) X Sp+1 pour en faire un diagramme commutatif de représentations,
quelque chose dont nous n’avons pas encore eu besoin. Or, un tel transfert
formel de structure sur des sommes directes dont la définition est basée sur un
ordre précis des m — (p+1) premiéres coordonnées ne rend pas transparent
le fait que l'on est en présence de sommes directes de FI-modules. C’est
pour cette raison que nous introduisons dans les sections qui suivent une
nouvelle décomposition de Hem (U}, ) qui respecte par construction les
symétries et pour laquelle les analogues du diagramme précédent seront a
priori compatibles a l'action de 8, (1) X Sp+1-

9.3.2. Tableaux et fonctions de F(p+1, m). Nous encodons une fonc-
tion f € F(p+1,m) sous la forme d’un tableau a p+1 lignes et m boites.
L’idée est la suivante. Soit a > 0. Pour toute suite T = (z1,...,x,) d’élé-
ments deux a deux distincts de [[1,a]], associons la fonction fz € F(1,a + 1)
définie pour 7 < a, par la régle suivante
Pour i € [[1,a], notons Iz (i) := {j <i|x; > x;}. Alors

a+1, silz(i) =0
fe(wi) = {xsuplz(l-), autrement.
Par exemple :
z=(1,2,...,a—1,a) = fz(i) = a+1
T=(a,a—1,...,2,1) = fz(i) = sup{i+1,a+1}
Cette correspondance est injective. En effet, si T # 7, il existe un premier
1 tel que x; # y;. Supposons que l'on ait x; < ;. Alors, comme il existe h > 4
avec yp, = x;, on aura fy(x;) = fy(yn) = yr # a + 1 pour un certain k > 1,
tandis que fz(z;) = xp = yx pour un certain k < i, ou bien fz(x;) =a + 1.
dans tous les cas, fz # f3-

xr1 X9 Tk «— T
[ ] A [ ] [ ] ct [ ] [ ] [ ] [ ) [ ] [ )

a+10<ﬁ I o AN —,

[ ] [ ) [ ] [ ] [ ) [ ] [ ] [ ] [ )
Yy1r Y2 Yi Y <—— Yn=1a;

Comme d’autre part a! = |F(1,a + 1)|, on conclut que la correspondance en
question est bijective. Cette idée est la base de la preuve du lemme suivant.
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9.3.3. Lemme et notations. L’ensemble F(p+1,m) est en bijection avec
Uensemble T(p+1,m) des tableauz a (p+1) lignes et m boites de formes :

m—p ° ° ‘
m—p+1 .
m—p+2 . . | ) | °
= )
m—2
m—1 °
m [ ] ] | [ ] ‘

o les boites marquées par ‘o’ sont remplies par les entiers de [1,m—(p+1)]
de maniére biunivoque. La correspondance associe au tableau T la fonction
fr qui, appliquée a i € [1,m—(p+1)], donne le premier entier j > i a gauche
de i sur la ligne de T ou il figure.

L’ensemble F*(p+2, m+1) est en bijection avec l’ensemble des tableaux
T®(p+2,m+1) dont la ligne (m~+1) est de longueur 1. L’application

() :T(p+1,m) —» T*(p+2,m+1)

qui associe o T le tableau T obtenu en rajoutant la boite (m~+1) est bijective.

9.3.4. Décomposition symétrique de H.(Aq4p(Z%x X?))

Avant d’aborder le cas spécifique de Uy, = Am(Mg(;(pH) xMﬁng), on
se place dans un contexte plus général avec des notations plus légéres.
9.3.4.1. Données et notations

N-1) Soit X C Z une inclusion d’espaces i-acycliques et H.(Z) = 0.

N-2) Pour I C [1,a], on note Z! le produit ZM on les coordonnées sont
indexées par I. On notera Fy := Ay (Z") et Fy := F(X). Les notations
Aoy (FrxFy) et Ayp(Z1xF,) ont alors le sens habituel de 2.1-(N-1).

N-3) Soit T3(I) 'ensemble des tableaux a (|I|4+b) boites dont la premiére

colonne est (1,...,b) et dont la forme est
1 ° ° l
2
3 [ ° I [ I [ I ° I [ l
T = :
b—2] o ]
b—1
b ° I ° I ° l

ou les boites ‘@’ sont remplies avec tous les éléments de I. Le groupe
S x 8y agit sur T,(I) par son action sur le contenu des tableaux. Par

1|z 2[y]z] _ [1]=
2|z z] = [2]y]7]

1 ona (1,2)(w,y,2) -7 =

exemple, si 7 :=
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N-4) Pour 7 € Tp(I), on notera p(7) la partition de I L [[1,b]] déterminée par
les lignes de 7. Par exemple,

—

z[y]z]

T = § . = p(r) = {{1,56,3/, z},{2}7{3,a}}.

Alors, conformément & la notation de 2.3.2, on pose
F, := Fy;) C Ay(Z'xF)).
La projection 7, : F; — Fy est clairement un homéomorphisme.

9.3.4.2. Les isomorphismes \I'II)

On définit par induction sur |I| un isomorphisme de 8yx 8p-modules

I . I
Uy, @TE%(D He(Fr) — % He(Ajr10(Z" < Fy))

On utilisera de maniére systématique le complexe fondamental (3.5.4) pour
lespace (FrxFp). Lorsque I # (), on a H.(FrxF,) =0, car H.(Z) =0, et ce
complexe donne la présentation de 87 x 8y-modules

Apgjso—2(FrxFy) =5 A1 (FrxFy) = Apyyo(FrxF) (o)

ou la notation ‘H.(_)’ est absente pour gagner de la place.

On rappelle qu’on est sous 'hypothése b > 0.

Le cas |I| = 0. L’ensemble Tj()) comporte 'unique tableau 7 = . On a
clairement F, = F, = A|1H_b(ZI><Fb) et l'on pose \Ilg =idp, . 0]

Le cas |I| = 1. L’ensemble T3(I) comporte b tableaux

1[e] [1]
2] 2]e] .
B B

Le complexe fondamental (¢) est réduit au seul isomorphisme
c1 2 He(Ap(ZxFy)) —p He(A114(ZXxFy))

ol le terme de gauche se décompose naturellement en

He(Ay(ZxFy)) = P H(F,).

TGTb (I)

On définit alors \Iflf = ¢1, c’est un isomorphisme de 8yx Sy-modules

pIR S

I,
\I’b . @TGTZ,(I) HC(FT) W HC(A1+b(ZXFb)) .

ol on a noté W, la restriction de \Illf au facteur H.(F;).
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Le cas |I| > 1. Le complexe fondamental (¢) fournit la surjection
¢+ Ho(Ajpp-1(F1xFy)) —5» He(Ap45(FrxFp))

ol le terme de gauche se décompose en

He(Ay o1 (FrxFy)) = D Ho (A7) (FrxFy))

z€l 1<5<b [I|+b—1

ol A\(ﬁi)b—l(FIXFb) est Pouvert-fermé de Ap;_1 (FrxFy) des uplets dont

les éléments en coordonnées x € I et j € [[1,b] coincident. Notons ¢; (z, j) la
restriction de ¢; au terme en question, i.e.

c1(w, )+ He(A, | (FixFy)) = He(A s (FrxFy)).

En négligeant la coordonnée redondante x, on identifie ensuite

He(A,_ (FrxFy)) = He(Ajgp1 (Fr_o X Fy)),

ol le terme de droite est 'image de I'isomorphisme Sy, x 8,-modules

\Ijgiz : @ HC(FT) ﬁ HC(A|I|+b—1(FIfx XFb))
T7€T,(I—x)

que 'on peut supposer déja défini (induction). On a donc les morphismes

I-x

v ] c (:E,])
B 1e(r) S (A (Ficm) S H (S0 (FXR) (oo

TE{.Tb (I—x)

ot la notation A_;(_) abrége Ay p—;(_).

Maintenant, pour v € T;(I—z) notons v+(z, j) le tableau de T3, (I) obtenu
en rajoutant la case x a I'extrémité droite de la ligne j de v. Par exemple,

1[ufv] 1[uJv]z] 1[ufv]
siv=|[2 , vt(z,1) = [2 et v+(x,2) = [2]z
3[a] 3]a] 3la

Alors, pour chaque (z,j) et v € Ty(I-x), on identifie F,(, j) a F, par
l'oubli de la z-iéme coordonnée et I’on définit le morphisme (de degré |I|)

Uy (2)  He(Fyy(aj)) i He(Agj45(F1xFp)) (11)

comme la restriction de la composée de morphismes (¢0) a H.(F,).

9.3.5. Lemme. ¥ est déterminé par le tableau T := v+(x, j).

v,(2,5)

Démonstration. Dans la suite, I'opérateur ‘H.(_)’ étant omniprésent, il sera
effacé pour gagner de la place dans les diagrammes. De méme, la notation
A[_; sera un raccourci pour He(A|gj4p—i (F1xFp)).

Soient w,x,y,z € I et 1,7, k,l € [1,b]], avec x # y et j # k, et considérons
le diagramme suivant.
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(0) (1) (2)
(0) Ag (0 Ag e Ay )
c1 T+1 cl(:L’,j)T+1 ci1(y,k) T+1
A w,i roj x,j k A
M dan) (A e ap) )

l l l

@ e Mgy (0 AR e Al ) e
o] ol 0|
res x, 7k
(3) Aglg o ( A(<[])z] b A(<y[—)2] )

I I T
A(wz])(zl) projj ( @ A(x,] )(z,0) @ @ A )

y#2,k#l
T

v v

6)  AFPOR I, (ARG g AGRED )

TF#z,j 7

Diagramme I

Dans le diagramme I

— Les lignes (0) et (5) sont les plongement diagonaux.
— Les lignes (1,2,3) résultent d’appliquer verticalement la suite de foncteurs

Ho(Ary)(1)) = Ho(Agpyy (L)) == He(Ag (L) =,

scindée en p (3.5.2). Les morphismes de liaison entre lignes (3)[—1] — (1)
sont alors injectifs, et ceux des colonnes (1) et (2) sont méme bijectifs

) (z.5) \ _ (y,k) \ _
pu1squelonaH(A<[£1]) He(A y[ ]) 0,

- La fleche ‘2% en ligne (1) est la surjection de H.(A[_yj) sur les facteurs

o ) e : . . 1 projj
indiqués de sa décomposition en somme directe. Tandis que la fléeche ‘—=’

en ligne (4) est la projection de Hc(A[_9), colonne par colonne, sur les
sommes de facteurs indiqués, elle n’est pas nécessairement surjective.

— Les fleches ‘=% désignent les restrictions aux les sous-espaces fermés.

— La ligne (5) est restriction de la (4) aux espaces indiqués et c¢’est un plon-
gement diagonal. L’injection (5) < (4) est par prolongement par zéro.

— Le diagramme est commutatif par construction.

Suite & ces remarques, on remplace le sous-diagramme en pointillé par les
morphismes ¢y de complexes fondamentaux. On obtient alors le diagramme
commutatif II.
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(0) Ap = ( Ap @ A )

c1 T—I—l c1(x,5) T—i—l cl(y,k)T—l-l
w,i) roj x, k w
@Af poE( Al e Al e aly)
T+1 ca(z,7) T+1 cz(y,k)TJrl c2 (w, l)T+1

@ A wz (zl Lﬂj} ( @ A[(f,gj])(z,l) ® @ Afg;)(z,l Afw l]) )

w217l xsﬁz,j#lT y#z,k#lT

I
@)@k 6 () (w.k) (k) (2.)
(5) Ay H( Ay © Ay )

Diagramme I1

Maintenant, pour 7 = [: N € Tp(I), notons 7—x, 7—y, T—xy les ta-
AR

bleaux obtenus en enlevant les boites x,y comme indiquent les notations. Le
morphisme W__, «, ;) est, par la définition (i1), la composée

T—zy,( x,] ¢ (I, ‘)OC (ZE, )
7— zy —HI—yyk; A [—1] FI xXFb) = AE_g]) % A[O] .

z,j) est contenue dans le facteur Afx’g])(y k) de A[( 31)7
facteur qui est le méme pour \I/T,xy,(y,k) modulo le plongement diagonal de

la ligne (5). L’égalité

Or, l'image de ¥,_,, (

T—Z‘,(x,j) = \IIT_yv(y7k)

résulte alors de ce que la projection de co (AE ’]})(y’k)) sur un facteur de A_y
de la forme A&H) avec (w, 1) € {(z,7), (y, k)} est nul. Ce qui est clair déja sur

la ligne (4) ou Aff’g})(y’k) N Affll}) = 0 et par commutativité du diagramme.[]

Le lemme précédent montre que le morphisme ¥, _,) (, ;) de la définition

(11) est indépendant de l'écriture 7 = (7—x)+(x, j), raison pour laquelle il
sera noté simplement

Vs 2 Ho(Fr) —p He(Ajrpp (Fr<Fy))

9.3.6. Proposition. Le morphisme

Uy @TG%(I) H.(F:) W He(Ap4(FrxFy)) .

est un isomorphisme de St X S8p-modules.
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Démonstration. Le fait que c’est un morphisme de 8px 8p-modules résulte
de ce que, par construction, pour tout a € Syx 8y le diagramme

Ho(F,) —2 Ho(Ags(FrxFy))

[
Pa(r)
He(Fo(r)) =g He(Apr 1 (FrxFy))

est commutatif. Il est surjectif puisqu’il en est ainsi de

(o) _ o
D, A0 =2y > A,

et que \Ili_* est une surjection sur chaque AE;)] par hypothése de récurrence.

Pour conclure maintenant que ’on a un isomorphisme il suffit de comparer
les dimensions. On a

dim (@D, _,, ) He(Fr)) = [T(D)] - dim He(F) (d)
et, par 6.5.2(b),

dim (He(Apy1p(FixF))) = |F(b, |T| +b)| - dim He(Fp) . (da)

L’égalité de dimensions dans (di) et (d2) résulte alors du lemme 9.3.3 qui
établit que 'on a [F(b, [I| + )| = |T(b, [I| + )| = |Tp(I)]. O

Cette proposition achéve la derniére étape de la définition inductive des
isomorphismes \Ifg commencée dans 9.3.4.2.

9.3.7. Structure de 8,,_pX Sp-module de H.(A,,(Z™ °xFyp(X)))
On applique les considérations précédentes au cas ou I = [1,m—b] et o
I'intervalle [1,b] est décalé vers [m—b+1,m]). Il est alors avantageux de rem-

placer la notation de ’ensemble ‘J'g par celle, équivalente, de ’ensemble de
tableaux T(b,m) de la section 9.3.2.

9.3.7.1. Tableaux normaux. Chaque orbite de §,,_;x 8, dans T(b,m)
contient un unique tableau ol la longueur des lignes est décroissante et le
contenu des boites ‘e’ est strictement croissant. Par exemple, si m = 50 et
m—b =14,

15]1[2]3]4[5]6]
16/ 789
17]10][11]12
18]13]14
T =14 [19] b (%)

: b—(m—>b) = 22

Un tel tableau sera dit « normal », leur ensemble est noté To(b, m).
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9.3.8. Remarque. On a indiqué en gris la plus petite colonne de lignes de
cardinal 1 dans les tableaux normaux, son cardinal, b—(m—b), est atteint
lorsque la longueur des lignes de 7 est < 2 et que m > 2(m—>b). Il y a alors
autant de tableaux normaux que des partitions de [[1,m—b] et I'application
(_)®:T(b,m) = T*(b+1,m+1) de 9.3.3 est une bijection sur T(b+1, m+1).

9.3.9. Lemme et notation. Le stabilisateur H, de T dans 8,,—p X Sy est le

produit direct
H, = }CZX Sm_m s

ot T désigne le sous-tableau des lignes de longueur > 1 de T, et ou H; désigne
le stabilisateur de T dans S| N (Sm_bXSb). On a

Hr C Sm—bXS[m—bt1,m—|r|] »
Lo XS r| € T X Sp

La projection po : Hy — S[[m—b+1,m—|z| ] est un isomorphisme sur son image.

9.3.10. Commentaire. Dans 9.3.7.1-(x), on a 3, C 8y 141 X S[u5,15]- C'est

16789)

le groupe cyclique d’ordre 2 engendré par I'involution <17 10 11 12

9.3.11. Proposition. Pour toute inclusion d’espaces i-acycliqgues X C Z
avec Ho(Z) = 0, il existe un isomorphisme canonique de 8,,_pXx Sp-modules

m . . Sm_bXSb ~ m—b
oy .@Temm) indy” He(Fr (X)) 1ot Ho(Am (27" < Fy(X)))
Démonstration. Corollaire de 9.3.6. 0

9.3.12. Structure de 8,,_(p41) X 8p1-module de HBM(U;;‘_I,

On reprend maintenant le sujet de 9.3 qui concerne la donnée d’une pseu-
dovariété orientée M de type fini de dimension dps. On appliquera la propo-
sition 9.3.11 au cas ot Z := M>g, ol X := My et ot b = p+1. Pour chaque
tableau 7 € T(p+1,m), on a

,...,m)

FT(M>()) = {f € M;loi(erl) XFp_H (M>0) } €T; = xff(i)} .

9.3.13. Proposition
a) Il existe un isomorphisme canonique de 8,,_ (1) X 8py1-modules gradués,

de degré —(m—(p+1))dn,
o ® Hoa (U ) = @D indyy 0¥ g @ My, (F, (M)

M—p,...,m
T7€T(p+1,m)
ot o est la signature de 8,,_11)- On a [T(p+1,m)| < [B(m—(p+1))|

avec égalité pour tout m > 2(m—(p+1)).
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b) Le FI-module défini dans 6.7.1 par les morphismes des suites spectrales
Eo(qp)7" : Eo(U™)7 — B, (um+1)119+1,q )

ot q=i+(m—(p+1)), est canoniquement isomorphe au FI-module défini
par les morphismes

indgsf'zxsm_‘lI o™ Hg/{ (Fpi1(M>o))

@ lindp;+1

. 18m
T \indsp o™ @ R (Fyia(Mso)

ot o est la restriction a H; de la signature de S,,_(,41), 0t Fpy1 et Fpio
réferent respectivement a Fy(7) et Fyrey (cf. 9.3.4.1-N-4 et 9.3.3), et ot
Q:=q— (m—(p+1))dp =1 — (m—(p+1)) (dp—1).

Indication. (a) En dualisant 9.3.11 et en incorporant les caractéres signature
nécessaires (6.2.4-(b)), on a I'isomorphisme de §,,_(,41) X 8p+1-modules

~

m\V . _du+1 dy+1 m —
(Ty")" - O m—(p+1) @ Fpr1 & o (Up—p,....m) T (prD))dns

s 18mb X8y _dp+1
@TET(b,m) indy? ot ® He (Fr (X)),

dont on conclut en simplifiant les caractéres redondants (cf. note (18)). L’as-
sertion (b) est alors une simple reformulation de 6.7.1-b. O

9.3.14. Monotonie et stabilité dans les suites spectrales basiques
Pour chaque 7 € T(p+1,m), on reconnait dans 9.3.13-(b) le FI-module

Ind,; ({HZ\(Fpi1(Ms0))} 1) € Mod(K[FT))_ o0, (11, -

ou p désigne l'action de H; sur ,,_(,41) et Ind), - est le foncteur d’induction
introduit dans 8.1.6.

9.3.15. Théoréme. Soit M une pseudovariété connexe orientée avec dyr>2.
a) Pour Q :=1i— (m—(p+1)) (dm—1) et 7 € T(p+1,m), on a
41, sidpy =2
r Ind,, ({HS (Fy.1(M <
{ e (I - ((HEL (i (Moo)hp)) < {17 0 20
rgm (Indyr ({HS(Fpi1(M=0))}pi1)) <i.

b) Pour a,i € N fizés, le FI-module {H%\ (Avp_oM™) ), est monotone et
stable pour m > 41 + 4a, si dyy = 2, et pour m = 2i + 4a, si dpg > 3.
Les familles des caractéres et des nombres de Betti correspondantes sont
(donc) polynomiales sur les mémes intervalles d’entiers m.
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Démonstration. (a) On applique le théoréme 9.2.3 & 'espace i-acyclique M.
Comme dim(Ms) > 3, la famille { HY, (Fpt1(M-s0))}p+1 est monotone pour
(p+1) = @ et est monotone et stable pour (p+1) > 2Q. Le théoréme 8.1.7
garantit alors que le FI-module induit par Ind, . est monotone pour tout
m > Q+ (m—(p+1)) =i — (m—(p+1))(dm—2),
et est monotone et stable pour tout
m = 2Q + 4(m—(p+1)) = 2i + (m—(p+1)) (4—2(dp—1)) , (%)

et comme on dispose de l'inégalité 6.5.2-(d) : i > (m—(p+1))(dm—1), le
dernier terme de (*) est majoré par 4i si dyy = 2, et par 2i si dpg > 3.

(b1) Le cas de la famille {p;, : Hi\ (Fp(M)) = Hiy(Fima (M))}m

Fixons i € N. D’aprés 6.5.2 les termes IE, (U™)7? de la suite spectrale
basique (IE,U™),,d,) qui convergent vers HE, (F,,(M)) sont ceux pour
lesquels on a ¢ =i+ (m—(p+1)). Si maintenant on fixe ¢, la différence (m—p)
est constante et si l'on augmente m et p simultanément, ces contraintes
décrivent un facteur direct du FI-module défini par la famille de morphismes

de suites spectrales basiques (6.7.1)
{Eo (g2 By (U™ 2T — Eg U™}
facteur que nous allons noter
8= (I Gl 7 5 o U2 = Q™25 | g = i+ (m—(p+1))},,

Les différentielles des suites spectrales basiques définissent alors un complexe
de FI-modules

(Er(a).dy) 1= (- — B0 ey gl ey girbarl Ly ()
Nous avons des isomorphismes canoniques
W (q),dr) ~ ELT, et ERT =T Vr> gL,

et donc la condition de convergence (6.7.1-(a))

(D, it2) = {pin : Hiu(Fu(M)) = Hiy (P (M)}, (o)

Lemme. Pour tout r > 1, on a
g (E5719) = 1gng(E27) =0, Vi <0,
rgms (E57) < supfie, 1}, Vi>0,
rgm (E9) < sup{(i—1)e, 1}, Vi>1,
avec e =4 sidy =2, et € =2 si dpy = 3.

&, et &y el &2 &3 &l
I8ms < 0 1 € 2¢ 3¢ 1€
I8m < 0 0 1 € 2e (i—1)e
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Preuve. o Le cas = 1. On a par définition et 9.3.13-(b)
hay
(€1")m = €D, 1y I Hits(Fpi (M) (*)

L’assertion (a) donne, pour chaque 7 € T(p+1,m) et tout i > 0

e
{rgmsundm( HEu(Fp1 (M) < ie
rgm (Ind, - (H (Fyi1 (M) <
La majoration rgm(E 1) < i s’ensuit puisque (_)*: T(p+1,m) = T(p+2, m+1)
est toujours 1nJectlve mais pour avoir rgms(E57) < i, il faut s’assurer que si
lon am > €i et HBM( Fp11(Mxg)) # 0, I'application (_)® est bijective. Rai-

7

sonnons par I’absurde, si (_)® n’est pas bijective, on a (p+1) < m/2, et si de
plus m > €, on a
dy—1 dy—1

(dy—1)(m — (p+1)) > 5 ™M > 5 € =1,

donc @ =i — (dpr—1)(m — p+1) < 0 et alors H&(FPH(M>0)) =0.
Le tableau qui suit illustre ces conclusions dont on remarquera qu’elles sont
compatibles & celles du lemme pour €; puisque i < €(i—1) dés que 2 < .

&, et &9 el &2 &3 &t
I'€ms 0 0 € 2e 3e 1€ (11)
I'8m 0 0 1 2 3 i€

—_

e Le cas général. Si nous appliquons au tableau (1f) les régles suivantes,
établies dans 7.4.4-(e),

{ I'8m Eqiurl
8ms €y 1

sup{rgms &, gi-t , T8m 8;}
sup{rgms 82 , T8ms 51{7 I'Sm giﬂ}

//\ N

on obtient aussitot le tableau du lemme pour €9, et comme ce tableau est
laissé stable par ces régles le lemme résulte pour tout r > 1. H

Ceci étant, on rappelle que la convergence (¢) aboutit en fait sur le bi-
gradué du FI-module H* := {p}, : H.\ (F;,(M)) — HéM( Frr1(M))}y, rela-
tivement & la filtration par le degré p des cochaines de Cech (c¢f. 6.4.7). Or,
comme nous sommes soumis a la condition @ = i—(m (p+1))(dM 1) >0,
la filtration en question possede un nombre fini de termes (<—— pivesyiny 1), et
les majorations des rangs de &7 g+2 sont aussi valables pour H? d’aprés 7.4.5.

Dans le cas particulier ou ¢ = 0, ces raisonnements donnent seulement la
majoration rgms H® < 1 (c’est ce qui arrive lorsque HY, (M) = 0). Lorsque
HY, (M) = k, un calcul direct élémentaire montre que I'on a H% = V(0) et
donc que rgps H® = 0.

(ba) Le cas des familles {H{, (Apm—oM™)},, resulte de a) exactement
comme dans le cas (C) des espaces i-acycliques (p. 121).
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(b3) Pour le cas général des familles {H\, (A<y—oM™)}m, on ne peut pas
faire appel au complexe fondamental des FI-modules, comme dans le cas (D)
des espaces i-acycliques (p. 122), puisque ce complexe n’est plus exact. On
fait plutot appel aux suites longues de FI-modules de 9.1.1

= {H™ (Acm—a1M™)} = {Hiy (Acm—aM™)} = {Hiy (M- M™)} —

ou 'on peut supposer que les termes de droite et gauche sont monotones
et stables pour m > 2i + 4a ou m > 4i + 4a suivant le cas. On en déduit
(7.4.5-(b)) le méme rang de monotonie et stabilité pour { Ht, (Acym_oM™)}
puisque extension d’un noyau et conoyau de FI-modules monotones est
stables sur le méme rang des entiers m. C.Q.F.D O

9.3.16. Commentaire. Au dela du fait que X est maintenant une pseudo-
variété, la démarche de Church dans la démonstration de son théoréme de
stabilité ([7], ¢f. 7.1) est trés différente de la notre. Elle utilise de maniére
essentielle les résultats de Totaro ([33]) sur la de suite spectrale de Leray as-
sociée au plongement F,,(X)<— X", valable parce que X est lisse.

10. Calcul du caractére de 8,,-module de H.(F,,(X))

On étend les résultats de Macdonald (|27]) concernant le caractére du 8,,-
module H.(X"™) au cas du 8,,-module H.(F,,(X)) lorsque X est i-acyclique.

Avertissement. Dans cette section et la suivante, car(k) = 0 et la donnée
d’'un espace i-acyclique X présuppose que dim H.(X) < oo.

10.1. Série de caractéres de 8,

10.1.1. Série de caractéres d’un 8,,-module gradué. Nous appellerons
8-module gradué, la donnée d'un k-espace vectoriel gradué V := @, ., Vi,
tel que chaque V* est un §,,-module.

Lorsque, de plus, chaque V? de dimension finie sur k, la « série de caractéres
de V », est Papplication Xy : 8,, — k[[T]] définie par (cf. [27] (2.3))

Smdam Xy(e,T) =Y (1) tr(a:V)T".

€L
Le lemme suivant, pendant du lemme 4.1.2, est élémentaire.

10.1.2. Lemme

a) Si(---— Vi1 = Vi = Vig — ) est un complexe borné de 8,,-modules
gradués, on a ) ., (1) Xyi(a,T) = 0.

b) Pourr € Z, on a Xy|—y(a,T) = Xy (o, T) - (=T)".

C) XV1®kV2 (ozl & oo, T) = XV1 (al,T) : XV2 (ag, T),

d) P(Homgr (V1, V2))(T) = P(V1)(1/T) - P(Va)(T)
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10.1.3. Série de caractéres d’un 8,,-espace topologique. Si M est
un espace topologique de type fini, muni d’une action de 8,,, les « séries de
caracteres de H.(M) et de H(M) » seront respectivement notées

Xe(M)(a,T) := Xp mpy(, T), et X(M)(a,T) = Xy (o, T).

On a donc vis-a-vis des définitions de 5.2.2, I’égalité

Xe(M)(T) =Y (=1 Xy (L) T = D (1) Xe(M ) () T

€N 1€EN

10.1.4. Remarque. Il convient de retenir pour la suite les expression sui-
vantes. Pour tout espace topologique X et tout m > 0, on a :

Pe(X™)(=T) _ (XC(X)(I,T)>W
m T ’

Pe(Fn (X)) (=T) _ (XC(X)(l,T))m
m T ’

10.2. Séries de caractéres de F9(X)

L’exactitude des complexes fondamentaux associés aux espaces Acy(F9)
du théoréme 3.5.4 s’avére particuliérement adaptée a la détermination des
séries de caractéres. La proposition suivante est un ingrédient important dans
le calcul des caractéres.

10.2.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition q de
[1,m], tout £ < m et tout o« € 8 (3.4.3), on a

Xe (A<t FU(X))(a,T) Z Xe(Ap—o FY(X))(a,T)
Tt - a>0 Tl—a

Démonstration. Corollaire immédiat de 3.5.4 et du lemme 10.1.2 O

10.3. Séries de traces pour un m-cycle

L’action de 8, sur [1,m] induit une action sur I’ensemble P(m) des par-
titions de [1,m] qui sera sous-entendue dans la suite. Pour m > 0 donné,
on note o, € 8, ou simplement ¢ s’il est superflu de préciser 'entier m,
la permutation cyclique (1,2,...,m). On notera C,, := (o) le sous-groupe
de §,, engendré par o,.

10.3.1. Lemme. Les points fizes de l’ensemble B(m) sous 'action de Cp,
sont les partitions en orbites de [1,m] sous laction des différents sous-
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groupes de Cp,. On a
{‘l‘d(m)c’” = {[Lm]/ (o'}, sid|m,

Pa(m) Cm = , sinon.

En particulier, f43(m)c’”’ = Hd eN t.q. d’m}}

Démonstration. L’application C,, — [1,m]], @ — «(1) est un isomorphisme
de C,,-espaces lorsque 'on munit C,, de son action par multiplications &
gauche. Les partitions C,, stables par multiplication a gauche sont aussi
stables par multiplication & droite puisque C,, est abélien. Or, les parti-
tions de C,, stables par multiplication & droite sont les ensemble des classes
d’équivalence a gauche de C,, des sous-groupes H C C, autrement dit, ce
sont les partitions de C,, en H-orbites. Enfin, comme C,, est cyclique en-
gendré par o, ses sous-groupes sont les (o) avec d|m. O

10.3.2. Théoréme. Soit X un espace i-acycliqgue. Pour tout m > 1, la série
de traces de laction de oy, sur H.(F, (X)) vérifie

d

Xe(Fm (X)(om,T)) m\ Xe(X)(1,7T%)
Tm g%“( ) Td

ot u(_) est la fonction de Mébius.

Démonstration. Le théoréme 10.2.1 appliqué a la partition ¢ = (1,...,1) et
pour £ = m donne ’égalité de séries de traces

Xe(X™)(0,T) Xe(Do_oX™)(0,T)
Tm - Za20 Tm—a

(%)
D’apreés 2.3.3, on a la décomposition

He(Am-aX™) = @pemmw(m) He(Ey),

et la trace de l'action de o sur Ho(Ap,—qX™) se lit sur les termes H.(Fy)
tels que o - p = p. Or, on a vu dans le lemme 10.3.1 qu’il n’y a de telles
partitions que lorsque d := m — a est un diviseur de m, et dans ces cas, il y a
une et une seule partition telle, a savoir p := C,, - (¢%,). L’action de o, sur
F, coincide avec ’action de o4 sur Fy, on a donc I'égalité de séries de traces

Xo(AgX™)(0m, T) = X (Fg(X))(04,T), si d|m,
Xo(AgX™)(om, T) =0, si dtm,

dont on déduit I’expression du deuxiéme membre de () suivante :

Xe(Ap—aX™)(om, T X (Fg(X))(og, T
> elbu X T) - XlBNoT)
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Maintenant, si p; : X" — X est la projection T +— x;, on a c* op}, =p7 et

Xm

I'action de o sur les tenseurs simples de HF(X)®™ se fait par permutation

signée (cf. |27]) :
W Bwr @ @wp) = (DM D (wy @ws @ @wi).

Comme l'opérateur o* agit sur une base de tenseurs simples de H.(X)®™ sa
trace le lit sur ceux de tels tenseurs fixés par o, donc de la forme w ® - - - Q@ w
pour w appartenant & une base de H.(X). On a alors 'égalité

tr(o*: HF"X™) = (=1)*=D dim H* (X)
tr(o*:HIX™) =0, si mtj,

et, par définition de la série des traces 10.1.1,

Xe(X™)(0m, T) = 30 (=1 (=)D dim FE(X) - T+

U ) (P = ).

En reportant les égalités (1) et () dans la formule (%), on obtient :

Xe(X)(1,T™) Xe(Fa(X)) (04, T)
™ :de : Td S, vm

21,

et la formule d’inversion de Mobius donne ’égalité recherchée :

Xe(Fr(X)(om, T)) m\ Xe(X)(1,T9)
Tm _Zd\m“( ) Td ‘ 0

d

10.3.3. Remarque pour X™. D’aprés ’égalité (1) de la preuve précédente
qui donne

Xe(X™)(om, T') = Xe(X)(1,T™),
I’analogue du théoréme 10.3.2 pour ’espace X™ s’énonce par la méme for-

mule ou la sommation est restreinte au seul terme d’indice d := m. On re-
trouve alors les résultats de Macdonald (|27], formule (3.2)).

10.4. Séries des traces pour une puissance d’un m-cycle
10.4.1. Partitions en orbites q,

On s’intéresse maintenant au cas ot m = dr avec 1 < d < m et a la trace
de l'opérateur o}, agissant sur Fg,.(X). Notons ¢, la partition de [[1,dr]
et (o},.)-orbites. Pour I'étude de X¢(Fg,(X))(0},,T) nous allons utiliser le
théoréeme 10.2.1 avec q := q, et £ := dr. Dans ce cas, on a (10.1.2-(c))

X (F (X)) (05, T) _ (Xe(Fa(X)) (04, T)\"
Tdr _( T4 ) ’
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d’ou 'égalité :

. o4, T)\" Xe(Agr_oF¥ (X)) (07, T
(FE Ty _ 5 Xeldara P ()05 ).

a=0
qui nous emmeéne a I’étude de l'espace Ay, FI" (X)) sous I'action de o7, .
10.4.2. Proposition. Soit q, la partition de [1,dr] en (o,.)-orbites et soit

p={0L,...,I;} thq, telle que o}, - p =p. Alors, £ = dr’, pour un certain r’
vérifiant 1 <1’ < r, et l'on a une identification d’espaces munis d’actions

(07 Fp (X)) = (07 :Fgpr (X))

Le cardinal de ’ensemble de telles partitions p est
‘(01rh N Pap (dr))ar | = {} dr="

Démonstration. Commengons par remarquer qu’une partition p € P(dr) vé-
rifie ¢” - p = p, si et seulement si, la relation v est « (o")-équivariante »,

c’est-a-dire :
7 ?j = o"%(1) v o"(j), VYaeN.

L’illustration ci-dessous représente, sur la partie gauche, la partition q,.
Chaque colonne étant I'une des parties de g, est remplie d’indices i de [[1,dr]]
pour lesquels les coordonnées x; de T € F9 sont deux & deux distinctes. Le
cycle & lintérieur des colonnes rappelle 'action simplement transitive du
groupe (o") sur chacune d’elles.

Sur la partie droite, on représente, a ’aide de fléches, les identifications
définies par ’équivalence v Il faut remarquer le parallélisme des fléches dans

le sens vertical qui refléte la o”-équivariance de ~.

TN

(04
| —
r kq kg ceeeeeen .

Les regroupements k1, ko, ..., ks sont tels que r =), k;. On voit donc bien
qu’au final on a F, ~ Fg,s et que 'action o), .:F, s’identifie a U:l;' :Fyr.

La partie de droite de la figure permet aussi de comprendre que pour
chaque partition de ’'ensemble q,- en r’ parties non vides de cardinaux k;, les
différentes maniéres de définir les partitions p € (qm)"gr pour les regroupe-
ments k; sont en bijection avec les différentes maniéres de dessiner les fléches,
soit au nombre dF —1dk2—1... gk =1 = gr=" nombre qui seul dépend de 7/
et pas de la suite (ki,..., k). La proposition en découle. O
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10.4.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tous d,r > 1 € N,
la série de traces de l'action de o), sur H.(Fg,.(X)) vérifie l’égalité :

I

Xe(Far(X))(0g,, T) _ (Xc(Fd(X))(Ud,T)>£
(dTdyr dTd
soit

Xc(Fdr(X))(O-grvT) — <Z,U/(d)XC(X)(1,T6))£

(dT9)" e dTe

ot b est la fonction de Mobius et ()L est la factorielle décroissante de 14.1.

Démonstration. Dans la formule de 'introduction 10.4.1 :

c oq, TH\T Xc(Agr—oF¥ (X)) (0}, T
(RO 00: ) Xl () 0. T)

a>0
nous pouvons maintenant préciser le membre de droite. Par 10.4.2, on a
Xe(AeFI (X)) (07, T) =0, sidit,
Xe(Bar BT (X)) (05, T) = { |} 40 X (Fap (X)) (0, 7).
En substituant les expressions, on obtient, pour tout r > 1,

c(Fa(X))(04, T) m Xe(Far (X)) (05,0, T)
( (dT)dd )‘Zl{r} d( )r/d ’

=

soi, en écriture vectorielle,

Xe(Fy)(oq, T)\1 Xe(Fa1)(04,,T)

( dT ) ({}) (dT)!

(xc(Fdﬂad,T))r I XeFan)oh T)
de (de)r

La matrice ({;}) est la matrice des nombres de Stirling de deuxieme es-

péce (S(4,7)) (14.4.1). Son inverse est la matrice des nombres de Stirling de
premiére espéce signés (s(i,7)). Cette matrice est aussi la matrice de chan-

gement d’un systéme de puissances (X,..., X") vers un systéme de facto-
rielles décroissantes (X2, ..., XZ) (14.3.3), par conséquent :

Xe(Far (X)) (0g,, T) _ (Xc(Fd(X))(UmT))ﬁ
(dTd)r dTd '
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Le théoréme découle alors de I'égalité du théoréme 10.3.2 qui donne :

X (Fy(X) (04, T X (X)(1,T¢
(d(dT)éd )):Z () (d)T(e )

O

e
eld

10.4.4. Remarque pour X™. La remarque de l'introduction 10.4.1 est la
méme pour 'espace X™, mais en plus simple. On a clairement (cf. 10.3.3,
mais aussi [27] (eq. 4.5))

Xe(XT) (g, T) = Xe(X)(1,T)" .

Aussi, 'analogue du dernier théoréme 10.4.3 pour I'espace X™ est donné
par la méme formule ot la factorielle décroissante ()X est remplacée par la

puissance (_)" et ou la sommation est restreinte au terme d’indice e := d.

10.5. Séries des traces pour une permutation générale
10.5.1. Permutations immiscibles

A une permutation a € 8,,, on associe la partition p, de [1,m] en (a)-
orbites. Les cardinaux des (a)-orbites définissent une décomposition de m
que Pon note A(a) = (1%¥1(®) 2%(@)  ypXm(@)) e qui signifie le fait qu’il
y a exactement X;(«) orbites de cardinal i.

Définition. Etant données deux parties non vides I et .J de [1,m] et deux
permutations « € 87 et f € 8; (voir 3.4.3), on dit qu’elles sont « immis-
cibles », sil'on a ), X;(a)X;() = 0, autrement dit, si les orbites de (o) dans
I ont toutes des cardinaux différents de celles de () dans J.

10.5.2. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition
q:={J1,....Jr} € P(m), et toute famille de permutations {c; € 8, }i=1,..r
deur & deux immiscibles, on a

Ye(Fu(X))(@,7) =[]

ou a désigne le recollement des «; et ou, dans les terme de droite, nous avons
identifié le support J; de oy avec Uintervalle [[1,]J;]].

T Xy (X)) (00, T)

Démonstration. Grace au complexe fondamental de F9(X), pour £ = m et
pour « le recollement des «;, on a ’égalité (10.2.1)

Xe(F9) (o, T) Xe(Apm—o FI(X)) (e, T)
Tm - Za}O Tm—a ’

ol, dans le premier membre, on a clairement

Xe(F) (o, T) =[]

2:1 Xe(Fg,(X))(, T) -
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Dans le second membre, pour a = 0, on a bien
Xe(AmFY(X))(e, T) = Xe(Fin (X)) (a, T))
ce qui nous emmeéne & montrer que pour tout a > 1, on a
Xe(Am—aF(X))(e, T) = 0 (%)

Or, d’aprés 3.4.5, on a la décomposition en sous-espaces ouverts
AFI(X) := F,(X),
FIX) Hpewm),mq »(X)
et la série de traces de o pour AyF9 est concentrée sur les espaces F, cor-
respondants aux partitions p vérifiant, de plus, « - p = p, donc, telles que

(i J) = (a"i y a"j).

Maintenant, s’il existait une telle partition pour £ < m, on aurait un certain
couple (i # j) vérifiant (i v J), auquel cas, par transversalité, on aurait
(i 7qé j) et il existerait des parties J, # Jp, de q telles que i € J, et j € Jp. En
particulier, les orbites () -i = (ay) -i et () - j = () - j seraient de cardinaux
différents puisque «, et «p sont immiscibles. Si € := ord(«a,) < ord(qy), on
aurait

(Z'F’]) et (izaéir;aij), et donc (j?af)j),

avec aj j # j, et ceci contredirait la transversalité de p et q puisque (j v acj).

L’égalité () se trouve ainsi justifiée et la proposition résulte. (]
On peut maintenant énoncer le théoréme principal de cette section.
10.5.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Etant donné une permu-

tation o € 8y, soit M) = (1°4,2*2, ..., m* ™) la décomposition de m déter-
minée par la partition de [1,m]] en (a)-orbites. Alors,

Xe(Fro XN, T) 17 1%, Xe(X)(1,T°)\ X%
Tm _dl;[ld (;“(g) dTe )

ot b est la fonction de Mobius et ()= est la factorielle décroissante de 14.1.

Démonstration. Pour chaque d = 1,2,...,m, notons Jy la réunion des («)-
orbites de [[1,m] qui sont de cardinal d. Notons q la partition de [[1,m] définie
par les parties Jy non vides, i.e. telles que Xg # 0.

Pour chaque J € g, notons a; la restriction de v & J. On a a € 8%, et
ses différentes composantes oy sont deux & deux immiscibles. On peut donc
appliquer la proposition 10.5.2 a la partition q et & la permutation a. On
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obtient ’égalité

Xe(Fm(X))(a, T) 11 Xe(F1 (X)) (as,T)
Tm 1l TlJ|

(%)

Maintenant, comme une partie J; € ¢ est la réunion de X; orbites de
cardinal d, action de a sur Jy est équivalente a I'action de azl(;d sur [[1,dXq]

et chaque terme du produit dans (x) est, d’aprés 10.4.3,

Xe(Fax, X))o, T) _ (xc(Fd(X»(ad,T))g

Tdxa drd
Le théoréme résulte alors de remarquer que dans le produit de la formule &
démontrer, les termes d’indices d tels que X; = 0 sont tous égaux a 1. U

10.5.4. Remarque pour X™. Tout comme dans les remarques 10.3.3 et
10.4.4, Panalogue du dernier théoréme 10.5.3 pour I'espace X™ est donné
par la méme formule ou (_)L est remplacée par (_)" et ou la sommation est
restreinte au seul terme d’indice e := d (¢f. aussi [27] (eq. 4.5)). On a donc

pour tout « € 8, avec A(«a) = (1%1,2%2 ... m*m) :
m
Xe(X™)(a, T) = Hd:1 4% X (X) (1, T

10.6. Comparaison entre X.(Fpm, (X)) et Xc(Fm (X ~ a))

Pour o € 8,,, notons A(a) = (1(®) 2%(@) ) = m son type. Le coef-
ficient Xj(«) est le cardinal de I'ensemble des a-orbites réduites a un point,
autrement dit, de ’ensemble des i € [1,m] fixés par a.

10.6.1. Le cas ou Xj(a) = 0. On a vu dans le corollaire de 3.1.3 que si X
est i-acyclique, on dispose d’une suite exacte courte de S,,-modules gradués

0 — He(Fp (X)) [~1] = He(Fn (X)) = He(Frn(X)) = 0 (%)
ol X 1= X ~ {e} pour un certain @ € X, et out Fp,(X) est la réunion disjointe
des parties ouvertes Fi=*(X) :={(x1,...,2m) € Fyy | x; =0} oti=1,...,m.

Or, par I’égalité évidente o Fi-%) = F%(i)zw, on voit que lorsque X; () = 0,
on a a(Fi=%) # (Fi=%), et donc que X.(F®,)(a, T) = 0. On conclut alors, par
Pexactitude de (), que X¢(Fpp (X 1)) = X (Fi (X)), d’ott le lemme suivant.

10.6.2. Lemme. Soit X un espace i-acyclique. Pout tout m > 0 et toute
permutation o € 8, telle que X1(a) =0, on a

Xe(Frm (X~ a))(a, T) = Xe(Fn(X))(a, T)

pour tout a € N.
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10.6.3. Remarque. Ce lemme peut aussi étre vérifié en appliquant le théo-
réeme 10.5.3. Dans ce cas, il suffit de voir que pour tout d > 1 on a

X DIT) g XKL T
%ll Te dzdlu’( ) Te

(&
Or, d’aprés 4.1.5-(c), on a Xo(X ~1)(1,T) = X(X)(1,T) — T, et alors

S () X\16)<1,Te>_zﬂ(g)<><c<X;<elaTe>_1).

eld eld

On conclut par le fait bien connu sur la fonction de Mobius que affirme que
Pona}_ ., u(d/e) =0 lorsque d > 1.

10.6.4. Le cas général. Pour a € §,,,, notons I := {i € [1,m] | a(i) = i}
et J := [1,m] ~ I. Les permutations id; € 87 et a|; € 8; sont clairement
immiscibles et on peut appliquer 10.5.2. On a

Xe(Frn (X))(e, T) = Xe(F 1 (X)) (1, T) - Xe(F g (X)) (@] 5, T,

d’ou la proposition suivante.

10.6.5. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. On a
Xe(Fn (X))(e, ) Xe(Fn (X ~a))(a, T)
(X)(I,T) Xe(X)(X, 1) \xil)
G )

10.7. Comparaison entre X¢(Fp4q(X)) et Xc(Fp(X ~a)) - Xc(Fo (X))

Dans la section 12, nous allons nous intéresser de plus prés aux projections
Ta : Fppa(X) = Fo(X) de fibre Fp(X ~ a). Le théoréme 12.4.9 établit que
lorsque X est, de plus, i-acyclique et localement connexe, la suite spectrale
de Leray associée a 7, est dégénérée (d, = 0, pour r > 2), auquel cas on a
un isomorphisme

He(Fysa(X)) ~ H(Fy(X ~ 0)) ® He(Fa(X)).

Notons 8, (resp. 8p) le sous-groupe des permutations o € Sy, telles que
a(i) =14 pour tout ¢ < b (resp. b < 7). Le groupe §, agit sur la base F,(X),
et le groupe 8y, sur la fibre Fi(X ~ a).

La proposition suivante montre qu’il n’est généralement pas vrai que le
caractére de 8, x 8, sur H(Fpy,) soit le produit des deux autres caractéres,
i.e. on n’a pas pour tous (a, B) € S§yx 8, I'égalité :

Xc(Fb-&-a(X))((ﬁva)?T) = Xc(Fb(X A a))(ﬁvT) : XC(Fa(X))(a7T) : (i)
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10.7.1. Proposition. Soit X un espace i-acyclique.

a) Pourd>1etr>r'">1, et pour w: Fg.(X) = Fyg (X) la projection sur
la réunion de r' orbites de (ol}.). On a

Xe(Far (X)) (0,)=(dT?)" Qa(X )
Xe (Fy(Xdr')) () Xe(Far (X)) (o) = (dT) Qa(X = Qa(X )=

ot 1" =1 —1" et Qu(X) := X(Fg(X))(0g,T)/(dT?).
Dans cette situation, ’égalité (1) n’est donc jamais vérifiée.

b) Pour a,b > 1. On a pour tout a € 8,
XC(Fb+a(X))(1bxa,T):Tb+aQ1b+xl(a) R
X (B (X)) (10, T) Xe (o (X)) (0 T) =T Q1 — - Q22

ot Q1 := (Xc(X)(1,T)/T) et R := Xc(Fyyo(X)) (!, T) /T avec o tel
que X1 (o) =0 et X;(a/) = X;(«) pour les autres indices i.
Dans cette situation, la formule (1) est vérifiée si et seulement si o =1,.

Démonstration. (a) La fibre de 7 étant Fy.» (X ~ dr’), on a par 10.4.3
Xe(Fap (X))(05, T) = (T4 Qu(X)E
Xe(Fagp (X)) (05,0, T) = (AT Qu(X)=
Xe(Fgpr (X~ dr')) (0,m, T) = (AT Qa(X ~ dr' )=
ou, dans la troisiéme égalité on a Qq(X ~ dr') = Qq(X), d’aprés 10.6.2.

(b) Les égalités résultent aussitot de 10.5.3. La formule (f) est vérifiée si
et seulement si,

Q110 — (Q) —a)t - QXY

et la conclusion résulte de ce que Q22X = QX1 . (@ — x;(a)). O

10.7.2. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Si o et 5 sont immis-
cibles et si X1(B) = 0, U’égalité (1) est vérifice.

Démonstration. Conséquence du théoréme 10.5.3 et du lemme 10.6.2. O

11. Quotients d’espaces de configuration généralisés

La possibilité d’un algorithme de calcul des caractéres de 8,,-modules
Hi(A;X™) donnée par le théoréme 5.3.3 et évoquée dans la remarque 5.3.4,
ouvre la porte & la détermination des polyndémes de Poincaré de la cohomo-
logie des espaces d’orbites (A2, X"™)/H ou H est un sous-groupe de 8,,.
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11.1. Polynomes de Poincaré de (A, X™)/H

L’énoncé bien connu suivant rappelle le lien entre le polynéme de Poincaré
des quotients et les séries de caractéres.

11.1.1. Proposition. Soit Z un espace topologique de type fini muni d’une
action de 8,,. Pour tout sous-groupe H C §,,,, on a

Pe(2/H)(~ |H| ZhEH (Z)(h,T)
= m. des Z)(9.T) - X(indy 1)(g)

= 3 (@) (g2, T) - X(indiy 1)(0n)

Dans la derniére formule, la sommation est indexée par les décompositions
A=A{1X2% .. mXn} de m, le nombre hy est le cardinal de l’ensemble
m(N\) des permutations dont la décomposition en produit de cycles disjoints
est de type A, l’élément gy est alors un représentant quelconque de w(\).

Démonstration. Un théoréme classique de Grothendieck ([21])33 donne 1’équi-
valence H:(Z/H) = H(Z)", pour tout i € N. On a donc

P.(2/H)(~T) = Z (7 Zoen tr(h:Hz‘(z»)(—TY

|H| ZheH o(Z)(h,T).

Les autres égalités sont classiques (cf. [27] eq. (6.1) et (6.2)). O

11.1.2. Commentaire. Lorsque 'espace X est i-acyclique, cette proposi-
tion et lexplicitation des séries de caractéres des §8,,-modules H.(F,,(X))
du théoréme 10.5.3, donnent des formules trés explicites des polyndémes de
Poincaré pour les espaces de configurations cycliques et non-ordonnées asso-
ciés a F,,,(X), ce qui constitue le sujet des deux sections suivantes.

11.2. Espaces de configurations cycliques CF,, (X)
Soit C,, le sous-groupe de §,, engendré par le cycle o, := (1,...,m).
L’« espace de configurations cycliques de X », noté CF,,(X), est I'espace

CFp,(X) := Fpp(X)/Cpn .

33 Loc.cit. Théoréme 5.3.1 et corollaire de la Proposition 5.2.3.
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11.2.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout m € N, on a

Po(CF,)(~T) = T 3™ (ay a3 ey PN e
dlm eld

ot ¢(_) est la fonction indicatrice d’Euler, u(_) est la fonction de Mobius et

(_)= est la factorielle décroissante de 1/.1.

Démonstration. Par 11.1.1, on a
Pc(CFy)(-T) _ 1 Xe(Fm) (07, T)
Tm - % Zdr:m ¢(d) Tm '
Par 10.4.3, on a alors
P(CF,)(-T) 1 » (Xe(Fg(X))(og, T)\Z
Tm m Zd?”:m o(d)d ( drd >
et la proposition résulte de 'égalité 10.3.2 :

X (Fy(X)(og, T Pe(X)(~T¢
EIET) _ 5 oy POICT), .

11.2.2. Remarque. Un cas particulier de la proposition précédente est
lorsque m est un nombre premier p. Dans ce cas, on a simplement

PC(C?,p)(—T) :;(XC(F,,T)p(l,T) +(p_1)XC(Fp%iap,T))
:]1) <(XC(X%(1,T))£+(p_1) (XC(XI)S,TP) B XC(X%(l,T) )>

Ou l'on remarquera que si nous notons Q(7") := X.(X)(1,7)/T, la derniére
expression entre les grandes parenthéses est

Q(T)E+ (p—1)(QT") — Q(T))

qui est nulle modulo p puisque 'on a

QITE =, QT - Q(T) =, Q(T") — Q(T).

11.2.3. Remarque. En suivant la méthode décrite dans [27], la proposition
résulte également comme application de la troisiéme égalité de 11.1.1. Dans

/

ce cas, X(indg:”n)(g,\) #£ 0, si et seulement si, gy est conjuguée a op, d pour

un certain d|m, auquel cas

m/d m! m/d o Sm dm/d
A= {d } s ]’L)\ = W s g =0y, X(lndcm)(g,\) = ¢(d) T s
d’ou
1

Pe(CFn(X))(=T) = — 3 6(d) Xe(Fn(X))(07/*, T),
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et la conclusion suit par application de 10.5.3 & la décomposition A en ques-
tion, ce qui donne

Xo(Fo (X)) (a™/4,T) = T™ gm/d (

X)), T) i
dTd '

11.2.4. Remarque pour X™. En accord avec la remarque 10.5.4, 'ana-
logue du théoréme 11.2.1 pour le produit cyclique X[m] := X™/C,, (3%) est
donné par la méme formule ou la factorielle décroissante ()X est rempla-
cée par la puissance (_)" et ou la deuxiéme sommation est restreinte au seul

terme d’indice e := d. On a donc :
PeX[m)(T) = =37 () Pe(X) (-1 T

m

qui est trés précisément la formule (8.4) de [27].

11.3. Espaces de configurations non-ordonnées BF,,(X)

On appelle « espace de configurations non ordonnées de X », noté BF,,, (X),

I’'espace
BF,,(X) := Fn (X) /81 -

11.3.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout m € N, on a

Pe(BF,(X))(-T) 1 moo Pe(X)(=T°)\ =
(BEXON-D)_ L z T (;M(g) ¢ >>

A:=(1%1 ..., mXm )-m

r

ot pu(_) est la fonction de Mébius, (_)= est la factorielle décroissante (14.1),
et hy est le cardinal de l’ensemble des permutations de 8,, dont la décompo-
sition en cycles disjoints est de type X := (11, ..., m*™ ) m, soit :

m!
X! X! L X! (1% (2D %2 - (ml)Xm

b

Démonstration. Corollaire immédiat de la troisiéme formule de 11.1.1 modulo
le calcul de séries de traces de 10.5.3. La valeur de h) est classique et bien
connue (cf. [3] thm. 13.2, p. 215). O

11.3.2. Remarque pour X™. Comme pour les autres remarques concer-
nant X", I’analogue du dernier théoréme 11.3.1 pour le produit symétrique
X(m) = X™/8,, (3°) est donné par la méme formule o la factorielle dé-
croissante (_)L est remplacée par la puissance (_)" et ou la deuxiéme som-

34 Notation de [27] p. 568.
35 Notation de [27] p. 568.
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mation est restreinte au seul terme d’indice e := d. On a donc :

P (X(m))(T)= i' Z hy H:ZIPC(X)((—l)d-i-le)Xd

m

Ai=(1%1 ..., mXm )Fm

qui est trés précisément la formule (8.3) de [27].

Concernant cette formule, on rappelle que Macdonald en a donné une
trés belle fonction génératrice (loc.cit. eq (8.5)) : le k-iéme coefficient de
P.(X(m)) est le coefficient en 2%¢™ du développement en série entiére de

(1+at)Pr (14 2%)% ...
(1-— t)ﬂo(l — x%)ﬁﬁ (1— x4t),34

ou B est le k-iéme coefficient de P.(X).

Nous ne connaissons pas de résultat semblable pour P.(BF,, (X)), la dif-
ficulté essentielle, par rapport a ’approche de Macdonald, réside dans les
factorielles décroissantes.

11.3.3. Commentaire. Conformément au théoréme 9.2.3 de monotonie et
stabilité des familles {8,,: Hiy (Fy (M))} i, lorsque M est une pseudovariété
connexe orientable de dimension dp; > 2 et pour chaque ¢ € N fixé, la famille
de polynoémes de Poincaré

{Pe(BF,,,(M))(1/T) - T™™ (mod T*')}

m

est stationnaire. C’est un phénoméne qui n’est pas apparent & la lecture de la
formule 11.3.1. Cela nous a intrigué et nous a conduit & la rédaction de la sec-
tion suivante ol nous déterminons assez précisément le rang de stabilité de
la famille de nombres {Bettil,,(BF,,(M))},. On y procéde en deux temps.
D’abord, lorsque M est i-acyclique (11.5.3), en étudiant le coefficient de T*
dans développement de la série (1/m!) >° cs  Xpu(Fm(M))(a,T) d’apres la
formule 10.5.3. Ensuite, lorsque M est général, a ’aide des suites spectrales
basiques. Nous obtenons, ce faisant, une importante amélioration de ’esti-
mation de la plage de stabilité puisque 'on passe de {m > 2i} (ou {m > 4i})
a simplement {m > i} (3¢), ce qui est conforme et généralise le corollaire 3
de Church ([7], p. 470) valable seulement lorsque M est une variété topolo-

gique.

11.4. Sur le rang de stabilité de la famille {Betti’, (BFy,(M))}m

11.4.1. Rang de stabilité des caractéres polynomiaux. Dans 7.3.1,
nous avons rappelé la notion de polynomialité d’une famille de caractéres

36En fait {m >4} si M est i-acyclique ou si dar > 3.
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{Xs,, (W) }m. Nous y avons introduit la fonction X; : §,, — N qui fait cor-
respondre & o € 8, le nombre X;(«) de cycles de longueur i dans la décom-
position de o € §,,, comme produit de cycles disjoints.

11.4.2. Définition. On munit l'algébre de polynomes k[X] := k[X1, Xa, .. .]
de la graduation « deg » telle que deg X; = 7. On fait ensuite correspondre &
P € k[X] une fonction centrale P € k.[S,,]| en convenant que l'on a

(XP X3 X (a) = Hk X (a)%™ , Vd, eN.

11.4.3. On prendra garde du fait que si Papplication P — P n’est pas injec-
tive, car p.e. (X, Xp)” =0 si a + b > m, elle est bien surjective. En effet, pour
p=(19,...,m*) F m, notons Q, = >, (Xx — ag)?. Alors, pour A - m
donné, le polynéme [] A Q,, définit un multiple non nul de la fonction ca-
ractéristique de ’ensemble des permutations de type A. En particulier, tout
caractére de 8, s’exprime a 'aide d’un polynéme de k[Xi, ..., Xy].

11.4.4. Proposition. Pour P € k[X1,...,X|, la famille de nombres

(3 . Plata),. . xa(a)}

est constante pour m > deg(P).

Démonstration. 11 suffira de le prouver pour un mondéme P := X‘li1 )(‘212 e X?é
lorsque dy + - - - +dy > 0. Pour i > 1, on note par C;(m) I'ensemble des i-cycles
de 8,,, et pour i = 1, on note C;(m) := [[1,m]. Le groupe §,, agit sur C;(m)
par conjugaison, « -7y := aya~! et sur C;(m) par son action naturelle. On
note ensuite & (m) le §,,-module engendré sur k par les éléments de C;(m) et
I’on considére le §,,,-module obtenu par produit tensoriel de représentations :

Ep(m) == E(M)®N @ - @ E(m)®% .
Notons Y; : 8,, — k la fonction centrale définie par

Yi(a) :==tr(a:Ep(m)).

On a
dimy (Ep(m)®m) = % Zae&m YV (a). (o)

(A) Rang de stabilité de dimy(Ep(m)Sm).
L’espace Ep(m) a une base paramétrée par I'ensemble de deg(P)-uplets

CP(m) = {(71,17" < Vdys V2,15 -+ -5 V2,dos - - 7/73717"'7’)/@,11[)})

ot 7;j € C;(m), de sorte que le sous-espace Ep(m)S™ admet une base para-
métrée par 'ensemble Cp(m)/8,, des orbites de 'action 8,, sur Cp(m).
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L’inclusion canonique 8,, C 8,,+1 induit des inclusions Cp(m) C Cp(m+1),
et donc Ep(m) C Ep(m+1), compatibles aux actions des groupes symé-
triques. On vérifie alors aisément que les applications induites

Cp(m)/8m CCp(m+1)/Smy1 et Ep(m)® C Ep(m+1)5m+1 | (x)

sont injectives.

Maintenant, pour i > 1 et 7 € C;(m), notons || le « support de v »,
i.e. ensemble des x € [1,m] tels que vy(z) # x, et pour i = 1 et v € C1(m),
notons plus simplement || = {v}. Avec ces conventions, on définit le support
de ¥ = (vi;) € Cp(m) par 7| := U” 7ij| , ot la réunion est paramétrée par

les couples (i,7) tels que d; > 1 et 1 < j < d;.

Maintenant, pour m > ¢, le support de 7 € Cp(m) vérifie #|5| < deg(P) et
donc, si deg(P) < m, on peut trouver a € 8,41 tel que |a- 7| C [1,deg(P)].
Dans ce cas, les injections (x) sont bijectives et le terme de gauche de (¢) est
indépendant de m pour tout m > deg(P).

(B) Description des Y; en termes des X;.
Pour i = 1, on a Yi(a) = tr(a:&(m)) = C1(m)'* = Xi(a).
Pouri>2, ona Y;(a)=tr(a:&(m)) =Ci(m){ =#{y € Ci(m) | ay=~a}.
La condition ary = ya implique que « laisse stable 'ensemble || qui va

donc se décomposer en réunion disjointe de cycles de «, tous de la méme
longueur puisque ~ agit transitivement sur son support. Il s’ensuit que les
éléments de C;(m){® sont les i-cycles de 8,, obtenus, pour chaque d|i, en
concaténant i/d cycles distincts de « de longueur d. On en déduit ’égalité

V) =xi(@)+ Y, id () (1)

ou il convient de remarquer que dans le membre de droite tous les termes
sont du méme degré deg égal & ¢ mais que ceux aprés le signe sommatoire
sont de degré polynéme strictement supérieur a 1.

(C) Conclusion. La partie (A) nous dit déja que la proposition est vraie

pour les monomes Yfl ‘e \@lf. Si nous remplagons ensuite chaque Y; par son
expression en termes des X; de (I), nous avons une somme de termes de la

forme
yill...\/ellzxflll...xgé +Z*X§1...Xzé

avec deg(X|" - -- X;*) = deg(P), mais ot le degré polynome de Xi* --- X;* est
strictement plus grand que celui de P. Il est donc envisageable de raisonner
par récurrence inverse sur le degré polynéme des mondémes X‘ll1 . -lez, ce qui

nous fait aboutir au monéme X?‘egp pour lequel la proposition résulte de
I'égalité X1 = Y7. O

139



11.4.5. La série de caractéres Xgyn(Y)(_,T). De maniére analogue a
10.1.3, nous définissons la série des caractéres pour la cohomologie de Borel-
Moore d’une pseudovariété Y orientable (6.1.1) et munie d’une action de 8,
(6.2.1-|ad-4]), par la formule

Ko (V)(@.T) = 3 (1) Xpge ) (@) T
Nous avons montré dans 6.2.4-(b) que si M est une pseudovariété orien-
table de type fini de dimension dps, on a une identification de 8,,-modules
Hyi(BF (M) = sgn(_)™ @ H™ ™ (BF,,(M); k)",
d’ou
Xt (B (M) (0, T) = (sgn(a)™ (~T)™) Xo (B (M)) (@™, T7)
avec sgn(a)®™ (=T)mdm = [T,(—T?)%m>a(®) d’aprés un calcul élémentaire.

Maintenant, si M est en plus i-acyclique, le théoréme 10.5.3 et des mani-
pulations simples (10.1.4), nous conduisent & la formule explicite

Td dm

vostrua )= I (G ) (e PO

eld

ol ‘Xy est un raccourci pour ‘Xg(«)’.

11.5. Stabilité de {Betti’,, (BF,,(M))}m, cas i-acyclique. La propo-
sition 11.5.2 qui suit étudie la formule de Xy (Fp (M)) (v, T) indépendam-
ment de toute théorie de représentation ou topologie. La formule dépend
alors seulement de la donnée de m et dps € N et de la suite des nombres de
Betti compacts ¢ = (¢, ..., cqy,) € Z*1 on notera

X(¢)m = Xom (Fn (M) (e, T) .

Polynomialité de la famille X' (c). Evaluée en o € 8,,, la formule de
X(¢)m donne le polynome de Z[T, 1/T] noté

X(@mle) =32, X e)m(a) T,

d’ot les familles de fonctions centrales X@(c) = {XW(¢)y : S — Z}m -

On dira d’une famille de fonctions centrales f = { f,,, : 8;, — Z}., qu’elle est
« (éventuellement) polynomiale » s’il existe un polynéme Q¢ € Z[X1, Xa, . . .]
tel que fm(a) = Qr () pour tout m (assez grand) et tout a € §,,. Un tel
Qs est unique (37) et le « degré polynéme de f » est alors celui de Q. Si
fm = Qf pour tout m > N, on dira que « f est polynomiale sur {m > N} ».

3TEn effet, si Q(Xi, ..., Xe) € Z[X] est non nul, il existe a; € N tels que Q(a1, ..., ae) #0.
Il est alors facile de fabriquer des permutations a, € 8, pour tout m > >, a; 4, telles
que a; = X;(am), auquel cas Q(am) = Q(a1,...,ar) et Q n’est pas éventuellement nulle.
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11.5.1. Critére de polynomialité. Soit f(X;, ,...,X;,) une expression telle
que pour tout m, la fonction fn(a) := £(X;, (a), ..., X, () soit bien définie
sur S, a valeurs dans Z. Alors, pour que la famille de fonctions centrales
f={fm:8m — Z} soit polynomiale sur {m > N}, il est nécessaire que
f(ni,...,ne) soit un polynome en les entiers nj > 0 tels que 3, nj-1; > N.

Démonstration. Pour n:= (n1,...,ng), notons [n| = 3, n; - i; et choisissons
o(n) € §), vérifiant X;; (o0(n)) =n;, pour 1 < j < L. Alors, si Q € Z[Xy, X, . . ]
est un polynome tel que f,,, = @ sur tous les S, tels que m > N, on a

f(n1,....n0) = fig(o(n)) = Q(o(n)) = Q'(n1, ..., ny)

ott Q" € Z[Y1,..., Y] est obtenu de @ en posant Y; := X;; et en annulant les
autres variables. O

Factorielle décroissante modifiée. On utilisera une extension de la notion
de factorielle décroissante (14.1). Pour a, b dans un anneau et X € N, on note

a0 =1, et & :=a(a—b)(a—2b)-(a— (X=1)b),
On a alors : bXaX*¢ = (ba)X*(b0) et oXE1¥0 — X*b(q — xD).

11.5.2. Proposition. Etant donnés dyr € N et ¢ = {cp,...,cqy, } C Z, on
note Po(T) =cy+ 1T+ -+ chTdM et

X(€)m(R,T) := f[l (%)M (%u(i)%)ﬁ.

Alors, pour tout i € N, la famille X'(c) est éventuellement polynomiale si
et seulement si, cg,, € {0,1}. Dans ce cas, on a les propriétés suivantes de
X(c) suivant les valeurs de dyy.

dyr X% (co, ..., Cay)
0 o deg X7 (co=1) < 2i, Vi >0
o XI9(cp=0),, =0, VYm , Vi >0
1 o X (cp=0,¢1) = (cl)ﬁ*(_l) [Lisq 0 Xa*(=d)
o X1(cyp=0,¢1)m =0, Vm , Vi > 0
2 o deg X (cg, c1, ca=1) < 2i, Vi >0
L] X[i](CO,C:[,CQ:O)m :0, Vm>z>0
>3 o deg X¥(cy, ..., cqy=1) < i, Vi>0
o deg XW(cy,. .., cq,=0) < Tt s Vi >0
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Démonstration. Pour d > 1, notons

Qule)xa ) = (Y (30 iy PCL )

Rieum) = () (3,060 557,

de sorte que (3%) dag gpd(dyg—1)
1
Q = (Ry)Xa*(~1)ardaa=1) (2)

Lorsque l'on évalue Q4 en a0 € 8,,, on a Xy(«) € N et le développent de la
factorielle décroissante génére une série

Qu(Xa(e). T) =) . Q (Xa(e)) T*
ol QZ] définit la famille fonctions centrales {8,, > o — Qg] (Xq(@)) € Z}m.-

Le terme R4(c) dans (1) vaut, suivant les cas d =1 ou d > 1,

Rl(c)(T) = Z Cj (_T)(dM_j) ) (3)

0<j<dm

Ra(e)(T) = > p(L) ¢j(—1)dm=7 pdldu=1=elG=1),

€
0<j<dm, j#1, eld
Il s’agit de polynomes, en T*, en T si dyy > 0 et en 1/T si dy = 0. Le
coefficient du terme constant est cg,,, sauf si dyy = 1 et d > 1 auquel cas
il est nul. Ensuite, le premier terme non constant, de la forme ?7¢%0 varie
suivant les situations. Le calcul explicite a partir des formules (3) donne
~Sid=1, (Vdpr) ?T€ = —cgy 1 TF .

dv =0, 7T¢= T 4= 1/p
dM = 1, T = —Cp /L(d)T

— Sl d > ]-7 dM — 2, ?TE — co Td(p,l)/p
dM 2 3, ?TC = _CdM—l Td
d’otl les expressions
_1)@ (dpp—1)
( Vdy  Qi(c) = (?Ti + dM)ﬁ*(( 1)dm 7ldpr—1))
dy =0, Qqu(c) = (?T—d(p—l)/p + Co)ﬁ*(dT_d)
—d
de =1, Qu(e) = (1) ()
d
dyr =2, Qqlc) = (?Td(P—l)/p + Cz)ﬁ*(dT )
—1)@ d(dpg—1)
dy =3, Qule) = (7T + ch)ﬁ*(( DM d T —1)

ou p désigne le plus petit facteur premier de d.

38 On omet d’indiquer ‘c’ lorsqu’il est sous-entendu superflu.
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e Conditions nécessaires a la polynomialité. En dehors du cas dys = 1 qui pose
de problémes particuliers, dans tous les autres cas, le critére de polynomialité
11.5.1 appliqué aux expressions (4) donne aussitot la condition

(QZ](C) est éventuellement ) — (ch € {0’ 1})

polynomiale

En effet, c’est déja clairement la condition pour que Qg]](c) = cgfd soit po-
lynomial. Ensuite, par exemple dans les cas dp; > 3, le terme qui suit est

Qg] =7C§§[1Td ol la méme condition apparait, etc. ..
o Lescasdy =1. On a c = (cp, c1) et

{Ql(Xl,T) = (*CquL Cl)ﬁ*(—l)

Qu(Xe,T) = (—Co Ze|du(%) Te)ﬁ*(id) , sid>1,

Le critére de polynomialité appliqué & Q1 nous emméne a regarder les pro-
duits de n facteurs

(—CoT+Cl)(—CoT+Cl+1)'~'(—CoT+Cl+(n—1)).

Pour chaque i > 0, le coefficient en 7" du produit est (—cg)° ( doxy - 'xn,i),
ot la somme concerne les (n—i)-uplets d’éléments deux & deux distincts de
I'ensemble {c1,c1+1,...,c1+(n—1)}. Une telle somme est donnée par un
polynoéme en n de degré n—i+1, le coefficient en question n’est pas polyno-
mial, sauf évidemment si ¢g = 0 auquel cas on a

*(=1)

(0]
0, i ;
{Ql( ci) et QY(0,c1)=0, Vi>1,Vd>1.

X1
1 T
(0, ¢;) = 02z*(=)

Par conséquent,

(0] _ GXuk(=1) Xa*(—1)
(e = (I o)
X%0,¢,) =0, Vi>O0.

o Les cas dyy € {0,2}. Pour ¢ respectivement (cp) et (cp, c1,¢2) on a

co N\ Xe(d/TY)
Qiler) = <Ze\dﬂ(%) ngé) )
Xd*(de)

Qulen.erser) = (D (@) (T +er T4 1) )= 7 7

e

ou l'on constate aussitdt I'égalité
Qu(eo)(Xa, 1/T) = Qa(0,0,c0) (X4, T) , (5)

qui réduit le cas dpy = 0 & un cas particulier de dy; = 2.
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Pour dp = 2, on a vu dans (4) que l'on a les expressions

)Xl*T

Ql( ) (?T+C2
{Qd( )= (‘?Td((p D/P) 4 ¢

ou seuls les cas ¢ € {0, 1} nous intéressent.

(6)
YT G a1,

— Pour ¢ =1, on a QE?] = 1. Ensuite, les propriétés élémentaires des
factorielles décroissantes dans les expressions (6) justifient les relations

Q1(x,T)— Q1(x1—1,T) =01 (x,—1,7) (?— (xy—1)) T
Qu(X4, T) — Qu(Xa—1,T) = Qu(Xg—1,T) (2 TUP=D/P) _7(x,—1) T?)

dont on déduit, pour tout i > 1,

(i) deg Q' < 2 4 deg Q"

(i) deg QY < d+ sup{JQZ We=D/PI - g+ deg Q4™ d}.
On peut alors prouver par induction sur ¢ que l'on a
deg Q" (co, 1, 00=1) < 2i, Vi>0,vd>1. (7)
En effet, pour ¢ = 0 ’assertion est claire puisque QL?] = 1. Ensuite, si l'on
suppose deg Q[li_l] < 2(i—1), 'égalité (i) donne deg Q[Ii] < 2¢. Pour Qg],

on remarque que 2i — 2d(p — 1)/p < 2i — d, puisque 1/2 < (p — 1)/p,
et, a l'aide de (ii), on tire

deg Q" < d+sup {2i —d, d+2(i —d)} = 2i,
ce qui prouve (7). Par conséquent,
deg X" (cg, €1, co=1) < Vi>0,
puisque X (c) =37, ;. QM(c); Q"I(c)z---. On en déduit
deg X7 (co=1) < 2i, Vi>0,
grace a l'égalité (5).
— Lorsque co = 0, on a

X1 %T

Q1(x1,T) = (co T?*+¢; T)=
Quxa.T) = (-1 Y n() (e T*
= (T (S ) ey )

ce qui montre que pour tout m, la fonction centrale

= (=T) (—cg T—cp )22¥=1

Xd*(de)
)- Csid> 1,

X(co, c1,¢c2=0) : 8, = Z[T
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coincide avec
(=T)"X(cg,—c1) : 8m — Z[T].

En particulier,
X[i](CO,Cl,CQZO)mZO, Vm>z>0,
alors que X(co=0) = [[4>; 0Xa*(@/T%) ot donc

X" (co=0)p, =0, VYm >1,Vi>0.

e Les cas dpy > 3. On suit la méme démarche que pour le cas dps = 2 en se
restreignant (donc) aux cas ou ¢g,, € {0,1}.

— Pour ¢4, =1let toutd>1,o0na Q[C?] =1, et grace a (6), la relation
Qu(Xa: T) — Qu(Xa—1,T) = Qu(Xa—1,T) (2 T4 ~2(xg—1) T4 =1y
dont on déduit, pour tout ¢ > 1, la majoration
deg Q) < d+ sup {deg Q)Y d+deg Q™ VL, (5)
ou d(dpr—1) > 2d, ce qui permet de prouver par induction sur i
deg Q" (cqp,=1) <i, Vi=0,vd>

et donc '
deg X" (cy,=1) <@, Vi=0,

— Lorsque ¢4,, = 0, la majoration (8) se simplifie en
d(d 1
4de sup{ Q[z d Q[z M —1)] } :
ce qui permet de prouver par induction sur %

7

deg Q" (cqy,=0) <

Vi>0,vd>1.

dy—1"
et donc ‘ i
deg X" (cgy,=0) < ——, Vi>0,
dp—1
ce qui termine la preuve de la proposition. O

11.5.3. Corollaire. Soit M une pseudovariété i-acyclique de type fini de
dimension dyg > 1 et telle que dim HIM (M; Q) < 1. Alors, pouri € N donné,
la famille {Bettil,, (BF,,(M;Q))}., pour la cohomologie de Borel-Moore est
constante pour m = i. On a ausst,

a) sidy =1, constance sur {m > 1} ;

b) sidy =2 et co =0, nullité sur {m > i} ;

c) sidy = 3 et cgy, =0, constance sur {m > dMll .
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Démonstration. On applique les estimations de 11.5.2 avec ¢g,, € {0,1}. Pour
dpr = 1, seul le cas i = 0 et ¢g=0 est & considérer. On a pour tout m > 1

1 . i )
ﬁ Z X[O](COZO7 Cl)(a) = % Z (Cl)ﬁ*( 1) Hd>1 Oﬁ*( d)(O[)

T a€dm a€Sm

{1 sici =1

- 0sie; =0
Les estimations de 11.5.2 pour le degré deg des familles de fonctions cen-
trales polynomiales X" (¢) jointes a la proposition 11.4.4 justifient les autres
assertions a l’exception du cas dp; = 2. Dans ce cas, le procédé donne la
constance seulement sur {m > 2i}. Pour aller plus loin, on remarque que
Xpn' (M) seul dépend des nombre de Betti compacts de M. Le cas M = C
est connu depuis Arnold (|2]) qui montre que la cohomologie rationnelle de
BF,,(C) est nulle en degrés i > 2 et est de dimension constante 1 sur {m > i}

pour ¢ € {0,1}, ce qui régle le cas i-acyclique avec dpy = 2 et ¢; = 0. Le cas
c1 > 0 résulte de considérer la suite exacte courte de §,,-modules de 10.6.1

0— He(Fp,(M))[-1] — Ho(Fpy (M) = Ho(Fpy(M)) — 0 (%)

ot M = M ~ {e} pour un certain e € M, et o Fp, (M) est la réunion
disjointe des ouverts Fy, *(M) :={Z € F,, | 7, = e} ou j=1,...,m. On
remarquera ici que HE, (M) et HE, (1\31 ) seul différent en degré dy;—1 on

dim H (M) = dim 21 (M)+1.

En dualisant (%) on obtient :

o

0 = Hiy (Fn(M)) = Hi (Fin(M)) — ind$”  Hi ™D (Fpy (M) — 0
et donc
Betti’ (BF,,(M)) = Betti’ (BF,,(M)) + Betti" (™~ (BF,,_, (M)).

Lorsque dyr = 2, ces remarques montrent que {Betti’(BF,,(C ~ c1))}m
est constante pour m > i, alors que Betti!(C ~ ¢;) = ¢;. Ceci termine la
justification du cas dp; = 2, et achéve la preuve du corollaire. O

11.6. Stabilité de {Betti’ , (BF,,(M))}m, cas général

On étend la portée du corollaire 11.5.3 au cas des pseudovariétés générales
M orientables. Nous procédons comme dans la preuve du théoréme 9.3.15,
a l'aide des la suite spectrale basique

B, = @@ indfy s o™ @ HR(Fr(Ms)) = Hiy(Fin(M))
T€T(p+1,m)
avec Q =i — (dy—1)(m—(p+1)).

[kdl
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La compatibilité entre les morphismes p;, : Hi\,(Fy,(M)) — HE\ (Fpi1(M))
et ceux des suites spectrales basiques (9.3.13-(b))
Eo(gp )1 : Be ™) — B, ™)1, ()

y compris avec les actions des groupes symétriques, raménent la question de
la stabilité de la famille {Bettil, (BF,,(M))}, & celle de la stabilité des
morphismes de suites spectrales de co-invariants (7.9.1) induits par (f), i.e.

Po (o (4 )17) = Do (g U™)P?) — Po (e @™ ).
On est alors emmené & trouver le rang de stabilité des familles de morphismes
>.p;
4 HEZ\ (F-(Mo))3c, « Sz = &y Hg (Fr(Mso))3c, Smirizl  (©)
T€T(p+1,m) T7€T(p+2,m+1)

définis par les morphismes de H{--modules
@ (p}) : Bo(Hka (Fr(Mso)) = So(Hels(Fre (Mso))) (00)

ot pr : Fre(Msg) — F-(Msg) est la projection sur les p+1 premiéres coor-
données, et ou £ est tel que m—|zr| = (p+1)—¥£, conformément & la notation
8.1.2-(b). L’étude de cette question conduit a I’énoncé suivant.

11.6.1. Proposition. Soit M est une pseudovariété connexe orientée. Le
morphisme

Po(pyy,) : Po(Hipg (Fin(M)) = Bo(Hyy (Frng1 (M)))

est bijectif pour m > 2i si dyy = 2, et pour m =i si dpyg > 3.

Démonstration. Soit € := 2 si dpg =2 et € := 1 si dpg > 3. D’apreés les remarques
préliminaires, la proposition résultera de montrer que les morphismes »_ p*
dans (¢) sont des isomorphismes pour m > €i, ce qui découle clairement de
ce que pour tout m = ei,

a) le morphisme & (p%) dans (¢¢) est un isomorphisme;

b) lapplication (_)* : T(p+1,m) — T(p+2, m+1) est bijective pour Q > 0.

(a) Commengcons la généralisation suivante du corollaire 11.5.3.

Lemme. Soit X est une pseudovariété i-acyclique connexe orientée de dimen-
sion dx > 2. Pour tout t > 0, le morphisme induit

Dt (prn) + De(Hia (Frn(X))) = Di(Hs (Fro41(X)))
est bijectif pour m > i+ t.

Preuve. On raisonne par induction sur ¢t € N puis, pour chaque t par indution
sur 7 € N. Le cas t = 0 est réglé pour tout ¢« € N, par le corollaire 11.5.3.
Supposons donc t > 0 et le lemme vérifié pour (¢—1). En dualisant la suite
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exacte du théoréme de scindage 3.1.1-(a) et en appliquant le foncteur @,(_)

(possible puisque ¢t > 0), on a la suite exacte courte

0— @ HgM(X) X @tfl(HgM(mel)) — @t(HéM(Fm))
a+b=i

(1)

m — @,y (ind§" ! Hi > =D(F, 1)) =0

qui montre que la bijectivité de @;(p},) au niveau du terme central est su-
bordonnée par celle des termes extrémes.

Lorsque i = 0, le terme de droite de (1) est nul puisque dx > 1 et le lemme
résulte des terme de gauche ;1 (HE, (F,,_1(X))) par 'hypothése inductive.

Lorsque ¢ > 0, le terme de droite n’est pas forcément nul. On remarque
alors que la preuve du lemme 1 (p. 112) dans la démonstration du théoréme
8.1.5, donnait déja I'identification

. Sm—l ~
@1 (indg" " (1)) ~ @56(5 \Sm-1/g t)(7)5[[2,m—1nmnt,m—1u’
m— m—

o [[2m=1]Nnaft,m—1]| = (m—1)—t', avec t’ € [[t—1,t].

On y montrait aussi que 'application naturelle

(L) : (Sm_2 Sm‘l/sm_t) 7 (Sm—l\sm/sm—(t—1)> ’

ou a® = a sur [1,m—1] (donc a®(m) = m), est bijective dés que m >t + 1.
De ces remarques, suit que sur les termes de droite de (1), I'application

Gy 1 (indg" L (Hin ™ ™V (Firu-1))) = @1 (indm (H ™V (Fn))) (%)

sera bijective dés lors que
mzi+t. (©)

En effet, pour que (x) soit bijective, il suffit que
a) l'application (_)?, soit bijective, donc que m > ¢+ 1;

b) lapplication @t/(Hé;(dxfl)(Fm_l)) — Dy (Hél\](dxfl)(Fm)) soit bijective
pour t' € [[t—1,t], donc, que m—1 > i—(dx—1)—t', par hypothéses in-
ductives puisque i—(dx—1) <i et t’ <t;

et comme 7 > 1, la condition (¢) suffit pour avoir (a,b), ce qui termine la
preuve du lemme. H

Lorsque dpr > 3, application du lemme aux morphismes (¢¢)

Pe(p}) : Bo(Ha (Fr(M0))) = Po(Hiki (Fre (Mso)))

montre que Py(pk) est bijective sous les conditions
((p+1) = (Q+0)) et (@ >0). (%)
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En substituant (cf. notations 8.1.2-(b))
Q  <i—(dy—1)(m—(p+1)),
{ £ e lzf=(m=(p+1),
m—(p+1) < || L,

les conditions (f) s’écrivent aussi
(m =i~ (dm—2)|z| + (d—1)¢) et (i > |7] =€), (1)

et comme |7| > 2¢, on voit aisément que si dpr = 2, U'intervalle {m > 2i} est
contenu dans (1), tandis que si dpr > 3, c’est le cas de {m > i}.

(b) On raisonne par ’absurde. Nous avons vu dans la preuve du théoréme
9.3.15-(b) (p. 134) que l'application (_)® n’est pas bijective si et seulement
si, 2(p+1) < m. Dans ce cas, si m > €i, on a

Q = i~(m—(p+1)) < i — (dn—1) 5 < ((2/)+1—dnr) 5

<0,

puisque dpg = 2, ce qui est contraire & la condition @ > 0. (]

12. Suites spectrales de Leray

Cette section est consacrée a I’étude de la dégénérescence des suites spec-
trales de Leray associées aux fibrations 7, = A} X™ — F,(X) (en particulier
Ta = Fpiq(X) — Fo(X)), lorsque X est i-acyclique et localement connexe.

Avertissement. Le corps k est de caractéristique quelconque et |I'espace
i-acyclique X n’est pas supposé de type fini.

12.1. Cohomologie a support mw-propre

12.1.1. Catégorie d’espaces au-dessus de B. Soit B un espace topolo-
gique. On rappelle qu’on appelle « espace de base B, ou au-dessus de B, » la
donnée d’une application continue 7y : Y — B, et «mor- | y _ s 47
phisme d’espaces au-dessus de B » de ny : Y — B vers

wy . Z — B la donnée une application continue f:Y — Z W\I \/ﬂz
rendant commutatif le diagramme ci-contre.

Pour my : Y — B donné, la « cohomologie a support mwy-propre », notée
Hy(my) ot Hyn(Y;B) ot méme Hp(Y), suivant les contextes, comme la
cohomologie du complexe

(Cﬂ'!(Y§ B)7 dﬂ!) = BF(B7 Ry, iy) :
Les morphismes naturels de complexes

RI.(B, Rry ky) — IRI(B, Ry ky) — RI(B, Rry. ky)
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induisent des morphismes naturels en cohomologie :

12.1.2. On rappelle (¢f. 1.1.2) que dans la mesure ou la résolution du fais-
ceau constant par les cochaines d’Alexander-Spanier ky — (A*(X;k),de)
est une résolution @-molle pour toute famille paracompactifiante ¢ de B, on
dispose du candidat canonique des « cochaines a support mw-propre » :

(Ca(Y;B),dn) :=I'(B,my1(A*(X;k),d)),

puisque 7Ty conserve la propriété d’étre c-mou (*Y) et qu’un c-mou sur la
pseudovariété dénombrable & I'infini B est I'(B, _)-acyclique (*°). Des raisons

qui expliquent aussi que H.(Y) est calculée par le complexe des « cochaines
a support compact »

(CC(Y; B)7dc) = FC(Ba Ty! (*A.(X§ k)v do)) :

Dans la suite on notera
Za(Y;B) :=ker(dn) et Bn(Y;B) :=im(dn).

et de maniére analogue pour le complexe (C.(Y;B),d.).

12.1.3. Lorsque B = {pt}, on a Hy(_; B) = H.(_). La cohomologie & sup-
port 7-propre étend la cohomologie a support compact et tout comme elle,
sij:U <= Y est une inclusion ouverte, complémentaire de 'inclusion fermée
i: F<— Y, on munit U et F' des structures d’espaces basés sur B en compo-
sant les inclusions avec my : Y — B, et I'on dispose alors des morphismes

— de prolongement par zéro j : H(U; B) — Hp(Y; B)
— de restriction a un fermé i* : H(Y;B) — H(F; B)
et d’une suite exacte longue de cohomologie a support 7-propre
= HYYFB)—»HL(U;B)—HL(Y;B)— HL (F;B)—H (U B)—-
qui est aussi un complexe de H(B)-modules.

En effet, une décomposition en parties respectivement ouverte et fermée
Y = U U F donne lieu a la suite exacte courte 0 — j1 k;; = ky, =i kp — 0

de Mod(k,,), et donc au triangle exact de D; (B) :
Rryjik; — Rroy by — Rayvikp —,

ol nous avons IR7wy1ji = IRmyn et IRmyyé = IRmp, puisque ji et 4 sont
exacts et transforment c-mous en c-mous (39).

39 ¢f. [24] proposition 2.5.7-(ii), p. 105.
40 ¢f [24] proposition 2.5.10, p. 106.
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Enfin, dans le modéle des cochaines d’Alexander-Spanier, les morphisme
naturels myj) A, — Ty Ay et Ty Ay — my1 A correspondent clairement
aux opérations de prolongement par zéro et de restriction habituels.

12.1.4. Si f : Z — Y est une application continue et propre entre deux
espaces au-dessus de B, le morphisme d’adjonction ky, — (IRfx o hH ky
donne lieu au morphisme de complexes de faisceaux

Ry ky — (Rrtyi o Rf.)k, = (IRry10 IRfi)k, = Rngk,,

d’ott le morphisme « image-inverse » pour la cohomologie a support m-propre
" Hn(Y;B) = Hn(Z; B). La naturalité des morphismes (1) de 12.1.1,
donne alors lieu au diagramme commutatif de morphismes image-inverse

H.(Y)—— Hn(Y;B)—— H(Y)

L I L

H.(Z)—— Hn(Z;B) —— H(Z)

L’analogue pour la cohomologie H.(_; B) de la propriété caractéristique
des espaces i-acycliques, le théoréme 1.3.1-(d), est également vérifiée.

12.1.5. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Etant donnés des es-
paces basés wz : Z — B et my : Y — B, soit txxy : XXY — B, (z,y) —
Ty (y) et notons pa : XxXY =Y, (x,m)— m. Soit f: Z — XxXY un mor-
phisme d’espaces au-dessus de B, notons fo :=pa o f. Soit j: V=Y un
plongement ouvert, notons fy : f~1(V) — V la restriction de fa. On a le
diagramme commutatif d’espaces au-dessus de B suivants,

V) e——Z —f> XXY
\f’ \fz lPE
2
N
o V—j—Y.
Alors, si f et f sont propres et si ji : Hp(V; B) — Hp(Y; B) est surjectif,
on a

(f*: Hn(XxY;B) = Hn(Z;B)) =0.
Démonstration. C’est presque littéralement la méme preuve que 1.3.1-(d).

Soient p; : X XY — X la projection canonique et fi := pj o f. Par Kiinneth,
ona Hn(XxY;B)=H.(X)® Hn(Y;B) et il suffit de montrer que pour
tous cocycles w € Z.(X) et w € Z,(Y;B), le cocycle

frlwewm) = ffpwUpy) = filou fyw € Zn(Z; B) (%)

est la différentielle d’une cochaine a support m-propre de Z. Or, il existe par
hypothése 7 € Z,1(V; B) qui représente la classe de w dans Hn(Y; B). On
peut donc remplacer dans (%) f3w par f37 qui est & support m-propre dans
fa 1(V) donc dans Z par le prolongement par zéro 7. D’autre part, comme
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X est i-acyclique, on a ffw = f{da pour une certaine cochaine o de X (a
support non nécessairement compact), et alors

fiwU far =d(fiaU f37),

ou ffaU f57 est a support m-propre de Z puisqu’il en est ainsi de f57. On
a donc bien f*(w ® w) = 0 dans Hr(Z; B). O

12.2. Localisation du théoréme de scindage
12.2.1. Naturalité de H i (_; B) relative aux ouverts de B. Soit B’

un ouvert de B. Etant donné 7y : Y — B, on note Y’ := 7wy (B') et 7y~ :
Y’ — B’ la restriction de my. Nous avons ainsi un diagramme cartésien de
plongements ouverts :

Y ——Y
WY/\L ] J/WY
B'“——B

et un morphisme naturel de restriction de complexes
RI'(B,Rry ky) — RI'(B', Ry ky) = RI['(B', Rryn ky,) .
donnant lieu & un morphisme naturel de restriction :
H.(Y;B) = Hn(Y';B').
Nous aurons besoin du résultat classique suivant (41).
12.2.2. Proposition. Soient Y et B des espaces localement compacts et

soit w:'Y — B une application continue. Pour tout b € B, le morphisme

canonique . .
lim ,, Ho (7 (B'); BY) = He(n ™' (0))

est un isomorphisme.

12.2.3. Notations. Pour la suite de cette section nous fixons un espace X
et un entier 0 < a € N. On note F, := F,(X), si a > 0, et Fy := {pt}.

Pour tous a < ¢ < m € N, nous avons introduit (2.1-(N-3)) les espaces
AFX™ = Ay X™ N (X "% F,),

que nous notons aussi A%[a] =Al éX ™ Jorsque ’on aura besoin d’une écriture
plus compacte. Nous y avons aussi introduit la projection 7, : X™ — X® sur
les derniéres a coordonnées, et les espaces de base F,

ﬂa:A%[a]%Fa et my:Fy, — F,.

4! Conséquence immeédiate de la proposition 2.5.2 p.103, [24].
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Maintenant, pour tout ouvert U C F,, nous notons
UAYY =a,lUNAYY et UF, :=7,"UNF,,

et considérons les produits fibrés :

UAYY— AV UF,“—F,,  XxUF,“— XxF,, > (z,7)

wal 0 lwa wal O lm wal n lna lm

U——F, U——F, U F, > (7))

Les décompositions ouvertes-fermées

mla] __ mla) mla]
UATY — AT [ UAT,

XX UF,, = UF} 4, UA, (XX UF,,)
sont alors des décompositions d’espaces basés sur U.

On peut maintenant énoncer I'analogue du théoréme 3.1.1 dans le contexte
d’espaces basés sur U. Il est important de remarquer que si dans 3.1.1 la i-
acyclicité était une condition suffisante, maintenant elle apparait comme une
condition nécessaire et suffisante.

12.2.4. Théoréme de scindage local. Soient 1 < a <f<m € N. On
fixe un ouvert U C F,. Les espaces dans cet énoncé sont des sous-espaces de
g : X 4xU — U. On note Hp(_) la cohomologie & support mwq-propre.

Alors, X est i-acyclique, si et seulement si, il vérifie les assertions suivantes.

a) Pourm >a>1 et un ouwvert U C F,, le morphisme de restriction
H (XX UFy,) = Hp(Acn (XX UFy,))
est nul et la suite
0 — Hn(UF,)[-1]" — Hn(UFy,41) — Hn(XxUF,,) — 0,
extraite de la suite longue de cohomologie a support w-propre, est exacte.

b) Pourm >/{¢>a>1 et un ouvert U C F,, le morphisme de restriction

Hm(UAZE”) — Hﬂ-g(UAzgﬂl)
est nul et la suite
0 — Hn(UAZ )[-1] = Hn(UAT) — Hy(UAZ) =0,

extraite de la suite longue de cohomologie a support w-propre, est exacte.
Démonstration. On suppose que X est i-acyclique. La preuve de (a) et (b) est

alors la méme que dans 3.1.1 modulo la version de la propriété fondamentale
des espaces i-acycliques pour les espaces basés sur U de la proposition 12.1.5.
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Pour I'assertion (a), on est conduit au diagramme

Acp (XX UF,,)—— X x UF,,
\ f2 \ lp2
UF,,

ou l'application fo est propre car revétement trivial d’ordre m.
Pour (b), on raisonne par induction sur ¢. Sa valeur la plus petite est £ := a,
auquel cas A@gﬂl

supposant l’assertion établie pour /—1 > a, on est conduit a considérer le
diagramme commutatif suivant ot m > /¢

= () et I'assertion est claire quel que soit m. Ensuite, en

T UAT Y UAT s X xUAT, Y

<l—-1

~ ~
I3 -~ f2 - \Lm

m—1Ja) m—1[a]
UA, " —— UA<£_1

ou f} est propre car restriction (par I'image) de 'application propre de méme
nom f4 : fz_l(Azn__ll) — AZ‘__ll de la preuve de 3.1.1-(b).

Réciproquement, sim={=a =1 et si U= X, le morphisme H (X xX) —
H(A1(XxX)) est nul. Or, ce morphisme s’identifie au cup-produit

U: H(X)® H(X) > H(X)
et X est bien i-acyclique. O

12.2.5. Le corollaire suivant est un résultat technique qui sera trés utile
pour montrer que les faisceaux des cohomologie a support m-propre de la
fibration n, : F,, — F, sont constants sur les composantes connexes de F,,.
Ceci participera ensuite de maniére décisive dans I’étude des suites spectrales
de Leray correspondantes. (Voir la remarque 4.2.4.)

12.2.6. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Soient a < m € N et
Tm,a : Fm (X) = Fo(X), (x1,...,Zm) = (Tm—at1,-- -, Tm). Pour tout T € Fy,
le morphisme de restriction

Pma @ He(Frn (X)) — HC(W%,laf)
est surjectif.

Démonstration. On raisonne par induction sur m > a. Lorsque m = a, on
a 7, = idp, et donc Hn(F,,) = H(F,), et cette cohomologie se surjecte
clairement sur H.(z) = H°(Z) = k.

Dans le cas général, on considére décomposition en parties respectivement
ouverte et fermée

XXFp, =Fpp1 U A (XXFy)
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1

et la décomposition qu’elle induit sur le fermé X xm,," =, a savoir
K

“1—_ -1 = -1 =
XXM 0T =T T U Ap (X X7, 7).

,a m

On consideére alors le morphisme de restrictions des suites de cohomologie &
supports m-propres

0 — Hy(F)[=1]" — Hy(Fns1) — Hot (X% Fyp) — 0

(pmﬂ)mi pm+1,al £l (*)

— He(m, L 2) [~ 1™ — Ho(m, L &) — Ho(X xm,L,7) —

ot la premiére ligne est exacte d’aprés 12.2.4-(a) (la seconde aussi, mais on
n’en aura pas besoin). La colonne de gauche est surjective puisque p, o 'est
par hypothése de récurrence, et la colonne de droite 1’est puisque le mor-
phisme de restriction ¢ : Hp(XxFy, — He(Xxm,!,T) s'identifie triviale-

ment & id @pmq : He(X) @ Hri(Fp,) = He(X) ® He(my,!,T). Une chasse au

diagramme élémentaire montre alors la surjectivité de pp41,q. U

12.2.7. Polynéme de Poincaré de la cohomologie a support w-propre

Pour tout ouvert U C F, et tout 7: Z — U tel que dimy, H,(Z; U) < oo,
on note, de maniére analogue a 4.1.3,

Pri(2Z; U)(T) =) dimy(Hyy (Z:U) T

Le corollaire suivant de 12.2.4-(a) est un ingrédient essentiel dans la preuve
de dégénérescence de la suite spectrale de Leray du théoréme 12.4.9. (Com-
parer & 4.2.3.)

12.2.8. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique tel que dimy H.(X) < o0
et soit U C Fu(X) un ouvert tel que dimy, H(U) < co. Alors, pour tout b > 0,
Pri(UFp44(X); U) = P(U) - Pe(Fp(X > a)).

Démonstration. Par 12.2.4-(a), on a I’égalité
Pr(UF,,; U) = Pr(UFy,—1; U) - (Po(X) + (m—1)T)

que l'on va itérer jusqu'a ce que m—1 = a, auquel cas P (UF,; U) = P(U)
puisque UF, = U et que 7, = idy. Le produit résiduel

(Pe(X)+aT) -+ (Pe(X) + (m—1)T)

étant alors clairement égal & P.(Fp—q(X ~ a)). O
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12.3. Constance des faisceaux de cohomologie 4 support w-propre
Pour a < £ < m, reprenons les espaces F,, et A%[a] de base F, et les
décompositions ouvertes-fermées de base F,,
XXFp, = Fipm UAL (X XFy,) (e1)
mla] __ Am[a] mla]
A =48, UAL, (02)

12.3.1. Les faisceaux H?,(_) sur F,

Le cas A}/, Reprenons l'application m, : A}/ — F, et introduisons les
faisceaux :

(A7) = Rim (kyma), Vi€ Z

dont les fibres sont (12.2.2)

C

(AT Nz = Hi(n,'(T), VT € Fo(X)

D’autre part, le foncteur IRm, appliqué au le triangle exact de D;(Azgl])

. Ji P
1k amial = k xmia) —> Q1K \mial —>
J LA :Ng e :AZ;_ |

associé a la décomposition (¢2), ou ji est le prolongement par zéro et p la
restriction, donne la suite exacte longue de faisceaux localement constants :

— L (AP S ML (M) S HL(NE) S5 (5)

Le cas Fy,(X). La méme démarche sur la décomposition (¢1), nous conduit
a la suite longue de faisceaux localement constants sur Fy :

o Mo (Fim) 5 My (X< Fyn) 5 Hiy (A (X xF)) — . (1)

12.3.2. Théoréme de scindage. Soit X un espace i-acyclique.

a) Pour a < m €N, les morphismes de faisceauz de la suite (1)
(X XF) LS H (A (XXFy)), Vi€,
sont nuls et l’on a une suite exacte courte de faisceauz
0= Hu(ApXxFyp)[—1] = Hu(Fiom) = Ha(XxFy,) — 0.
b) Pour0<a</{—1etl<meN, les morphismes de faisceaur dans (1)

) mla]y _Pi i mla) .
;!(Agz ) — ;!(Agéfl) , VieZ,
sont nuls et l'on a la suite exacte courte de faisceaux

0— HW!(AZE(ﬂI)[—l] — fHW!(AZl[a]) — HW!(AZLEI]) — 0.
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c) Si X est, de plus, localement conneze, les faisceaux dans (a,b) sont cons-
tants sur les composantes connezes de Fo(X) (cf. 1.3.5 et 2.2.2).

Démonstration. La preuve de (a) et (b) est essentiellement la méme que celle
de 3.1.1. On indique briévement les modifications a faire pour prouver (b).
La preuve pour (a) suit exactement la méme démarche.

Preuve de (b). On reprend les notations de 12.2.3. Pour un ouvert U C F,,
on pose UAY := 771(U). On a les suites exactes courtes (12.2.4-(b)) :

0 — Hn(UAZ ) )[-1] = Hn(UAY) = Ho(UAZ) - 0. (%)
Cela étant, la naturalité de la cohomologie & supports propres relative a la

base (12.2.1) permet de dire que si 7, : M — F, est un espace topologique
basé sur F,, et que 'on note UM := 7, ! (U), la correspondance

U ~ HW!(UM)

définit le préfaisceau H (M) de k-espaces vectoriels sur F,. Cette idée ap-
pliquée aux suites (*) donne la suite exacte de préfaisceaux sur Fy :

0 = Hu(AZ) )[=1] = Hu (A1) = Hu(AZT) = 0,

et comme le faisceau engendré par H(_) est précisément le faisceau H1(_),
on obtient ’exactitude de la suite courte des faisceaux sur F,, :

0 — (A2 )[=1] — Ha (A]) — Ha (AZF) — 0,

<l—-1

et donc aussi 'annulation du morphisme p; dans la suite longue (11).

Commentaire. On remarquera que grace a l’exactitude des ces suites courtes,
Passertion :* le faisceau H (An&a]) est constant sur une composante connexe
C de F, 7 sera conséquence de ce que le faisceaux H. (Agz(ﬂﬂ et Hn (Azl[a])
la vérifient. Or, comme la plus petite valeur possible de { vérifie a = {—1
et que HW!(AZL’I]) = Hn (A7), une preuve de I'assertion par récurrence
découle de prouver seulement que les faisceaux ’HM(AZL[G]) sont constants
sur C et ce, pour tout £ > a (et pas seulement ¢ > a).

Preuve de (c). Nous commengons par montrer que les faisceaux Hni(Fp,)
sont constants sur une composante connexe C de F,,.

Nous procédons par induction sur m > a, le cas m = a étant évident. Sup-
posons maintenant que Hpi(Fp,) est constant sur C. Comme A, (X xFy,)
est isomorphe au produit [1,m]xF,,, le faisceau H (A, X XFy,) est iso-
morphe & H(Fy,)™ et il est donc constant sur C. D’autre part, on a
Ho(XXFp,) ~ Ho(X) @k Hat(Fry) et Hp (X XFy,) est aussi constant sur
C. Par conséquent, dans la suite exacte courte de (a)

0= Ho(AnXxXFp)[—1] = Ha(Figm) = Ha(XXFp,) — 0, (xx)

les faisceaux de droite et de gauche sont constants. Nous allons en déduire
que celui du centre ’est également.
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e Critére de trivialité d’extensions de faisceaux constants. (*?) Dans une suite
exacte courte de faisceaux sur une composante connexe C de F|,

0-A—-L—-B-=0

ou A et B sont constants, le faisceau L est constant, si et seulement si la
suite est scindée, donc si et seulement si, I'application naturelle

Homy, (B, L) — Homy, (B, B)
=Fq =Fq ~
est surjective, et comme B est constant sur un espace localement connexe,
ceci équivaut & la surjectivité de
re,)y—-»r1r,B)=nB,, VvVzeC.
Dans le cas de la suite de faisceaux (xx), si T € F, et si C est la composante
connexe de F, contenant T, on a
F(C, HTI’!(XXFWL)) = Hﬂ'! (XXFm)E = HC(X) ® /Hﬂ!(Fm)f
= He(X) @ He(n, 'T),
d’aprés 12.2.2. D’autre part, le morphisme I'(C, _) — (_)z « germe en T »,

donne sur le préfaisceau H (X xF,y,)

I(C, Hp(XxFy,)) ————— Ha(XxFp)z = I'(C,Hn (X xFy,)) (1)

H.(X)® Hp(CFy) — — = % Ho(X) @ He(m, ' T)

ott 'on voit apparaitre la restriction pc : Hy (CFy,) — He (7, 'T) qui est sur-
jective comme conséquence de la surjectivité de pp, o : Hp1 (Fp,) — He (7 17),
d’aprés 12.2.6, et du fait que, dans la décomposition

Het(Fm) =D,y . Hr(C'Fin),

la restriction Hy(C'Fy,) — H. (7, 1Z) est nulle si C’ # 7. Le morphisme ()
est par conséquent surjectif. Comme d’autre part une section globale d’'un
préfaisceau détermine une section globale du faisceau associé, le diagramme
naturel induit par les prolongements par zéro

[(C, Ht(Fiim)) —2— I'(C; Hu (X X Fyp)

| | Lo

(C, Hnt(Fins1)) —2—— T(C; Hot (X X Fyp))
permet de conclure a la surjectivité du morphisme
F(C7 Hr (F1+m)) _»F(Ca Ho (XXFm)) 5

et le critére de trivialité d’extensions de faisceaux constants s’applique, et le
faisceau H 1 (F144m,) est bien constant sur C.

42Voir aussi la remarque 4.2.2.
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Preuve de la deuxiéme partie de (c). D’aprés le commentaire a la fin de la
preuve de (b), il suffit de prouver que les faisceaux H1(A}") sont constants
sur les composantes connexes de F,.

On a la décomposition en parties ouvertes (cf. 2.3.3)

AT = F,.
¢ Hpem(m) P

L'inclusion F, C A} a lieu, si et seulement si, la partition p de [1,m] dé-
compose l'intervalle [m—a+1,m] en singletons. Appelons une telle partition
« me-adaptée ». Si p n'est pas mq-adaptée, on a F, N A} = 0.

Si p est mq-adaptée, la projection m, : Fy — F, (sur les a derniers termes)
est trivialement équivalente & des projections 7, : Fy — F, déja traitées. Le
faisceau H 1 (Fy) est donc constant sur les composantes connexes de F,. On
conclut ensuite grace a la décomposition évidente

Am[a @ Ho Fp

ot p décrit 'ensemble des partitions p € B, (m) qui sont m,-adaptées. O

12.3.3. Remarque et notation. L’assertion 12.3.2-(c) est la généralisation
de la trivialité monodromique annoncée dans le commentaire 1.3.5 par le fait
qu’elle montre pour 7, : Fpyq(X) — Fo(X) 'une identification canonique des
fibres H 1 (Fpirq(X))z = He(Fp(X 7)) lorsque T parcourt une composante
connexe C de Fy(X). Il est intéressant d’observer que la connexité par arcs
n’est pas concernée et que le phénomeéne dépasse de ce fait le cadre classique
de la monodromie. L’assertion permet de comprendre le sens & donner & la
notation H¢(F,, (X ~a)) ou a,m € N (¢f. 12.4.4).

12.4. Dégénérescence des suites spectrales de Leray
12.4.1. Critére élémentaire de dégénérescence. Nous donnons ici un
critére de dégénérescence de suites spectrales par comparaison a une suite
spectrale dégénérée. Le critére est trés élémentaire, mais il sera utilisé &
plusieurs reprises, ce qui justifie que nous I’énoncions séparément.

Comme il est d’usage, 'expression « « la suite spectrale (IE,,d,) est dégé-
nérée » » sera synonyme de « d, = 0, pour tout r > 2 ».

12.4.2. Proposition. Soit {¢, : (E,,d,) — (E.,d) ‘ r € N} un morphisme
de suites spectrales.

a) Si (IE,,d,) est dégénérée et oo est surjectif, alors (IE..,d) est dégénérée.

T
b) Si (IE],d]) est dégénérée et po est injective, alors (IE,,d,) est dégénérée.

YT

Dans les deuzx cas on a @, = @, pour tout r > 2.
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Démonstration. (a) On montre par induction sur r>2, que d. = 0 et que
©r =p2. Lorsque r := 2, le complexe (IF},d}) est quotient de ([E3,0) par
hypotheése, donc dy = 0. Maintenant, si nous avons montré que d, = 0, on
aura 41 = @, et alors ¢r11 = @9 puisque par hypothése inductive ¢, = @2,
le morphisme de complexes ¢, est alors surjectif et d;,; = 0. L’assertion
(b) se démontre par un raisonnement dual. O

12.4.3. Les suites spectrales de Leray. Le théoréme 12.3.2 établit que
pour un espace t-acyclique X localement connexe, les faisceaux

HE (AGY) == Riwa;(kA%[a]) , VieZ,

sont constants sur les composantes connexes de Fg(X).

Notons ¢ : F, — {pt} l'application constante. Comme nous l'avons déja
rappelé dans 12.1.1, la théorie des foncteurs dérivés donne des identifications

IR(cy 0 mar) (kg ) = IReg (IRmay(kymie)) ot ¢ € {x,!},
dont on tire les suites spectrales de Leray

(I (A%, dy ), oit i € {l,c}.

Ces suites se décomposent en sommes directes de suites spectrales
mla] —
E (A% =D

ol C est une composante connexe de F,. Les termes de EQ(CA%[G])@ sont

[a]
CellpF, ET(CAZZ& )4'0 ’

By (CAY™), i= Hy(C, Hn (AYY)), ot Hy € {Hp, Hc},

et comme le faisceau ’HW;(A%[G]) est constant sur C, on a respectivement

{ L (ONGe = HY(C) ® Hi(Fe) = HET(25) -
2

EY(CA7}" ) = HP(C) © HY(Fc) = HE™ (A1),

ol F¢ désigne la fibre de 7, : A%[a] — F, au-dessus de C.

12.4.4. Remarque sur les notations. Concernant I'expression « F¢ est
la fibre de 7, », on rappelle que bien que ces fibres ne sont généralement pas
homéomorphes, nous les notons depuis 4.2.3 par la notation F(X ~a). C’est
une notation commode mais qui demande & étre réinterprétée en fonction
du contexte. Par exemple, les termes [Fs(Fy44(X)), sont notés de maniere

succincte
FE5(UFy4(X)), = Hy(U) @ Ho(Fp(X ™ a)). (%)

Lorsque U C F,(X) est connexe, la constance de H1(Fp1,(X)) au dessus de
U enléve toute ambiguité a la notation He(Fp(X ~a)) (12.3.3). Autrement,
I'égalité (x) sous-entend de décomposer U en ses composantes connexes C
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et d'interpréter IFs(UFy4(X)), comme la somme ) IE2(CFpy4(X)), des
formules (IE2(C)) ci-dessus.
L’intérét pratique de la notation (%) est que comme P.(Fp(X ~ a)) est

intrinséque d’apres 4.2.3, elle donne une description immédiate du polynéme
de Poincaré de termes IFy(UFpy;4(X)),.

12.4.5. Le cas ou dimg(H:(X)) < 4o00. Lorsque X est i-acyclique et
que dim H.(X) < 400, on a H.(F,,(X ~n)) < 400, pour tous m,n € N,
d’aprés 2.4.2-(c). Les remarques 4.2.3 et 12.2.8 s’appliquent alors au cas de
la fibration 7, : Fpyq(X) — F,(X) de fibre Fy(X ~ a), de sorte que, pour
tout ouvert U de F,(X), on a

(A) si H (U) < 400, alors Pe(UFy. (X)) = P.(U) - Pe(Fp(X N a));

(B) si H(U) < 400, alors Pri(UFp14(X)) = P(U) - Pc(Fp(X ™ a)).

On en déduit, respectivement dans chaque cas, que :
(A) si Ho(U) < +o0, alors
dimk EQ(UFb+a)C = Hc(UFb+a) = dimk Eoo(UFb+a)c N

(B) si H(U) < 400, alors
dimy, o (UFpiq)x = Hr(UFyy,) = dimy, B (UFptq)x1 ;

et on conclut que les suites (IE,(UFyy4)c,dy) et (IE,(UFyy4)q1,d,) sont dé-
générées, car si jamais on avait d, # 0 pour un certain r, on aurait forcément

dim () > dim(IE,) > dim([E,41) > dim(Fa),

ce qui n’est pas le cas.

12.4.6. Remarque. Dans cette approche, la finitude joue un role essentiel
mais nous verrons qu’elle n’est pas nécessaire. La proposition suivante s’af-
franchi des hypothéses de finitude sur U, mais demande encore celle sur X.
Ce sera le théoréme 12.4.9 qui aura ’énoncé le plus général, i.e. sans aucune
hypothése de finitude sur X.

12.4.7. Proposition. Soit X un espace i-acyclique, localement conneze et
tel que dimy H.(X) < 4o0. Alors, pour tout ouvert U C F,(X), les suites
spectrales (IE, (UFpy4(X))c,dy) et (IE(UFpyq(X))n1,d,) sont dégénérées.

Démonstration. Comme F,(X) localement connexe, il suffit de considérer

le cas o U est connexe. Nous pouvons alors fixer une famille croissante
U := {1 Up }men d’ouverts connexes et de type fini qui recouvre F,(X). Pour
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chaque Uy, € U, on considére le produit fibré

Um XU UFb+a = UmFb—i-aLj“‘ — UFb+a

ma | 5 |7

Umgjm — U

o La suite spectrale IE(UFyy4)c.— Le cas ot Ho(U) < +00 est celui déja
considéré dans 12.4.5-(A) ou ([, (Fy)c,d,) est bien dégénérée. Dans le cas
général on a recours au recouvrement U. Les morphismes canoniques

Jm! -Rﬂ-a! ﬁUmFb-;—a = Rﬂ-a! Jm! EUmFb-Q—a - iUFb-ka

induisent un morphisme de “prolongement par zéro” de suites spectrales

jm! : (E’I‘(Um)7d7‘) — (E’/‘(Uvdr)a (Er)
qui s’identifie pour r = 2, au morphisme de complexes
jm! id
Ho(Un) ® He(Fy(X ~ a)) 22525 H(U) @ Ho(Fy(X ~a)). ()

Maintenant, le fait que li_m>m Jmt li_m>m H.(Uy) = H.(U) implique que le

morphisme de complexes
h—1n>m jm! ®id : li_II1>m(]E2(Um), dg) — (EQ(U, dg)

est bijectif, et alors, comme les suites (IE(Uy,), d,) sont dégénérées, le critére
de dégénérescence 12.4.2 s’applique et (IE,(U),d,) est bien dégénérée.

o La suite spectrale IE(UFyy4)x.— Le cas ou H(U) < +o00 est celui déja
considéré dans 12.4.5-(B) ou ([E,(Fg)n,dy) est bien dégénérée. Dans le cas
général on a recours au recouvrement U. Les morphismes canoniques

Rg by, = Rijns ju' Brakyp, = Rijme Rra kg, g

donnent les morphismes “de restriction” de complexes

RI'(U; Rmy, QUFHG) — IRI'(Uy; Ry ﬁUmFbJra)

d’out les morphismes de suites spectrales
(Er(UFb-i-a)ﬂ!a dr) — (Er(UmFb-i-a)ﬂ!a dr) )
et donc le morphisme de suites spectrales
(ET(UFb—l-a)w!adr) — (h—mm(Er(UmFb-i-a)w!adr) . (Er)

Or, comme l'application en homologie li_m>m H,(Uy, k) — H.(U, k) est bi-
jective, on a par dualité, que H(U) = <li_mm H(U,) l'est également. On en
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déduit les identifications suivantes pour les termes IFs,

UEQ(Fb"ra)T(!:H(U)@HC(F)
=(lim H(Un))®He(F)=lim_(H(Un))@Hc(F)) (IE)

:(h—mmE2 ( UmFb+a)7r! ;

ot on a noté H.(F) := H.(Fp(X ~ a)) et ou I'égalité de la ligne centrale est
justifiée par le fait que dimy H.(F') < +o0. Ces identifications sont compa-
tibles aux différentielles dy. Les conclusions de (B) s’appliquent aux suites
(IE,(UnFpiq)r1,dy), et alors do = 0 dans [Eo(UFp4)x. Le critére de dége-
nérescence 12.4.2 s’applique et (IE, (UFpyq)r1,d,) est bien dégénérée. O

12.4.8. Le cas général. Nous nous affranchissons maintenant de ’hypo-
theése de finitude pour H.(X) et montrons la dégénérescence des suites spec-
trales en question en nous appuyant sur la proposition précédente 12.4.7.

12.4.9. Théoréme. Soient a < £ < m € N. Soit X un espace topologique
i-acyclique et localement connexe. Pour tout ouvert U C Fo(X), les appli-

cations Ty : UA%[Q] — U donnent lieu o des suites spectrales de Leray pour
les cohomologies H(_) et Hy(_) notées respectivement

(E-(UAY™)e,dy) et (B (UAY,dy) (IE,).
telles que

Dcen,u By (CA™). = HE(C) ® H(Fe) = HE™(A)
Dcenyv By (CAY")a = HP(C) @ HE(Fe) = HI™ (A1)

o, C désigne une composante connexe de U et ou F¢ désigne une fibre
quelconque de m, au-dessus de C. De plus, les suites spectrales (IE,) sont
dégénérées.

Démonstration. Compte tenu des résultats qui précédent, il ne nous reste
qu’a justifier la dégénérescence des suites spectrales, ce pour quoi nous allons
nous limiter aux ouverts U connexes. Les faisceaux H (A7) sont donc
constants sur U.

On fixe une famille croissante V := {1V}, }nen d’ouverts Vy, (pas forcément
connexes) de type fini qui recouvre X.
e Le cas des fibrations 7, : UFp,4(X) — U C Fo(X)

o Dégénérescence de (UIE, (Fy4q)c !, dr). — Compte tenu de la proposition
12.4.7, nous avons juste a vérifier le cas ou dimy (H.(X)) = +oo.

Pour chaque m € N, notons Uy, := F,(Vy,) N U. La famille U := { Uy, }men
est clairement un recouvrement ouvert croissant de U. On remarquera aussi
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que l'on des inclusions ouvertes
Un C Fo(Vin) C Fu(Vy) C Fy(X)

pour tous m < n.

Considérons ensuite les diagrammes commutatifs o n > m

Fb+a(vn) <—)UmFb+a(Vn)ij,n - UmFb_i_a(X)L]m - UFb+a(X)

ma | (1) wal (11) wal (I11) lwa

Fo(Vy) Uy UnC—in—— U

Les sous-diagrammes (I) et (III) sont des produits fibrés et les cohomolo-
gies & support compact des fibres de 7, y sont (constantes car U est connexe)
respectivement Fy(V, N a) et Fp(X N a).

Dauns le sous-diagramme (II), la base est constante et seul les fibres changent.
La famille croissante de plongements ouverts {jmn}n recouvre UnFpiq(X)
et les morphismes de complexes

li_mmeN Rey Rmar jmn: ﬁUmFHa(Vn) — IRcy IR ﬁUmFbﬂ(X)

o ¢: Uy — {pt} est Papplication constante et ¢ € {*,!}, induisent alors les
morphismes de suites spectrales

iy (B (UnFyia (Vi) dy) = (B (UnFoa(X))pds) ()

ou ¢ € {r!,c}, qui s’identifient pour r = 2, au morphisme
. id®jn!

lim o (Hy(Un)@He(Fy(Via) —Hy (Un) @ He(Fy (X a))), ()
ou Hy € {H,H.} et ol jy : H.(Vy) = Hc(X) est le prolongement par zéro.
Or, comme la famille {F, (Vi) fnsmen recouvre Fp(X ~ a), la limite inductive
des morphismes (id ®jy,) est un isomorphisme.

Enfin, les suites spectrales (I, (UnFptq(Va))y, dr) sont dégénérées d’apres
12.4.7 puisque dim H.(Vy) < 400. Le critére de dégénérescence 12.4.2 s’ap-
plique et les suite spectrales (IE, (UnFpiq(X)),,dr) sont bien dégénérées.

Revenons maintenant au sous-diagramme (III). Ici, les fibres sont fixes et
égales & Fy(X ~ a) mais la base change. Aussi, nous avons deux situations
différentes & considérer.

o La suite spectrale (IE, (UFy44(X))c,dy). — Les morphismes de complexes
des prolongements par zéro

li_m>m Rey Rmg) jom k

EUnFyia(X) 7 Rey Rma) ke

b+a (X) ’
induisent un morphisme de suites spectrales

h—nl>m(Er(UmFb+a(X))C7d7”) - (]ET(UFbJra(X))C’ d”) ’ (ET)
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qui s’identifie pour r = 2, au morphisme

. lim mJm! ®id

lim_ (He (Un) © Ho (Fy(X ~0))) =25 H (U) @ He (Fy(X ), (IE2)
clairement bijectif puisque {Uy} recouvre U. Ce fait, et la dégénérescence
déja établie des suites spectrales (IFy (UnFpiq(X))e, dr) font que le critére de
dégénérescence 12.4.2 s’applique et la suite spectrale (IE,(UFpy (X)), d;)
est dégénérée.

o La suite spectrale (IE,(UFy44(X))nx1,dr). — On commence par rappeler le
morphisme canonique de restriction de complexes dans DT (U)

)y T Rjwy IRmo k

Rma Eyp,,,x) = Brar Bjm k& =UnFp1a(X)’

ZUnFypq(X

ou 'égalité est justifiée puisque (III) est un produit fibré. On en déduit le
morphisme de complexes

RI'(U; Rmy iUFHa(X)) — IRI'(Uy; Ry ﬁUmFHa(X)) ,

qui donne lieu au morphisme de suites spectrales

(ET(UFIH-G(X))W!? d?“) - <h_mm(lET(UmFb+a(X))7r!a dr) ) (Er)
qui s’identifie pour r = 2, au morphisme
lim j®id
H(U)@ H(Fy(X~a) 2" lim | (H(Up)© Ho(Fy(X~a))). ()

Or, comme { Uy } recouvre U,ona H(U) = h&m H(Uy) et (IE;) est injectif.
Nous savons d’autre part, que les suites spectrales (I, (UnFpiq(X))r1,dr)
sont dégénérées. Le critére de dégénérescence 12.4.2 s’applique et la suite
spectrale (IE,(UFy44(X))n1,d,) est dégénérée.

Ceci termine la preuve du cas des fibrations m, : UF},(X) — U C F,(X).
e Le cas des fibrations m, : UAY'X™ — U C F,(X)

Résulte du cas précédent, en raison de la décomposition ouverte (

(a] _
AX™ = ]_[p F,
ou p est une partition m,-adaptée de Po(m), et ot Fy, ~ Fy.

e Le cas des fibrations , : UAZ]KX” — U C F,(X)

Notons j : UAZ”G] — UAZLgZ] I'inclusion ouverte. Le morphisme de pro-

43)

longement par zéro dans DT (U)

Ji Rmy EUN;M = Rmy j EUN;M — IRmg EUNZ/EM

donne lieu aux morphismes de complexes

RF¢(U; Rﬂal EUAZ‘[’”) — BF¢(U; Bﬂa! EUA?EL]) R

43 ¢f. fin de la démonstration du théoréme 12.3.2.
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avec Iy € {I', I}, qui induisent des morphismes de suites spectrales

(B (UA)p, dr) = (B (UAZ)p, dy) (E;)
avec ¢ € {7!,c}, qui s’identifient pour r := 2, aux morphismes
id ®ji
Hy(U)x He(Fy) —= Hy(U)x He(Fer) ()

avec Hy € {H, H.}, et ou Fy, désigne la fibre de 7, : UAY" — U, et

g1+ He(Fp) — He(Fep) (1)

est le prolongement par zéro. Or, le théoréme 12.2.4-(b) établit la surjectivité
du prolongement par zéro

HWI(VAZZ[G]) HHW!(VAZEG]) (i)

pour tout V C F,. Si maintenant V parcours une base de voisinages connexes
d’un point, la proposition 12.2.2 assure la surjectivité de (1), et donc aussi
celle des morphismes ([Fs). Comme nous avons déja établi la dégénérescence

de (ZET(UAZEI])@,CZT), le critére 12.4.2 s’applique et (JET(UAT@“])@,CZT) est

aussi dégénérée. Ceci termine la preuve du théoréme. O

12.4.10. Sur P’action de 8 X 8, sur la suite spectrale de Leray

Reprenons la discussion de 10.7. Pour a,b € N, réalisons 8,x8, comme
le sous-groupe de 8p4, des permutations laissant stables les sous-intervalles
[1,0] et [[b+1,b+a] et faisons-le agir sur Fjy, par son action naturelle &
travers 8yy,. Faisons-le ensuite agir sur F,, a travers de la projection sur
8,. La projection (2.1-(N-3))

Ta : Foia(X) = Fo(X),
est alors 8 x 8,-équivariante.

Action de 8y sur IEY(C)

Notons par @, : Fpiq — Fpiq 'homéomorphismes de 'action de h € §p. On
a m, o P, = m,. L’action de &, respecte donc les fibres de m, et 'action
induite sur Ho(C, H:,(F,)) correspond a 'action de 8 sur le second facteur
du produit tensoriel H.(C) ® H.(Fc¢).

Action de 8, sur IE}?(8,C)

Les exemples de la proposition 10.7.1, montrent bien que 'action de 8, sur
H.(8,C,H!,(F,)) ne correspond pas & l'action de 8, sur le premier facteur
du produit tensoriel H.(8,C) ® H.(Fc¢), et ne se voit donc pas sur la suite
spectrale de Leray.
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Conclusion

Ces remarques montrent que seule 'action 8;x1, sur He(Fpyyq) et Hr(Fpiq)
se voit sur les termes [Fy des suites spectrales de Leray (cf. 12.4.9)

{eac E(C) := HY(C) ® H¢(Fc) = HE™(Fypa)
B¢ EL(C) = H(C) ® HE(Fo) = H(Fyya)

Elle se voit comme étant 'action de 8 sur H.(F¢) = Ho(Fp(X ~ a)).

13. Questions diverses sur les espaces i-acycliques

Nous rassemblons ici des exemples d’espaces i-acycliques ainsi que des
contre-exemples a certaines propriétés de l'i-acyclicité que 'on aurait sou-
haité avoir mais qui ne sont pas vérifiées en toute généralité.

13.1. Espaces de configuration généralisés
F Si X est i-acyclique, 'espace A7y X™ est i-acyclique pour 0 < £ < m.

Démonstration. Si X est i-acyclique, X" l'est aussi (1.2.4-(e)), et donc
aussi ouvert F,,(X) C X™ (1.2.4-(d)) de méme que tout espace Ay X™,
car réunion disjointe ouverte d’espaces homéomorphes a Fy(X) (2.3.3).

Pour établir la i-acyclicité des espaces A<, X", nous utilisons le critére
1.3.1-(c) selon lequel un espace Y est i-acyclique lorsque pour tout compact
K C Y, la restriction px : H.(Y) — H(K) est nulle. Dans le cas présent,
comme en plus le prolongement par zéro jy : Ho(ApX™) — H (A< X™) est
surjectif (3.1.1-(b)) et que AyX™ est réunion disjointe des ouverts U, :=
Fy(X), avec p € Py(m) (cf. 2.3.2), le critére en question sera validé par la
nullité, pour tous p et K, des composées

He(Up) = He(Ace X™) 25 H(K) ()
Pour p et K donnés, notons Up I’adhé- A X™
rence de U, dans A¢,X™, puis
7 5. O )
Uy :=Up~U, et K,:=KNU,. i

Les triplets d’espaces (U, C Uy 2 6Up)
et (F(X)C XD Ai +—1) sont homéomorphes et I'annulation de (o) résultera
du lemme suivant qui généralise quelque peu le théoréme 3.1.1-(b).

- Lemme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout compact J C X!, Ie
morphisme de restriction

He(X") = He((Ace1 X5 U ) (tfs)

est nul. En particulier, le prolongement par zéro He(Fy(X) ~ J) — Hc(X?)
est surjectif.
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Preuve du lemme. On procéde comme dans la démonstration de 3.1.1. On
considére le diagramme commutatif

Fo H(Fo1 (X)) (Acp1 X U ) f— Xx X1 = X¢

\fé\ \fQ p2
Fg,l(X);j>§XH

ou f est I'inclusion (fermée) et j est 'inclusion (ouverte). La restriction f}
de fo :=pg o f est propre puisque si L C Fy_1(X) est compact, on a

ML) = (pHL) N A X U (p (L) N )

ot pgl(L) N Ay_1 X est compact puisque la restriction de pa 4 Ay_1 X' est
un revétement fini au-dessus de Fy_1(X) (cf. loc.cit.). L’annulation de (11y)
résulte alors d’appliquer 1.3.1-(d), exactement comme dans 3.1.1. m

Dans la situation présente, ce lemme (avec J := K,) nous dit que le mor-

phisme de prolongement par zéro
He(Up > K) = Hc(Uy)

est surjectif. Une classe de cohomologie [a] € H.(Uy) est donc représentée par
une cocycle d’Alexander-Spanier o € A(Uy) dont le support |a| est compact
dans U, ~ K. Comme cette partie est ouverte dans A<, X™, le cocycle «
représente aussi 'image ji[a] de [a] dans He (A<, X™). Or,on a |o| N K =0
et donc pg (jila]) = 0. L’annulation des morphismes (¢) est ainsi établie et
lespace A<y X™ est bien i-acyclique. O

13.2. Variétés toriques affines
F On suppose le corps k de caractéristique nulle.

a) Si G un groupe fini agissant sur un espace i-acyclique X, I'espace des
orbites X /G est i-acyclique.

b) Une variété torique affine U, associée a un cone simplicial o est i-
acyclique.

Démonstration. (a) Résulte aussitot des égalités H.(X/G) = H.(X)C et
H(X/G) = H(X)% et de la commutativité du diagramme

He(X/G) = Hc(X)%“— H(X)

| L

H(X/G)=—= H(X)%“— H(X)

(b) On a U, = A,(C)Ex(C*)™, ot G est un groupe abélien fini agissant
sur l'espace affine complexe A, (C) (cf. [17], §2.1, p. 29 et §2.2, p. 34). O
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13.3. Groupes de Lie non-compacts
F Tout groupe de Lie réel connexe non compact est i-acyclique.

Démonstration. Comme un groupe de Lie G est toujours une variété diffé-
rentielle orientable, il revient au méme de montrer que G est U-acyclique
(1.2.4-(c). Pour cela, on remarque que 'application

U:AgxG— GXG
(z,2)g9 = (z,29)
est bien un homéomorphisme échangeant les plongements fermés
Agx{e} CAgxG, et AgC GXxG

Le morphisme de restriction a la diagonale s’identifie alors par Kiinneth au
morphisme

He(Ag) ® Ho(G) = He(Ag) @ He({e})

w®w — wRw|,

clairement nul lorsque G n’est pas compact. U

13.4. Ouverts i-acycliques de IP,(R)
b Si car k # 2, tout ouvert de IP,(R) est i-acyclique.

Démonstration. Résulte de ce que H*(IP,(R); k) = 0 pour tout i < n. O

13.5. Ouverts i-acycliques de IP, (C)

F Soit U un ouvert de IP,(C) dont le complémentaire contient une hyper-
surface complexe Z.

a) Si car(k) = 0, 'espace U est i-acyclique.

b) Si car(k) = p > 0, 'espace U est i-acyclique si n = 1 mod 2, ou bien
sin =0 mod2 et si les degrés des composantes irréductibles de Z sont
premiers a p.

Démonstration. Par 1.2.4-(d), 'assertion résulte aussitot du cas ou l'ouvert
est U := IP,(C) ~ Z. L’ouvert U est alors une variété complexe affine lisse
de dimension n. D’aprés un théoréme de Hamm (cf. [11] th. (6.8) p. 26), il a
le type d’homotopie d’'un CW-complexe fini de dimension réelle n. Il s’ensuit
que les groupes d’homologie H;(X; A) sont nuls, pour i > n et tout anneau A,
et de méme en cohomologie. Comme U est non singuliére et orientable, on
dispose de la dualité de Poincaré-Lefschetz H;(U; A) ~ H2"~(U; A), et donc
Hi(U; A) = 0 pour tout i < n. Par conséquent, on a & priori

(evi s H(U; A) — H'(U; A)) =0, Vi#n,

et la preuve de la proposition se réduit a montrer ’annulation de €y, .
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Notons j : U < IP, l'inclusion ensembliste.

Le morphisme €, se factorise a travers H"(IP,) suivant les morphismes

HMU; A) -2 H™(P,; A) L HY(U; A)
l i)

ou ji désigne le prolongement par zéro et j* la restriction. On a aussitét deux
cas & considérer suivant la parité de n.

n =1 mod2. On a H"(IP,; A) = 0 et donc €y, = 0. La proposition est
alors prouvée et ce, quel que soit 'anneau de coefficients A.

€Un

n =0 mod2. On a H(IP,; A) = A. Dans ce cas, on a intérét a reprendre
notre convention et considérer que ’anneau de coefficients A est un corps,
auquel cas on a I’équivalence

le morphisme de restriction
(evn =0) <= pn: H(IP,) — H"(Z) (1)

est injectif

En effet, comme H"(IP,) est une droite vectorielle, I'annulation de €,
équivaut au fait que soit 7y, soit j*, est nul. Or, la dualité de Poincaré échange
ces morphismes et il sont tous les deux nuls ou non nuls. Ainsi, ’annulation
de ey, équivaux a ’annulation de j et donc a I'injectivité de p,,, par la suite
exacte longue de cohomologies.

s HY(U) L5 HY(IP,) 2 H™(Z) — - --

Notons L l'opérateur sur H(IP,) et H(Z) de multiplication par la classe
fondamentale w € H? (IP,) de IP, C IP,, et considérons le diagramme com-
mutatif suivant ou la deuxiéme ligne est la suite exacte de cohomologies

H"(P,) —2— H"(Z)
L(n*2)/2i: @ lL(nfz)m

CHZ2(U) L B2 (B, P g2 (Z) — S B2 LU - -

(1)

Nous avons maintenant besoin de plus de renseignements sur le morphisme
de liaison c. Pour cela, on commence par remarquer que 1’on peut supposer
Z 1rréductible. En effet, si Z’ est une composante irréductible de Z, 'ouvert
U = IP, ~ Z est contenu dans 'ouvert U’ = IP,, ~ Z' et il est donc i-acyclique
si U’ Vest (1.2.4-d).

Supposons donc que Z = V(f) est irréductible et, compte tenu des hypo-
théses, que deg f n’est pas multiple de la caractéristique du corps de coeffi-
cients. L’espace vectoriel H2"~2(Z) est alors de dimension 1 et comme

HZ'""N(U;Z) = H1(U; Z) ~ Z/(deg f) (%)

170



(cf. [11] chap. 4, prop. 1.3, p. 102), on a H>"~1(U) = H1(U) =0. Ces données
reportées sur () assurent que p,_o est surjective, et donc injective aussi.
L’injectivité de p, découle alors de la commutativité du méme diagramme.[]

13.5.1. Remarque. L’hypothése dans la proposition 13.5 concernant la
caractéristique du corps de coefficients de la cohomologie est optimale. En
effet, si Z = V(f) C IP,(C) avec f irréductible homogeéne de degré p, on a
pour U := IP,(C) ~ V(f) d’aprés () :
H3(U; IF,) ~ Hy(U; IF) ~ I,

auquel cas, la suite exacte longue de cohomologie devient

H?(IPy; F,) 25 (H2(V(f); IFy) = IFy) ——(H3(U; IF,) = IF,) — 0,
le morphisme c est bijectif, et alors nécessairement ps = 0.

On en déduit la surjectivité de ji : H2(U; IF,) — HZ2(IPy; IF,) et, par dua-
lite, l'injectivitée de j* : H2(IPy; IF,) — H?(U; IF,). A partir de 13, la non
nullité de ey.2 = j* o ji découle de ce que H?(IP2(C); IF,) = IF,,. L’ouvert U
n’est donc pas i-acyclique pour la cohomologie a coefficients dans IF},.

13.5.2. Remarque. Dans le cas ot la proposition 13.5 intéresse la cohomo-
logie a coefficients dans un corps de caractéristique nulle, le fait que H(U)
soit concentrée en dimension moitié n, peut aussi étre justifié en invoquant le
théoréme de comparaison de Grothendieck entre la cohomologie des formes
différentielles holomorphes (dont le degré est a priori majoré par n) et la co-
homologie du faisceau constant.

Dans le méme ordre d’idées, si l'on se restreint au cas ou I’hypersurface est
supposée non-singuliére, I'injectivité de p,

n—2
(et donc la i-acyclicité de U) admet aussi HC' ()
une justification via le théoréme de Lef- ]‘l .
schetz vache. En effet, notons L lopéra- | H" 2(IP,) —— H"(IP,)
teur de multiplication par la classe généra- pn,Q\L lpn
. 2 P
trice w € H*(IP,(C)) et considérons, pour H2(Z) L H"(Z)

n pair, le diagramme commutatif ci-contre.
L’injectivité de p, : H"(IP,) — H™(Z) découle alors par une chasse au
diagramme élémentaire de ce que :
~ L:H"2(IP,) — H"(IP,) est trivialement bijectif,
~ L: H®D=1(7) - H®=D+1(Z) est bijectif d’aprés le théoréme vache
de Lefschetz.
~ pn_o: H" 2(IP,) — H"2(Z) est injectif puisque H?~2(U) = 0 en raison
de précisément de l'affinité de U.

13.6. Ouverts non i-acycliques de IP,,(C)

F Un ouvert de IP,,(C) dont le complémentaire est contenu dans un fermé
F algébrique complexe (ou réel) et tel que dimg (F') < n, n’est pas i-acyclique.
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Démonstration. Un tel ouvert contient le complémentaire U d’un fermé algé-
brique Y de petite dimension. Il suffira donc, d’apres 1.2.4-(d), de ne consi-
dérer que ce cas. Des suites longues de cohomologie, on retire les sous-suites

H"YY)— HYU) - H'(IP,) - H"(Y)=0
0=HY(IP,) — H"(IP,) - H"(U) — HY"'(IP,)

ott H*(Y') = 0 puisque dimg(Y) < n, et H3(IP,) = H*(Y)V =0 (*). O

13.7. Courbes algébriques i-acycliques

F Une courbe algébrique complexe irréductible C qui est i-acyclique est
rationnellement lisse. Si de plus C est affine, elle est homéomorphe 4 un
ouvert algébrique de C.

Démonstration. Pour chaque x € X, et tout voisinage ouvert V' 3 x, le mor-
phisme oy : H,(C) — H(C) se factorise a travers H.(C) de sorte que si C
est supposée i-acyclique, on a a, = 0 d’oil la suite exacte courte

0 H(C) = H(C~ {z}) — H,(C)[1] = 0.

Il s’ensuit que lorsque C est complexe irréductible, on a H.(C) = 0 (1)
puisque C et C ~ {z} sont connexes. D’autre part, la singularité 3 de C est
une partie fermée de dimension 0 donc discréte, et x admet des voisinages
ouverts coniques V = é(L(x, C)), ou L(z, C), le « lien de x dans C », est
une réunion disjointe de cercles UI_;S'. On a donc d’aprés (1), égalité

0= H!(C) = H(é(L(x, ©)) = H'(L(z, C)) = k"',

ou H désigne la cohomologie réduite. Par conséquent, » = 1 et x est ration-
nellement lisse dans C.

Supposons maintenant que C est en plus affine. Quitte & remplacer les
voisinages coniques &(S!) par des disques ID?, nous pouvons supposer que C
est une sous-variété fermée et différentiable de A,,(C) a laquelle nous pouvons
appliquer la théorie de Morse (*). Soit donc h : C — R, une fonction de
Morse et notons Ce, := {x € C | h(z) < r}, c’est un espace i-acyclique car
ouvert de C qui 'est par hypothése. Montrons que C., est homéomorphe &
un ouvert algébrique de C.

Pour r petit on a C, ~ C. Supposons ensuite que pour une certaine valeur
critique r, I'espace C., est homéomorphe & C privé d’un ensemble fini de
disques fermés disjoints homéomorphes & ID?. Le bord C, = dC, est alors
une réunion finie de cercles S'.

44 Par le formalisme de la dualité de Poincaré-Grothendieck-Verdier, cela résulte de ce
que ID'IRcwc!YZP = Rcy« c;lg} = Rcy« c;lglp [2n] et du fait que Q;P = élP [2n].

45 Of. le théoréme fondamental de structure dans [29], thm. 2.7, p. 47.
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Par la théorie de Morse, C,4 est homéomorphe au récolement de C.,
et d’une anse A; 2 = ID* xID! de noyau de dimension 1, ou bien d'une anse

Ago = ID?xID° de noyau de dimension 2. Comme Cor4c est un ouvert
d’une variété algébrique complexe, il est orientable, ce qui exclu certains
recollements.

Ag2 A2 Corte

NS &

X Vv

Pour une anse A 2, il y a deux recollements orientables possibles qui résultent

du fait que le bord du cceur de Aj g, a savoir D! = [0,1], posséde deux
composantes connexes {0,1}. Ces composantes peuvent étre collées tantot
sur deux composantes connexes de dC., tantot sur la méme. Dans le premier
cas, C<yyc serait homéomorphe a un tore T := S'x 8! privé d’un ensemble
fini de points F, mais alors on aurait la suite exacte

0— H(F) - H(T~F) - H(T) -0,

et HY(T)— HY(T ~ F) par dualité. Donc dim H!(Cy¢) = dim H(T) = 2,
ce qui contredit la i-acyclicité de Cc,1e. Dans le deuxiéme cas, un trou de
C, est partiellement comblé par ’anse et C<,4 est bien comme annoncé.

Pour une anse A 2. On recolle le disque ID? par son bord S! sur le bord
de C.,. Par connexité, il n’'y a qu’une seule maniére de le faire et c’est
en comblant I'un des trous de C.,. L’espace C.,y. est donc, de nouveau,
homéomorphe & C privé d’un nombre fini de points. O

13.7.1. Remarque. Dans la preuve de 13.7, le tore T := S! xS! privé d’'un
nombre fini non nul de points est une variété affine complexe non singuliére
C qui n’est pas i-acyclique. Les produits finis P := [], C; de tels espaces
sont des exemples de variété affine complexe non singuliére non i-acycliques,
contrairement a tout produit de la forme CxP (1.2.4).

13.8. Bouquet d’espaces i-acycliques
F Un bouquet d’espaces i-acycliques est i-acyclique. Et de méme en rem-
plagant i-acyclique par (totalement) U-acyclique.

Démonstration. Soient X et Y deux espaces i-acycliques. Notons X VY le
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bouquet qui identifie x € X et y € Y.

XVY

On considére le morphisme suivant de suites exactes de Mayer-Vietoris as-
sociées a la décomposition en parties fermées X VY =X U Y.

S H(r=y)—— H(XVY) —— Ho(X)® Ho(Y) ——

H [ x| I

— > H@x=y) —— HXVY)—L 5 HX)®eHY) —
oup: H(XVY)— H"(X)® H(Y) est clairement injectif. La nullité de
exyy résulte alors immédiatement de celles de ex et ey.

Le méme raisonnement prouve que X V'Y est (totalement) U-acyclique si
les espaces X et Y le sont. O

13.9. Sommes amalgamées d’espaces i-acycliques

F La somme amalgamée de variétés i-acycliques est i-acyclique si et seule-
ment si au moins 'une des variétés est orientable.

Démonstration. Soient X et Y deux variétés topologiques i-acycliques de di-
mension n. Notons X’ et Y’ des complémentaires d’'un point dans X et Y
respectivement, ce sont des espaces i-acycliques d’aprés 1.2.4-(d). La somme
amalgamée X + Y est la variété topologique obtenue en recollant homéo-
morphiquement X’ et Y’ le long du cylindre ouvert bordant S*~! xR noté
V bordant respectivement X’ et Y.

X+Y

2V~ SP1xR

On considére alors les suites exactes longues de Mayer-Vietoris pour le re-
couvrement ouvert X + Y = X' UY’'

S HI(V) Y5 HI(X) 0 HI(Y') "5 HI(X +Y) ——
\ \ \
€V,i ex’ ;Deyr ; EX+Y,i (*)
g Y . o ~i . ¥
+—— H(V)«+—H'(X"Yo H(Y')«+—H (X + Y)+—
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HY(V)=k(1) ® (k(0) ® k(n — 1)) = k(1) ® k(n),
H{(V)=k(0)®k(n—1).

Cas © # n — 1. Le morphisme 3; est surjectif et ~; est injectif, soit parce
que i < n auquel cas H*"!(V) = 0, soit parce que i = n auquel cas les
cohomologies H™(_) sont nulles. On considére alors le diagramme

HI(XY & Hi(Y') 2% Hi(X + Y) — 0
J/EXJrY,i (*)
H™Y(V) — H(X + YY) H(X')® H'(Y')
ou les lignes sont exactes. On y voit que
vioexty,iofBi =ex; Deyr; =0,
et nous concluons, indépendamment de 'orientabilité de X et Y, que
Gx+y7i20, VZ#H—]_
Cas ¢ = n — 1. La suite de Mayer-Vietoris en degré n est
—>(H£‘(V):k)%H?(X’)EBHQ(Y’)HH?(X—FY)—>0. (1)

montre que a,, est injective pour peu que X ou Y soit orientable. Dans ces
cas, B,—1 sera surjective et le diagramme (%) pour ¢ = n — 1 fournit toujours
I’annulation ex 4y -1 = 0 puisque 7,1 est injective. Ceci termine la preuve
de 'un des sens de la proposition.

Réciproquement, ni X ni Y ne sont orientables, ce qui équivaut a dire que
ni X’ ni Y’ ne le sont. Nous allons nous intéresser a des suites longues de
cohomologies associées a la décomposition ouvert /fermé

X =VU(X' V)

ol X’ NV est clairement est une variété a bord S*~! et d’intérieur homéo-
morphe & X', raison pour laquelle on la notera X’. Enfin, I’adhérence de V
dans X’ qui sera notée V, est une variété a bord dont le bord S*~! est aussi

le bord de X'.

<}
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On a alors le diagramme de suites exactes longues :

HP N (X)) — 5 H}H(XT) == (HP (V) = k) — (H(X') = 0)

restJ( restl (I) idl restl

(He™H(V) = 0) —= HI7H(S™) T (HE (V) = k) — (HZ (V) = 0)

On y constate que la classe fondamentale de V se reléve bien en un classe
[Vx] € HP1(X') et que cette classe se restreint sur la classe fondamentale
[S] de S*~1, d’ott le carré :

cx

HP=H(XT) 2 [Vx|———— [V]

w0

HY(sP 1) 3 [S] ——2— [V]

rest

Maintenant, en remarquant que H¢(X') = H.(S""!) se factorise suivant

Ho(X) 2 H(XT) 25 H(S"1),

on déduit que

ex([Vx]) #0. (s#)

Ces observations s’appliquent telles quelles également & Y et conduisent
aux mémes conclusions ot Y vient remplacer X.

Considérons a présent la décomposition ouvert /fermé
X+Y=VUX+Y \V)=VUXUY

et le morphisme de suites exactes de cohomologie

H" Y (X +Y) —— HY(X) @ H 1Y) 25 (HY (V) = k)
\ \ \
EX+Y II GFEBEW (374
M v 7\ ¢xtc Y+
H (X 4+Y)—— " (X)o H (YY) =25 (HM(V) = 0)

La classe ([Vx],—[Vy]) € H 1(X’) @ H?1(Y') appartient clairement
au noyau de cx @ cy et survit au morphisme ex; @ ey d’aprés (xx). La
commutativité de (II) permet alors de conclure que exty # 0 et donc que
I’espace X + Y n’est pas i-acyclique. U

13.10. La bouteille de Klein épointée

Dans l'implication (U-acyclique) = (i-acyclique) de ’assertion 1.2.4-(c),
I’hypothése d’orientabilité est indispensable. On donne ici un contre-exemple
lorsque cette hypothése fait défaut.
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F La bouteille de Klein épointée vérifie le théoréme de scindage 3.1.1. Elle
n’est ni i-acyclique ni totalement U-acyclique, mais elle est bien U-acyclique.

Notons T le tore R? /Z?. L’anneau de cohomologie H(T) est engendré par
les 1-cocycles dz et dy. Si nous notons Cp :=R/Zx{0} et Cy, := {0} x(R/Z),
on peut voir que

H}, (T) = (dy)x € HN(T), H},(T) = (da)y, € H'(T).

Linvolution o : (z,y) — (x +1/2, —y), induit sur 4y
H(T) laction o : dz +— dx et 0 : dy — —dy de 2 T
sorte que 'on a Cy

H(T)\) ~ k(0) & (dz)5(1). . L1 U‘\ 1
' & C.|

Comme la bouteille de Klein est la variété quo-
tient K := T/{(o), si v: T — K est la surjec-
tion canonique, le morphisme v* : H(K) — H(T)
identifie H(K) a H(T)() ~ k(0) @ k(1).

[N

On pose maintenant X := K ~ pt.

U-acyclicité de X. L’examen des suites exactes longues

— Hi(X) = k(2) — H/(K) —"— H'(X) ——
—  H(X) —2— HI(K) — Hi(pt) = k(0) —
montre que I'on a
H(X) = k(0) ® ({d)y, ® (da A dy)y) (1) = k(0) © k(1)?,
He(X) = HY(K) = (dz)p(1) = k(1).
et He(X) A H.(X) = 0. L’espace X est donc bien U-acyclique.

Non i-acyclicité de X. Comme le cycle Cy est plongé (via v) dans X,
I'espace H!(X) est engendré par dx € Héy (X) C HY(X) et le morphisme
11 2 HY(X) — HL(K) est bijectif. D’autre part, il est clair par la premiére
suite dans (¢) que le morphisme p1 : H*(K) < H'(X) est injectif. On a donc

H!(X) — H/(K)
0=HL(K) 2 H(K)2s HY(X) — H(K) = k(2)
et ex,1 = p1 o1 est non nul. L’espace X n’est donc pas i-acyclique.

Non totale U-acyclicité de X. Soit maintenant U un ouvert connexe de
X. Comme H.(X) = k(1), le cup-produit

U: H(X)xH.(U) = H.(U) (%)
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est automatiquement nul si U n’est pas orientable car alors H2(U) = 0.
Lorsque, par contre, U est orientable, la dualité de Poincaré s’applique et le
cap produit () est nul, si et seulement si, la restriction H!(X) — H(U) est
nulle, donc si et seulement si dz|; = 0 dans H(U).

On a deux cas possibles.
Cas C, C U. La restriction du revétement v : T —» K a v~ 1(U) est tri-
viale & deux nappes U; et Us = oUj, car U orientable. On peut supposer
Cy C Uy et alors 0oCy N Uy =@. On a donc U ~ U; C T~ Cy, et U est
t-acyclique puisque ouvert de T ~ Cy ~ S!' xR, espace i-acyclique. Mainte-
nant, comme C, C Uy, I'image de Héy (X) = H}(X) — H'(U) est 'image
de Héy(U) — H'(U), morphisme qui se factorise na-

turellement & travers ey : H.(U) — H(U), nul puisque oU
U i-acyclique. Par conséquent, si Cy C U le cup pro- |, T
duit (*) est nul. dz, dyT
Cas Cy € U. 1l existe des ouverts U C X tels que (x)

n’est pas nul. En effet, si U est 'ouvert indiqué par U

la figure ci-contre, on y voit que c’est un cylindre et
que dx ne s’intégre pas en une fonction sur U. Par conséquent, dz # 0 dans
H'(U) et I'espace X n’est pas totalement U-acyclique.

Le théoréme de scindage 3.1.1 pour X. L’espace X vérifie les assertions
(a) et (b) de ce théoréme, et la raison vient de ce que H.(X) est concentrée en
degré 1. En effet, dans de tels cas, on s’aper¢oit rapidement que H (A7, X™)
doit étre concentré en degré ¢, ce que 'on démontre par induction sur £ et
prouve, en passant, les assertions en question.

Plus précisément, dans le cas des espaces F,,,, on s’intéresse au morphisme
Ho(X) ® Ho(Fr) = Ho(Agn (X xFp)) ~ He(Fp)™ (1)

oil le terme de gauche est concentré en degré m + 1 puisque H¢(X) = k(1)* et
que H.(F,,) = k(m)#, par hypothése inductive. Le morphisme () est alors
nul puisque H¢ (A, (X xFy,))k(m)¥, également par hypothése inductive.
On a donc la suite exacte courte

0— Ho(Fp)[—1]" = Ho(Fpt1) = Ho (XX F,,) — 0,

et elle montre que Hc(F,,4+1) est concentré en degré m + 1, et I'étape induc-
tive peut étre itérée.

Dans le cas des espaces A<y X™, on s’intéresse au morphisme
He(A<rX™) = He(Ag—1 X™) (1)
dont la preuve de 3.1.1 montre que son annulation résulte de 'annulation de

Ho(X) ® Ho(AZZ)) = He(AZy).
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Cela résulte pour les mémes raisons de degré que précédemment, sous 1'hy-
pothése d’induction que Azz_l est concentré en degré (—1. A partir de 1a,

on a la suite exacte courte
0— He(Agy—1 X™)[—1] = Ho(ArX™) = H (A X™) — 0,

ou le terme central est concentré en degré ¢ car somme directe d’espaces
gradués isomorphes a H.(Fy) (c¢f. 2.3.3). On conclut que H¢(A<,X™) est
concentré en degré £, et I’étape inductive peut étre itérée.

13.11. Revétements non i-acycliques a base i-acyclique
F Un revétement fini de base i-acyclique peut ne pas étre i-acyclique.
Une maniére élémentaire de produire des contre-exemples consiste & prendre
une variété orientable Y non i-acyclique, donc telle que H.(Y) A H.(Y) #0,

et & faire agir librement sur Y un groupe fini W qui conserve I'orientation
et tel que He(Y)W A Ho (Y)W = 0.

Le tore T de dimension 2 est le domaine carré B
ci-contre sur lequel on a identifié les cotés op- i X
posés. Cet espace privé de quatre points, noté dyT

X, est représenté par la figure a droite. La dx,

suite exacte longue
0—HY(T)—H’(4)—»HNX)—>HXT)-»0—H*(X)—=H*(T)—0, (1)

montre que les 1-cocycles dz et dy dans T sont représentés par des 1-cocycles
a support compact dans X. La classe fondamentale de X se retrouve alors
représentée comme le produit de ces deux cocycles. Il s’ensuit que X n’est
pas U-acyclique (ni i-acyclique). La suite () révéle aussi apparition de trois
nouveaux 1-cocycles dans X provenant de H(4), nous avons donc

H)(X)=0, HY(X)=Q", HX)=Q.

Voici une représentation de 1-cycles de X générant Hl (X)(= Hy(X)) :

'
= Yo ’YoSk M Y3

72
)74 74( (1)

"

Yo Y0 V3
N 'd ~

Notons maintenant 6 : T — T 'isomorphisme d’ordre 4 qui se voit sur (x)
par une rotation horaire d’angle /4. Il est clair que 6 agit librement sur X

et préserve son orientation. L’espace quotient B := X /(6) est par conséquent
une variété différentiable orientable et



Or, laction de 6 sur les 1-cycles se lit facilement sur (f). On y voit que

o) = 0(y3) = 74
f(70) =0, 0%(v1) =v% —n +73 et
0(v4) =73,

0°(m) =0 — 72 + 74

de sorte que H?(B) = 0, H:(B) = [v%]Q @ [y3 + 14]Q, et HZ(B) = Q, ot
[70] A [v3 + v4] = 0 puisque l'intersection des cycles sous-jacents est vide. On
conclut que H.(B) A H.(B) = 0 et B est U-acyclique et donc i-acyclique.

(En fait, on peut vérifier que B est un cylindre ouvert épointé (S'xR) ~ e.)

Le revétement X — B est bien a base ¢-acyclique alors que X ne l'est pas.

13.12. Fibrations non z-acycliques a fibre et base i-acycliques
F Une fibration a fibre et base i-acycliques peut ne pas étre i-acyclique.

Rappelons que la cohomologie de I'espace projectif complexe IP := IP,(C)
est isomorphe & I'anneau gradué Q|z]/(z"*!) ou deg(z) = 2.

Le fibré tautologique TIP au-dessus de IP est le sous-espace de IPxC"t!
des couples (D, z) out D est une droite vectorielle de C"*! et 2z € D. L’ap-
plication 7 : TIP — IP, (D, z) — D, est une fibration vectorielle localement
triviale de fibres isomorphes & C. Notons IP C TIP sa section nulle. La classe
de Thom ®(pgp) € H2(TIP) de la section nulle se restreint a la classe géné-

ratrice de H(IP), autrement dit,
S pap)|p =2
En fait, on a )
He(TPP) = Q[®]/(2"")
et la restriction & la section nulle s’identifie & I'isomorphisme canonique

Q[®)/(@"**) = Qlzl/(z""), 2~z

En particulier, la multiplication par ®py n’est pas une opération nulle

dans H (TIP) pour peu que n > 1.

Maintenant, si nous restreignons le fibré tautologique au complémentaire
de deux points IP’ := IP ~ 2, nous avons la suite exacte longue

0 — H2(TIP') — H*(TIP) = ® - C 25 H2(C)? — H2(TIP') — 0

oil p est injective. On en déduit que H!(TIP) = 0 pour i € {0, 1,2}, puis que
H2(TIP) = Q, et enfin que

HY(TPP") = H/(TIP), pour tout i > 4. (%)
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Par conséquent, sin > 4 on a

i 0|1(2|3[4|5[|6|7]8
dim HE(TIP') |0 [0|0[0[1|0|1]0]1
dim H{(P') |01 |1]{0[1|0|1]|0]1

et si w est non nulle de H(TIP'), on a w A w # 0 dans HS(TIP') compte
tenu de () et du fait qu'’il en est ainsi pour H.(TIP) (pour n > 3).

Considérons maintenant IP" pour n = 3. Dans ce cas, on dispose sur IP5(C)
de l'involution # sans point fixes :

0({a,b,c,d)) = (b,—a,d, —e)

dont on sait que son action sur z est 6§z = —z, de méme par ailleurs que
I'action sur le générateur de HI(IP'). Il s’ensuit que l'on a

i 0[1/2[3|4|5|6[7]8
dim Hi(TP') |[0|0|0|0|1]|0|1|0]1
dimH{(P') |0[1[1|/0|1]0]|1
dim H:(IP'/{0)) [0 |00 [0[1]0]|0
dim H*(IP") L{of1({0|1]1]0
dim H{(P'/(#)) |00 |1|/0|0|0]|0

Et on voit bien que la variété (IP3(C) ~ 2)/(f) n’est pas U-acyclique.

14. Rappels sur les nombres de Stirling

Pour les notions de cette section de rappels, nous renvoyons a [22] pour
plus de détails.

14.1. Factorielles croissantes et décroissantes

Pour n € N, les « n-iémes factorielles croissante et décroissante » (*6) d’un
élément x d’un anneau, notées respectivement x" et x2, sont définies par

{xazzl, et 2" :=x(x+1)(z+2)---(x+(n-1)),
1

46 « rising and falling factorials » en anglais.
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14.2. Nombres de Stirling de premiére espéce

Dans 'anneau de polynémes Z[X], le sous-module Z"[X] des polynémes
de degré majoré par n admet les trois bases suivantes

B:={a" ', .. 2"}, B:={2%at .. 22}, B:={"2',. .. 2"},

Le développement des polynomes X2 et X™ en somme de mondmes donne
les coefficients des matrices de passage de B vers les deux autres bases. On
note ces matrices respectivement par (s(7, 7)) et (5(4,7)). On a donc

i_ N ;: = N\ v
X Zi>j>0§(z,j)X et X Zz;];o 5(4,5) X7 .

Les matrices (s(i,7)) et (5(¢,7)) sont triangulaires inférieures avec des 1 sur
la diagonale. On voit clairement que 5(i,j) > 0 et que (—1)*7s(i,5) = 0.

On étend la définition de s(i,7) et 5(7,7) a tous les indices i, j € N, par la
valeur 0 lorsque j > 4. Ainsi, les sommations ci-dessous peuvent étre indexées
tout simplement indexées par ‘5 > 0.

14.2.1. Définition. Pour i,j € N, les entiers naturels 5(¢, 7) € N sont « les
nombres de Stirling de premiére espéce (non signés) », et les entiers relatifs
s(i,j) € Z sont « les nombres de Stirling de premiére espéce (signés) ».

14.2.2. Lemme. Les nombres de Stirling de premiére espéce vérifient les
Propriétés sutvantes.
a) Pour tous i,j € N, on a s(i,j) = (=1)"75(i,j). En particulier, si D

désigne la matrice diagonale diag(1,—1,...,(—=1)"), on a

(s(i,)) = D(3(i,j)) D"

b) Pour tout i >0, on a s(i,i) =1 et 5(i,i) = 1.
c¢) Pour touti > 1, on a s(0,i) = s(i,0) =0 et 5(0,i) = 5(i,0) = 0.
d) Pour tousi,j > 1, on a
$ =s(i—-1,j-1)—(—-1)s(—-1,7),
{5 =50—-1,7-1)+(—-1)56—1,5)
e) Pour touti>1, on a s5(i,1) = (=1)"1 (i = 1)! et 5(i,1) = (i — 1)

Démonstration. (a) Evident puisque Xi= (—1)*(=X ). (b,c) Pour tout i > 0,
les polynémes X% sont clairement de coefficient constant 0 et de coefficient
principal 1. (d) Résulte de ce que pour ¢ > 1, on a

X= XX~ (- 1) = (X, 6~ 1Li)XT)(X = (= 1))
=D oS- L)X =R s =L)X =) (i, 5) X

Jj=0
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(e) Pour i >0, on a

(5G,1) = (X =1) (X = (i —1))[x_g = (-1)(=2) - (=i +1).

Les égalités concernant les coefficients 5(i, j) résultent ensuite de (a). O

14.3. Nombres de Stirling de deuxiéme espéce
Les coefficients des matrices (S(i,7)) == (s(i,7)) "' et (S(4,7)) == (5(3, 5)) "
vérifient :

Xt=3  SGxi=3  8j)x, Vi>0.

Les matrices (S(7,7)) et (S(¢,7)) sont triangulaires inférieures avec des 1 sur
la diagonale. On verra que S(i,j) > 0 et que (—1)*=75(i,5) > 0.

14.3.1. Définition. Pour ¢, j € N, les entiers naturels S(i,7) € N sont « les
nombres de Stirling de seconde espéce (non signés) », et les entiers relatifs

S(i,7) € Z sont « les nombres de Stirling de seconde espéce (signés) ».

14.3.2. Lemme. Nombres de Stirling de deuxiéme espéce vérifient les pro-
priétés sutvantes

a) Pour tous i,j € N, on a 8(i,j) = (—1)"7 S(i, 7). En particulier, si D
désigne la matrice diagonale diag(1,—1,...,(=1)"), on a
(5(i,5)) = D(8(i, j)) D~
b) Pour touti >0, on a S(i,i) =1 et S(i,i) = 1.
¢) Pour tout i >1, on a S(0,i) = S(i,0) = 0 et S(0,i) = 5(3,0) = 0.
J

d) Pour tousi,j =1, on a

e) Pour tous i,j €N, on a S(i,5) =0 et (=1)"75(i,5) > 0.
f) Pour touti >0, on a S(i,1) =1 et S(i,1) = (—1)"*!.

Démonstration. (a) Evident d’aprés 14.2.2-(a). (b,c) Evidents. (d) Résulte
de ce que pour j >0, on a XZX = XZtL 4 jXJ et alors

Xi=Xi"lX = (Zg(z - 1,j)XZ) X
j=0

=Y Si-1, )X+ " S(i—1,5)5 XL =) S(i, §) X2

Jj=0 Jj=0 Jj=0

(e) La positivité de S(i,7) résulte inductivement de (d) & partir de la positi-
vité de S(0,7) et S(1,7), ce qui a été établi dans (b) et (c). (f) La question
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(b) fixe le cas i =1, pour ¢ > 1, on a S(i,1) = S(: —1,0) + S(i —1,1) =
S(i—1,1), d’apres (c) et (d), et par induction, S(i,1) = S(1,1) = 1. O

~—

14.3.3. Remarques

— Valeurs initiales des nombres de Stirling. Les nombres de Stirling ont
été indexés par les couples (i, j) € N2. Dans tous les cas, les coefficients
de la colonne (j = 0) et la ligne (i = 0) sont nuls sauf pour i = j =0 o
ils valent 1. Tous les autres termes découlent de ces « valeurs initiales »
via les quatre régles de récurrence (d) des lemmes 14.2.2 et 14.3.2.

— On remarquera aussi les égalités suivantes qui concernent les sous-
matrices de nombres de Stirling d’indices non nuls.

14.4. Nombres de Stirling non signés et cardinaux
Pour tous ¢, > 0 € N, on définit :

7
° H := cardinal de l’ensemble des permutations d’'un ensemble & ¢ élé-
! ments qui sont produits d’exactement j cycles.

° {Z} := cardinal de I’ensemble ;(E) de partitions d'un ensemble E a i
! éléments en j parties non vides.

0
On remarquera 1’égalité {0} =1 qui dit qu’il y a une unique partition de
0
I’ensemble vide en 0 parties non vides, et 1’égalité [0} =1 qui dit qu’il y a

une unique permutation qui soit produit de 0 cycles.

14.4.1. Proposition. Pour tousi > j > 0€ N, on a

J

<
——
I
S
M-
—
|
—_
N~—
<
|
ol
~~
> <
—
=

a) {;} = S(i,j). Lorsque i > 1, on a {
b) [[] =50i.4) = (-1 5(0.3).

Démonstration. On a bien 1 — m - {0} et 0 = {Z} - H _ {0} - [0] pour

0 0 0 0 J J

tous 7,5 # 0. Les familles des nombres en question ont donc bien les méme
valeurs initiales que les nombres de Stirling.

Pour i > j > 1, on trie les partitions de ;([[1,7]]) en deux parties suivant
qu’elles contiennent ou non le singleton {i}. Les cardinaux de ces parties

sont respectivement {iil} et j{zil}. On a donc {Z} = {iil} —l—j{ijl}, ce

j—1 J J Jj—1

qui correspond a la récurrence 14.3.2-(d) pour les nombres S(i, j).

De méme, en triant les permutations de [[1,7]], suivant que {i} est fixé ou

i—1 1—1
non, on obtient deux classes de cardinaux [ J et (i — 1){ ‘ }, on a donc :
i J
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. - -
H = [z J +(i—1) [z . } , ce qui correspond a la récurrence 14.2.2-(d) pour
J i j

les nombres 5(i, 7).

Enfin, on rappelle que la formule dans (a) provient du dénombrement des
surjections de [[1,i]] = [[1,5] (modulo les permutations de [[1,5]]). Cet en-
semble est le complémentaire F, dans I’ensemble F' de toutes les applica-
tions de [[1,i] — [[1,7] de ’ensemble des applications qui ne sont pas surjec-
tives. Notons F} le sous-ensemble ses applications de F' qui n’atteignent pas
la valeur t € [[1,j]. Notons Fj,, 4, := Fy, N--- N Fy, . On a alors

- Z( . 12 ‘Fth tk’_ Z( )k 1<k>(j—k)i7

k=1 1<t1< <tp<j

et la formule découle aussitot. O
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Notations
Généralités sur les espaces t-acycliques

(A®*(X;k),dy), complexe des faisceaux de germes de cochaines d’Alexander-

Spanier de X ... 15
K(X) famille des parties compactes K C X ...t 15
XY, Z, ..., pSEUdOVAriBteS .. ...ttt 16
ex : H.(X) — H(X), morphisme induit par I'inclusion .(X) C Q(X) ........ 16
H\(X) :=im(ex), cohomologie « intérieure » de X ........ ..., 17
0% : Ho(XxX) — H.(X), restriction aladiagonale ........................... 17
X ~Na “complémentaire” dans X d’une partie finie a de cardinala ........ 19

¢y : Ho(X~%(0)) = Ho (X ~7(1)), action par monodromie le long du cheminy .. 21

Espaces de configuration généralisés

A2 X™, AY, espace de configurations (ordonnées) généralisé .................. 21
F,.(X) espace de configurations (ordonnées) classique, noté aussi A, X™ . 22
zl intersection Z N (X™ ™ X Fy (X)) oerreiiiiiiii i 22
T, = X™ — X% projection sur les a derniéres coordonnées .................... 22
pe = X™ — X°, projection sur les a premiéres coordonnées ................... 22
« X est de type fini », lorsque H.(X) et H(X) sont de dimeunsion finie .......... 24
Be(E) ensemble des partitions de ensemble E en ¢ parties non vides ..... 24
(iAij) Sip € P(F), on pose (ir;j) Sdet (3T EP)tq. {3, T ......... 25
[@,b]) (resp. [a,b]), entiers naturels m vérifiant a < m < b (resp.a <m <b) .... 25
Fy(X) Sip € B(m),onal € Fy(X) Saet ((wi =) & (7)) -oonnnt 25
dime, (X)  dimension cohomologiquede X ... ... ... i 25
(2% de) := T<dyx (A (X k), dy), résolution c-molle d’un espace X de dimension

QX e e 25
Théorémes de scindage et complexes fondamentaux
° point d'Un €SPACE ...ttt 28
X° I’espace X prived'unpointe ......... ... ... i 28
Fi=*(X) ensembledesZ € F,,,(X)avecT; = @ .......ccoiiriuiaaeeinnnnn... 29
Fr (X) ensemble des T € F,,(X) avec'undes x; égalae ................. 29
Sm groupe des permutations de ’ensemble fini {1,2,...,m} ........... 29
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S : X™, 8 :HIZ), 8;m:H'(Z), ..., action de 8,, sur X™ par permutation des
coordonnées et actions induites, pour Z partie §,, stable de X™ ...
Fi(X) SigeP(m), T € FUX) <qer (Vi £ 5)(( f;j) = (z; #xj)) ......

Cohomologie des espaces de configuration, cas i-acyclique

P(V) € Z[T], polynome de Poincaré d’un espace vectoriel gradué V- ............
P(X),P.(X), polynomes de Poincaré de H(X) et H.(X) respectivement .......
P.(X ~a) Polyndome de Poincaré compact du complémentaire dans X d’une
partie finiede cardinala ......... ... . . i
Q7 € Z[P,T], polynome universel pour P (A X™) ooiiiiiiiiiiiiii...

Représentations du groupe symétrique

AFEm alias pour: A est une décompositiondem ............. ... ...
[\l nombre décomposé par A, donc |A| :=>" A ..o
L(N) nombre de termes (non nuls) d’une décomposition ................
VYe(m) :={ANEm [ LX) =L}, o
T(A) tableau de Young standard associé & une décomposition A .........

Py = 8x, X -+ x8),, sous-groupe des permutations de §8,, qui conservent les
lignes du tableau 7(A1, ..., A¢) oo
Sx := Ng, (P)), normalisateur de Py dans 8, ......c.ovviiiii it
G = 80/Px = Sx, X -+ X8x., sid=(A1,..., ) = (d,...,d%) ...........
Xc(Z;i),X(Z;1), caractéres de 8,,-modulede Hi(Z, k) etde H (Z, k) ..........
IndéLM = indg':‘ o ResffA7 ou 8 agit & travers de la surjection vy : Sy —» G ..
I} : ke[8¢] = ke[Sm], opérateur sur les fonctions centrales .....................
I(o) =10 0--- oI =" : kc[8m,] = ke[S, ], opérateur d’inductions itérées
ey = (-1)m* Zatm\g(—l)“"_1 I(o) : kc[Se] = kc[Sm], opérateur d’induc-
tlonS Iterées .. ..o

Cohomologie des espaces de configuration, cas général

DPm : Fe1 —» F,,, projection sur les m premiéres coordonnées .................
Hiy (M) .= H=(M; k)Y, cohomologie de Borel-Moore d'une pseudovariété
M dimenSion dpg o vvvvvee ettt
(M accouplement de la dualité de Poincaré sur la variété topologique
orientée VL ... e
om(fa) action de fq1 sur la classe fondamentale de My, i.e. fi([M,]) =
oM, (f) . [Mf(a)] ................................................
o He(Fppo(M) = H.(Fp(M))[—adpy), intégration sur les fibres ............
sgn(g) signature de g € Sy v vt

o (9) = sgn(g)4™™ | action de g € 8, sur Porientation de M™ ..............
()Y dualité vectorielle .............iiiiii
Om la représentation par « signature » de S, ...

(CPU, ),d), complexe de p-cochaines simpliciales (non ordonnées) ............
(CE(U, _),d), complexe de p-cochaines (simpliciales) ordonnées ...............
(C?PU, _),d), complexe de p-cochaines (simpliciales) alternées .................

sgn(a) signature d’une permutation @ ........... .. i
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Ep: (CEWU, ),d) — (CP(U, _),d), quasi-isomorphisme d’antisymétrisation . ...

Utiy,...1,)  unecopiede U, . ;, paramétrée par I'uplet (ig,...,0p) «..oovvvnnn.
Gum faisceaux 8,,-équivariant sur U™ ...,
(Q:(U),d) :=I'(U;(A*(X;k),d.)), le complexe des cochaines a support com-
pact deld ...
Q2 Mo d) complexe de cofaisceaux (flasques) des cochaines a support compact
SUL VL o

(Qhin(U),dy) :== ((U),ds)")[—dm], le complexe des cochaines de Borel-
Mooresur U © M ... e
(QM’BM, d.) complexe de faisceaux (flasques) de germes de cochaines de Borel-
Moorede ML ..o
C’(Z/lm);. = (C* (Um;g;‘w,c(_» ds,d.), bicomplexe de chaines de Cech a
support compact de U™ ...
CU™)mu = (C*U™; Q)0 d.), bicomplexe de cochaines de Cech-Borel-
Moore de U™ TR
FH:(U™), IFtot* (C(U™)y), filtrés par degrés de cochaines de Cech des
0bJets CONCEIMAS . ... .ottt e
E,U™):=FEU™)® o, suite spectrale pour le complexe de faisceaux §,,-

équivariants @, o\ ® T coeeii
Zum,
—m ) s . m
Er décomposition canonique de Hem (Upy_ ), ) «vvvvvvvniinn.

F(p+1,m) ensemble des applications f : [1,m] strictement croissantes sur
[1,m—p[ quifixent [m—p,m] ...

m(m—1)
Y (W) = (=1)€Im+727dm ¢ (1), renormalisation du morphisme de liaison .

F*(p+2,m+1), ensemble des applications f : [[1,m+1] strictement croissantes
sur [1,m—p[ quifixent [m—p,m+1] ...l

Stabilité des familles de représentations

FI catégorie des ensembles Flinis et des applications Injectives ........
Mod(A[FI]), catégorie des FI-modules ......... ...
V =A{¢ém : Vin = Vini1}m, famille dénombrable représentant un FI-module . ...
Gm+tbm * Vin = Vings, morphisme de transitionde V = {¢,,, : Vi, = Vi1 } ...

Vaq tronqué de V qui préserve les V,,, pour m > ¢ et annule les autres. ..
V<q tronqué de V qui préserve les V,,, pour m < g et annule les autres. ..
a:=[1l,a] notation pour 'ensemble fini représenté par 'intervalle [1,a] ......
M(a) le foncteur représentable (_) ~» A[Morgr(a, )] ..o,

(
() €V sous-FI-modulede Vengendrépar ¥ C [, Vi «oovvoiiiiiii.
W := {8, : Wi }m, famille de représentations de dimensions finies des groupes
SYMELTIQUES o o
XOW) :={Xs,, (W) }m, famille des caractéres associee aW ...................
(

dimy (W) := {dimy (W) };n, famille des dimensions associée aW ..............
V(A)m la représentation irréductible de §,,, correspondante a \[m] ........
[z] € Z partie entiére par excésde x € R, d.e. [x] — 1 < z < [z]. Le nombre

[m/¢] est le plus petit nombre de colonnes d’un diagramme de
Young de taille m possédant £ lignes, on convient que [0/0] =0 ....
c(AN)m multiplicité de V(A), dans Vi, oovvvoin i
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rgs(V) rang destabilitédeV ... ... 81

rgm (V) rang demonotoniede V ... ... 81
r8ms (V):=sup{rgm (V), rgs(V)}, rang (de monotonie et stabilité¢) deV .......... 81
Reégles de Littlewood-Richardson, régles de Pieri, régles de branchement, ....... 83
PV) poidsde V) ... . 84
WED WED WO - scindés par le poidsde W ..o 85
MH Mod(k:[ 1) = Mod(k[FI]), oot 86
Mg = M, alias de notation ...................iiiiiiiiiiii 86
FB catégorie des ensembles Flinis et des applications Bijectives ....... 87
M( ) ZM‘M(V)\), ........................................................ 88
( Jmr1 = MA)E/MAN)ERD onaV(X) = {dm: V(N)m = V(N)mi1lm 88
= ()8, : Mod(S,,) ~ Mod(8;), foncteur de S,,_;-co-invariants ........ 90
@t W) k[8:][T]-module gradué associé au FI-module W ................. 91
cx(m) := [x(m) - ay - by, symétriseur de Young associé & A, ooovvveniins 91
deg-stab, (W), degré de stabilité ent € Nd'un FI-module W .................. 93
deg-inj, (W), degré d’injectivité ent € Nd’un FI-module W ................... 93
deg-stab(W) := sup,y{deg-stab, (W)}, degré de stabilité d'un FI-module W .. 93
rge (W), rgs (W), rangs étendus du FI-module W ........................... 94
A\n sid = (1%,2%2 )b m,onpose \\n = (1Xtn=m 2%z ) .. 96
A Sid= (1%,2%2 3% ) onpose = (10,2%2 3% ) ... ... ... 97
Sr, onalL C[1,m]et 8y :=Fixg, ([1,m]|NL) «cooviiiiiiiin... 101
r pour L C [1,m],onpose L' := L [{m+1} ...................... 101
T(p+1,m) ensemble de tableau paramétrant F(p+1,m) ........ ... 113
T*(p+1,m) ensemble de tableau paramétrant F®(p+1,m) .........oooiiilL 113
()°*:T(p+1,m) — T*(p+2, m+1), application qui rajoute une boite isolée .... 113
Tp(I) ensemble des tableaux a (|I|4b) boites dont la premiére colonne est
[1,6] et dont I remplit les autres boites ...................c..o.... 113
p(T) partition de [[1,b]] déterminée par le tableau T € Tp(I) ............. 114
U5 - D, e, (1) He(Fr)—He(Ajr45(Z" < Fy)), isomorphisme de 8yx 8y-modules 114
v, restrictionde WI & He(Fr) ooviiniii i 117
To(b,m) ensemble de tableaux « normaux » dans T(b,m) .................. 118
fHT le stabilisateur de 7 dans S, —p X Sp vt 119
= {Te MIy T xFp |2 =2 phy e 119
Calcul du caractére de 8,,,-module de H.(F,, (X))
Xy : 8 — K[[T1]], série de caractéres d’'un 8,,-module gradué V- ............... 123
Xe(M)(_,T) : 8y — k[[T7]], série de caractéres de S,,-module de H.(M) ....... 124
Om € 8n  lapermutation cyclique (1,2,...,m) ...ooviiiiiiiiiiiiniiin.. 124
Cp, = (04,), sous-groupe de 8, engendré Par Gy, «.vvvvverni i 124
w(_) fonction de MObius ...... ... 125
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deg graduation de k[X1, Xz, .. .| tellequedeg X, =k ...l 138
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