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Abstract. The generalized configuration spaces of a topological space X are the
subspaces A7, X™ C X™, defined, for all £ < m, as:

AgeX™ = {(z1,...,3,) € X™ ’ Card{z1,...,zpn} <L},
AX™ = Agg X~ Agy 1 X, F(X) = Ay X™.

They are endowed with the action of the symmetric group 8,, permuting coordi-
nates. Our first motivation in this work was to transpose standard problems on
classical configuration spaces F,,(X) to the generalized ones and to try to solve
them for large families of spaces using uniform methods. Among the questions we
considered, the following had quite complete answers with cohomology coeflicients
in zero characteristic fields.

— Given a € N, find lower bounds for the representation stability and character poly-
nomiality, in the Church-Farb sense ([8]), of the family {S,,: H(A2n—aX™)}m.

— Find closed formulas for the character of the representation 8,,:H (A2, X™).

— Compute the Poincaré polynomial of the quotients of A9, _,X™ by finite sub-
groups of 8,,. Show that, for fixed a € N the Betti numbers of these spaces are
given by ‘universal’ polynomials on m and the Betti numbers of X.

— Prove the degeneracy of the Leray spectral sequences for usual maps between gen-
eralized configuration spaces, e.g. the canonical projections Fpi,(X) — Fo(X).

In our approach to these problems, we used what we call ‘the fundamental com-
plex of X for A¢,X™’. This is a particular complex of graded 8,,,-modules

0— H A X™) - 5 H YA X™) = HI (A X™) = H (A X™) =0,

having the remarkable property of being exact whenever the ‘interior’ cohomology
of X, i.e. the image of the natural map H.(X) — H(X), vanishes. Moreover, these
properties are equivalent when X is an oriented topological manifold (th. 3.2.3).

We call ‘i-acyclic’ any space with null interior cohomology. First examples of such
are given by non-compact acyclic spaces, non-compact connected real Lie groups,
and, more generally, if X is i-acyclic, by every open subset U C X, every quotient
X /W by a finite group W, and every cartesian product X xY for arbitrary Y.

An important part of this article is about what follows the fact that the fun-
damental complex is an 8,,-module resolution for H.(A¢,X™), and thereafter,
that questions about representation stability, character formulas and Betti num-
bers, may be tracked through recursive methods. Another important part, is de-
voted to the design of a special spectral sequence that creates a bridge from config-
uration spaces of i-acyclic spaces to those of general spaces, allowing to undertake
the generalization of known results of the first category of spaces.

(*) Université Paris Diderot-Paris 7, IMJ-PRG, CNRS, Batiment Sophie Germain, bureau
608, Case 7012, 75205. Paris Cedex 13, France. Contact : alberto.arabia@imj-prg.fr.



— For the representation stability problem, we prove the following theorem.

Theorem (8.9.3). Let X be an i-acyclic pseudomanifold, connected oriented of di-
mension dx > 2. For a,i € N, the family of representations {8, : Hiy (Azp—_o X™)}
is monotone and stationary for m > 4i+ 4a, if dx = 2, and for m > 2i+4a, if dx > 3.
The corresponding families of characters and Betti numbers are (hence) polynomial
within the same range of integers.

The theorem was first proved by Church ([7]) in the case of a smooth manifold
X and for the family {8, : Hem(Fpn (X))} Our methods are completely different
from those of Church, who relies on the work of Totaro (|28]) on the Leray spectral
sequence associated to the embedding F,, (X) < X" when X is a smooth manifold.

— For the character formula problem, we generalize Macdonald’s well-known formula
for the cohomology of the cartesian product X™ ([24]), to the case of the usual
configuration space F,, (X).

Theorem (9.5.3). Let X be an i-acyclic space. If a € 8,,,, we have

X En (X1 =7 T v (30, w(0) PRI,

where X¢(Fp ) (o, T) := Y, o tr(a: H(Fy,)) (=T)", and where (1#1,212 .. m#™)
is the type of the permutation «, p is the Mdébius function, P.(_) is the Poincaré
polynomial of H.(_), and (_)L denotes the decreasing factorial.

— For the Poincaré polynomial problem, we settled the case of F,,(X) by a simple
closed formula, almost immediate consequence of the i-acyclicity property, while for
the quotients of F,,(X) by finite subgroups of §,,, we use the previous character
formula (9.5.3). As examples, we worked through the cases of the ‘cyclic’ configu-
ration space CF,,(X) := F,,(X)/Cy,, where C,, :={((1,...,m)) C §,,,, and of the
‘unordered’ configuration space BF,,(X) := F,,(X)/8,,. The following equalities
hold whenever X is an i-acyclic space.

PLOOT) Y2

Theorem (5.2.1): Po(F(X))(=T) = T™ ( 2

Theorem (10.2.1):

I S IO

where ¢(_) denotes the Euler’s phi function.

Theorem (10.3.1)

. . e
PL(BE, (X))(-T)= = Z NINZ (gu(f)mﬁ’;e“) |

}\;:(1/‘1 yeeey UMM )

where h) is the cardinal of the set of permutations of §,, whose cycle decomposition
is of type A := (1#1 ... mtm).

— The particularly simple form of the Poincaré polynomial of F,,(X) suggested
a sort of cohomological triviality for the projections 7, : Fpyq(X) — Fo(X) and
consequently, the degeneration of the associated Leray spectral sequences. We show
that this is indeed the case when X is i-acyclic and locally connected (Th. 11.4.9).



A striking fact about i-acyclic spaces is that ‘any’ space M may be realized as a
difference M = Mo M- where both M>( and M, are i-acyclic. This simple
observation leads to the construction of spectral sequences (IE,(U™),,d,) (7.5.2)
converging to Hgm (F,,, (M)) and such that the IE; page only concerns configuration
spaces for i-acyclic spaces. We have (8.10.6-(b)):

E, U™ = @ ind S UgHSM(Fp+1(M>O)) = Hyy(Fn(M)),
rEV(pt1,m) H:xG,

with @ := i—(m—(p+1)) (dp—1) and where Y(p+1,m) is the set of Young dia-
grams of m boxes and p+1 rows, H; C §,,_(,41) and G, C 8,41 are subgroups of
the stabilizer 8. of 7 in §,,, the first acting through the alternate representation o,
the second by permuting coordinates. We call ‘basic’ this spectral sequence. The
construction makes it compatible with pull-backs and allows transfer of the stability
and monotonicity ranks, from the known families {F,,(Mxq) = Fy11(Ms0)}m,
to the general non i-acyclic ones {F,,(M) — F,,11(M)},,. We were able in this
way to extend theorem 8.9.3, and so Church’s theorem, to oriented pseudomani-
folds, in particular, to complex algebraic varieties whether they are smooth on not.

Theorem (8.10.8). Let M be a pseudomanifold, connected oriented of real dimen-
sion dpy > 2. Given a,i € N, the family of representations {8, Hiy (Avy_o M™)}
is monotone and stationary for m > 4i + 4a, if dyy = 2, and for m > 2i + 4a,
if dpr 2 3. The corresponding families of characters and Betti numbers are (hence)
polynomial on the same range of integers.

To conclude, we believe that even if there are many questions still to be settled,
the usefulness of the fundamental complexes as a combinatorial tool to approach
them in the case of i-acyclic spaces, and the usefulness of basic spectral sequences to
permeate the broader context of general pseudomanifolds, should be clear following
this work.

Résumé. Les espaces de configuration « généralisés » d’un espace topologique X
sont les sous-espaces A7, X™ C X™ définis, pour 0 < £ < m, par

A X™ = {(zl7 e Zm) €X™ ’ Card{z1,...,2m} < é} ,
Ay X™M = Agng\ Agglem R Fm(X) =A,,X™M.

Ils sont munis de 'action du groupe symétrique §,, par permutation de coordon-
nées. Notre premiére motivation dans ce travail a été de transposer certaines ques-
tions standard sur les espaces de configuration classiques F,,(X) aux espaces de
configuration généralisés, pour ensuite tenter de les résoudre pour des larges fa-
milles d’espaces a ’aide de méthodes uniformes. Parmi ces questions, les suivantes
ont trouvé des réponses trés complétes pour les coefficients de cohomologie dans un
corps de caractéristique nulle.

— Pour a € N fixé, trouver des bornes de stabilité de représentation et de polynomia-
lité de caractére, au sens de Church-Farb ([3]), de la famille {H (A2y,— ¢ X™) b

— Calculer la formule des caractéres des représentations 8,,:H (A2, X™).

— Calculer le polynéme de Poincaré des quotients de A, _, X" pas des sous-
groupes de §,,. Montrer que, pour a € N fixé, les nombres de Betti de ces espaces
sont donnés un polynoéme « universel » en m et en les nombres de Betti de X.

— Montrer que la suite spectrale de Leray des fibrations entre espaces de configura-
tion dégénérent, notamment celles associées aux projections Fpiq(X) = Fo(X).



Ces questions sont abordées au moyen de ce que nous appelons le « complexe
fondamental de X pour A¢, X" ». Il s’agit d’'un complexe de §,,-modules gradués :

0— H A X™) = 5 H WA X™) = HI (A X™) = H (A X™) =0,

qui a la propriété remarquable d’étre exact lorsque la cohomologie « intérieure » de
X, i.e. de 'image de l’application naturelle H.(X) — H(X), est nulle. Il y a méme
équivalence de ces propriétés si X est une variété topologique orientable (th. 3.2.3).

Nous appelons « i-acyclique » tout espace sans cohomologie intérieure. Les pre-
miers exemples de tels sont les espaces acycliques connexes non compacts, les
groupes de Lie réels connexes non compacts en sont des exemples, et, plus générale-
ment, si X est i-acyclique, tout ouvert U C X, tout quotient X /W par un groupe
fini W, et tout produit cartésien X XY, o Y est quelconque, le sont également.

Une large partie de cet article s’intéresse aux conséquences du fait que le complexe
fondamental est une résolution par 8,,-modules de H.(A¢¢X™). Les questions de
stabilité de représentations, de formules de caractéres, de nombres de Betti, sont
alors susceptibles d’approches récursives. Une autre partie importante est consacrée
a la conception d’une suite spectrale particuliére qui établit un pont entre les espaces
de configuration des espaces i-acycliques et ceux des espaces généraux, ce qui permet
d’entreprendre la généralisation des résultats connus des premiers.

— Pour la stabilité de représentations, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme (8.9.3). Soit X une variété topologique ou une pseudovariété i-acyclique,
connexe orientable et de dimension dx > 2. Pour a,i € N fixés, la famille de représen-
tations {8, : Hiy (Avpm—o X™; k) }m est monotone et stationnaire pour m > 4i + 4a,
sidx =2, et pour m > 2i+4a, si dx > 3. Les familles des caractéres et des nombres
de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

Le théoréme est di a Church ([7]) dans le cas oi X une variété différentielle et
pour la famille {8,, : Hem(Fy (X))} . Notre approche est totalement différente de
celle de Church qui s’appuie sur les travaux de Totaro ([28]) sur la suite spectrale de
Leray associé au plongement F,, (X) < X" lorsque X est une variété différentielle.

— Pour le probléme de la formule des caractéres, nous étendons la formule bien
connue de Macdonald pour la cohomologie des produits cartésiens X™ ([24]), au
cas des espaces de configuration F,, (X).

Théoréme (9.5.3). Soit X un espace i-acyclique. Si a € §,,, on a

XEn () ) =1 T (0 () DTy

ot Xe(Frp) (o, T) := 3 cptr(a: Hi(Fy,)) (=T)%, et ou (1#1,202 . m#im) est le
type de la permutation «, p est la fonction de Mdébius, P.(_) est le polynéme de

Poincaré de H.(_), et (_)Z est la factorielle décroissante.

— Pour le probléme des polynémes de Poincaré, le cas de F,,(X) reléve d’une
formule fermée trés simple conséquence de la i-acyclicité de X, tandis que les cas
plus généraux des quotients de F,, (X)) par des sous-groupes finis de §,,, sont traités
via la formule des caractéres 9.5.3. C’est ainsi que nous traitons le cas de I’espace des
configurations « cycliques » CF,,,(X) := F,,(X)/Cy,, 0u Cy, :=((1,...,m)) C §,,,
et celui des configurations « non ordonnées » BF,,(X) := F,,(X)/8,.



Notons, P.(_) le polynéome de Poincaré de H.(_), ¢(_) la fonction indicatrice
d’Euler, p la fonction de Mobius, et ()~ la factorielle décroissante. Pour tout espace
i-acyclique X, nous prouvons les égalités suivantes.

m

Théoréme (5.2.1) : Pe(Fo(X))(=T) = T™ (W)—
Théoréme (10.2.1) : - . T

S L]
Théoreme (10.3.1) dfm eld

. . e
P.(BF,(X))(-T)= Z NI (%M(Z)PO?T(&T)) |

Ai=(1#1 ... ,mHm)
ou h)y est le cardinal de I’ensemble des permutations de 8,, dont la décomposition
en cycles disjoints est de type A := (141, ... m#tm).

— L’expression simple du polynoéme de Poincaré de F,,(X) suggérait 'existence
d’une forme de trivialité cohomologique des projections 7, : Fyyq(X) = F,(X), et
donc la dégénérescence des suites spectrales de Leray associées. Nous montrons que
c’est en effet le cas lorsque X est i-acyclique et localement connexe (Th. 11.4.9).

Un fait remarquable des espaces i-acycliques est que ‘tout’ espace M peut étre
réalisé comme différence M = Mo M, oit M et M- sont i-acycliques. Cette
observation simple conduit & la construction de suites spectrales (IE,(U™),,d,)
(7.5.2) qui convergent vers Hgm(F,,(M)) et dont la page IE; concerne seulement
des espaces de configuration pour des espaces i-acycliques. Nous avons (8.10.6-(b)) :

E,U™} = P indS o ®HL(Fpi1(Msg)) = Hiy(Fp(M)),
TeY(p+1,m) Hr %Gy

ou @ :=i—(m—(p+1)) (dm—1), Y(p+1,m) est 'ensemble des diagrammes de Young
am boites et p+1 lignes, H; C 8,,,_(,41) et G C 841 sont des sous-groupes du sta-
bilisateur 8. de 7 dans §,,, le premier agissant via la représentation par la signature
o, le second agissant sur F,1(Ms¢) par permutation de coordonnées. Nous appe-
lons ces suites spectrales « basiques ». La construction est compatible aux images-
inverses et permet le transfert des rangs de monotonie et stabilité, déja connus
pour les familles {F,,(Msg) — Fpp1(Mso) }m, au cas des familles non i-acycliques
{Fmn(M) = Fpt1(M)},,. Cest ainsi que nous avons été en mesure de généraliser
le théoréme 8.9.3, et donc aussi celui de Church, aux pseudovariétés orientées, en
particulier, aux variétés algébriques complexes qu’elles soient lisses on non.

Théoréme (8.10.8). Soit M une pseudovariété connexe orientée de dimen-
sion réelle dpy > 2. Pour tout a,i € N fixés, la famille de représentations
{8 Hiy (Avy—o M™)},,, est monotone stationnaire pour m > 4i + 4a, si dyy = 2,
et pour m > 2i + 4a, si dyy > 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti
correspondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

En conclusion, nous pensons que méme s’il reste beaucoup de questions ouvertes,
l’'utilité des complexes fondamentaux en tant qu’outil d’approche combinatoire dans
le cas des espaces i-acycliques, et I'utilité des suites spectrales basiques pour s’in-
filtrer dans le contexte plus large des pseudovariétés générales, devrait étre clair
d’apreés ce travail.
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Notations

0. Introduction

Une des motivations & 'origine de ce travail a été la recherche de larges
classes d’espaces X pour lesquels les nombres de Betti des espaces de configu-
ration Fp,(X) := {(z1,...,2m) € X™ | Card{1,...,2m} =m}, sont dé-
crits par une méme formule fermée ne dépendant que de m et du polynéme

de Poincaré de X.



Pour tout espace X, le produit X xF,,(X) contient F,,;+1(X) comme
sous-espace ouvert. Son complémentaire, le fermé :

Ap (X XFp (X)) = {(x0,21,. .., &m) € XXFpu (X) | 20 € {x1,...,Zm}},
se décompose en réunion disjointe des sous-espaces fermés :
A0,i) (XX Fp (X)) = {(z0, 21, ..., 2m) € XXFp(X) | 20 = 23},
oui=1,...,m, chacun étant homéomorphe a F,,(X). On a donc
He(B (XX F (X)) ~ Ho(Fon (X))
D’autre part, la décomposition ouverte-fermée
XxFp(X)=Fpi1(X) U Ap(XxFp (X)), (©)
donne lieu & la suite exacte longue de cohomologie (1) & support compact
— Ho(Fpy1(X)) == Ho (XX F, (X)) =25 H (A (X xFp (X)) = (%)

dont on déduit aussitot la relation de récurrence entre caractéristiques d’Eu-
ler des cohomologies & support compact Xc(Fp41) = (Xe(X) —m) - X (Fyy,)
dont on déduit 1'égalité

XC(Fm+1(X)) = XC(X)m_Ha

ott (_)2+L désigne la factorielle décroissante (4.1). Mais bien stir, cette égalité

ne nous renseigne pas sur chaque nombre de Betti de F),41(X) séparément,
ce pourquoi il faudrait une certaine forme de scindage de la suite (x). C’est
précisément ce qui arrive lorsque X est un groupe de Lie G réel connexe et
non compact. Dans ce cas, le morphisme de restriction

p: Ho(GXFrn(G)) = He(Am(GxFp(G)))
est toujours nul et la suite courte
0= He(Fn (X)) [~1] = He(Fyns1(X)) = Ho(X) @ Ho(Fn(X)) =0, (1)
extraite de () est exacte. En effet, le morphisme p est somme des restrictions

pi : Ho(GXFp(G)) = He(A0,i) (GXFin(G)))

et l'application ¢; : GXFp,(G) = GXF,,(G), (9,%) — (g - ©;,T), est un
difféeomorphisme qui échange les inclusions :

( GxF,,(G) ) (GXFm(G))
ul — ul 7
A(O,i)(GXFm(G)) s {e}xFn(G)

LA coefficients dans Q pour fixer les idées.




de sorte que chaque p; est nulle, si et seulement si, le morphisme de restriction
H.(GxF,,(G))=H.(G)® H.(F,,,(G)) = Hc({e}) @ F,(G) lest. Or, si G
est connexe non compact, le morphisme H.(G) — H.({e}) est nul.

L’exactitude de (1) donne maintenant la relation de récurrence (?)
Pe(Fpn1(G)(T) = (Pe(G)(T) +mT) - Pe(Fin(G))(T),
dont on déduit I'égalité

PFna(@NT) =[], . (PUG)T) +iT), 1)
et, par dualité de Poincaré,
PEni (@)D =], (P@T)+iTdmE) (if)

qui est le type de formule fermée que nous cherchons.

Bien que lefficacité de cette procédure soit limitée aux espaces non com-
pacts, elle nous a paru suffisamment intéressante pour rechercher une pro-
priété sous-jacente pouvant expliquer le scindage de la suite longue () sans
faire appel a la structure de groupe de X. Cela nous a conduit & nous inté-
resser aux espaces « i-acycliques ».

Les espaces de configuration généralisés. Dans nos recherches nous
avons aussi été guidés par une autre nécessité : celle de trouver un cadre
aussi symétrique que possible pour préserver 'action du groupe des permu-
tations 8, sur les coordonnées de F,,(X), ce qui n’est pas le cas de la dé-
composition (¢). Et cela nous a conduit & introduire les espaces de configu-
ration « généralisés » suivants. On pose, pour 0 < £ < m € N,

A X™ :={(z1,...,2m) € X" | Card{z1,...,Tm} < {},
{ A X" = Ay XN A1 XM, Fp(X) = A, XM,
On a la décomposition ouverte-fermée §,,-stable :
A X™ = A X™ U Agp 1 X™ (00)
et la suite courte de §,,-modules (& priori non exacte)
0— Ho(Agp—1 X™)[—1] = He(AyX™) = H (A X™) — 0, (1)
extraite de la suite longue de cohomologie & support compact associée & (¢0).

Nous disposions ainsi, pour tout espace X, des décompositions (¢) et (¢0)
est des suites courtes (I) et (1) et nous nous sommes demandés, a quelle
condition sur X, peut-on garantir leur exactitude? Le théoréme « de scin-
dage » 3.1.1 y répond par I'implication (A) = (B) des propriétés suivantes.

>On note Pe(M) := 3, dimg H: (M) T" (resp. P(M) =Y, dimg H' (M) T") le
polynoéme de Poincaré pour la cohomologie & support compact (resp. ordinaire) de M.



(A) La cohomologie « intérieure » de X, i.e. 'image de I'application natu-
H relle H.(X) — H(X), est nulle.
(B) Pour tous 0 < ¢ < m, les suites courtes (I) et ({I) sont exactes.

Ces propriétés sont méme équivalentes lorsque X est, de plus, une variété
topologique orientable.

Les espaces i-acycliques. A partir du théoréme de scindage 3.1.1, Particle
va se concentrer sur les espaces vérifiant la propriété (A), que nous avons
appelés « espaces i-acycliques ».

Il existe des familles assez grandes de tels espaces, par exemple :
— Les espaces acycliques (p.e. contractiles) non compacts.

— Les groupes de Lie réels G tels que H?(G) = 0.

— Les quotients des espaces i-acycliques par des groupes finis.

— Les ouverts des espaces i-acycliques.

— Tout produit XxY, o X est i-acyclique et Y est quelconque.

Le complexe fondamental de X pour A¢,X™. Dans la section 3.2.2,
les suites courtes (1) sont concaténées pour construire le complexe de 8-
modules gradués

0— H()[4+1] — - — H(l—1)[-1] = Hc(f) - H (A, X™) — 0

ot 'on a noté H¢(a) := H.(A,X™). Nous I'appelons « le complexe fonda-
mental de X pour A<, X™ », son intérét repose dans I’énoncé suivant.

Théoreme (3.2.3)

a) Les complexes fondamentaux d’un espace i-acyclique sont exacts.

b) Une variété topologique orientable est i-acyclique, si et seulement si, ses
complezxes fondamentaux sont exacts.

La i-acyclicité apparait donc comme trés caractéristique du fait que les
complexes fondamentaux sont des résolutions de 8,,-module de Ho (A<, X™).
De telles résolutions permettent, lorsque H.(X) est de dimension finie, de
réduire la détermination des caractéres et des polynémes de Poincaré de
A<y X™ a ceux des espaces A, X™ pour a < £. Ces résolutions constituent
alors un outil essentiel pour I’étude récursive de propriétés communes aux
espaces de configuration généralisés (on en verra plusieurs exemples), et a
priori aussi pour 1’élaboration d’algorithmes de calcul.

Les polynémes de Poincaré de A, X™ et de A, X™. Les observa-
tions et raisonnements des paragraphes préliminaires, basés sur le scindage
des suites longues de cohomologie, s’appliquent clairement sans modification
lorsque 'espace X est i-acyclique et donnent lieu & 1’énoncé suivant.
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Proposition (5.2.1). Si X est i-acyclique et que H.(X) < 400, le polynome
de Poincaré P.(F,, (X)) est le polynome
m—1 .
Pe(F(X)(T) =[], Pe(X~a)(T) =]]

:)1 Po(X)(T) +i-T.

A partir de 13, le passage de F,, (X) a Ay X™ est assez simple dans la me-
sure ou Ay X™ admet une décomposition ouverte en parties homéomorphes
a Fy(X), indexée par les partitions de l'intervalle [[1,m] en ¢ parties non
vides. La proposition suivante établit alors que P.(A;X™) seul dépend de
P.(X), le lien étant donné par un certain polynéme « universel » de Z[P, T.

Proposition (5.2.5). Si X est i-acyclique et tel que He.(X) < +00, le polynome
de Poincaré P.(A;X™) s’obtient en évaluant en P := P.(X) le polynome
homogéne de degré £ de Z[P,T] :

Qo (P,T) = [Pe(m)| - ][, (P+iT).

Ici, Bo(m) désigne l’ensemble des partitions de [[1,m]] en { parties non vides.
Le nombre |Py(m)| est donné par le nombre de Stirling de seconde espéce :

el = {7} = X050 ()

Le polynome de Poincaré de P.(A«y ) est ensuite obtenu, grace aux com-
plexes fondamentaux, comme somme alternée des P(H. (A X™)[a — ]).

Proposition (5.3.1). Soit X un espace i-acyclique. Le polynéme de Poincaré
Pe(AcpX™) est le polynome homogene de Z[P.(X),T], de degré ¢, donné
par la somme alternée (cf. 2.3.3)

PelBarX™) =30 (1) [P alm)] - Pe(Fr (X)) - T,

Le caractére de H.(A2¢,X™). Pour tout Z C X™ stable sous l’action de
8m et tel que dim H.(Z) < oo, on note X¢(Z;14) le caractére du 8,,-module
Hi(Z,Q). Les résolutions fondamentales donnent aussitot le résultat suivant.
Théoréme (6.3.3). Soit X un espace i-acyclique.
a) Le caractére X (Fp,(X);i) du 8,-module HY(F,, (X)) vérifie
Xe(Fm(X);1) = Xe(X™;8) + Xe(Agm-1 X™34) -
b) Le caractére X (A< X™;4) du 8,y -module H (A<, X™) vérifie
Xe(AggX™5i) = Y > (=1)" Indy" Xe(Fr_o(X);i — a).
0<a<t AEYVy_q(m)

ot YVy(m) désigne ’ensemble des décompositions de m en { entiers positifs
non nuls, et Gy = 8,/8y est le sous-groupe 8,,, X --- x 8, de 8, lorsque
A= (A1, ) = (d o0 dET), auquel cas 8y = Sy, X -+ X8y,
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Le caractére X (A<, X"™) apparait ainsi comme combinaison des caractéres
X¢(Fo(X)) pour a < ¢. D’autre part, le caractére X.(F,(X)) est somme
de X¢(Agca—1X®), avec (donc) a — 1 < £, et de X.(X*) = Xg, (H.(X)®?),
caractére bien connu d’aprés Macdonald (|21]) (¢f. 9.5.4). On a donc tous les
ingrédients pour un algorithme de calcul des caractéres de H.(F,,(X)) et
H.(A2X™), a partir uniquement de la connaissance de X.(X*) pour £ < m.

Cette observation nous & conduit & introduire certains opérateurs d’induc-
tion dans les groupes de Grothendieck des catégories de représentations des
groupes symétriques

LI K (Mod(K[S])) ~ K (Mod(k[S,]))
grace auxquels on a :

Théoréme 6.5.1-(a). Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oc.
a) Pour tout m > € >0 et touti € N, on a

) Xe(Fn(X)i) = 3 O (XX i~ a))

i) Xe(AgX™;d) = I (Zo@d O, (Xe(Xi — a)))
i) Xe(AceX™50) = Y (—1) I b(z et (xc(xf*b*a;i—b—a)))

0<b<t 0<a<t—b

A partir de 14, nous avions deux voies de recherche. Celle de 1’étude de
la polynomialité des familles de caractéres {X(A;,— X", i)}, et celle de
la détermination explicite au moins des caractéres X.(F,,(X)). Nous avons
consacré la section 8 & la premiére question et la section 9 a la seconde.

Les familles de représentation de {8,,: H*(A2m_qX™)}m. Dans les
recherches sur les espaces de configuration, bien de questions se posent pour
des familles dénombrables de tels espaces. Par exemple, le résultat pionnier
d’Arnold (1970 [1]) qui établit que pour i € N, la suite {Betti; (F,,,(C)/8m ) }m
est stationnaire, et, bien plus récemment, celui de Church (2012 [7]) qui
généralise profondément le résultat d’ Arnold et qui montre que ce sont plutot
les multiplicités des composantes irréductibles des représentations dans les
familles {8,,: H (X™)},n et {8 :H! (Fp (X))} qui sont stationnaires (8.4)
lorsque X est une variété différentielle connexe orientable et que dx > 2.

Les complexes fondamentaux sont particuliérement commodes pour abor-
der ces questions de nature qualitative. Ils nous indiquent aussi que la di-
rection & suivre pour les généraliser doit concerner, pour a € N, les familles
d’espaces de configuration généralisés {8,,:A2,,— X" }n. Les cas cités cor-
respondant alors & a = 0. La section 8 est entiérement consacrée & ces ques-
tions. Nous y rappelons la théorie des FI-modules de Church-Frab ([9]) et
nous prouvons la généralisation suivante des résultats de Church (|7]).
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Théoreme (8.9.3). Soit X une pseudovariété i-acyclique, connexe orientable
et de dimension dx > 2. Pour a,i € N fizés, la famille de représentations
{8 Hiy (A2p—a X™) }on est stable pour m > 4i, si dx =2, et pour m > 2i, si
dx > 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti correspondantes
sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

Pour y parvenir, nous avons di introduire certains foncteurs d’induction
(ou de décalage) dans la catégorie de FI-modules qui sont des généralisations
naturelles des foncteurs Indz.’:, déja signalés dans 6.3.3-(b). Ces foncteurs
ont prise sur les liens qui relient les termes des familles de représentations
{8m:He(Am—aX™) b et {Sm—q : He(Frm—a(X))}m—q- lls sont introduits et
étudiés dans la section 8.7. Pour toute décomposition A - 2a comportant a
termes non nuls, on défini le foncteur

Ind) : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI]).,,

qui associe & une famille de 8,,_g,-modules une famille de §,,-modules. On
définit ensuite le foncteur

I*:= ) Ind\(_)>2q : Mod(K[FT]) ~ Mod(k[FI]).,,

dont la propriété fondamentale est que lorsqu’il est appliqué & la famille
{8m-a : He(Frm—a(X))}m—q, il donne la famille {S,, : Hc(Apn—aX™)}m-
Mais ce qui est vraiment important & comprendre, c’est la maniére dont ce
foncteur modifie le « rang de monotonie et stabilité » (8.4) d'une famille
de représentations V := {8,,:Vi, }m, grosso modo, le plus grand intervalle
[V,4o00]] € NU {400} sur lequel les multiplicités des composantes irréduc-
tibles de V;,, sont constantes au sens de Church-Farb. On note rang,(V) la
borne inférieure d’un tel intervalle. Notre principal résultat dans cette direc-
tion est le suivant.

Théoréme (8.7.9)

a) Le foncteur I :Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI]).,, est covariant, additif, ezact.

b) Si V est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module I*(V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a,2a).

c) Ona rang,,, (I* V) < sup(rang,,(V),a) + [A| + a.

Le théoréme 8.9.3 du paragraphe précédent, en est le corollaire premier.

Suites spectrales basiques. Dans le but d’étendre le théoréme 8.9.3 des
espaces i-acycliques aux espaces généraux, nous avons introduit « les suites
spectrales basiques ». Le chapitre 7 leur est consacré. Associée a un espace
localement compact de dimension finie M, elle converge vers Hpy (Fy, (M))
et a la propriété remarquable de ne faire intervenir que des espaces de confi-
guration associés a ’espace M~ := M xR clairement ¢-acyclique.
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Théoréme (7.5.2, 8.10.6-(b)). Soit M une pseudovariété orientée de dimen-
sion dpyr. La suite spectrale IE,(U™) converge, en tant que suite spectrale
de complexes de S,,-modules, vers le 8,,-module bi-gradué associé au S,,-
module gradué Hgu(Fp,(M))[1 —m].

Pourt e Z, on a :

EoU™)}! = €D ind®r o0 HR,(Fpi1(M=0) = Hyw (Fn(M)) |,
TeY(p+1,m) T

avec qg=i+(m—(p+1)), Q = i—(m—(p+1)) (dp—1), et ow Y(p+1,m) est
’ensemble des diagrammes de Young a m boites et p+1 lignes, Hy C 8,,,_(p41)
et Gr C 8,11 sont des sous-groupes du stabilisateur 8 de T dans 8,,, le pre-
mier agissant par la représentation par la signature o, le second par permu-
tation des coordonnées sur Fp1(Msp).

Une propriété remarquable de ces suites spectrales est qu’elles sont compa-
tibles aux morphisme d’image-inverse (7.7.1), ce qui nous a permis de géné-
raliser le théoréme 8.9.3, et donc celui de Church, aux pseudovariétés orien-
tées, en particulier, aux variétés algébriques complexes.

Théoréme (8.10.8). Soit M une pseudovariété conneze orientée de dimension
dyt = 2. Pour a,i € N fizés, la famille {8y, :Hi\ (Avp_o M™) Y} est stable
pour m = 4i+4a, si dx =2, et pour m = 2i +4a, si dx > 3. Les familles des
caractéres et des nombres de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales
sur les mémes intervalles.

Le calcul explicite du caractére de H.(Fy,(X)). Dans la section 9,
nous suivons la démarche de Macdonald ([24]) et introduisons la « série des
caractéres » de Z C X™ en posant, pour tout o € §,,,,

Xe(Z)(a,T) =) Z(—l)itr(a:Hé(Z))Ti,

i€
et nous menons a terme le calcul des séries X (Fp,(X))(o, T).

Théoreme (9.5.3). Soit X un espace i-acyclique. Pour o € 8, on a

gl) XC(X)(l,Te))M7

Xe(Fn (X)) (e, T) =T™ Hd“d(2“< dTe
d=1

e|ld

(&

ou (1F1,2M2 . m#tm) est le type de la permutation o, ot p est la fonction
de Mobius et o (_)L est la factorielle décroissante (cf. 4.1).

Les polynémes de Poincaré des espaces quotients Fp,(X)/H. Le
théoréme 9.5.3 s’applique aussitot pour donner les dimensions des sous-
espaces invariants H'(F,,(X))H, quel que soit le sous-groupe H C §,,. Les
polynémes de Poincaré des quotients F,,,(X)/H en résultent.
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La section 10 illustre le procédé en déterminant le polynéme de Poincaré de
Pespace des configurations « cycliques » CF,(X) := F,,(X)/Cy, ot Cy, :=
((1,...,m)) C 8, et celui de I'espace des configurations « non ordonnées »

BF,,(X) := Fpu(X) /8

Pour X i-acyclique, on a les égalités :

— Théoréme (10.2.1) :

Pe(CF) Zqﬁ dm/d(zu(d/e)W)M.
d\m eld

— Théoréme (10.3.1)

PBR () -T)= T Y TT e () )

A= (1#1 .,mHhm) eld

ou hy est le cardinal de I'ensemble des permutations de §,, dont la
décomposition en cycles disjoints est de type X\ := (1#1, ... m#tm).

La dégénérescence des suites spectrales de Leray. Pour 1 < a,b € N,
nous notons m, : X% — X la projection sur les a derniéres coordonnées.
L’application 7, : Fyiq(X) — Fo(X) est une fibration (3) de fibres de la
forme X\ a ou a désigne un sous-ensemble de X de cardinal a.

Lorsque X est i-acyclique et que H¢(X) < +00, 'expression du polynéme
de Poincaré dans 5.2.1 montre que l'on a

Pe(Fota(X)) = Pe(Fo(X)) - Po(Fp(X~ a)),
ce qui suggére une certaine forme de trivialité cohomologique pour la fibra-
tion m,. C’est en effet le cas et c’est le sujet de la section 11.

Notons, plus généralement, pour 0 < a < £ < m € N, par A[?aéXm I'ouvert
des m-uplets de A7, X"™ dont les derniéres a coordonnées sont deux a deux
distinctes, i.e. posons

A%Xm = Ay X™N (Xm_aXFa(X)) )

ot ? € {=, <}. L'application 7, : Alf) X" — F,(X) est alors une fibration. La
section 11.4 est consacrée a I’étude des suites spectrales de Leray associées
a mg. Cela nous a emmené & nous intéresser également a la cohomologie &
support mg,-propre que nous notons Hﬂg(A[;]Xm), et aussi aux faisceaux de
cohomologie & support m,-propre :

m(AGX™) = R T (kg x0)

Le principal résultat concernant ces faisceaux est le suivant.

3Localement triviale si X est une variété topologique
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Théoréme (11.3.2-(c)). St X i-acyclique localement connexe, les faisceaus
i

L (A X™) sont constants sur les composantes connezes de Fo(X).

A partir de la, I'étude des suites spectrales de Leray pour les cohomolo-
gies Ho(AY)X™) et Hyp(A§)X™) se simplifie et nous montrons le théoréme
suivant qui termine ’article.

Théoréme (11.4.9). Soient a < £ < m € N. Soit X un espace i-acyclique
localement connexe. Notons

(B (A X™)e,dy) et (B (A X™)n,dy) (IE,).

les suites spectrales de Leray associées a la fibration m, : A%Xm — Fo(X)
qui convergent respectivement vers Ho (A X™) et Hq (A5 X™). Alors, les

termes IBo (A X™) sont les somme directes :

{®CEHOU ESI(CAY) ). = HY(C) @ H(Fe) = HET(AY) )
Bocn,v ES(CAY, )m = HP(C) ® HI(Fo) = HE™M(AF )

ot C désigne une composante connexe de F,(X) et ou Fo désigne une fibre
de 7o au-dessus de C. De plus, les suites spectrales (IE,) sont dégénérées.

Exemples et contrexemples d’espaces t-acycliques. L’appendice 12
donne des exemples d’espaces i-acycliques et des contrexemples pour cer-
taines propriétés qu’on aurait souhaité avoir mais qui ne sont pas vraies.

1. Espaces i-acycliques

1.1. Généralités sur les espaces topologiques considérés

Dans ce travail, on entend par espace topologique tout espace X, Y, Z, ...,
métrisable, localement compact et dénombrable a l'infini. De tels espaces
sont alors & base dénombrable, séparables et (totalement) paracompacts.
Tout fermé et tout ouvert de X est alors également métrisable, localement
compact et dénombrable & 'infini. Les pseudovariétés (dénombrables a I'in-
fini) constituent une large famille d’exemples de tels espaces.

1.1.1. Cohomologies. On désignera par k£ un corps de caractéristique ar-
bitraire sauf mention explicite du contraire. On note ky le faisceau constant
sur X de fibre k, puis Mod(ky ) la catégorie des faisceaux de k-espaces vec-
toriels sur X. Les espaces de cohomologie respectivement : ordinaire, & sup-
port compact et a support dans une partie localement fermée Z C X, no-
tés H(X; k), Ho(X; k), et Hz(X, k), sont les foncteurs dérivés des foncteurs
I'(X;_ ), I'(X; ), I'z(X;_) : Mod(ky ) — Vec(k) de sections globales res-
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pectivement & support : arbitraire, compact et dans Z. On a donc
HY (X3 k) = R'T(X;ky), HU{X;k):=RT.(X;ky),
Hy(X; k) = R'T'7(X; ky) -

1.1.2. Résolution #-molle canonique. La résolution du faisceau constant
k deréférence sera celle des faisceaux de « germes de cochaines d’Alexander-

Spanier » (*), noté (A®*(X; k), d.). Les faisceaux A'(X; k) sont $-mous pour
toute famille paracompactifiante @ (loc.cit.), ils sont donc I'(X, _), I[(X; _)
et I'z(X, _)-acycliques. Le complexe des cochaines d’Alexander-Spanier

0 ky = A%(X: k) 25 AN (X k)
est une résolution @-molle de ky et 'on a
HY(X;k) = h'(D(X3 A%(X3 k), He(Xsk) o= W' (L(X3 A%(X3 k)
Hy(X;k) = h'(Iz(X; A% (X3 ) -

1.1.3. Notons (K(X), C) la famille des parties compactes K C X munie de
l'ordre d’inclusion. Le morphisme naturel en homologie singuliére

li_m> KGK(X)H*(K; k) — H.(X,k)
est un isomorphisme et induit (par dualité vectorielle) 'isomorphisme de
cohomologies ordinaires
H* (X, k) — <h_m rexox)H (K k),
qui fait correspondre a une classe de cohomologie w € H*(X, k) la famille
de ses restrictions {w|, € H*(K,k)} ke (x)-

De maniére duale, nous disposons pour chaque K € K(X) d’un mor-
phisme naturel en cohomologie Hj (X, k) — H} (X, k). La limite inductive
de ces morphismes h_m>KeIC(X,k)H;<(X) — H¥(X, k) est alors aussi un iso-

morphisme.

1.1.4. Suite exacte longue de cohomologies 4 support compact. Si
X = U U Z est une partition ouverte-fermée, dont on note j: U — X et
i : Z — X les inclusions, on dispose de la suite longue de cohomologie a
support compact

Ho(U) 2 Ho(X) -~ Ho(Z)—

ou ji désigne le « prolongement par zéro » et i* la « restriction ».

4[18], §2.5, exemple 2.5.2, p. 134, puis §3.7, exemple 3.7.1, p. 157.
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1.1.5. Isomorphismes de Kiinneth. Sip: XxXY - X et ¢: XxY - Y
sont les projections canoniques, les morphismes

®:AYX; k) @ AY(Y; k) = A"TN(X <Y k)

induits par le cup-produit de cochaines K: a® 8+ a® S := p*(a)Uq¢*(B) (°)
induisent des isomorphismes gradués (°)

H(XXY)~H(X)® H(Y) et H(XxY)~ H.(X)® H,(Y).

Le cup-produit en cohomologie résulte alors du morphisme de restriction
a la diagonale, soit des composées

K %

U: HX)® HX) — H(XxX) % H(Ax)

X

U Ho(X) ® Ho(X) -2 H(XxX) X5 H.(Ax)

1.2. Espaces i-acycliques et U-acycliques
1.2.1. i-acyclicité. Pour tout espace X, on notera ex : H.(X) — H(X) le
morphisme induit par Uinclusion I.(X;_) C I'(X;_). L’image de ex dans

H(X), notée H\(X), est « la cohomologie intérieure de X », on pose donc
H\(X) :=im (ex : H(X) = H(X)) .
On dira que X est « i-acyclique » lorsque Hy(X) = 0.

1.2.2. (Totale) U-acyclicité. Le plongement diagonal dx : Ax — X xX
induit des morphismes de restriction rendant commutatif le diagramme :

6*
Ho(X) ® Ho(X) —— Ho(XxX) — He(Ax)
\ \ \
ex Rex EX XX €Ay
+ - + 5% +
H(X)® H(X) —— H(XxX) —— H.(Ax)

On dira que X est « U-acyclique » lorsque 6% : Ho(XxX) — Hc.(Ax)
est nul, autrement dit, lorsque le cup-produit U : H.(X) ® H.(X) — H.(X)
est nul. Plus généralement, X sera dit « totalement U-acyclique » lorsque le
cup-produit U: H.(X) ® H.(U) — H(U) est nul pour tout ouvert U C X.

5 Mutatis mutandis dans le cas des variétés différentiables en remplacant A par le
faisceau des formes différentielles Q et le cup-produit U par le produit extérieur de formes
différentielles A. a

51’isomorphisme de Kiinneth en cohomologie ordinaire exige une hypothése de finitude
de cohomologie sur I'un des deux espaces.
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1.2.3. Premiéres propriétés d’espaces i-acycliques

Les conditions d’acyclicité ci-dessus sont des conditions de non compacité
pour les espace topologiques, aussi, leur étude nous place d’emblée dans un
cadre complémentaire de celui des espaces compacts.

1.2.4. Proposition

a) Un espace contractile non compact est i-acyclique.
) i-acyclique= totalement U-acyclique.
)
)

o

Sur une variété topologique orientable, i-acyclique < U-acyclique (7).

Sur une variété topologique orientable dimension n, la dualité de Poincaré

induit une dualité entre HF (X) et H!”_k(X).

e) Un ouwvert U d’un espace i-acyclique X, est i-acyclique. Et de méme en
remplacant i-acyclique par totalement U-acyclique.

f) Un produit cartésien X XY est i-acyclique si et seulement si 'un des

facteurs l’est.

O

d

Démonstration. (a) Comme X est contractile, H*(X) = 0 pour i > 0 et
comme X est connexe non-compacte H2 (X ) =0, dans tous les cas H{(X) =0.
(b) Siw et w sont des cocycles a support compact d’un espace i-acyclique,
on a w = da pour une certaine cochaine a (& support fermé), mais alors
wUw =daUw =d(aUw) ot aUw est clairement & support compact.

(c) Supposons que pour w € H.(X) on ait ex(w) # 0. Il existe alors, par
dualité de Poincaré, une classe w € H.(X) telle que [ x wUw =1, mais alors
wUw # 0 dans H.(X) et X n’est pas U-acyclique.

(d) Les classes de Hf(X) sont celles de H¥(X) qui peuvent étre représen-
tées par un cocycle A support compact dans X. Maintenant, si exw € H, !k (X)
est non nulle, il existe w € HP%(X) telle que [y ex(w) U@ = 1. L’accou-
plement [y : HF(X)xH]" ¥(X) — k est donc parfait.

(e) Résulte du fait que ey : H.(U) — H(U) est la composée de

H.(U) v H(U)

H(U)—— H.(X) =+ H(X) —— H(U)

ol 7 désigne le prolongement par zéro et r est le morphisme de restriction.

(f) La condition est suffisante d’aprés le factorisation de Kiinneth :

H.(XxY) exxy— H(XXY)
| Tr
Ho(X)® Ho(Y) Z2Y, (X)) @ H(Y)

ot k(o ® B) = px () Upi (B). La nécessité résulte de Uinjectivité de k. O

"Voir 12.10, p. 155, pour un contrexemple si la variété n’est pas orientable.
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1.3. Caractérisations de la i-acyclicité
1.3.1. Théoréme. Pour un espace X, il y a équivalence entre
a) X esti-acyclique.

b) Pour tout espace Y et toute application continue f:Y — X, le mor-
phisme image-inverse f* : Ho(X) — H(Y) est nul.

c) Pour tout espace compact K et toute application continue f: K — X, le
morphisme image-inverse f* : Ho(X) — H(K) est nul.

d) Etant donnés Z et Y et une application continue f : Z — XxY, notons
p2: XXY =Y, (z,m)—m, et fa:=poo f. Soit j: V=Y un plonge-
ment ouvert, notons fy: f=1(V) — V la restriction de fz, et considérons
le diagramme commutatif suivant

V) s Z —r> XY
~
13 f2 D2
N
o Ve—j—Y.
Alors, si f et f5 sont propres et si ji:H.(V)—H.(Y) est surjective, on a
(f*: Ho(XxY)— He(Z)) =0.

Démonstration. (a<>b) Evident. (a<>c) Le morphisme f* : Ho(X) — H(K)
se factorise & travers ex puisque 'on a le diagramme commutatif
H.(X)—f~ H.(K)
x| o

H(X)—f— H(K)

L’implication a=c en résulte. Réciproquement, soit ((X), C) 'ensemble des
parties compactes de X, ordonné par inclusion. La famille des morphismes

H(X) —=% 5 H(X) BN H(K)

avec K € K(X) induit alors un morphisme sur la limite projective
lim (_)|
Ho(X) —* 5 H(X) ——F
dont la composée est nulle lorsque (b) est vérifié. L’espace X est donc i-
acyclique puisque le morphisme <1i_m(7)\ K est bijectif.

(a=d) Soient p; : XxY — X la projection canonique et fi := p; o f.
Pour prouver (d), il suffit, par Kiinneth, de montrer que pour tous cocycles
a support compact w € Z.(X) et w € Z.(Y), le cocycle

fiwU fowe Z.(2). (%)

est la différentielle d’une cochaine a support compact de Z.

20



Or, il existe par hypothése 7 € Z.(V) qui représente w dans H.(Y). On
peut donc remplacer dans (x) fyw par f57, et affirmer que f57 est & support
compact dans f, *(V) donc dans Z.

Cela étant, comme X est i-acyclique, on a ffw = da pour une certaine
cochaine o de Z (& support non nécessairement compact), et alors

flwU fam = d(aU f37),
ot U f57 est une cochaine & support compact de Z puisqu’il en est ainsi

de fi7. Par conséquent, f*(w® w) =0 € H.(Z).
(d=-c) Dans (d), on prend Z compact, Y := {pt} et V:=Y. O

1.3.2. Complémentaires des parties finies dans un espace i-acyclique
Pour a € N, la notation « X ~\ a » sera un raccourci pour « X privé de a
points ». On prendra garde du fait que s’il est vrai que lorsque X est une va-
riété topologique connexe de dimension > 1, le groupe d’homéomorphismes
agit a-transitivement (quel que soit a € N) et donc que le type d’homéomor-
phie de X ~ a est uniquement déterminé, au dela de ce cas, on ne peut pas
dire grand chose de I’espace X ~ a. Cependant, si H)(X) = 0, p.e. si X est
i-acyclique, la suite

0 —— H(F)[-1] — H (X~ F) —— H.(X) ——0
est exacte pour tout F' C X fini (1.3.1-(c)) et la famille
{Bettic; (X~ F) ‘ i € N} seul dépend de #F.

On a encore mieux. Lorsque X est en plus connexe et localement connexe,

les groupes Hco (X~ {x1,...,24}) avec x; # x; sont largement isomorphes.
L’idée est la suivante. Notons X la famille des compacts connexes de X.

Pour tous z € Z € K(z1,y1), on dispose du morphismes de suites courtes

0—— H(Z)[-1]| — H(X~Z) —— H.(X) ——0

| g H

0 —— He(2)[=1] —— He(X~ 2) —— Ho(X) —— 0

Lorsque X est i-acyclique, les lignes de ce diagramme sont exactes (1.3.1-
(c)). Le morphisme p est alors un isomorphisme en degrés i < 1 et induit
pour ¢ > 2 un isomorphisme canonique :

HI(X~2) =
HU(2)

H{ (X~ 2)

Cette construction est naturelle par rapport a la I'inclusion de compacts et
les hypothéses de connexité en cours font que K est un systéme inductif fil-
trant dont la réunion recouvre X tout entier. On en déduit un isomorphisme
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canonique ‘
1 ~ .
im HC(X\Z) — HY(X~z),
o 7ZeX Hé_l (Z) ¢

quel que soit € X. L’énoncé suivant découle par un raisonnement inductif.

1.3.3. Proposition. Soit X i-acyclique localement connexe. Etant données
deuz familles T = {z1,..., 2}, ¥ :={Y1,...,Ya} d’éléments deux & deux
distincts de X, telle qu’il existe une famille de compacts connexes deux & deux
disjoints {KZ ) {xi,yi}}i:h“,a (8), il existe un isomorphisme canonique

Ho(X~7) = Ho (X~ 7).

1.3.4. Commentaire. Prendre garde du fait que, & priori, 'isomorphisme
de 1.3.3 dépend de l'ordre des éléments des familles Z, 3. On verra plus tard
dans quel degré cette dépendance peut davantage étre précisée (11.3.3).

2. Espaces de configuration généralisés
2.1. Définitions et notations

Nous rappelons des notations habituelles et introduisons d’autres nouvelles.

N-1) Pour tout £ € N et pour tout sous-ensemble Z C X™, on note

AgZ :={(z1,...,2m) € Z| Card{21,...,2m} <},
AN Z ={(z1,...,2m) € Z | Card{z1,...,2m} = {},
On désignera par Ay I'un quelconque de ces opérateurs.

Sim>0onaApX™=0;si0=¢=monaAypX"={e};sil<0on
2 . . A
a A2y X' = (), mais on évitera ces cas extrémes.

N-2) A2, X™ et méme As, remplacera la notation Ay X™.

N-3) L’« espace des configurations (ordonnées) de n éléments de X », tra-
ditionnellement noté F,,(X) est :

F(X):=A,X", sim>0,
{FO(X) = {pt}.
N-4) Pour Z C X™, et 0 < a € N, on note
7% = Z N (X" % F, (X))
={(z1,...,2m) € Z | Card{zm—g+1,---,2m} =1}.

8 Par exemple, s'il existe un chemin reliant Z & 5 dans Fo(X) (cf 2.1-(N-3)) dont les
brins sont deux & deux disjoins, condition dont on pourra se dispenser (11.3.3).
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N-5) Pour 0 < a < m € N, on note
e = X" — X%, (resp. pp = X™ — X%)

la projection sur les a derniéres coordonnées 7, (%) := (Tm—qt1s---,Tm)
(resp. les a premiéres coordonnées m, (%) := (z1,...,%,)) . Les restrictions
de m, seront notées par abus de la méme maniére, par exemple dans
I’écriture, pour tout Z C X,

g 2 Z9 — Fo(X).

2.1.1. Terminologie et conventions. Les espaces que nous venons d’intro-
duire seront génériquement appelés espaces de configuration (ordonnées) gé-
néralisés. Plus spécifiquement, I’ensemble A<yZ pourra éventuellement étre
appelé espace des configurations dans Z de cardinal majoré par £, et de ma-
niére analogue pour tous les autres.

2.1.2. Topologie. Lorsque X est un espace topologique, X" est muni de la
topologie produit et toute partie Z C X™ est munie de la topologie induite.
Pour tous £, m € N, et pour tout Z C X™, 'espace A<, Z admet la décompo-
sition ouverte-fermée AyZ = AyZ U Acy_1Z, d'ou, la suite exacte longue
de cohomologie a support compact

o> HY(AyZ) — H (AuZ) - H (Acp 1 Z) — -+ .

2.2. Fibrations des espaces de configuration généralisés

La proposition suivante généralise celle de Fadell et Neuwirth (|13]) pour
Papplication 7, : Fpi(X) — Fo(X).

2.2.1. Proposition. Si X une variété topologique et a < € < m, Uapplication
To t A X™ — Fo(X)
est une fibration localement triviale.

Démonstration. Soit G le groupe des homéomorphismes ¢ : X — X dont le
support |¢| := {x € X | ¢(x) # z} est compact. Soit dx : XxX — R une
distance. Munissons G de la distance dg(¢, ¢') = sup,cx dx (é(x), ¢’ (x)).
Le groupe G, muni de la topologie associée a dg, est un groupe topologique
et pour chaque x € X, I'application d’évaluation

evy : G X, ¢ o)

est continue.

Pour z € F,, notons IB(Z, €) le produit des boules ouvertes [[7_; IB(x;, €).
Pour € > 0 assez petit, on a IB(Z,€) C F, et Papplication [[evy, : G — F,
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admet des sections locales continues o : IB(T,¢) — G, soit
@@ =7, B9 G LF
owy)r) =1y, z,€ a

L’application =
(@) — 7, ((B(T,e) < ALX™,
yxw — oy ()

avec W = (T, Taq1,---,Tm) et o()(w) = (¥,0®)(®at1),---,0(7)(zm)) est
alors un homéomorphisme et une trivialisation de 7, au-dessus de IB(Z,¢).

De maniére entiérement analogue, 'application
B(E,G)Xﬂ'cjl(f)—>7T;1(B(f76)) - Fb+a(X)7
yxw —  o(y)(w)

est une trivialisation locale de 7,. La fibre 7, 1(Z) est canoniquement ho-
méomorphe au sous-espace Fy(X~ {x1,...,2,}) C X°. O

2.2.2. Remarque a propos des fibres de m,. Si X est une variété topolo-
gique connexe de dimension > 1, il existe des homéomorphismes ¢ : X — X
tels que ¢(Z) = 7 de sorte que ¢(m;1(Z)) = 7, 1(y), et les fibres de m, :
A@Xm — F, sont alors deux a deux homéomorphes (cf. 1.3.2). Par contre,
si X n’est pas connexe, cette propriété peut étre en défaut. Par exemple,
si X = U U V est une réunion disjointe d’ouverts non vides, les fibres de
my 1 F3(X) = Fo(X) en (z,y) € F2(X) sont de la forme :

UMz,y}uV, UuV\{z,y}, U\{z}UV\{y}

suivant que (z,y € U), que (z,y € V), ouque (r € U ety € V).

Il est facile de trouver des exemples pour U et V tels que, non seulement
il n’y a pas d’homéomorphisme entre ces trois types de fibres, mais il n’y
a pas, non plus, d’isomorphisme entre leurs cohomologies. Lorsque X est i-
acyclique de type fini (%), il y a une légére amélioration, puisque, on verra, les
nombres de Betti des fibres sont constants (cf. 5.1.4). Par exemple, si U = R?
et V.=Rx! ona H,(m; ! (u,v)) = k(0)? ® k(1)? quel que soit (u,v), mais,
malgré cela, les algébres de cohomologie ne sont toujours pas isomorphes.
Dans cet exemple, on a

E[X,Y]  k[Z
H(U\{u,v})@H(V)Z()[(’Y); (é)l
_ k[X,Y, Z]
H(U)@H(V\{u,v})—k@m

et 'on remarque que dans la premiére Annulyo (H') = 0, tandis que dans la
seconde Annulyo(H') = k- (1,0).

9On dira que X est de type fini lorsque H.(X) et H(X) sont de dimension finie.
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Tout ceci indique que méme dans le cas ott X est une variété topologique
i-acyclique, les faisceaux localement constants :

{ (AR X™) = Rimy Epe) xm

Hi(A[;léXm) = R ﬁ&,“gxrn

de fibres respectives H.(m,'Z) et H(m, 'Z), ont peu de chances d’étre des
faisceaux constants sur Fo(X). A ce sujet, on verra dans la section 11.3,
consacrée a leur étude, que ces faisceaux sont cependant constants sur toute
composante connexe de Fy(X) (cf. th. 11.3.2-(c)).

2.3. Sous-espaces Fy(X) et d