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Abstract. The generalized configuration spaces of a topological space X are the
subspaces A7, X™ C X™ defined, for all £ < m, as:

A X™ = {(ml,...,xm) eXxm ’ Card{z1,...,zm} Sﬁ},
Ang = Ag@Xm\ Agg,le R Fm(X> = Ame .

They are endowed with the action of the symmetric group 8,, permuting coordi-
nates. Our first motivation in this work was to transpose standard problems on
classical configuration spaces F,,(X) to the generalized ones and to try to solve
them for large families of spaces using uniform methods. Among the questions we
considered, the following had quite complete answers with cohomology coefficients
in zero characteristic fields.

— Given a € N, find lower bounds for the representation stability and character poly-
nomiality, in the Church-Farb sense ([8]), of the family {8,,: H(A2n—aX™)}m.

— Find closed formulas for the character of the representation 8,,:H (A2, X™).

— Compute the Poincaré polynomial of the quotients of A9, _,X™ by finite sub-
groups of 8,,. Show that, for fixed a € N the Betti numbers of these spaces are
given by ‘universal’ polynomials on m and the Betti numbers of X.

— Prove the degeneracy of the Leray spectral sequences for usual maps between gen-
eralized configuration spaces, e.g. the canonical projections Fp,(X) — Fq(X).

In our approach to these problems, we used what we call ‘the fundamental com-
plex of X for A¢,X™’. This is a particular complex of graded 8,,-modules

0— H A X™) - 5 H YA X™) = HY (A X™) = H (A X™) =0,

having the remarkable property of being exact whenever the ‘interior’ cohomology
of X, i.e. the image of the natural map H.(X) — H(X), vanishes. Moreover, these
properties are equivalent when X is an oriented topological manifold (th. 3.2.3).

We call ‘i-acyclic’ any space with null interior cohomology. First examples of such
are given by non-compact acyclic spaces, non-compact connected real Lie groups,
and, more generally, if X is i-acyclic, by every open subset U C X, every quotient
X /W by a finite group W, and every cartesian product X xY for arbitrary Y.

An important part of this article is about what follows the fact that the funda-
mental complex is an §8,,-module resolution for H.(A<,X™), and thereafter, that
questions about representation stability, character formulas and Betti numbers,
may be tracked through recursive methods. Another important part, is devoted to
the design of a special spectral sequence that creates a bridge from configuration
spaces of i-acyclic spaces to general ones, allowing to consider the generalisation of
known results of the first.

(*) Université Paris Diderot-Paris 7, IMJ-PRG, CNRS, Batiment Sophie Germain, bureau
608, Case 7012, 75205. Paris Cedex 13, France. Contact : alberto.arabia@imj-prg.fr.



— For the representation stability problem, we prove the following theorem.

Theorem (8.8.4). Let X be an i-acyclic pseudomanifold, connected oriented of di-
mension dx > 2. For a,i € N, the family of representations {8, : Hiy (A2 —a X™)}
is stationary for m > 4i, if dx = 2, and for m > 2i, if dx > 3. The corresponding
families of characters and Betti numbers are (hence) polynomial within the same
range of integers.

The theorem was first proved by Church ([7]) in the case of a smooth manifold
X and for the family {8,, : Hsm(Fm (X))} Our methods are completely different
from those of Church, who relies on the work of Totaro ([28]) on the Leray spectral
sequence associated to the embedding F,, (X) < X™.

— For the character formula problem, we generalize Macdonald’s well-known formula
for the cohomology of the cartesian product X™ ([24]), to the case of the usual
configuration space F,, (X).

Theorem (9.5.3). Let X be an i-acyclic space. If a € §,,, we have

KB () ) =1 T e (3 0) Py

dTe
where Xo(Fp ) (o, T) := Y,y tr(a: Hi(Fp,)) (=T)*, and where (141,202 . mHm)
is the type of the permutation «, p is the Mdbius function, P.(_) is the Poincaré

polynomial of H.(_), and (_)L denotes the decreasing factorial.

’
€

— For the Poincaré polynomial problem, we settled the case of F,,(X) by a simple
closed formula, almost immediate consequence of the i-acyclicity property, while for
the quotients of F,,(X) by finite subgroups of 8,,,, we use the previous character
formula (9.5.3). As examples, we worked through the cases of the ‘cyclic’ configu-
ration space CF,,(X) := F,,,(X)/Cy,, where C,, :=={((1,...,m)) C §,,, and of the
‘unordered’ configuration space BF,, (X) := F,,(X)/8,,. The following equalities
hold whenever X is an i-acyclic space.

Theorem (5.2.1): Pe(Fp (X))(=T) =T™ (W)ﬂ

Theorem (10.2.1):

Pe(CF,)(~T) = % S, DY M(%) %)M |

where ¢(_) denotes the Euler’s phi function.

Theorem (10.3.1)
" . Cm
PL(BE,(X)(-T)= z NINRZ (Zu(f)m?}e“) |

eld

where h), is the cardinal of the set of permutations of 8,, whose cycle decomposition
is of type A := (1#1 ... mtm).

— The particularly simple form of the Poincaré polynomial of F,,(X) suggested
a sort of cohomological triviality for the projections 7, : Fpiq(X) — Fo(X) and
consequently, the degeneration of the associated Leray spectral sequences. We show
that this is indeed the case if X is a topological i-acyclic manifold (Th. 11.4.9).



A striking characteristic of i-acyclic spaces is that ‘any’ space M may be realized
as a difference M = M3~ M-, where both M>, and M, are i-acyclic. This
simple observation leads to the construction of spectral sequences (E,(U™),,d,)
(7.5.2) converging to Hpm(F,,(M)) and such that the JE; page only concerns con-
figuration spaces for i-acyclic spaces. We have (8.9.6-(b)):

E, U™ = @ ind S UlZHBQM(FP"Fl(M>O)) = Hiy (Fp (M),
reV(p+1,m) H:xG,

where Y(p+1,m) is the set of Young diagrams of m boxes and p+1 rows and
H; C 8—(p+1) and G, C 8,11 are subgroups of the stabilizer 8; of 7 in 8,,. The
groupe G, acts on Fp41(Ms() by permuting coordinates, and o is the alternate
representation of H,. We call ‘basic’ this spectral sequence. The construction makes
it compatible with pull-backs and allows transfer of the stability and monotonicity
ranks, already known for the families {F,,,(Mx¢) — Fy41(Ms0) }m, to the general
non j-acyclic families {F,, (M) — F,,+1(M)},,. We were able in this way to extend
Church’s theorem, from differential manifolds to pseudomanifolds, in particular, to
complex algebraic varieties whether they are smooth on not.

Theorem (8.9.8). Let M be a pseudomanifold, connected oriented of real dimension
dy > 2. Giveni €N, the family of representations { 8, : Hiy (F,, (M)} is stationary
for m > 4i, if dpg = 2, and for m > 2i, if dyy > 3. The corresponding families of
characters and Betti numbers are (hence) polynomial on the same range of integers.

To conclude, we believe that even if there are many questions still to be settled,
the usefulness of the fundamental complexes as a combinatorial tool to approach
them in the case of i-acyclic spaces, and the usefulness of basic spectral sequences to
permeate the broader context of general pseudomanifolds, should be clear following
this work.

Résumé. Les espaces de configuration « généralisés » d’un espace topologique X
sont les sous-espaces A7, X" C X™ définis, pour 0 < £ < m, par

AgeX™ = {(21,...,2m) € X" | Card{z1,...,2m} <},
ArX™ = Ao XN Agp 1 X™, Fp(X) = ApX™.

Ils sont munis de 'action du groupe symétrique §,,, par permutation de coordon-
nées. Notre premiére motivation dans ce travail a été de transposer certaines ques-
tions standard sur les espaces de configuration classiques F,,(X) aux espaces de
configuration généralisés, pour ensuite tenter de les résoudre pour des larges fa-
milles d’espaces & ’aide de méthodes uniformes. Parmi ces questions, les suivantes
ont trouvé des réponses trés complétes pour les coefficients de cohomologie dans un
corps de caractéristique nulle.

— Pour a € N fixé, trouver des bornes de stabilité de représentation et de polynomia-
lité de caractére, au sens de Church-Farb ([8]), de la famille { H (A, — o X™) } .

— Calculer la formule des caractéres des représentations 8,,:H (A7, X™).

— Calculer le polynéme de Poincaré des quotients de As,,_,X™ pas des sous-
groupes de §,,. Montrer que, pour a € N fixé, les nombres de Betti de ces espaces
sont donnés un polynoéme « universel » en m et en les nombres de Betti de X.

— Montrer que la suite spectrale de Leray des fibrations entre espaces de configura-
tion dégénérent, notamment celles associées aux projections Fpiq(X) = Fo(X).



Ces questions sont abordées au moyen de ce que nous appelons le « complexe
fondamental de X pour A¢, X™ ». Il s’agit d’'un complexe de 8,,-modules gradués :

0— H A X™) = 5 H 7N A X™) = HY (A X™) = H (A X™) =0,

qui a la propriété remarquable d’étre exact lorsque la cohomologie « intérieure » de
X, i.e. de 'image de I'application naturelle H.(X) — H(X), est nulle. Il y a méme
équivalence de ces propriétés si X est une variété topologique orientable (th. 3.2.3).

Nous appelons « i-acyclique » tout espace sans cohomologie intérieure. Les pre-
miers exemples de tels sont les espaces acycliques connexes non compacts, les
groupes de Lie réels connexes non compacts en sont des exemples, et, plus générale-
ment, si X est i-acyclique, tout ouvert U C X, tout quotient X /W par un groupe
fini W, et tout produit cartésien X x Y, ot Y est quelconque, le sont également.

Une large partie de cet article s’intéresse aux conséquences du fait que le complexe
fondamental est une résolution par 8,,-modules de H.(A<¢X™). Les questions de
stabilité de représentations, de formules de caractéres, de nombres de Betti, sont
alors susceptibles d’approches récursives. Une autre partie importante est consacrée
a la conception d’une suite spectrale particuliére qui établit un pont entre les espaces
de configuration des espaces i-acycliques et ceux des espaces généraux, ce qui permet
d’envisager la généralisation des résultats connus des premiers.

— Pour la stabilité de représentations, nous prouvons le théoréme suivant.

Théoréme (8.8.4). Soit X une variété topologique ou une pseudovariété i-acyclique,
connexe orientable et de dimension dx > 2. Pour a,i € N fixés, la famille de repré-
sentations {8, Hiy (Avry—o X™; k) est stationnaire pour m > 4i, si dx = 2, et
pour m > 2i, si dx > 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti corres-
pondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

Le théoréme est da a Church ([7]) dans le cas ou X une variété différentielle et
pour la famille {8,, : Hem(Fy, (X))} Notre approche est totalement différente
de celle de Church qui s’appuie sur les travaux de Totaro ([28]) autour la suite
spectrale de Leray associé au plongement F,,(X) < X™.

— Pour le probleme de la formule des caractéres, nous étendons la formule bien
connue de Macdonald pour la cohomologie des produits cartésiens X™ ([24]), au
cas des espaces de configuration F,,(X).

Théoréme (9.5.3). Soit X un espace i-acyclique. Si a € 8,,,, on a

(P ()@ T) = 7 T (S () BBy
d=1 e|d

ot Xe(Fr) (o, T) := Y, cptr(a: HA(Fy,)) (=T)", et ou (1#1,202 .. mtm) est le
type de la permutation «, p est la fonction de Mdébius, Pe(_) est le polynéme de
Poincaré de H.(_), et (_)Z est la factorielle décroissante.

— Pour le probléme des polynomes de Poincaré, le cas de F,,(X) reléve d’une
formule fermée trés simple conséquence de la i-acyclicité de X, tandis que les cas
plus généraux des quotients de F,, (X) par des sous-groupes finis de 8, sont traités
via la formule des caractéres 9.5.3. C’est ainsi que nous traitons le cas de ’espace des
configurations « cycliques » CF,,(X) :=F,,(X)/C,,,ou Cp, :={((1,...,m)) C §,,,
et celui des configurations « non ordonnées » BF,,(X) := F,,(X)/8,.



Notons, P.(_) le polynéome de Poincaré de H.(_), ¢(_) la fonction indicatrice
d’Euler, p la fonction de Mobius, et ()~ la factorielle décroissante. Pour tout espace
i-acyclique X, nous prouvons les égalités suivantes.
PC(X)(—T))ﬂ

Théoréme (5.2.1) : Pe(Fo(X))(=T) = T™ ( -

Théoréme (10.2.1) : . » N Po(X)(—T°)\ mLd
Po(CF,)(-T) = = S oy (S u(5) =)
Théoréme (10.3.1) - dlm el IS P (X (T )\
Pc(BFm(X))<_T): ﬁ Z h H;nzldﬂd (ZM(B)C(CZ;('S_)) ’
eld

A:=(1r1 ... ,mHrm)

)

ot hy est le cardinal de I’ensemble des permutations de 8,, dont la décomposition
en cycles disjoints est de type A := (1#1,... m#tm).

— L’expression particuliérement simple du polynéme de Poincaré de F,,(X) suggé-
rait existence trivialité cohomologique des projections 7, : Fypiq(X) — Fo(X), et
donc la dégénérescence des suites spectrales de Leray associées. Nous montrons que
c’est en effet le cas lorsque X est une variété topologique i-acyclique (Th. 11.4.9).

Un fait remarquable des espaces i-acycliques est que ‘tout’ espace M peut étre
réalisé comme différence M = M> >~ M, oit M>o et Ms( sont tous les deux
i-acycliques. Cette observation simple conduit & la construction de suites spec-
trales (IEy(U™)y,d,) (7.5.2) qui convergent vers Hpwm(F,,(M)) et dont la page
IE, concerne seulement des espaces de configuration pour des espaces i-acycliques.
Noua avons (8.9.6-(b)) :

E,U™} = P indS o RHL(Fpr1(Msg)) = Hiy(Fp(M)),
Te€Y(p+1,m) Hr %Gy

ot Y(p+1,m) est ’ensemble des diagrammes de Young de m boites et p+1 lignes,
et H; C Sm,(pﬂ) et G, C 8,41 sont des sous-groupes du stabilisateur &, de 7
dans §,,. Le groupe Gy agit sur Fpy1(Ms() par permutation de coordonnées, et
o est la représentation par la signature de H,. Nous appelons ces suites spec-
trales « basiques ». La construction est compatible avec les images inverses et
permet le transfert des rangs de monotonie et stabilité, déja connus pour les fa-
milles {F,,,(Mxo) = Fy41(Msg)}m, au cas général des familles non i-acycliques
{Fn(M) = Fpt1(M)},,. Cest ainsi que nous avons été en mesure de généraliser
le théoréme de Church, des variétés différentielles aux pseudovariétés, en particu-
lier, aux variétés algébriques complexes qu’elles soient lisses on non.

Théoréme (8.9.8). Soit M une pseudovariété connexe orientée de dimension réelle
dyr = 2. Pour tout i € N, la famille de représentations 8,,:Hp\ (F,,(M)) est sta-
tionnaire pour m > 44, si dyy = 2, et pour m > 2i, si dpy > 3. Les familles des ca-
ractéres et des nombres de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales sur les
meémes intervalles.

En conclusion, nous pensons que méme s’il reste beaucoup de questions ouvertes,
l'utilité des complexes fondamentaux en tant qu’outil d’approche combinatoire dans
le cas des espaces i-acycliques, et I'utilité des suites spectrales basiques pour s’in-
filtrer dans le contexte plus large des pseudovariétés générales, devrait étre clair
d’apreés ce travail.
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0. Introduction

Une des motivations & l'origine de ce travail a été la recherche de larges
classes d’espaces X pour lesquels les nombres de Betti des espaces de configu-
ration Fp,(X) := {(#1,...,2m) € X™ | Card{x1,...,2m} =m}, sont dé-
crits par une méme formule fermée ne dépendant que de m et du polynéme
de Poincaré de X.



Pour tout espace X, le produit X xF,,(X) contient F,,;1(X) comme
sous-espace ouvert. Son complémentaire, le fermé :

Ap (X xFp (X)) ={(x0,21,...,2m) € XXF(X) | zo € {x1,...,2m}},
se décompose en réunion disjointe des sous-espaces fermés :
A0,i) (XX Fp (X)) = {(z0, 21, ..., 2m) € XXFp(X) | 20 = 23},
ou i =1,...,m, chacun étant homéomorphe & F,,(X). On a donc
He( A (XX Fy (X)) ~ Ho(Fon(X))™
D’autre part, la décomposition ouverte-fermée
XxFp(X)=Fpi1(X) U Ap(XxFp (X)), (©)
donne lieu & la suite exacte longue de cohomologie (!) & support compact
5 Ho(Fyp1 (X)) =5 He(X X Fp (X)) 25 He(A (XX F (X)) = (+)

dont on déduit aussitot la relation de récurrence entre caractéristiques d’Eu-
ler des cohomologies a support compact Xc(Fpq1) = (Xe(X) —m) - X (Fyy,)
dont on déduit I’égalité

XC(Fm+1(X)) = XC(X)m_Ha

ott (_)2+tL désigne la factorielle décroissante (4.1). Mais bien siir, cette égalité
ne nous renseigne pas sur chaque nombre de Betti de F,,1(X) séparément,
ce pourquoi il faudrait une certaine forme de scindage de la suite (x). C’est
précisément ce qui arrive lorsque X est un groupe de Lie G réel connexe et
non compact. Dans ce cas, le morphisme de restriction

p: H(GXFp(G)) = Ho(Am(GXFrn(G)))
est toujours nul et la suite courte
0= He(Fin (X)) [-1] = He(Fnp1(X)) = He(X) @ He(Fin (X)) = 0, (%)
extraite de () est exacte. En effet, le morphisme p est somme des restrictions
pi t Ho(GXxFp(G)) = He(A,i) (GXFi(G)))

et l'application ¢; : GXF),(G) - GxF,,(G), (9,%) — (g - ©;,T), est un
difféeomorphisme qui échange les inclusions :

( GxF,,(G) ) (Gme(G))
Ul — Ul 7
N (GxF(G)) ¢ \{e}xF,(G)

de sorte que chaque p; est nulle, si et seulement si, le morphisme de restriction
Ho(GxFp(G)) = Ho(G) ® Ho(F(G)) — He({e}) ® Frn(G) lest. Or, si G
est connexe non compact, le morphisme H.(G) — H.({e}) est bien nul.

LA coefficients dans Q.



L’exactitude de (1) donne maintenant la relation de récurrence (?)
Pe(Fmi1(G))(T) = (P(G)(T) +mT) - Pe(Frn (G))(T),
dont on déduit 1’égalité

PelFrnin (@)D =T[_,  (PUG)T) +iT), (1)
et, par dualité de Poincaré (3),
PEncn (@) =[], (@@ +iT™E) (i)

qui est le type de formule fermée que nous avions en vue.

Bien que lefficacité de cette procédure soit limitée aux espaces non com-
pacts, elle nous a paru suffisamment intéressante pour rechercher une pro-
priété sous-jacente pouvant expliquer le scindage de la suite longue (*) sans
faire appel a la structure de groupe de X. Cela nous a conduit & nous inté-
resser aux espaces i-acycliques.

Les espaces de configuration généralisés. Dans nos recherches nous
avons aussi été guidés par une autre nécessité : celle de trouver un cadre
aussi symétrique que possible pour préserver ’action du groupe des permu-
tations 8,, sur les coordonnées de F,,(X), ce qui n’était pas le cas de la
décomposition (¢). Cela nous a conduit & introduire les espaces de configu-
ration « généralisés » suivants. On pose, pour 0 < £ < m € N,

A X™ :={(z1,...,2m) € X" | Card{z1,...,2m} < {},
{ A X™ = Ag XN A 1 X, Fp(X) = A, X™M.
On a la décomposition ouverte-fermée §,,-stable :
A X™ = A X™ U Agp 1 X™ (00)
et la suite courte de §,,-modules (& priori non exacte)
0 = He(Agp1 X™)[=1] = Ho(AgX™) = Ho(AeX™) =0, (1)
extraite de la suite longue de cohomologie & support compact associée a (o).

Nous disposions ainsi, pour tout espace topologique X, des décompositions
(¢) et (00) est des suites courtes (1) et (1) et nous nous sommes demandés,
a quelle condition sur X, peut-on garantir ’exactitude de ces deux suites ?
Le théoréme « de scindage » 3.1.1 y répond par I'implication (A) = (B) des
propriétés suivantes.

(A) La cohomologie « intérieure » de X, i.e. 'image de l’application natu-
relle H.(X) — H(X), est nulle.

?On note Pc(M) := Y, dimg H{ (M) T" le polynéme de Poincaré pour la cohomo-
logie a support compact de M.

#On note P(M) := )", dimg H* (M) T* le polynéme de Poincaré pour la cohomologie
ordinaire de M.



(B) Pour tous 0 < £ < m, les suites courtes (I) et ({f) sont exactes.

Des propriétés qui sont méme équivalentes lorsque X est, de plus, une variété
topologique orientable.

Les espaces i-acycliques. A partir du théoréme de scindage 3.1.1, Iarticle
va se concentrer sur les espaces vérifiant la propriété (A), ce que nous avons
appelé « les espaces i-acycliques ».

Il existe des familles assez grandes d’espaces i-acycliques, par exemple :

— Les espaces acycliques (p.e. contractiles) non compacts.

— Les groupes de Lie réels G tels que HY(G) = 0.

— Les quotients des espaces i-acycliques par des groupes finis.

— Les ouverts des espaces i-acycliques.

— Les produits X xY, ou X est i-acyclique et Y est quelconque.

Le complexe fondamental de X pour A¢,X™. Dans la section 3.2.2,
les suites courtes (1) sont concaténées pour construire le complexe de 8-
modules gradués

0— H()[4+1] — - — H(l—1)[-1] = Hc(f) > H (A, X™) =0

ot on a noté He(a) := H.(AyX™). Nous I'appelons « le complexe fondamen-
tal de X pour A<, X™ », son intérét repose dans I’énoncé suivant.

Théoréme (3.2.3)

a) Les complexes fondamentaur d’un espace i-acyclique sont exacts.

b) Une variété topologique orientable est i-acyclique, si et seulement si, ses
complezxes fondamentaux sont exacts.

La i-acyclicité apparait donc comme caractéristique du fait que les com-
plexes fondamentaux sont des résolutions de 8,,-module de H.(A<, X™).
De telles résolutions permettent, lorsque H.(X) est de dimension finie, de
remmener la détermination des caractéres et des polyndémes de Poincaré de
A<y X™ a ceux des espaces A, X™ pour a < /. Ces résolutions constituent
alors un outil essentiel pour ’étude récursive de propriétés communes aux es-
paces de configuration généralisés (on en verra plusieurs exemples), et aussi
pour I'élaboration d’algorithmes de calcul.

Les polynémes de Poincaré de Ay X™ et de A, X™. Les observations
et raisonnements des paragraphes précédents, basés sur le scindage des suites
longues de cohomologie, s’appliquent clairement sans modification lorsque
I’'espace X est i-acyclique et donnent lieu a ’énoncé suivant.
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Proposition (5.2.1). Si X est i-acyclique et que He.(X) < +00, le polynome
de Poincaré P.(Fr, (X)) est le polynome

m—1

P(Fn(X)(T) =[] P @) =[] PelX)(T) +i T

1=0

A partir de 13, le passage de Fp,(X) a Ay X™ est assez simple dans la me-
sure ou Ay X™ admet une décomposition ouverte en parties homéomorphes
a Fy(X), indexée par les partitions de l'intervalle [[1,m] en ¢ parties non
vides. La proposition suivante établit alors que P.(AyX™) seul dépend de
Pe(X), le lien étant donné par un certain polynéme « universel » de Z[P, T].

Proposition (5.2.5). Si X est i-acyclique et tel que H.(X) < 400, le po-
lynome de Poincaré Po(A¢X™) s’obtient en évaluant en P := P.(X) le po-
lynéme homogeéne de degré ¢ de Z[P,T] :

Qum(P,T) = [Re(m) - ] (P+iT).

i=0,...,6—1

Ici, Bo(m) désigne l'ensemble des partitions de [1,m]] en £ parties non vides.
Le nombre |By(m)| est donné par le nombre de Stirling de seconde espéce :

= {1} = 5500 ()

Le polynome de Poincaré de P.(A«y ) est ensuite obtenu, grace aux com-
plexes fondamentaux, comme somme alternée des P(H.(A, X™)[{ — al).

Proposition (5.3.1). Soit X un espace i-acyclique. Le polynéme de Poin-
caré P.(A<eX™) est le polynome homogeéne de Z[P.(X),T], de degré ¢,
donné par la somme alternée (cf. 2.3.3)

PolAaX™) =30 (1) [PBealm)] - Pe(Fr (X)) - T,

Le caractére de H.(A2¢,X™). Pour tout Z C X™ stable sous l'action de
Sm et tel que dim H.(Z) < oo, on note X¢(Z;14) le caractére du 8,,-module
H(Z,Q). Les résolutions fondamentales donnent aussitot le résultat suivant.

Théoréme (6.3.3). Soit X un espace i-acyclique.

a) Le caractere X (Fp,(X);i) du 8p-module HE(F,, (X)) vérifie
Xe(F(X);1) = Xe(X™34) + X (Agm—1 X™514) .

11



b) Le caractére Xe(A<p X™;4) du 8p-module HE (Ao X™) vérifie

Xe(AgX™i) = > Y (=1)* Ind Xe(Fy_o(X);i — a).
0<a<t AEYy_q(m)

ot YVe(m) désigne l’ensemble des décompositions de m en ¢ entiers positifs
non nuls, et Gy = 8,/8y est le sous-groupe 8,,, X --- x 8, de 8, lorsque
A= (A1, ) = (d o0 dET), auquel cas 8y = Sy, X -+ X8y,

Le caractére X (A<, X™) apparait ainsi comme combinaison des caractéres
Xc¢(Fq (X)) pour a < £. D’autre part, le caractére X (F,(X)) est somme de
Xc(Aga—1X?), avec (donc) a — 1 < £, et de Xo(X*) = Xs, (H.(X)®?), carac-
tére bien connu d’aprés Macdonald (|21]) (¢f. 9.5.4). On a donc les éléments
pour un algorithme de calcul des caractéres de He(Fy, (X)) et He (A2, X™).

Les familles de représentation de {8,,: H*(A2ym_qX™)}m. Dans les
recherches sur les espaces de configuration, bien de questions se posent pour
des familles dénombrables de tels espaces. Par exemple, le résultat pionnier
d’Arnold (1970 [1]) qui établit que pour i € N, la suite {Betti; (F,,(C)/8) }m
est stationnaire, et, bien plus récemment, celui de Church (2012 [7]) qui
généralise profondément le résultat d’Arnold et qui montre que ce sont plutot
les multiplicités des composantes irréductibles des représentations dans les
familles {8,,:H(X™)},, et {8, :H (F,, (X))} qui sont stationnaires (cf.
8.4) lorsque X est une variété différentielle connexe orientable et que dx > 2.

Les complexes fondamentaux sont particuliérement commodes pour abor-
der ces questions de nature qualitative. Ils nous indiquent aussi que la di-
rection & suivre pour les généraliser doit concerner, pour a € N, les familles
d’espaces de configuration généralisés {8,,: A2, —qX™ }i. Les cas cités cor-
respondant alors & a = 0.

La section 8 est entiérement consacrée a ces questions. Nous y rappelons
la théorie des FI-modules de Church-Frab ([9]) et nous prouvons la généra-
lisation suivante des résultats de Church ([7]).

Théoréme (8.8.4). Soit X une pseudovariété i-acyclique, connexe orien-
table et de dimension dx > 2. Pour a,i € N fizés, la famille de représen-
tations {8y :Hiy (Arm—oX™)}im est stable pour m > 4i, si dx = 2, et pour
m > 2i, si dx > 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti cor-
respondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

Pour y parvenir, nous avons dii introduire certains foncteurs d’induction
(ou de décalage) dans la catégorie de FI-modules qui sont des généralisa-
tions naturelles des foncteurs Indg”;, déja mentionnés dans 6.3.3-(b). Ces
foncteurs ont prise sur les liens qui relient les termes des familles de repré-
sentations {8, He(Am—aX™)}m et {Sm-a : He(Frm—a(X))}m—q. Ils sont
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introduits et étudiés dans la section 8.7. Pour toute décomposition A - 2a
comportant a termes non nuls, on défini le foncteur

Ind) : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI]).,,

qui associe & une famille de 8,,_g,-modules une famille de §,,-modules. On
définit ensuite le foncteur

I .= Z)\ Ind)(_)>24 : Mod(k[FT]) ~» Mod(k[FI]),,

dont la propriété fondamentale est que lorsqu’il est appliqué & la famille
{8m-a : He(Frm—a(X))}m—q, il donne la famille {8,, : H.(Apn—aX™)}m-
Mais ce qui est vraiment important & comprendre, c’est la maniére dont ce
foncteur modifie le « rang de monotonie et stabilité » (8.4) d’une famille
de représentations V := {8,,:Vy, }m, grosso modo, le plus grand intervalle
[V,4o00]] € NU {400} sur lequel les multiplicités des composantes irréduc-
tibles de V},, sont constantes au sens de Church-Farb. On note rang,,(V) la
borne inférieure d’un tel intervalle. Notre principal résultat dans cette direc-
tion est le suivant.

Théoréme (8.7.9)
a) Le foncteur I :Mod (k[FI]) ~ Mod(k[FI]).,, est covariant, additif, ezact.

b) Si V est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module I*(V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a,2a).

c) On a rang,,, (I* V) < sup(rang,,(V),a) + [A| + a.
Le théoréme 8.8.4 du paragraphe précédent, en est le corollaire premier.

Suites spectrales basiques. Dans le but de généraliser les résultats sur
les espaces de configuration des espaces i-acycliques aux espaces généraux,
nous avons introduit « les suites spectrales basiques ». Le chapitre 7 leur est
consacré. Associée a un espace localement compact de dimension finie M,
elle converge vers Hpw(Fp,(M)) et a la propriété remarquable de ne faire
intervenir que des espaces de configuration associés & I'espace M~ := M xR
clairement z-acyclique.

Théoréme (7.5.2, 8.9.6-(b)). Soit M une pseudovariété orientée de di-
mension dyy. La suite spectrale IE,(U™) converge, en tant que suite spec-

trale de complexes de S,,-modules, vers le 8,,-module bi-gradué associé au
Sm-module gradué Hen(Fp(M))[1 — m|. Pouri € Z, on a :

B, = @) i on HE (B (Mao) = i (Fa(M)) |
T€Y(p+1,m) X

avec g=i+(m—(p+1)), Q@ =i — (m — (p+1)) (dpe — 1), et ou Y(p+1,m) est
l’ensemble des diagrammes de Young diagrams de m boites et p+1 lignes, et
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H; C 8, _(pt1) €t Gr C 8pi1 sont des sous-groupes du stabilisateur 8; de T
dans 8,. Le groupe G agit sur Fpi1(Mso) par permutation de coordonnées,
et o est la représentation par la signature de H.

Une propriété remarquable de ces suites spectrales est qu’elles sont com-
patibles aux images inverses (7.7.1). Cela nous a permis de généraliser le
théoréme de Church, des variétés différentielles aux pseudovariétés, en par-
ticulier, aux variétés algébriques complexes qu’elles soient lisses on non.

Théoréme (8.9.8). Soit M une pseudovariété connexe orientée de dimen-
sion dpg = 2. Pour touti €N, la famille de représentations 8yy,: Hyy (Fp (M)
est stationnaire pour m = 41, si dyg = 2, et pour m = 24, si dyy = 3. Les
familles des caractéres et des nombres de Betti correspondantes sont (donc)
polynomiales sur les mémes intervalles.

Le calcul explicite du caractére de H.(Fy,(X)). Dans la section 9,
nous suivons la démarche de Macdonald (|24]) et introduisons la « série des
caractéres » de Z C X" en posant, pour tout a € 8,

Xe(Z) (e, T) =)

et nous menons a terme le calcul des séries X¢(Fp, (X))(a, T).

(~1)i tr(a: Hi(Z))T"

1€EL

Théoréme (9.5.3). Soit X un espace i-acyclique. Pour a € 8,,, on a

) LX) LTy

e dTe

Xo(Fin (X)) (00, T) = T™ ﬁd”d(2u<
d=1

el

ou (1F1 202 m#tm) est le type de la permutation o, ot p est la fonction
de Mébius et ot (_)= est la factorielle décroissante (cf. 4.1).

Les polynémes de Poincaré des espaces quotients Fp,(X)/H. Le
théoréme 9.5.3 s’applique aussitdét pour donner les dimensions des sous-
espaces invariants H'(F,, (X)), quel que soit le sous-groupe H C §,,. Les
polynémes de Poincaré des quotients F,,(X)/H en résultent.

La section 10 illustre le procédé en déterminant le polynéme de Poincaré de
I'espace des configurations « cycliques » CFy,(X) := F,,(X)/Cyp, ou Cy, :=
((1,...,m)) C 8, et celui de 'espace des configurations « non ordonnées »
BF,,(X) := F,(X)/8,. Pour X i-acyclique, on a les égalités :

— Théoreme (10.2.1) :

PCE)(=T) = 1o S o) ™4 (3 (o) PO,

dlm eld
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— Théoréme (10.3.1)

m - (X)(=T€)\
PBFL(X)(-T)= 1r Y I Hdzldw(%u(j)”’fl;(e“) ,

A:i=(1K1,...,mHm )
ol hy est le cardinal de I'ensemble des permutations de §,, dont la
décomposition en cycles disjoints est de type X\ := (1#1, ... m#tm).

La dégénérescence des suites spectrales de Leray. Pour 1 < a,b € N,
nous notons m, : X?t¢ — X¢ la projection sur les a derniéres coordonnées.
Lorsque X est une variété topologique, 'application 7 : Fpyo(X) — Fy(X)
est une fibration localement triviale de fibres de la forme X~ a ol a désigne
un sous-ensemble de X de cardinal a.

Lorsque X est i-acyclique et que H¢(X) < +00, 'expression du polynéme
de Poincaré dans 5.2.1 montre que 'on a

Pe(Fpia(X)) = Pe(Fo(X)) - Pe(Fp(X~ a)),

ce qui suggére une certaine forme de trivialité cohomologique pour la fibra-
tion m,. C’est en effet le cas et c’est le sujet de la section 11.

Notons, plus généralement, pour 0 < a < £ < m € N, par A%Xm I'ouvert
des m-uplets de A9y, X™ dont les derniéres a coordonnées sont deux a deux
distinctes, 7.e. posons

ADX™ = Agp X N (XM % Fo (X)),
ou ? € {=, <}. L’application m, : A5y X™ — F,(X) est alors une fibration lo-
calement triviale. La section 11.4 est consacrée & 1’étude des suites spectrales
de Leray associées a m,. Cela nous a emmener a nous intéresser également a

la cohomologie a support 7,-propre que nous notons HW!(A[;]XW), et aussi
au faisceaux de cohomologie a support m-propre :

%!(A[igt;Xm) = Riﬂa! (ﬁ&f}xm) )

Le principal résultat concernant ces faisceaux est le suivant.

Théoréme (11.3.2). Soit X une variété topologique i-acyclique.

c) Les faisceaux H;!(A%Xm) sont constants sur les composantes connexes
de Fo(X).

A partir de 1a, I'étude des suites spectrales de Leray pour les cohomolo-
gies Ho(AY)X™) et Hyp(A§)X™) se simplifie et nous montrons le théoréme
suivant qui termine 'article.
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Théoréme (11.4.9). Soient a < £ < m € N. Soit X une variété topologique.

Notons
(B (A X™)e,dy) et (B (AYX™)n,d,) (IE,).

les suites spectrales de Leray associées a la fibration g : A%Xm — Fo(X)
qui convergent respectivement vers Ho (A X™) et Hyy (A5} X™). Alors, si la
variété X est i-acyclique, les termes EQ(A[%X"‘) sont les somme directes :

{@CEHOU EPU(CAL, ). = HE(C) & HI(Fo) = HYMI(A )
Bcen,u EY(CAS,, )m = HP(C) © HI(Fe) = HY (A )

ot C désigne une composante connexe de Fo(X) et ou Fe désigne la fibre
de 7o au-dessus de C. De plus, les suites spectrales (IE,) sont dégénérées.

Exemples et contrexemples d’espaces i-acycliques. L’appendice de la
section 12 donne des exemples d’espaces i-acycliques et des contrexemples
pour certaines propriétés qu’on aurait souhaité avoir mais qui ne sont pas
vraies.

1. Espaces i-acycliques
1.1. Généralités sur les espaces topologiques considérés

Dans ce travail, on entendra par espace topologique tout espace X, Y, Z, ...
métrisable, localement compact et dénombrable & 'infini. De tels espaces sont
alors a base dénombrable, séparables et (totalement) paracompacts. Tout
fermé et tout ouvert de X est alors également métrisable, localement com-
pacts et dénombrables a l'infini. Les pseudovariétés (dénombrables a I'infini)
constituent une large famille d’exemples de tels espaces.

1.1.1. Cohomologies. On désignera par k un corps de caractéristique ar-
bitraire sauf mention explicite du contraire. On note ky le faisceau constant
sur X de fibre k, puis Mod(ky ) la catégorie des faisceaux de k-espaces vec-
toriels sur X. Les espaces de cohomologie respectivement : ordinaire, & sup-
port compact et a support dans une partie localement fermée Z C X, no-
tés H(X; k), Ho(X; k), et Hz(X, k), sont les foncteurs dérivés des foncteurs
I'(X;_ ), I'(X; ), I'z(X; _) : Mod(ky ) — Vec(k) de sections globales res-

pectivement & support : arbitraire, compact et dans Z. On a donc
HY(X;k) = IRiF(X§ﬁx) . HU(XGE) = JRiFC(X§ﬁx) )
Hy(X;k) = R'T7(X;ky).

1.1.2. Résolution #-molle canonique. La résolution du faisceau constant
k de référence sera celle des faisceaux de « germes de cochaines d’Alexander-
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Spanier » (*), noté (A®*(X; k), ds). Les faisceaux A’(X; k) sont $-mous pour
toute famille paracompactifiante @ (loc.cit.), ils sont donc I'(X, _), I(X; _)
et I'z(X, _)-acycliques. Le complexe des cochaines d’Alexander-Spanier

0 ky = AYX: k) < AN (X5 K)o
est une résolution @-molle de EX et 'on a

H'(X;k) = h'(D(X;A%(X3 k), HUX; k) = h' (I(X; A% (X3 k)
Hy(X:k) == h'(Iz(X; A%(X5k)))

1.1.3. Notons (K(X), C) la famille des parties compactes K C X munie de
l'ordre d’inclusion. Le morphisme naturel d’homologies singuliéres

h_m)Ke’C(X) H.(K;k)— H.(X,k)

est un isomorphisme et induit (par dualité vectorielle) 'isomorphisme de
cohomologies ordinaires

H*(X,k) — lim K, k),
<_

KeX(X) H(
qui fait correspondre a une classe de cohomologie w € H*(X, k) la famille
de ses restrictions {w|, € H*(K, k)}kex(x)-

De maniére duale, nous disposons pour chaque K € K(X) d’un morphisme
naturel en cohomologie Hj (X, k) — H¥(X, k). La limite inductive de ces
morphismes

L e

est alors aussi un isomorphisme.

Hi(X)— HI (X, k)

1.1.4. Suite exacte longue de cohomologies & support compact. Si
X = U U Z est une partition ouverte-fermée, dont on note j: U — X et
i : Z — X les inclusions, on dispose de la suite longue de cohomologie a
support compact

Ho(U) - Ho(X) = Ho(Z)—

ou j) désigne le « prolongement par zéro » et i* la « restriction ».

1.1.5. Isomorphismes de Kiinneth. Sip: XxXY = X et ¢: XxY =Y
sont les projections canoniques, les morphismes

2: AY(X; k) @ AY(Y k) — A" XX Y K)

4118], §2.5, exemple 2.5.2, p. 134, puis §3.7, exemple 3.7.1, p. 157.
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induits par le cup-produit de cochaines K: a® 3+ a® 3 := p*(a)Uq*(B) (°)
induisent des isomorphismes gradués (°)

HXxY)~H(X)®@ H(Y) et H(XxY) ~ Ho(X)® H.(Y).

Le cup-produit en cohomologie résulte alors du morphisme de restriction
a la diagonale, soit des composées

U: HX)® H(X) = H(XxX) = H(Ax)
U: Ho(X)® Ho(X) — H.(XxX) =

1.2. Espaces i-acycliques et U-acycliques

1.2.1. ¢-acyclicité. Pour tout espace X, on notera ex : Ho(X) — H(X) le

morphisme induit par Uinclusion I.(X;_) C I'(X;_). L’image de ex dans

H(X), notée Hy(X), est « la cohomologie intérieure de X », on pose donc
H(X) :=im (ex : Ho(X) — H(X)).

On dira que X est « i-acyclique » lorsque Hy(X) = 0.

1.2.2. (Totale) U-acyclicité. Le plongement diagonal dx : Ax — XxX
induit des morphismes de restriction rendant commutatif le diagramme :

5*
Ho(X) ® Ho(X) —— Ho(XxX) — He(Ax)
\ \ \
ex Xex EXxX €Ax
+ - 4 5% +
H(X)® H(X)—— H(XxX) —— H.(Ax)

On dira que X est « U-acyclique » lorsque 0% : Ho(XxX) — H.(Ax)
est nul, autrement dit, lorsque le cup-produit U : H.(X) ® H.(X) — H.(X)
est nul. Plus généralement, X sera dit « totalement U-acyclique » lorsque le
cup-produit U : H.(X) ® H.(U) — H.(U) est nul pour tout ouvert U C X.

1.2.3. Premiéres propriétés d’espaces i-acycliques
Les conditions d’acyclicité ci-dessus sont des conditions de non compacité

pour les espace topologiques, aussi, leur étude nous place d’emblée dans un
cadre complémentaire de celui des espaces compacts.

1.2.4. Proposition

a) Un espace contractile non compact est i-acyclique.
b) i-acyclique=- totalement U-acyclique.

® Mutatis mutandis dans le cas des variétés différentiables en remplacant A par le
faisceau des formes différentielles Q et le cup-produit U par le produit extérieur de formes
différentielles A. a

51’isomorphisme de Kiinneth en cohomologie ordinaire exige une hypothése de finitude
de cohomologie sur I'un des deux espaces.
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c) Sur une variété topologique orientable, i-acyclique < U-acyclique (7).

d) Sur une variété topologique orientable et de dimension n, la dualité de
Poincaré induit une dualité entre HF(X) et H!”_k(X).

e) Un ouvert U d’un espace i-acyclique X, est i-acyclique. Et de méme en
remplacant i-acyclique par totalement U-acyclique.

f) Un produit cartésien X XY est i-acyclique si et seulement si 'un des
facteurs l’est.

Démonstration. (a) Comme X est contractile, H{(X) = 0 pour tout i > 0 et
la condition de i-acyclicité est réduite & montrer que HO(X) = 0, ce qui est
équivalent & la non-compacité de X.

(b) Siw et w sont des cocycles a support compact d’un espace i-acyclique,
on a w = da pour une certaine cochaine « (& support fermé), mais alors
wUw =daUw =d(aUw) ot aUw est clairement & support compact.

(c) Supposons que pour w € H.(X) on ait ex(w) # 0. Il existe alors, par
dualité de Poincaré, une classe w € He(X) telle que [y wUw = 1, mais alors
wUw # 0 dans H.(X) et X n’est pas U-acyclique.

(d) Les classes de HF(X) sont celles de H*(X) qui peuvent étre représen-
tées par un cocycle a support compact dans X. Maintenant, si exw € H !’“ (X)
est non nulle, il existe w € HP (X)) telle que [y ex(w) U@ = 1. L’accou-
plement [y : HF(X)xH" "(X) — k est donc parfait.

(e) Résulte du fait que ey : Ho(U) — H(U) est la composée de

H(U) v H(U)

Ho(U)—1 H.(X) 25 H(X) — H(U)

ou 7 désigne le prolongement par zéro et r est le morphisme de restriction.

(f) La condition est suffisante d’aprés le factorisation de Kiinneth :

Ho(XXY) —exxy— H(XXY)
| Tr
Ho(X) ® Ho(Y) 2 H(X) 0 H(Y)

ou k(o ® B) = px () Upi (B). La nécessité résulte de Uinjectivité de k. O

1.3. Caractérisations de la ¢-acyclicité

1.3.1. Théoréme. Pour un espace X, il y a équivalence entre

a) X est i-acyclique.

b) Pour tout espace Y et toute application continue f:Y — X, le mor-
phisme image-inverse f* : H.(X) — H(Y) est nul.

"Voir 12.10, p. 147, pour un contrexemple si la variété n’est pas orientable.
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c) Pour tout espace compact K et toute application continue f: K — X, le
morphisme image-inverse f* : H.(X) — H(K) est nul.

d) Etant donnés Z et Y et une application continue f : Z — XxY, notons
p2: XXY =Y, (z,m)—m, et fa:=pao f. Soit j:V —Y un plonge-
ment ouvert, notons fy: f=1(V) — V la restriction de fa, et considérons
le diagramme commutatif suivant

V) ——Z —fXxY
N, N l
fz\ fa P2
Ve—j—Y.
Alors, si [ et f5 sont propres et si ji:H.(V)—H.(Y) est surjective, on a
(f*:Ho(XxY)— H.(Z)) =0.
Démonstration. (a<>b) Evident. (a<>c) Le morphisme f* : Ho(X) — H(K)
se factorise a travers ex puisque 'on a le diagramme commutatif

H.(X)—f~ H.(K)

exl

H(X)—f— H(K)

€K

L’implication a=-c en résulte. Réciproquement, soit (K(X), C) Iensemble
des parties compactes de X, muni de 'ordre d’inclusion. La famille des mor-

phismes . Ok
H.(X)—= - H(X) —— H(K)

avec K € K(X) induit alors un morphisme sur la limite projective
Ho(X) —X 5 H(X) ———— lim o HK)

dont la composée est nulle lorsque (b) est vérifié. L’espace X est donc i-
acyclique puisque le morphisme (li_m(_)\ K est bijectif.

(a=d) Soient p; : XxY — X la projection canonique et fi := p; o f.
Pour prouver (d), il suffit, par Kiinneth, de montrer que pour tous cocycles
a support compact w € Z.(X) et w € Z.(Y), le cocycle

fiwU fyw € Z.(Z). (%)

est la différentielle d’une cochaine a support compact de Z.

Or, il existe par hypothése 7 € Z.(V) qui représente w dans H.(Y). On
peut donc remplacer dans (x) fyw par f37, et affirmer que f57 est & support
compact dans f, '(V) donc dans Z.
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Cela étant, comme X est i-acyclique, on a f{w = da pour une certaine
cochaine o de Z (& support non nécessairement compact), et alors

flou fym =d(aU f37),

ot U f57 est une cochaine a support compact de Z puisqu’il en est ainsi
de fi7. Par conséquent, f*(w® w) =0 € H.(Z).
(d=-c) Dans (d), on prend Z compact, Y := {pt} et V:=Y. 0

2. Espaces de configuration généralisés
2.1. Définitions et notations

Nous rappelons quelques notations habituelles et nous introduisons d’autres
nouvelles.

N-1) Pour tout ¢ € N et pour tout sous-ensemble Z C X™ on note
AqZ :={(z1,...,2m) € Z | Card{z1,...,2m} < {},
{ AN Z ={(z1,...,2m) € Z | Card{z1,...,2m} = {},
On désignera par Ay I'un quelconque de ces opérateurs.

N-2) A2, X™ et méme Ay, remplacera la notation Ay X"™.

N-3) L’« espace des configurations (ordonnées) de n éléments de X », tra-
ditionnellement noté F,,(X) est, par définition :

Fy(X) = {pt}.
N-4) Pour Z C X™, et 0 < a € N, on note
Z' = Z N (X" "% F,(X))
= {(z1,...,2m) € Z | Card {zm—a41,---+2m} =1} .

N-5) Pour 0 < a < m € N, on note

{Fm(X) = ApX™, sim >0,

e = X" — X%, (resp. p, = X™ — X?)

la projection sur les a derniéres coordonnées 7, () := (Tm—qt1s-- -, Tm)
(resp. les a premiéres coordonnées 7, (%) := (x1,...,2,)) . Les restrictions
de m, seront notées par abus de la méme maniére, par exemple dans
I’écriture, pour tout Z C X,

g 2 Z9 — Fo(X).

2.1.1. Terminologie et conventions. Les espaces que nous venons d’intro-
duire seront génériquement appelés espaces de configuration (ordonnées) gé-
néralisés. Plus spécifiquement, 'ensemble A<,Z pourra éventuellement étre
appelé espace des configurations dans Z de cardinal magjoré par £, et de ma-
niére analogue pour tous les autres.
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2.2. Fibrations des espaces de configuration généralisés

L’espace X™ est muni de la topologie produit et toute partie Z C X™
est munie de la topologie induite. La proposition suivante généralise celle de
Fadell et Neuwirth (|13]) pour application 7 : Fpiq(X) — Fo(X).

2.2.1. Proposition. Si X une variété topologique et a < € < m, Uapplication
Tq t A X™ — Fo(X)

est une fibration localement triviale.

Démonstration. Soit G le groupe des homéomorphismes ¢ : X — X dont le

support |¢] := {x € X | ¢(x) # z} est compact. Soit dx : XxX — R une

distance. Munissons G de la distance dg(¢, ¢') := sup,cx dx (é(x), ¢’ (x)).

Le groupe G, muni de la topologie associée a dg, est un groupe topologique
et pour chaque x € X, l'application d’évaluation

evy : G—=> X, ¢ o(x)

est continue.

Pour T € F,, notons IB(Z, €) le produit des boules ouvertes [[7_; B(z;, €).
Pour € > 0 assez petit, on a IB(T,€) C F, et I'application [[ev,, : G — F,
admet des sections locales continues o : IB(Z,€) — G, soit

o [Teva,
o(y)(z) =1y, B(z,e G F,
I

L’application
B(z,e)xm, {(T) — 7, {(B(T,¢)) C A@Xm?
YXw — o(y)(w)

avec W = (T, Tat1,-.-,Tm) et o(7) (W) = (¥,0)(Tax1)s---,0(7)(xm)) est
alors un homéomorphisme et une trivialisation de 7, au-dessus de IB(Z,¢).

De maniére entiérement analogue, 'application
B(7,¢)xm, ' (7) — 7, (B(T@,0)) S Fa(X),
Yxw —  o(y)(w)
est une trivialisation locale de m,. La fibre 7, !(Z) est canoniquement ho-
méomorphe au sous-espace Fy(X~ {z1,...,2,}) C X°. O

2.2.2. Remarque a propos des fibres de m,. Lorsque X est une variété
topologique connexe de dimension > 1, le groupe Homeo(X) des homéomor-
phismes de X opére a-transitivement (quel que soit a) et si ¢ € Homeo(X)
est tel que () =7 alors ¢(m, ' (Z)) =, (7). Les fibres de mq : AY, X™ — F,
sont alors deux a deux homéomorphes.

Par contre, si X n’est pas connexe, cette propriété peut étre en défaut.
Par exemple, si X = U U V est une réunion disjointe d’ouverts non vides,
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les fibres de ma : F3(X) — F2(X) en (z,y) € Fa(X) sont de la forme :

UMz,y}uV, UuV\{z,y}, U\{z}UV\{y}

suivant que (z,y € U), que (z,y € V),ouque (zr € Uety e V).

Il est facile de trouver des exemples pour U et V tels que, non seulement
il n’y a pas d’homéomorphisme entre ces trois types de fibres, mais il n’y
a pas, non plus, d’isomorphisme entre leurs cohomologies. Lorsque X est i-
acyclique de type fini (%), il y a une légére amélioration, puisque, on verra, les
nombres de Betti des fibres sont constants (cf. 5.1.4). Par exemple, si U = R?
et V.=Rx! ona H,(m; (u,v)) = k(0)2 ® k(1) quel que soit (u,v), mais,
malgré cela, les algebres de cohomologie ne sont toujours pas isomorphes.
Dans cet exemple, on a

H(U~{u,v}) @ H(V) = ?)[chﬂ gﬂ
kXY, Z]

HU)® HV~{u,v}) =k XY 2)?

(X,Y,2)
et 'on remarque que dans la premiére Annulyo (H') = 0, tandis que dans la
seconde Annulyo(H') =k - (1,0).

Tout ceci indique que méme dans le cas ot X est une variété topologique
i-acyclique, les faisceaux localement constants :
{ w1 (A5X™) = R'7q) ko x
HI(AY)X™) = R'au k ppa
( 20 ) T ax :A[?[]X
de fibres respectives H. (7, 'Z) et H (7w, 'Z), ont peu de chances d’étre des
faisceaux constants sur Fo(X). A ce sujet, on verra dans la section 11.3,

consacrée & leur étude, que ces faisceaux sont malgré tout constants sur
toute composante connexe de Fo(X) (¢f. th. 11.3.2-(c)).

2.3. Sous-espaces Fy,(X) et décomposition de Ay X™

2.3.1. Partitions d’un ensemble. Pour tout ensemble F et tout £ € N, on
note P (F) 'ensemble des partitions de E en ¢ parties non vides. On pose

ensuite P(E) = Jpeny Be(E).

Une partition p € P définit une relation d’équivalence ‘r’?’ sur E par
(zyy) e @lep){z,y} ).
Pour tout m € N, on note By(m) := P ([1,m]).

2.3.2. Les sous-espaces Fy, (X). Sip e Py(m), on notera F,(X) I'ensemble
des m-uplets (21, ..., xy) tels que (x; =z;) < (¢ f;j). Ona Fy(X) ~ Fy(X).

8On dira que X est de type fini lorsque H.(X) et H(X) sont de dimension finie.
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2.3.3. Proposition. Soit X un espace topologique. On a la décomposition
en parties ouvertes :

AX™ = Hpeme(m) Fy(X) (%)
(cf. notation 2.1-(N-3)) ot ou Fy(X) ~ Fy(X). En particulier,
Ho(AX™) = He(Fy(X))Fe ™,

ot le nombre [Bo(m)| est le nombre de Stirling de seconde espéce (cf. 4.4) :

| = (= & T o (.

De plus,

a) Si {Cqylaca est la famille des composantes connezes de X. On a la dé-
composition en parties ouvertes

Fy(X)= ][] F(Cyx---xCy)= ][] I Fle'(a), Co).
e[[1,0] -2 e[[1,0] »a acim(e)

b) Si X est une variété topologique connexe de dimension > 1, ’espace
Fy(X) est connexe et la décomposition (x) est la décomposition de Ay X™
en composantes connezes.

2.4. Finitude de H (A7, X™)

2.4.1. Pour tous ¢,m € N, et pour tout Z C X™, 'espace AyZ admet la
décomposition ouverte-fermée :

Aggz =A\,Z U Agg_lz,
d’ot, la suite exacte longue de cohomologie a support compact

o> HY(AyZ) — H (A«Z) - H (Acp 1 Z) — -+ .

2.4.2. Proposition. Si l’espace X est tel que dimy Ho (X, k) < 400, on a
dimg Ho (A2 X™, k) < +o0, pour tous £,m € N.
Démonstration. On raisonne par induction sur £. Si ¢ < 1, 'assertion est

claire, quel que soit m € N. Dans le cas général, on suppose la proposition
établie pour £ — 1 et tout m € N. La suite exacte longue

— HX(AyX™) - H (Ao X™) = H (Agp—1 X™) — .

nous permet alors d’affirmer que 'on a dim H. (A<, X™) < 400, si et seule-
ment si, dim H (A, X™) < +00, soit, si et seulement si dim H.(F(X)) < 400
d’aprés () dans 2.3.3. Or, la décomposition X¢ = Fy(X) U A<y—1 X? donne
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lieu & la suite exacte longue
— HY(Fy(X)) = H(X)® = HI (Acp1 X5) =,

et dim H,(Fy(X)) < 400 si et seulement si, dim H.(Ac,_1 X*) < +o0, ce
qui fait partie de 'hypothése inductive. O

3. Théorémes de scindage et complexes fondamentaux
3.1. Théoréme de scindage pour A, X™

Dans ce travail, en parlant d’une suite exacte longue, on dira qu’elle est
« scindée » lorsque un morphisme sur trois est nul. La suite exacte longue se
scinde alors en une famille dénombrable de suites exactes courtes.

G 2 LN, N | BN R C NG C BN T BN L NG RO

s Ot CY%— Ct —» C? C3— C* —5 CP COr— ..
Le théoréme suivant donne les deux résultats de scindage de suites longues
de cohomologie & support compact, qui ont motivé ce travail. Nous verrons
que lorsque X est une variété topologique, un tel scindage est intimement lié

a la dégénérescence des suites spectrales de Leray (cf. 11.3.2) associées aux
fibrations localement triviales m, : A[r?é m — Fq introduites dans 2.2.

3.1.1. Théoréme de scindage
a) Pour m € N, si X est i-acyclique alors le morphisme de restriction

H (XX Fp (X)) = He(Agmn (X x F (X)) (1)

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
XxFp = (Fpt1(X)) U (A (XX Fy,)) est scindée et les suites courtes
extraites :

0— H(Fp(X))[—1]" = He(Frnt1(X)) = Ho (X% Fpp (X)) — 0,
sont exactes.
b) Pour { <m €N, si X est i-acyclique, le morphisme de restriction
Ho (A X™) = Ho(Agp1 X™) (1)

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
(A X™) = ((ApX™)) U (Agp_1X™) est scindée et les suites extraites :

0= Ho(Acp 1 X™)[1] = He(ArX™) = Ho(Ac,X™) =0,
sont exactes.

c) Si X est une variété topologique orientable, la i-acyclicité de X est une
propriété équivalente a celle de 'annulation des morphismes (1) et (11).
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Démonstration. (a) L’ensemble A, (X xF,,) est 'ensemble des (m+1)-

uplets d’éléments de X de la forme (y,x1,...,2p) avec x; # xj si i # j
et ony € {x1,...,2y}. On comprend donc que dans le diagramme commu-
tatif
A (X xFp,)—f— XxFy,
~_ l
f2 p2
~ s

ot f est inclusion (fermée), l'application fo := ps o f est un revétement
trivial de fibre [1,m]. Les hypothéses de 1.3.1-(d) sont clairement vérifiées
et le morphisme (1) est bien nul.

(b) On raisonne par récurrence sur m € N. Sim <1, ona ¢ —1<0 et
I'assertion est évidente. Supposons maintenant m > 2 et I'assertion établie
pour des valeurs de m inférieures. Comme on a la factorisation :

Acr—im € XXA1m—1 S Acm s
I’assertion résultera de montrer que le morphisme de restriction
HC(XXAgg,Lm,l) — Hc(Agéfl,m)
est nul. On considére pour cela le diagramme commutatif

Fy (A1) A1 T — X XAy 1m—1
\fé \f2
T~ T~

A im1—i—Ac—1,m—1

P2

ou f est U'inclusion (fermée) et j est l'inclusion (ouverte). La restriction f3
de fa := py o f est propre puisque fy5 1(Ag_17m_1) est le sous-ensemble de
A¢_1,m des m-uplets (y, z1, ..., Tm—1) tels que Card{z1,...,Tm-1} =0—1et
y€{x1,...,xm-_1}, de sorte que f} est une fibration trivial de fibre [[1,/—1]]
au-dessus de chaque composante ouverte-fermée Fy de Ay_q 1 (cf. 2.3.3-
(b)). Enfin, le morphisme ji : He(Ap—1m—1) = He(A<p—1,m—1) est surjectif
par hypothése de récurrence. Les hypothéses de 1.3.1-(d) sont donc vérifiées
et 'on conclut que f* = 0. Par conséquent, le morphisme (11) est bien nul.

(c) En prenant m = 1 dans (a), ou m = ¢ = 2 dans (b), l'espace X est
U-acyclique donc i-acyclique d’aprés 1.2.4-(c). O

3.1.2. Remarque. Dans l'assertion (b), 'hypothése £ < m est critique. En
effet, lorsque £ > m, on a Ay 1 X™ = A, X™ = X" et le morphisme (1])
est I'identité. Dans un tel cas, on a aussi Ay_j ,,—1 = ) et 'argument a la fin
de la démonstration précédente basé sur la surjectivité du morphisme j ne
s’applique pas.

26



3.1.3. Remarque et corollaire. Notons X le complémentaire dans X d’un
singleton {e}. Lorsque X est i-acyclique, il en est de méme de X et nous
avons grace a 3.1.1-(a) un morphisme de suites exactes courtes

0= He(Fp(X))[-1]" = He(Frpy1(X)) = Ho(X) @ Ho (Frp (X)) =0

| | |

0— Ho(Fi(X))[—1]" = He(Frn41(X)) = Ho(X) @ He (Fpp (X)) — 0

qui permet de montrer, par induction sur m > 1, que le prolongement par
zéro Ho(Fp (X)) — H(F, (X)) est un morphisme surjectif.
Notons aussi que
Fr(X)NFo(X) =] Fi7°(X) = F(X),
i=1,....m

ott Fi=*(X) désigne l'ensemble des T € F,,(X) avec z; = ¢. On a une iden-
tification évidente Fi=*(X) = F,,_1(X) et F,,(X)~ F,,(X) se voit comme
réunion disjointe fermée de m copies de F,,_1(X). On a ainsi montré le co-
rollaire suivant.

Corollaire. Si X est i-acyclique, la suite de S,,-modules gradués
0— HC(F;H(X))[—I] — Ho(Fp (X)) = He(Fp (X)) — 0

est exacte.

3.1.4. A propos des hypothéses d’acyclicité. Dans le théoréme de scin-
dage 3.1.1, ’hypothése d’i-acyclicité n’est pas optimale méme lorsque X est
une variété topologique. En effet, dans 12.10 nous montrons que la bou-
teille de Klein épointée vérifie bien les assertions (a) et (b) bien qu’elle n’est
n’est pas i-acyclique. On y montre aussi qu’elle n’est pas « totalement U-
acyclique » (1.2), mais elle est bien U-acyclique. En somme, la i-acyclicité
est une condition suffisante et la U-acyclicité est une condition nécessaire,
mais en dehors du cas ou X est une variété topologique orientable, nous ne
connaissons pas de condition cohomologique sur X qui soit & la fois néces-
saire et suffisante pour ce théoréme.

3.2. Complexe fondamental de A, X™

3.2.1. Action du groupe symétrique. L’espace X™ est muni de I'action
du groupe symétrique 8,, par permutation des coordonnées. On pourra noter
cette action par ‘8,,:X™’, et de méme pour celles induites sur des sous-
espaces 8,,-stables Z C X™, leurs cohomologies 8,,:H!(Z), 8,,:H (Z), ...
Les espaces de configuration généralisés A,y X™ et leurs cohomologies sont
ainsi munis de l'action §,,. Les suites exactes longues de cohomologie a
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associées a la décomposition ouverte-fermée
Agng = A, X™ U Agg_le,

sont des suites exactes longues de 8,,-modules gradués.

3.2.2. Définition. Soit £ < m € N. Le complexe fondamental de A<, X™
est, par définition, la suite des morphismes de 8,,-modules gradués

0= H.()[—L+1]—-—H(l—-1)[-1]=H.({) > H (A, X™)—=0 (%)

avec Hc(a) := H.(AgX™), ot le morphisme H.(a — 1)[—1] — Hc(a) est la
composée des morphismes

Hc(Aa—l,m)[_l] LH} HC(Aéa—l,m)[_l] i> HC(AG,’VTL) )

ol ¢ est le prolongement par zéro et ou ¢ est le morphisme de liaison de la
suite longue de cohomologie & support compact associée a la décomposition
Aga,m = Aa,m LJ Aga—lm (Cf 24)

La suite (%) est un complexe puisque, par construction, ¢, 0 ¢ = 0.

3.2.3. Théoréme

a) Les complexes fondamentauzr d’un espace i-acyclique sont exacts.

b) Une variété topologique orientable est i-acyclique, si et seulement si, ses
complezxes fondamentaux sont exacts.

Démonstration. (a) Immédiat d’apreés 3.1.1-(b), et (b) en suit par 3.1.1-(c).0

3.3. Le théoréme de scindage pour A F*(X)

Nous étendons dans cette section le théoréme de scindage 3.1.1-(b) qui
établit 'annulation du morphisme de restriction

Ho(AeeX™) = Ho(Acp 1 X™),

a d’autres espaces que X™, & savoir : aux produits F := Fy, x---xF), et
aux espaces F9 C X™ ou q est une partition de [1,m] (cf. 3.4).

Ces généralisations seront utilisées dans la section 9 lors de la détermina-
tion du caractére de la représentation de 8,,:H(Fy, (X)), notamment pour
expliciter la trace de l'action sur H¢(F,,(X)) d’une permutation « € §,,
dont la décomposition en produit cycles disjoints est de type A (¢f. 9.5.3).

On va considérer les suites (peut étre vides) de nombres entiers A\ =
(Ats--5Ar) avec A; > 0 et 7 > 0. Lorsque 7 > 0, on note |[A| :=> . A; et
on pose

FANX):=F), (X)x---xFy (X).
Lorsque A est la suite vide (), on conviendra que |()| =0 et que F(y(X) = {pt}.
Par cette convention, I'opération de concaténation des suites est compatible

28



au produit d’espaces, i.e. Fyyy = F)xF),. On remarquera, pour m = |A| > 0,
les égalités évidentes

FA:(I""’I)(X) _ va AmFA(X) — F(m) (X) = Fm(X)

3.3.1. Théoréme de scindage. Soit X un espace i-acyclique.

a) Pour tout a > 0 et tout £ < 1+ a+ |\, la décomposition ouverte-fermée
Ap(XxFoxFA) = Ay (FryaxFA) UA ((Aa(XxF,))xFA) donne lieu a

une suite exacte longue de cohomologie dont la suite courte extraire

0 = He(Ap(FiioxF)) = Ho(Ay(XxF,xF*)) —
— Ho(Ap(Ay (X XF,)xF)) =0
est exacte.

b) Pour tout £ < |\|, le morphisme de restriction
He(Act(FY)) = He(Ace1 (F))

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
ouverte-fermée Acy(F*) = Ag(FA) U A1 (F) est scindée et les suites
courtes extraites :

0 = He(Agy_1 (FM))[—1] = H(Ay(FY)) = Ho (A< (F)) = 0,

sont exactes.

Démonstration. L’assertion (a) est évidente si a = 0. Pour a > 0, notons
m =14 a+ |\ et considérons I'inclusion

XxF,xF* C XxX*x XN = x™

Nous avons montré dans 2.3.3 que Ay, X" se décompose en réunion disjointe
des sous-espaces ouverts Fy (X)) ot p := {I1, 5, ..., I;} désigne une partition
de [[1,m]] en ¢ parties non vides. Une telle partition p définit sur [[1,£] une
relation d’équivalence en posant (i o~ J) (c¢f. 2.3.1). L’ensemble F, est alors
I'ensemble des (x1,...,zm) tels que (z; = ;) & (i v 7). Il s’ensuit que
X xFoxFy x---xF) estlaréunion des F} tels que la relation (4 v J) nest
pas vérifiée lorsque 7,7 sont des coordonnées correspondantes & une méme
composante F, ou F),. On obtient ainsi une partition de X xF,xF* en
sous-espaces ouverts et fermés de A, X™. Ces méme remarques s’appliquent
clairement & Fyy,xF A qui est alors aussi un sous-espace ouvert et fermé
de AyX™, de méme donc que son complémentaire Ay (X xF,)xFA. On en
déduit la décomposition directe

H.(XxF,xF*) = H,(F1 1o xF") & H (Ag (X xF,)xF?*),

qui implique aussitot ’assertion (a).
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(b) Remarque préliminaire. Montrons que si Z C X™ est telle que

(He(A<tZ) = Ho(Acy—1Z)) =0, VL <m, (*)

alors, on a aussi

(Ho(A<t(XXZ)) = Ho(Acp-1(XxZ))) =0, YE<m+1. ()
En effet, U'inclusion A¢y 1 (XX Z) C Acy(X xZ) se factorise en
Acp1(XXZ)Cf+» XXAg1Z — Agy(XxZ)
et I'on a le diagramme commutatif

fo H(A1Z) > A1 (XX Z)—f— X x Ay 1Z
\fé\ \fz\ ¢p2
Ay 1Z2——j— Agg,lz
ol fy := po o f. On raisonne alors comme dans la preuve de 3.1.1-(b). L’ap-
plication j : Ho(Ay—1Z) — H.(A<y—1Z) est surjective par I'hypothése (x)
et la restriction f} de fo est propre. Les hypothéses de 1.3.1-(d) sont donc
vérifiées. Il s’ensuit que f* = 0, et ceci implique aussitot ().

Prouvons (b) par induction sur le nombre r des termes de A = (Ay, ..., \).
r<1.Sir=0onal<0etdoncAy_(_)=0.Sir=1, F* est de la forme
F,, mais alors £ < a et A, F, # () seulement si £ = a, auquel cas Ay_1 F, = {).
r > 1. Supposons (b) établie pour toute suite A comportant r > 1 termes.
Soit A = (A1,..., ) et montrons, par induction sur U'entier a, que F,xF*
vérifie également (b).

Le cas a = 1 était I'objet de la remarque préliminaire. Supposons mainte-
nant que F,xF? vérifie (b) et montrons qu'il en est de méme de Fy o x F.

Pour ¢ < 1+ a+ |A|, on considére le diagramme commutatif D, suivant
ot 'on a omis d’écrire le symbole H.(_) pour gagner de la place.

D
9 ¢ $ ¢
@ Ayt (Fligx FN)[—1] —= Ap(FiyoxF») — Ay (Fy 4o xF*) —&»

| | l

0 Ay 1 (XX Fyx FN)[=1]— Ap(X X Fyx F*) = Ay (X xFy x F?) o3

| ! L

o Acp1 (aF g x FN)[ 1] —— Ag(aFyx FY) —2 A_y(aFyx FY) —o»
i i i
1

On y a noté aF,, 'espace qui consiste en a copies de ’espace F,, ce qui cor-
respond trés exactement a A, (X xF,). Le diagramme Dy se prolonge indé-
finiment par ses quatre cotés via les suites longues de cohomologie & support
compact. Dans ce prolongement, le nombre ¢ reste bien stir constant et seuls
les degrés cohomologiques changent. Les quatre fléches marquées ‘®’ y sont
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nulles. Cela résulte, pour la colonne et la ligne centrales, respectivement par
l’assertion (a) et par la remarque préliminaire.

Lorsque £ < a+ |\|, 'hypothése inductive s’applique et les fleches ‘@’ sont
nulles. Le morphisme § et surjectif et on en déduit la surjectivité de a. Les
fléches ‘®’ sont donc nulles. Comme ces propriétés sont également vérifiées
sur le diagramme Dy_1 et que les fleches ‘®’ de Dy_1 sont les fleches ‘©’ de
Dy, on conclut que ces derniéres sont nulles. A partir de 14, une chasse au
diagramme élémentaire prouve que le fléches ‘®’ sont également nulles, ce
qui prouve I'assertion (b) pour l'espace F;i,xF* et pout £ < a + |A|.

Soit maintenant ¢ = 1 4+ a + |\|. Les fleches de la premiére colonne de
Ditayn marquées ‘S’ sont nulles puisquelles coincident avec les fleches
‘®" du diagramme D,y dont la nullité a déja été établie. On en déduit
I'injectivité de «, et donc la nullité des fléches ‘®@’. Ceci prouve l'assertion
(b) pour I'espace F1,oxF* et pout £ =1+ a+ |A|.

La récurrence par rapport a a est terminée et Iassertion (b) est vérifiée
par F,x F* pour tout a € N et pour tout £ < a -+ |A|. Ceci & son tour termine

la récurrence par rapport au nombre r dans A = (Aq,..., ;). L’assertion
(b) est par conséquent vérifice par F* pour tout A = (\q,...,\.), pour tout
r € N et pour tout £ < |Al. C.Q.F.D O

3.3.2. Remarque. On prendra garde du fait que I'analogue de 3.3.1-(a)
pour l'opérateur Ay, i.e. 'exactitude des suites

0 — He(Acp(FiioxFY)) = Ho(Acp(X xFyxFY)) —
— He(Acp(Ag(XxFy)xFY)) =0,
n’est pas vrai pour £ = 1 4+ a + |\|. En effet, dans ce cas, le morphisme de
droite est le morphisme de restriction H.(X xFyxF*) — H.(aF,xF?*) qui

est nul d’aprés 3.1.1-(a). On remarquera que la démonstration du théoréme
prouve cependant que la suite en question est bien exacte pour ¢ < a + |A|.

3.4. Sous-espaces F9(X) et sous-groupes 87 C §,,,

3.4.1. Les sous-espaces F9(X). Soit q = {[;,...,I,} une partition de
[1,m] en parties non vides, notons A; :=|I;| et A:= (A1,..., A.). Pour chaque
i =1,...,r, fixons arbitrairement une bijection ¢; : I; — [[1,);]]. Notons
ensuite ¢ : [1,m] — [[1,m] la bijection

et soit @ : X™ — X™ I'homéomorphisme (21, ..., Zm) = (Ty1)s- - Tp(m))-
L’ensemble

FY(X) =& 1 (FMX)) =0 (F\, x---xFy,,),
est indépendant de I'indexation des parties I; € q et des choix des bijections
5, il dépend uniquement de la partition ¢.
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3.4.2. Commentaire a propos des notations. On prendra garde de la
différence entre les notation F,(X) et F9(X). Bien que dans les deux cas, p
et q désignent des partitions de [1,m]], on a ()

(15 Tm) € Fy(X) Sqer (Vi 5)((0
(21, xm) € FYX) ©aer (Vi #5)((0

P
T

j) & (z; = x;))
j) = (zi # x;))
3.4.3. Sous-groupe 87 C §,,,. Pour toute partie I C [[1,m]], notons

8y :=TFixg ([I,m]|~1I)={ac8,|a(j)=j Vj&l},
puis, si q = {I1,...,I,} est une partition de [[1,m]], posons

8% := SIIX'--XS[T.
Ona 8y ~ S|I| et 89 ~ S‘[1|>< XS|I,-\-
L’action de 8% sur X™ laisse clairement stables les sous-espaces Ay (F9),

quel que soit £. La section suivante 3.5 étend les résultats de la section 3.2
qui concernaient les 8,,-espaces A7y X™, au cas des 8%-espaces Ay F9(X).

3.4.4. Définition. Deux partitions p, g € PB([[1,m]) sont dites « transverses »,
et I'on note, p M q, si l'on a (Vi # j)(Z fpvj =i 7qé j) (¢f. 3.4.2). On note
q" = {p e B([Lm]) | p M a}.

La relation de transversalité est une relation symétrique.

3.4.5. Proposition
a) Pour q € B(m), on a FI(X) = [],4, Fp(X).
b) Le sous-groupe 8% C 8,, (3.4.3) fize q et laisse stable q™.

Démonstration. (a) On rappelle que 'on a, par définition (3.4.2),

{ (z1,...,2m) € Fp) <= (Vi #j)((i v J) e (@i = z;)),
(z1,...,2m) € F7) < (Vi # 7)((i ?j) = (2 # ;).

L’inclusion F}, C F1 est alors immeédiate si p th q. Réciproquement, un élément
T € F9 défini la partition pz qui regroupe dans une méme partie les indices
des coordonnées identiques, i.e. (i v J) e (xi=xj), or (z; =x;) = (i ¥ 7).
Par conséquent, pz M q et € Fp,_ C F9.

(b) Pour tout a € 8;,,, siphg, onaa«a-pmha-q. Dautre part, si a € 8%,
I’égalité o - q = q est évidente. U

9On rappelle que si p est une partition de [[1,m]], on écrit (4 o~ J), si et seulement si, il
existe I € p tel que {i,5} C I.
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3.5. Complexe fondamental de A,F9(X)

3.5.1. Le théoréme de scindage pour A ,F9(X). Compte tenu de
I’homéomorphisme F* ~ F9 de 3.4.1, le corollaire suivant du théoréme 3.3.1
est immeédiat.

3.5.2. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition q de
[1,m] et pour tout £ < m, le morphisme de restriction

He(Agr(FY)) = He(Agr-1(FY))

est nul. La suite exacte longue de cohomologie associée a la décomposition
ouverte-fermée A<y(F) = Ay(F9) U A1 (F9) est scindée et les suites
courtes extraites :

0— Ho(Acp—1(F)[—1] = Ho(Ap(F%)) — Ho(Ao(F)) — 0,

sont exactes.

3.5.3. Définition. Soit q une partition de [[1,m] et soit £ < m. Le compleze
fondamental de X associé 4 Acy(F9) est, par définition, la suite des mor-
phismes de 8%-modules gradués

0= H. (1)[—4+1]—=-—H.(L—1)[-1] = Hc({) = H. (A< (FI(X)))—0
avec H.(a) := H.(A,(F7)), obtenue par concaténation des suites courtes du

corollaire 3.5.2 (cf. 3.2.2).

3.5.4. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Le complexe fondamental
de Aco(F9) est un complexe de 8%-modules gradués exact.

Démonstration. Conséquence immédiate du corollaire 3.5.2. O

4. Rappels sur les nombres de Stirling

Pour les notions de cette section de rappels, nous renvoyons a la référence
[20] pour plus de détails.

4.1. Factorielles croissantes et décroissantes

Pour n € N, les « n-iémes factorielles croissante et décroissante » d’un
élément x d’un anneau, notées respectivement x" et x2, sont définies par

al

l=}

{x: 1, et 2" :=z@x+1(z+2) (x4 (n—1)),
x=:=1, et 22:=z(z—-1)(x—2)---(x—(n—1)).

On a clairement

n-41

a2 — (g —n) et 2" =27 (z+n).

33



4.2. Nombres de Stirling de premiére espéce

Dans l'anneau de polynémes Z[X], le sous-module Z"[X] des polynémes
de degré majoré par n admet les trois bases suivantes

B:= {22t ... 2"}, B:={2% 2L ... 2%}, B:= {xa,xi,...,mﬁ},

Le développement des polynomes X2 et X™ en somme de mondmes donne
les coefficients des matrices de passage de B vers les deux autres bases. On
note ces matrices respectivement par (s(i,7)) et (5(¢,7)). On a donc

i_ N ;: = N\ v
X Zi2j20§(z,])X et X Z@j}o 5(i,7) X7 .
Les matrices (s(7,7)) et (5(4,7)) sont triangulaires inférieures avec des 1 sur
la diagonale. On voit clairement que 5(i,j) > 0 et que (—1)*7s(i, ) > 0.
On étend la définition de s(i, ) et 5(i,j) & tous les indices 7, j € N, par la

valeur 0 lorsque j > 4. Ainsi, les sommations ci-dessous peuvent étre indexées
tout simplement indexées par ‘5 > 0.

4.2.1. Définition. Pour i,j € N, les entiers naturels 5(i,7) € N sont « les
nombres de Stirling de premiére espéce (non signés) », et les entiers relatifs
s(i,j) € Z sont « les nombres de Stirling de premiére espéce (signés) ».

4.2.2. Lemme. Les nombres de Stirling de premiére espéce vérifient les
PTropriétés suivantes.

a) Pour tous i,j € N, on a s(i,j) = (=1)"75(i,5). En particulier, si D

désigne la matrice diagonale diag(1,—1,...,(—1)"), on a
(5(i.4)) = D(3(i, ) D7

0, on a s(i,i) =1 et 5(i,7) = 1.

5(0,7) = 5(4,0) =0 et 5(0,i) = 5(i,0) = 0.

d) Pour tousi,j > 1, on a

b) Pour tout i

—_
)
S
S

c) Pour tout i

e) Pour tout i

Démonstration. (a) Evident puisque Xi= (—=1)i(—=X). (b,c) Pour tout i > 0,
les polynémes X% sont clairement de coefficient constant 0 et de coefficient
principal 1. (d) Résulte de ce que pour i > 1, on a

XE= XENX (= 1) = (D s(i—1,1)X7)(X = (i - 1))

j=0"

— Zj>0§(i — L)X =N s(i—1,5) (- DX =) s(i, ) X7

o8
! >0
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(e) Pour i >0, on a

(5G,1) = (X =1) - (X = (i=1)))[x_ = (=1)(=2) - (=i +1).

Les égalités concernant les coefficients 5(7, j) résultent ensuite de (a). O

4.3. Nombres de Stirling de deuxiéme espéce
Les coefficients des matrices (S(i, 7)) := (s(i,7)) "' et (S(1, 7)) == (5(i, 5)) "

vérifient : ' 4 _ )
1 — .. l — . . 7 .
X Zj20§(Z,J)X ZDOS(z,])X , Vi>0.

Les matrices (S(i,7)) et (S(i,7)) sont triangulaires inférieures avec des 1 sur
la diagonale. On verra que S(i,7) > 0 et que (—1)*7S(i,5) > 0.

4.3.1. Définition. Pour i,j € N, les entiers naturels S(,5) € N sont « les
nombres de Stirling de seconde espéce (non signés) », et les entiers relatifs
S(i,7) € Z sont « les nombres de Stirling de seconde espéce (signés) ».

4.3.2. Lemme. Nombres de Stirling de deuxiéme espéce vérifient les pro-
Priétés suivantes

a) Pour tous i,j € N, on a S(i,j) = (=1)"7 S(i,5). En particulier, si D
désigne la matrice diagonale diag(1,—1,...,(=1)"), on a

(5(17])) - D(ﬁ(laj))D_l

b) Pour tout i >0, on a S(i,i) =1 et S(i,i) = 1.
¢) Pour tout i >1, on a S(0,i) = S(i,0) = 0 et 5(0,7) = S(i,0) = 0.
d) Pour tousi,j > 1, on a

{ﬁ(é,j) S(i—-1,j-1)+j8G—1,),

S(i,j) =8(i—1,j 1) = j S - 1,j).

e) Pour tous i,j €N, on a S(i,5) >0 et (=1)"75(i,5) > 0.

f) Pour touti >0, on a S(i,1) =1 et S(i,1) = (—1)1.

Démonstration. (a) Evident d’aprés 4.2.2-(a). (b,c) Evidents. (d) Résulte de
ce que pour j =0, on a XX = XItLl 4 j X1 et alors

X =X"X= (Zj>08(z’—1j)X1)X

= — yhal — 1= 7)) X4
ZJ 0_2 1,5)X —|—Z (i—1,7)jXL = Zj}oé’(z,])X.
(e) La positivité de S(i,7) résulte inductivement de (d) a partir de la positi-
vité de S(0,7) et S(1,7), ce qui a été établi dans (b) et (c). (f) La question
(b) fixe le cas i =1, pour ¢ > 1, on a S(i,1) = S(: —1,0) + S(i —1,1) =
S(i—1,1), d’apres (c) et (d), et par induction, S(i,1) = S(1,1) = 1. O
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4.3.3. Remarques

— Valeurs initiales des nombres de Stirling. Les nombres de Stirling ont
été indexés par les couples (i, j) € N2, Dans tous les cas, les coefficients
de la colonne (j = 0) et la ligne (i = 0) sont nuls sauf pour i = j =0 o
ils valent 1. Tous les autres termes découlent de ces « valeurs initiales »
via les quatre régles de récurrence (d) des lemmes 4.2.2 et 4.3.2.

— On remarquera aussi les égalités suivantes qui concernent les sous-
matrices de nombres de Stirling d’indices non nuls.

4.4. Nombres de Stirling non signés et cardinaux
Pour tous 7,5 > 0 € N, on définit :
i
. H := cardinal de ’ensemble des permutations d’un ensemble & ¢ élé-
J

ments qui sont produits d’exactement j cycles.

o {l} := cardinal de I’ensemble ;(F) de partitions d'un ensemble E a i
’ éléments en j parties non vides.

0
On remarquera 1’égalité {0} =1 qui dit qu’il y a une unique partition de
0
I’ensemble vide en 0 parties non vides, et 1’égalité [0} =1 qui dit qu’il y a

une unique permutation qui soit produit de 0 cycles.

4.4.1. Proposition. Pour toust>j>0€N, on a

a) {l} = S(i,7). Lorsque i > 1, on a {;} = %Zizo(—l)j_kq) K.
] = 500.4) = (<1 s6.9).

Démonstration. On a bien 1 = {2} = {2} et 0= {;} = [;} = {j} = [3] pour

tous 7,5 # 0. Les familles des nombres en question ont donc bien les méme

b) |

valeurs initiales que les nombres de Stirling.

Pour ¢ > j > 1, on trie les partitions de *B;([[1,i]) en deux parties suivant
qu’elles contiennent ou non le singleton {i}. Les cardinaux de ces parties

i1 i—1
sont respectivement { 1} et j{ . } On a donc
j— j
i i-1 i1
0=
J J-1 J

ce qui correspond a la récurrence 4.3.2-(d) pour les nombres S(3, j).
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De méme, en triant les permutations de [1,i]], suivant que {i} est fixé ou

i—1 1—1
non, on obtient deux classes de cardinaux [ J et (i — 1){ ' }, on a donc :
i— J

[ =Lal+ -]

ce qui correspond a la récurrence 4.2.2-(d) pour les nombres 5(, 7).

Enfin, on rappelle que la formule dans (a) provient du dénombrement des
surjections de [[1,i]] — [[1,5] (modulo les permutations de [1,5]]). Cet en-
semble est le complémentaire F, dans I’ensemble F' de toutes les applica-
tions de [[1,i] — [[1,7] de ’ensemble des applications qui ne sont pas surjec-
tives. Notons F; le sous-ensemble ses applications de F' qui n’atteignent pas

la valeur t € [1,7]. Notons Fy, 4 = Fy, N---NF;, . On a alors
J
1y ,
Bl =D (DY R tkr—D D) G- R
k=1 1<t <<t g
et la formule découle aussitot. g

5. Cohomologie des espaces de configuration, cas i-acyclique
5.1. Généralités sur le polyndéme de Poincaré
5.1.1. Polyndéme de Poincaré d’un espace vectoriel gradué

Le polynéme de Poincaré d’un k-espace vectoriel gradué V := @, Vide
dimension finie est le polynéme P(V') € Z[T] défini par

PVHNT) = Z@'GZ dimy, (V) T*.
Le lemme suivant est classique.

5.1.2. Lemme

a) Si0— Vi — Vo — V3 — 0 est une suite exacte courte d’espaces vectoriels
gradués, on a P(Va) = P(V1) +P(V3).

b) P(V[-1)(T) =T -PV) (').
¢) P(Vi @ V2) =P(V1)-P(Va).
d) P(Homgry (V1, V2))(T) = P(V1)(1/T) - P(V2)(T)

5.1.3. Polyndémes de Poincaré d’un espace topologique

Les polynémes de Poincaré pour la cohomologie ordinaire et & support
compact d'un espace topologique X de type fini (%) sont notés

P(X,k)(t) :=PH(X, k) et P(X,k)(t) :=P(H(X,k)).

Le corps k sera omis de ces notations lorsque son indication sera superflue.

190n rappelle que V[—1]* := V™!, par convention.

37



5.1.4. Complémentaire d’une partie finie dans un espace i-acyclique
Pour 7 € N, la notation « X ~ ¢ » désignera dans la suite « X privé de i
points ». On prendra garde du fait que, si lorsque X est une variété to-
pologique connexe de dimension > 1, le groupe d’homéomorphismes agit -
transitivement (quel que soit i € N) et donc le type d’homéomorphie de X~
est uniquement déterminé, au dela de ces cas, on ne peut pas dire grand chose
de I'espace X ™ 4, mais, par contre, dés que I’on suppose H?(X) = 0, ce qui
est le cas des espaces i-acycliques, le polynome de Poincaré P.(X ~ i) sera,
lui, toujours bien déterminé. C’est, en particulier, le sens de l'assertion (c)
du lemme qui suit.

5.1.5. Lemme. 57 X et Y sont des espaces topologiques de type fini, on a

b) (Dualité de Poincaré) Si de plus X est une variété topologique orientable,
de dimension dx et de type fini, on a

P(X)(T) = Po(X)(1/T) - T% .

c) Si aucune des composantes connexes de X n’est compacte (p.e. si X est

i-acyclique), on a (5.1.4)
Po(XNi)(T) = P(X)(T)+4- T,

et donc

[ P(X ) (PeX)(T))
Tm '

Démonstration. (¢c) Comme H?(X) = 0, la suite exacte longue
— H.(X~ F}) = H(X) %5 H.(F}) —

est scindée (p = 0) pour tout sous-ensemble fini F; de X de cardinal i. On
conclut ensuite par 5.1.2-(a,b). U

5.2. Polynémes de Poincaré de F,,(X) et de A1 X™

La proposition suivante est une application immédiate du théoréme de
scindage 3.1.1-(a). Elle donne une formule fermée pour les polynémes de

Poincaré de deux espaces de configuration fréquemment étudiés.

Mise en garde. Dans cette section, la donnée d’un espace i-acyclique X
présuppose que dim H.(X) < oo.
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5.2.1. Proposition. Soit X un espace i-acyclique.

a) Le polynome de Poincaré P.(F,, (X)) est le polynome

PFn (X)) =[] Pelx~ ) =T (Pox)(@) +0-7).
soit, _
Pe(Fo(X))(T) = T™ (P();)(T)) .

b) L’espace Agpy—1X™ est « la diagonale épaisse de X™ », son polynome
de Poincaré est le polynome Pe(Agm—1X™) homogéne de degré m — 1
dans Uanneaux Z[P.(X),T], vérifiant :

R(Aggmﬁlcm)m _ <7:C<;;><T>)m_ (7%0;)@))’“.

Démonstration. (a) La suite exacte courte de 3.1.1-(a) et le lemmes 5.1.2 et
5.1.5 donnent aussitot la relation de récurrence :

Pe(Frg1) = Pe(X) - Po(Fp) +m - T - Pe(Fpn)
= (P(X)4+m -T) P(Fy) =Pe(X~m)-P(Fy,)
qui permet de conclure.

(b) Montrons la surjectivité du morphisme de prolongement par zéro

Immédiat si m = 1, on raisonne par induction. Si H.(Fp,—1) — H(X™ 1)
est surjectif, le morphisme

Ho(XxFp1) = H(XxX™),
lest aussi (par Kiinneth), et, composé a H¢(Fy,) —» Ho (X X F,,—1), surjectif
d’aprés 3.1.1-(a), on conclut que (*) l'est aussi.

Cela étant établi, Fy, est ouvert dans X et son complémentaire est la dia-
gonale épaisse A,,—1 X™. La suite exacte longue de cohomologie & support
compact associée & la décomposition ouverte fermée X" = F,, LU Agp—1.m
est donc scindée au niveau du morphisme (x), d’ou la suite exacte courte :

0= He(Acmm)[—1] = He(Fr,) = Ho(X™) = 0,
dont résulte l’assertion (b). (]
5.2.2. Remarque. Dans cette proposition, si X est en plus une variété

topologique orientable et de dimension dx, 'ouvert F,,, C X™ (de dimension
mdx) lest également et la dualité de Poincaré (5.1.5-(b)) s’applique pour
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donner ’égalité analogue a 5.2.1-(a) :

PF.(X)T) = [[_, P~ =]]_,

= ptx-om (BRI,

m—1

5.2.3. Remarque. Soient 1 <a <m&Net n,: F,, = F, la projection sur les
a derniéres coordonnées . Pour tout ouvert U C F,,, notons UF,, :=m, ! (U).
La méme preuve de 3.1.1-(a) montre que la suite

0 — H.(UF,,)[-1]" — H.(UF,4+1) —» H.(XxUF,,) — 0, (o)
est exacte. On en déduit, comme pour 5.2.1-(a), que l'on a
Pe(UFy1) = Po(UFy_140) - (Pe(X) + (b— 1+ a)T)
et par itération (cf. 11.2.6) :
Pe(UFp14(X)) = Pe(U) - Po(Fo(X > a)).

Il est intéressant d’observer qu’une condition nécessaire pour ’exactitude
des suites (¢) pour tout U C X, est que X soit totalement U-acyclique. En
effet, dans un tel cas et si m, le morphisme H.(X) ® H.(U) — H.(U) doit
étre nul. Nous ignorons si la totale U-acyclicité suffit a 'exactitude des suites
(¢) lorsque, par exemple, X est une variété topologique non orientable.

5.2.4. Remarque. Lorsque X est une variété topologique, les applications
7o ¢ Fpra(X) — Fo(X) sont des fibrations localement triviales de fibres
isomorphes a F;(Y) ou Y est le complémentaire d’un sous-ensemble fini de
X de cardinal a. Par conséquent

Pe(m, ' C) = Pe(C) - Pe(Fy(X ~ a)), ()

pour toute composante connexe C de F,, ce qui suggére une certaine forme
de trivialité cohomologique pour les fibrations en question.

Cette remarque est a l'origine de 1’étude de la section 11.4, destinée a
prouver la dégénérescence des suites spectrales de Leray de ces fibrations
lorsque X est i-acyclique (mais pas forcément de type fini). Plus précisément,
on y montre que si C est une composante connexe de F,(X) et si T € C,
le terme IF5 de la suite spectrale de Leray pour la cohomologie & support
compact de la fibration 7, : 7,1 C — C est

By = H.(C) ® He(r, ') = He(m, ' C).
On observera déja a ce niveau que si X est en plus de type fini, I’égalité (x)
s’applique et force 'annulation des différentielles d,., pour r > 2 de la suite
spectrale (IE,,d,) en question. En effet, autrement il faudrait s’attendre a
une chute stricte de la dimension de IF,, par rapport a celle de IF5, ce qui
n’est pas le cas.
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5.2.5. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Le polynome de Poin-
caré P.(A¢X™) s’obtient en évaluant en P := P.(X) le polynéme homogéne
Qum(P,T) € Z[P, T, de degré { :

P

Qun(P1) =71l (2

Démonstration. Clair d’apreés 2.3.3 et 5.2.1-(a). O

5.2.6. Commentaire. Notre approche pour I’étude des polyndémes de Poin-
caré des espaces de configuration associés & une variété topologique orien-
table X repose sur I’annulation du morphisme de restriction a la diagonale
0% 1 Ho(X'xX) = Ho(X). Cela restreint sa portée, mais n’exclut pas qu’elle
puisse étre appliquée dans d’autres cas, et méme pour X compact.

Par exemple, lorsque X est un groupe de Lie compact connexe K de
dimension dg, il est avantageux de profiter de I'action diagonale libre de K
sur F,,,(X). Notons K = K~ {e}. On a la bijection

UV:Fh1(K)xK = F(n,K), (Z,9)~ (19,...,%n-19,9),
et ceci donne aussitot 1’égalité
He(Fr(K)) = Ho(F-1(K)) @ He(K)

ou K n’est plus compact. On peut alors se demander si K est U-acyclique.

Comme K est compact, le prolongement par zéro H.(K) — H (K) identifie
H.(K) a H"(K) et nous avons le diagramme commutatif

H.(K)® H.(K) —rxk— H.(Ak)

[ [

HK)® HK)—rxk— H(AKk)
ol pk est le cap-produit. Si pg = 0, nous devons avoir
HY(K)AHT(K) =0,

mais ceci n’est possible, par dualité de Poincaré, que si le groupe de Lie K
& la méme homologie qu'une sphére. Lorsque le corps des coefficients est @,
cela arrive seulement dans trois cas K =%, K =1 et K =3 ~ SU(2) = Sp(1).
Dans ces cas la proposition 5.2.1-(a) s’applique et on trouve :
1 (P(K)\m—1
Pel(Fy (1K) =P (K) - Pe(Fyr () =P (K) - 71 (P
— (T 1) 7™ (T

5.3. Polyndémes de Poincaré de A, X™

Une application immédiate de I'exactitude du complexe fondamental est
dans la détermination du polynéme de Poincaré P.(A<,X™) lorsque X est
de type fini. L’assertion suivante généralise la proposition 5.2.1.
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5.3.1. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Le polynéme de Poincaré
Pe(AceX™) est le polynome homogeéne de Z[P.(X),T], de degré £, donné
par la somme alternée (cf. 2.3.3)
Pc(Aéfxm) - Z (_1)a ' ‘mffa(m)’ ' ,PC<F€fa(X>) ’ Tay
0<a<?
avec comme termes de plus bas et plus haut degrés en T :
Pe(AceX™) = [Be(m)| - Pe(X)" - T° +
Y D Bealm)| - (- = D P(X) T

0<a</?

Démonstration. Résulte d’appliquer le théoréme 3.2.3, 'explicitation du co-
rollaire 5.2.5 et le fait que le terme de plus haut degré en T' de P.(Fy—o(X))
est (0 —a—1)!-P(X)- T d’aprés 5.2.1-(a). O

5.4. Polyndme universel pour A, X™

Le corollaire 5.3.1 montre que lorsque X est i-acyclique, le polynéme de
Poincaré de H.(A<,X™) s’obtient en évaluant un certain polynéme homo-
géne de 'anneau Z[P, T|, degré ¢, en P = P.(X). Ce polyndme est indépen-
dant de X et il est unique.

Définition. Le « polynéme universel pour la cohomologie 4 support compact
des espaces A<y m », n10té Q<pm (P, T'), est le polynome de Z[P, T'|, homogéne
de degré total ¢, donné par

Qum(PT) =TS (1l (7).
Y4
ou [P (m)| : % S (-1 J( )jm. (Cf 2.3.3)
7=0

5.4.1. Remarque. Il peut y avoir beaucoup de simplifications dans ’ex-
pression donnant ces polynémes. Par exemple, sachant que A<, X™ = X™,
on peut anticiper I'égalité

Qém,m(PvT) = Pm,

ce qui est loin d’étre une évidence a partir de la définition.

5.4.2. Un exemple de polyndmes universels

Voici les six polynémes universels pour m = 6.

Qaue(P,T)= P T°

Q<. 6(P, T)=31PT°+ 30P T

Qw6(P,T) =90 P>T° + 239 P?>T + 150 P T?
Q<u6(P,T) =65 PYTY + 300 P3T + 476 P>T? + 240 P T
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Q<s6(P,T) =15 PPTY + 85 PAT + 225 P3T? + 274 P2T3 + 120 PT*
Qw(P,T)= PSTO.

6. Représentations du groupe symétrique

Dans 3.2.2 nous avons muni les espaces A2y, X™ de 'action de §,,. Nous
allons maintenant explorer en détail la structure de §,,-espace de A, X™.
Mais avant cela, il nous faut plus de notations.

6.1. Notations pour le décompositions et les diagrammes de Young

— Une « décomposition » A d’un entier m > 0, noté A - m, est la donnée
d’une suite décroissante d’entiers positifs A := (A = Ao = --- = A\p > 0)
telle que m = A1 + A2 + -+ - + Ap. On note alors |A| = m et £(N) := £.

— Etant données des familles entiers positifs {d; >...>d,} et {u1,..., 1},
telle que m = ), u; d;, on notera de maniére équivalente

(dlfl,...,dﬁr):(dl,...,dl ydoy....dy .o dpy ..., dy )

1258 M2 | —— e

— Un « diagramme de Young » est un empilement vertical de juxtaposi-
tions horizontales de boites dont le nombre, A;, décroit. Par exemple

La suite A := (A1,..., A7) est une décomposition de m := |A|. On
identifie ainsi décompositions et diagrammes. On note Yy (m) ’ensemble
des diagrammes & m boites et a £ lignes, soit donc

Ve(m) = {()\ Fm) & (U(\) = f)}

— Un « tableau de Young standard » est un diagramme de Young A
dont on rempli les boites par les entiers

1,2,...,|Al. On note 7(\) le tableau ob- o e 6]
tenu par une numérotation successive, de | 7(A) := 11121312
gauche a droite et de haut en bas, tel [15]

qu’indiqué dans la figure ci-contre.

— Si A € Yy(m), on note Py le sous-groupe de §,, des permutations qui
conservent les lignes de 7(A). On a

?AZSMX“-XSM.

— Un diagramme A € Yy(m) décompose l'intervalle [1,m] suivant les ¢
sous-intervalles définis par les lignes de 7(\). On note py € Py(|A]) la
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partition ainsi déterminée. Le sous-groupe
Sy := Ng, P
ot Ng, (Py) désigne le normalisateur de Py dans 8,,, est le sous-groupe

des éléments de 8,, qui fixent la partition pj.

6.1.1. Lemme. On fait agir 8,, avec son action naturelle sur B,(m). Pour
p € B, on note 8, le sous-groupe de 8,, qui fize p. Chaque orbite de Sy,
rencontre une unique partition de la forme py. On a

Frm) = ey o S 83 = Ly, oy S0/
ot A parcourt l’ensemble Yy(m) des décompositions de m en £ entiers # 0.
a) Sid=(A1,..., ) = (d{*,...,d\"), avec d; > d;11, on a
8y =8p, = Ns,.(Pr) et Gy:=8\/Pr=8,,x---x8,,,
b) Le groupe Gy = 8,, X --- x 8, reléve a un sous-groupe de 8y et l'on a
Sy = (8 x---x8,.)xPy.

6.2. Décomposition ouverte §,,-stable de Ay, X™

Par le lemme 6.1.1 la décomposition ouverte de Ay ,, de 2.3.3 s’écrit

AX™ = erye(m) S - Fp, (X).

La proposition suivante est de vérification immédiate.

6.2.1. Proposition. Soit A = (A\1,..., ) = (d}*,...,d") € Ve(m).

a) Le groupe Py = 8y, x --- X8y, est le sous-groupe de 8, des permutations
qui agissent comme 'identité sur Fy, (X). Son normalisateur 8y est le
sous-groupe de 8y, qui laisse stable Fy, (X).

Soit la surjection canonique de groupes
vy 5)\ —»G)\ = 8/\/1]))\ = 8M1><~-><8M - Sg
et considérons Fy, (X) muni de sa structure de G y-espace.

b) L’application ¢y : Fy, (X) = Fo(X), ¢x: (T1,...,Zm) — (Y1,...,Ye) avec
Yk 1= T 442y, €5t un isomorphisme de Gy-espaces.

c) L’application

Uy 8mxs, Fu(X) = 8- Fp, (X) CX™, (,7) = a-¢ 1(T),

est un isomorphisme de &, -espaces.
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6.2.2. Caractéres de 8,, associés & A, X™

Pour toute partie Z C X", de type fini et stable sous l'action du groupe
8m, les espaces H.(Z,k) et de H'(Z, k) sont les 8,,-modules de dimension
finie, leurs les caractéres seront respectivement notés :

Xe(Z3;i) : 8 =k, Xe(Z;i)(a) := tr(a: H(Z;k))
X(Z;i): 8m — k, X(Z;i)(a) = tr(a: H(Z;k)).

Mise en garde. Dans toutes les sections concernant les représentations
des groupes symétriques, on supposera que car(k) = 0 (cf. 8.3.5).

6.2.3. Commentaire. Lorsque X est une variété topologique orientable (de
dimension dx), 'ouvert F,, C X™ (de dimension mdx) est également une
variété orientable et les espaces H'(F,,) et H"¥X~%(F,,) sont en dualité, de
méme donc que les représentations respectives de S,,. Ainsi, la connaissance
de X¢(Fp,*) détermine X(F,,,*). En dehors de ces cas, nos méthodes ne
s’appliquent pas a l’étude de la cohomologie ordinaire H(A7,X™), ni en
tant qu’espace vectoriel ni, a fortiori, en tant que 8,,-module.

6.3. Foncteurs d’induction Indg’: et Izn
Pour 0 < ¢ < 'm, et tout A € Yy(m), on note

S Mod(k[8]) ~ Mod(k[S)]) (Ind)

le foncteur ind?;’“‘ o Reséf; ol 8 agit a travers de la surjection vy : Sy —» G,

de 6.2.1-(a). On considére ensuite le foncteur

I = ZAGMm) Indg" : Mod(k[S]) ~ Mod(k([S,,]) (I)

(Remarquer que l'on a I} =id.) On notera par la méme notation 'opérateur
linéaire Iy : kc[8¢] — kc[8y,] défini sur les fonctions centrales par la formule
d’induction des caractéres.

6.3.1. Proposition. Pour 0 < £ <m, on a un isomorphisme de 8,, espaces :

AZX = H)\Ej)e(m) Sng/\ Fg(X) .

En particulier, on a
Yo(AX™50) = I (Xe(Fu(X):d) et X(AX™s0) = I (X(FU(X);1)).
Démonstration. Corollaire immédiat de 6.1.1 et 6.2.1-(c). O

6.3.2. Présentation de §8,,-module de Hi(Agng). Nous pouvons a
présent rassembler les résultats précédents pour donner une présentation de
la représentation de 8, sur H!(A<,X™) lorsque X est i-acyclique.
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6.3.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oo.
a) Le caractére du 8,,-module H!(F,,(X)) vérifie

Xe(Fin (X)) = Xe(X™34) + Xe(Agm-1X"11) .
b) Le caractére du 8,,-module H:(A<, X™) vérifie

Xe(AeX™i) =) (=) Ty (Xe(Fea(X)si — ).
Démonstration. Par 3.2.3, la suite de §,,-modules
0= H M (A ) == HTH (A1) = H(Apm) = HA(Acpm) =0
est exacte. On a donc I'égalité
Xc(Agf,m; Z) = Zogage(_l)a XC(Af—a,m; i — a)

a laquelle on applique la proposition 6.3.1. O

6.4. Expression de X.(A7,X™; %) en termes de X.(X¥*; *)

Le théoréme 6.3.3 peut étre la base d’un algorithme de calcul pour le ca-
ractére X.(A<,X"™;i). En effet, I’égalité (b) 'exprime comme combinaison
de caracteéres induits des X.(Fy (X),i") pour ¢/ < £ et i’ <i, et Pégalité (a) ex-
prime chaque X (Fp (X),i') comme la somme du caractére X (X '), connu
d’aprés Macdonald [24] (cf. aussi 9.5.4), et du caractére Xo(Acp_ XY, 4'),
avec (donc) ¢/ — 1 < /. Dans la suite, on précise davantage cette idée.

6.5. Opérateurs d’inductions itérées I(o) et O}

Pour toute suite d’entiers positifs o = (mg > mq > -+ > my_1 > my)
strictement décroissante, on pose

sit=0, I((mo)):=id: kc[Smy] = kc[Sme]
sit>0, I(o):=In00-oIm™" :ke[Sm,] = ke[Smy)

(I(2))

et 'on définit pour ¢ < m, 'opérateur d’inductions itérées :

OF == ()" Y (=11 I(0) : ke[8e] = ke[S (©)
om\ /¢

ol la sommation est indexée par ’ensemble des suites strictement décrois-
santes qui partent de m et aboutissent a /.

Y m __ 3
On remarquera que 'on a @] = id.
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6.5.1. Théoréme Soit X un espace i-acyclique tel que dim H.(X) < oo.

a) Pour toutm > ¢ >0 et touti € N, on a
) Xe(Fm(X)si) =D OF_,(Xe(X" % —a))
) Xo(AX™34) = I (Zoqd O, (Xe(X' i —a)))
i) Xe(AceX™50) = Y (—1)" I b(z O Zh (Xe(X T i—b— a)))

0<b<t 0<a<t—b

b) Soient X et'Y des espaces i-acycliques a cohomologies & support compact
de dimensions finies. On a

(XC(A?Zme *) = XC(A?EYma *)) — (PC(X) = PC(Y)) :

Démonstration. (a-i) On procéde par récurrence sur m. Lorsque m = 1, on
a F1(X) =X, a =0, la somme est réduite & un seul terme et I'égalité est
immédiate. Dans le cas général, 1’égalité du théoréme 6.3.3-(b) pour £ = m
donne I’égalité :

Xe(Frid) = Xe(X™58) = > (=1)* I, (Xe(Frn—ai — a))

m>m—a>0

ou l'on peut remplacer, par hypothése inductive,
Xe(Fr—a;t —a) = X (X" %0 —a) +

+ Z Om % , (Xe(X™ i —a—1)).

m—a>m—a—b>0

On exprime ainsi X¢(Fy,;7) comme somme de deux termes.

A= X (X™5d) + Y (=D (Xe(X™ % - a))

m>m—a>0
. +1 —a—b. ;
B:=>Y (-0 In N et (X (X" i — a— b))
m>m—a>0 m—a>m—a—b>0

Le terme A contient ®” = I((m)) et les opérateurs (—1)%T! I((m,m — a))
qui interviennent dans le développement de ®!"_ pour a > 0. Le terme B,
quant & lui, contient exactement tous les opérateurs qui manquent encore
pour reconstruire le second membre de (a-i). En effet,

YonTIn Y enTe = (1) I () (=) I(0)

m>m—a>0 m—a>m—a—b>0 a>0 et oom—a~m—a—b>0

= (1) Y (-) (o).

om N\ m—(a+b) et |o|>2
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Ceci termine la preuve de I’égalité (a-i). La formule (a-ii) en découle aussitot
puisque X (A X™;4) = I (Xe(Fe(X);1)) (6.3.1), et (a-iii) en résulte par
application directe de 6.3.3-(b).

(b) L’implication = est immédiate en prenant m = ¢ = 1. Pour la réci-
proque, il suffit, grace a (a), de montrer que les caractéres X.(X";17) sont
déterminés par P.(X). Or, ceci est clair d’apreés le travail de Macdonald [24]
(eq. 4.5) (cf. aussi 9.5.4 pour la formule explicite). O

7. Cohomologie des espaces de configuration, cas général

7.1. Cohomologie de Borel-Moore. Comme nous 'avons déja indiqué
(6.2.3), 'utilisation des complexes fondamentaux limite la portée de nos mé-
thodes sur au moins deux aspects : les espaces X sont i-acycliques et la
cohomologie est & support compact. Ce sont des limitations assez contrai-
gnantes en particulier lors de 1’étude du comportement asymptotique de la
cohomologie de F,,(X) suivant les tours de projections

oi—— Fp 1 (X) «Mpm(x) 2 F (X)) ——

ol Py : Frp1 — F, désigne la projection sur les m premiéres coordonnées,
plus précisément pour I'étude des tours de représentations des groupes sy-
métriques : les « FI-modules » (cf. 8.8)

S H(Fp 1 (X)) T H(F (X)) P H(Fypgt (X)) —— -

Lorsque X est une variété i-acyclique orientable la limitation est artificielle
grace a la dualité de Poincaré, mais elle ne 'est pas dans le cas général,
notamment si X est une pseudovariété orientable, qu’elle soit i-acyclique ou
non. Dans le but d’inclure ce type d’espaces dans nos énoncés, nous allons
remplacer la cohomologie ordinaire par la « cohomologie de Borel-Moore » .

L’homologie de Borel-Moore d’un espace localement compact M, notée
HPM(M), est classiquement définie comme le dual de sa cohomologie & sup-
port compact. Lorsque M est de dimension cohomologique finie dps, par
exemple si M est une pseudovariété, on définit la cohomologie de Borel-
Moore de M par I'égalité

Hy (M) := HM ™' (M k)Y

7.2. Le morphisme “image-inverse” en cohomologie de Borel-Moore

On étend dans cette section 'opération d’image-inverse de la cohomo-
logie ordinaire au contexte de la cohomologie de Borel-Moore. Nous nous
concentrerons sur deux cas particuliérement importants pour les espaces de
configuration, a savoir : l'action de 8,, sur Hpu(Fy,(M)) et la projection
Pm : Frp1 (M) — Fp, (M).
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7.2.1. Rappel du cas des variétés topologiques. Supposons M et N des
variétés topologiques orientées de dimensions respectives dps et dn. Notons
(_, _)m laccouplement de la dualité de Poincaré sur M (resp. IN), a savoir

(, M HM)xH.(M) =k, (v,u)nm:= /MVAM.

Pour toute application f: M — N continue, 'adjoint pour la dualité de
Poincaré de l'opération image-inverse f* : H(IN) — H (M) est le morphisme
fi: H (M) — H.(N)[—dn + dn]

caractérisé par 1’égalité
(W) mm = (v, ilw))n, Vv € H(N), Vu € He(M).

On dira alors que le couple (f*, fi) est un « couple adjoint » (sous-entendu
pour la dualité de Poincaré).

On a trois cas fondamentaux.

[ad-1] L’application f: U C M est un plongement ouvert et U est muni
de lorientation induite. Alors, fi: Ho(U) — H.(M) est le morphisme de
prolongement par zéro et l'on a

(f*, fi) est un couple adjoint,

[ad-2] L’application f: M — N est localement triviale de fibre F'. Alors f
est I’« intégration sur les fibres » (|5] p. 61) et 'on a encore :

(f*, fi) est un couple adjoint.
|ad-3] L’application f: M — M est un homéomorphisme. Alors
f! : HC(M) — HC(M)

est induit par I'image-directe des cochaines & support compact.

Soit M = HuEHo(M) M, la décomposition en composantes connexes.
On note par f : Ilo(M) — Tlp(M) la bijection induite et f, : My — My (q)
la restriction de f. Chaque f; est un homéomorphisme de pseudovariétés
connexes et orientées. On note opr(fy) le scalaire défini par l'action de fy,
sur la classe fondamentale [My] de My, i.e. tel que :

fi(IMa)) = on, (f) - [My(a)] -
On a alors

(FOam=Y /M P 5 A fi(na)) d([M])

-y /M F* sy A i) one(fo) d(F) M)
= Za <I/f(a),UM(fu) N (:u‘a)>Mf(u)
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Par conséquent,

(f*, Za om(fa) - fa!) est un couple adjoint. (©)

Lorsque M est connexe la somme est réduite & un seul terme et ’adjoint
a droite de f* est juste opn(f) - f1.

7.2.2. Le cas des pseudovariétés orientées. Pour un espace localement
compact M de dimension dps, nous avons envisagé le remplacement de sa
cohomologie ordinaire par sa cohomologie de Borel-Moore Hgy (M), ceci im-
plique que I’on remplace accouplement (_, _)ps par celui de la dualité vecto-
rielle (_, _): V¥ xV — k. Dans ce cas, les adjonctions (ad 1,2,3) vont nous ser-
vir & définir les opérateurs d’image-inverse en cohomologie de Borel-Moore.

Dans le cas particulier des espaces de configuration, nous sommes ainsi
conduits aux définitions suivantes.

7.2.3. Définitions. Si M est une pseudovariété orientée de dimension dps,
on dispose des opérateurs suivants en cohomologie de Borel-Moore.

a) Image-inverse associée aux projections pp : Fpiq(M) — Fp(M)
L’application pp : Fypyro(M) — Fp(M), pp(z1,. .., Tp1q) = (T1,...,2p),
est composée de 'inclusion ouverte ¢ : Fyi (M) C Fp(M)xM?* et de la
projection p(Z,y) := &

Fy o(M)—— F,(M)xM®

Fy(M)
On définit « I'intégration sur les fibres » (1)
Pyt He(Fypra(M) — He(Fy(M))[-adpm]
par 'égalité
Py i=prod,

ou v : Ho(Fpyrq(M)) — H(Fp(M)xM*®) est le prolongement par zéro,
et py: Ho(Fy(M)) @ Ho(M®) = He(Fy(M))[—adp), w @ w = w [, @

En dualisant, on obtient 'opérateur d’« image-inverse » pour la coho-
mologie de Borel-Moore

Py =) - Hon (Fy(M)) = Hini(Fyo(M)) .

b) Action de 8,, sur Hgm(Fp(M)). L’action de g € 8, par image-
inverse sur Hpy (Fp, (M)) est donnée par 1'égalité (¢) dans 7.2.1-[ad-3].
L’espace F,,(M) est un ouvert de M™ et l'action de 8,, est la restric-
tion de son action sur M™, le scalaire o, (ar)(ga1) coincide alors avec

11 Cest la raison de nous restreindre aux pseudovariétés orientables ; la notion dimension
étant bien moins critique car remplagable par celle de dimension cohomologique (finie).
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onm (ge1) pour une certain b € Il (M™). Or, le scalaire opgm (gp1) est in-
dépendant de b. En effet, on a oprm (gp1) = sgn(g)8™™ | ot sgn(_) est la

signature. On pose alors,
o (g) = sgn(g)™™

de sorte que l'on a Y

g = UMm(g) ) (9!) )
ou g : Ho(Fy,(M)) — He(F,,(M)) est l'image-directe et ou (_)Y désigne
I’adjoint pour la dualité vectorielle. Le lemme suivant est immédiat.

7.2.4. Lemme. L’application 8,, > g — onm (g) est un caractére multi-
plicatif de 8,,. On a

oxxym(9) = omm(g) -oxm(g), Vg€ Sm.

7.2.5. Commentaires

a) Si M est lisse et orientée, on a H'(F,,(M) ~ Hi, (F,,(M)) par dualité
de Poincaré, et les différentes définitions d’images-inverses concordent.

b) L’opérateur py est défini méme si py : Fpiq(M) — Fp(M) n’est pas
localement triviale, donc méme lorsque la pseudovariété M n’est pas
lisse. L’hypothése d’orientabilité sur M est par contre indispensable.

c) Lorsque M est une pseudovariété conneze orientée de dimension dpg,
on a HM(M;Z) = 7 et donc H),(M;Z) ~ Z ~ H°(M;Z). De plus, si
f: M — M est un homéomorphisme, I'image-inverse f* opére comme
lidentité sur HY,, (M;Z).

7.2.6. Ingérence de la représentation signature dans Hgn (Fp, (M)).
Dans les prochaines sections nous serons confrontés a une situation qui com-
porte une subtilité qui mérite d’étre signalée.

Soient M et X deux pseudovariétés orientées. On fixe x € X et on pose
Mx := MxX et M, := Mx{z}. Le morphisme de restriction fermée p :
H.(F,,(Mx))— H.(F,,(M,)) est clairement un morphisme de §,,-modules,
mais il faut prendre garde du fait que si son dual vectoriel agit bien en

cohomologie de Borel-Moore
p" + Hou(Fp(My)) — Hou(Fp(Mx)) ,

il n’est pas, tel quel, un morphisme de §,,-modules pour 'action image-
inverse définie dans 7.2.3-(b) ! La proposition suivante montre comment cor-

riger cet énoncé.
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7.2.7. Proposition et notation. Soient M et X deur pseudovariétés
orientées et connexes. Le dual vectoriel du morphisme de restriction

p: Ho(Fy(Mx)) — He(F(M,))
est un morphisme de S,,-modules entre
pY : How(Fpy (M) — Hey (Fpy(Mx)) ® (0/(k)y )@ 40X

ot o (k) désigne la « représentation par signature » de 8.

Démonstration. Par définition, la représentation de 8, sur Hpm (Fy,(Mx))
est la représentation duale de celle de H.(F,,(Mx)) tordue par le caractére
O(Mxx)m = opm - oxm (7.2.4) tandis que pour celle de Hpw(Fy(My)), il
faut tordre par opgm . La différence est donc le caractére oxm= qui est trivial
si dim X est paire est qui est le caractére signature autrement. U

7.3. Approche de Hgnm(Fy, (M)) a I’aide d’espaces i-acycliques

Dans les sections 3 et 5 (resp. la section 9), les méthodes pour la dé-
termination du polynéme de Poincaré (resp. du caractére de §,,-module)
de H.(F,,(M)) s’appliquent lorsque M est i-acyclique (5.2.1,5.2.2), mais
pas lorsque M est général, ce pour quoi il faut une nouvelle idée, comme
par exemple, celle que nous donnons & continuation qui permet d’appro-
cher Hgy(F,,(M)), ot M est un espace localement compact quelconque, &
l’aide d’une suite spectrale dont les termes sont de la forme Hpu(F(X))
avec £ < m, et, surtout, ot X est i-acyclique, suite qu’on appellera « la suite
spectrale basique pour Hgu(Fp,(M)) » (cf. thm. 7.5.2).

7.3.1. L’idée est basée sur le fait que :

F Tout espace localement compact M peut étre réalisé comme fermé dans
un espace i-acyclique, de complémentaire (donc) également i-acyclique.

En effet, si X est i-acyclique et si z € X, 'espace M s’identifie au fermé
M, := M x{z} de l'espace i-acyclique Mx := MxX (1.2.4-(f)). On note
alors V := X —x et My := M xV et 'on remarque que dans la suite longue
de cohomologie & support compact :

— He(Ap (M~ M™)) = H(F,,(Mx)) -2 H.(F,,(M,)) —
le morphisme p est nul. En effet, le prolongement par zéro
HC(M\/) — Hc(Mx)

est surjectif et les arguments de la remarque 3.1.3 s’appliquent et établissent
la surjectivité du prolongement par zéro

I:H(Fp,(My)) = Ho(Fp,(Mx)) .
La surjectivité de ¢ en résulte, car im(:) 2 im(¢'), et la nullité de p s’ensuit.

Ces arguments et la proposition 7.2.7 prouvent la proposition suivante.
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7.3.2. Proposition. Soient M et X des espaces localement compacts. On
suppose que X est i-acyclique et 'on fire v € X.

a) La suite courte de 8,,-modules
0 — H.(Fp,(M,))[—1] = He(Ap,(Mx~ M) = He(Fpy(Mx)) — 0
extraite de la suite longue de cohomologie & support compact, est exacte.

b) On suppose M et X des pseudovariétés orientées de dimensions coho-
mologiques finies dpg et dx. La suite courte de 8,,-modules (12)

0— HBM(Fm(Mx))[de — 1] —
Hina (A (M~ M) [mdx — 1] =
Heoi (Frn (M) © (0 (k)im) 4% — 0

extraite de la suite longue de cohomologie de Borel-Moore, est exacte.

Le polynéme de Poincaré de Hpy(Fy, (M)) est donc déterminé par celui
de Hpm(Fpn(Mx)), déja connu, et par celui de Heum (A, (My ~ M)")), qui
fera I'objet d’étude des sections suivantes.

7.4. Une suite spectrale pour Hpy (Aq, (MY~ M)

7.4.1. Rappel : cochaines simpliciales, ordonnées et alternées. Etant
donné une famille finie d’ouverts U = {Uy, ..., U, } d'un espace topologique
X, on rappelle que I'on dispose classiquement de trois notions de p-cochaines
de Cech pour le foncteur des section locales. A savoir,

— Le groupe des « p-cochaines simpliciales (non ordonnées) »
/4 — ) ,
s )=, . T Wiy )

ou (g, ...,%p) est un suite d’éléments deux a deux distincts de [[1,m].

— Le groupe des « p-cochaines (simpliciales) ordonnées »
Cg (U, _) = @ F(UiOr"»iP’ _)

— Le groupe des « p-cochaines (simpliciales) alternées » CZ(U, ). Clest

1<io <+ <ip<m

le sous-groupe des p-cochaines w € CP(U, ) vérifiant pour tout o €
3 :
[0,p]

Wig,..yip = sgn(a) Wi (0)sesla(p) * (+)

Remarquons en passant que I'application « d’antisymétrisation »
ep: C2U,_) = CEU, ) ()

121 énoncé est valable plus généralement pour les espaces localement compacts de di-
mensions finies, sauf pour ce qui concerne les structures de 8,,-modules que nous n’avons
pas définies dans cette généralité.
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définie, suivant la méme égalité (x), par

5p(w)ia(0),...,ia<p) = sgn(a) Wig ... yip

pout tout a0 € S[[O ) et tout 1 <ip < --- <1ip < m, est bijective.

P
Dans les trois cas, 'opérateur cobord &, : CY (U, _) — C’?,’“(u, )

p+1 k
(5w)io7---,ip+1 = Zk:o(_l) ST P

a un sens et respecte chaque type de cochaine. L’antisymétrisation

ect (CLWU,),6.) = (CIU, ), 64),

U;

est alors un isomorphisme de complexes.

L’assertion suivante est classique (cf. [15], §1.3.8, p. 58.).
7.4.2. Proposition. Les inclusions de complezes

(C2U, ), 8.) S (C*U, ), 8.) 2 (CLU, _),0).- (©)
induisent des isomorphismes en cohomologie :

H:U, ) — H*U, )<= HXU, )

Les complexes (¢) sont donc interchangeables pour les besoins du calcul
de la cohomologie de Cech.

7.4.3. Remarque. On prendra garde du fait que bien qu’on parle de per-
mutation d’indices des cochaines de Cech, il n’y a en général pas d’action du
groupe symétrique tout simplement parce qu’il n’y a en général aucun rap-
port entre I'(Us,,...i,,_) et I'(U;
le cas ot une telle action existe.

a(0)s+--sia(p) _). Le paragraphe suivant traite

7.4.4. Faisceaux et complexes de Cech 8,,-équivariants

Revenons sur le cas de I'espace A, (M ~ M."*) de 7.3.2. Munissons-le du
recouvrement U™ = {U7",..., U}, ou :
—l~

um ::Am(MXx---xMVx---xMX) gFm(Mx),

7

avec V := X — x. Notons ensuite
ur.=u"u---uy, Ui?’“_’ip::U{gﬂ--'ﬁU[:,
et méme Uy, . 1,) @ une copie de Uj, . ;, paramétrée par l'uplet (10, .-, 1p).

Faisceaux équivariants. Le groupe &,, agit sur U™ par permutation des

coordonnées, et nous avons g - U™ ,)» pour tout g € &y,.

o —pym .
00;---0p 9(40),.-,9(
Nous aurons aussi besoin de la notion de « faisceau 8,,-équivariant sur U™ ».
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Sans trop entrer dans les détails, on dit qu’'un faisceau G sur U™ est 8-
équivariant s’il est muni d’une famille d’isomorphismes

{¢g,V : F(gv§ g) — F(V; g)}(g,V) )

indexée par les couples (g, V') ot g € 8, et V est un ouvert de U™, telle que
la relation cocyclique ¢y v © ¢g v = dng,v est satisfaite pour tous h,g € 8,
et tout ouvert V de U™.

L’exemple fondamental pour nous est donné par les faisceaux des germes de
cochaines de Borel-Moore 2 . que nous allons introduire dans 7.4.6. Définis
comme duaux sur k des cofaisceaux des cochaines d’Alexander-Spanier a

support compact {1, les faisceaux {2, ~héritent naturellement de l'action

duale de I'action topologique de 8,, sur .. On a vu pourtant (cf. 7.2.3-(b))
que cette action ne convient pas et qu’elle doit étre tordue par un certain
caractére linéaire de &,,.

7.4.5. Proposition. Munissons Ujy_, ., =Ap, (M;?_(pﬂ) x MPYY) de Uac-
tion de S,,_(p41) X Sp+1 par permutation de coordonnées.

a) L’application
B8y, X UM ]_[(io Uk

Sm—(p+1) X1pt1 (io,--p)
(9,2) = 9(®) € Ulgim—p),..o0m))

ow (ig,...,ip) est une suite d’éléments deux & deuz distincts de [1,m],
est un homéomorphisme.

Soit maintenant G un faisceau Sp,-équivariant sur U™. On note 0 — gx o
Uaction de g € 8, sur une section locale o € G.

b) Le morphisme image-directe défini par I’homéomorphisme ®p,, a savoir
Dy ind®m F(Un”f,pw’m; g) —>ép(um§ G) = @ F(U&,...,ip);g)

Sm—(p+1) X1p+1 (30, vip)

(9.0) —————— 9% € LUfgm—p), - gm):9)
est un isomorphisme. Il induit sur CP(U™;G) Uaction w — gow de 8y,

(h Ow)io,...,ip = hx (wh—l(iO)V”’hfl(ip)) .

Cette action est compatible au cobord des cochaines simpliciales et le com-
plexe de Cech augmenté :

0— I(U™G)—= COU; G) 22 MUy G) 2 - -
est un compleze de 8,,-modules.

¢) Le complexe des cochaines alternées (C*(U™;G),6,) est un sous-compleve
de 8,,-modules du complexe des cochaines simpliciales (C*(U™;G), 6).
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L’antisymétrisation e, : (C£(U™;G), 6x) — (CX(U™; G), ) transfere cette
structure et munit chaque groupe C'g (U™; G) de laction w— g*w de 8,
En particulier, le complexe de cochaines ordonnées de Cech augmenté :

0 — D(U™;G) == CoU; G) 2 CL(U; G) 2 -

est un compleze de 8,,-modules.

De plus, Uapplication

W, ind®" DU, :0)@0 (k)ps — CEU™ G) =P T U
Sm—(p+1) XSp+1 1<ZU< <z,,<m
(9,0) goo e I'(g(Up . m);9)

ou ‘o’ désigne l'action x* de 8,,_(pi1) X Sp+1 tordue par le caractére si-
gnature o(k)pi1 de S8py1, est un isomorphisme de 8,,-modules.

Démonstration. (a) L'application @, est définie sur la réunion disjointe de co-

pies de U}, ., indexées par les éléments g € 8,/ 8y, —(p41). Pour chaque
g € 8m, la restriction de @, a (g,U,,_, ) est un homéomorphisme sur
Um

(g(m—p),.g(m))" On conclut que @, est bijective en remarquant que le car-

dinal |8y,/8,,—(pt1)| est précisément celui de I'ensemble des (p+1)-uplets
(t0,...,1p) d’éléments deux a deux distincts de [1,m].

(b) résulte de (a) et des identités :

p+1
6(h<>w)i0""’ip+l = Z]_ (ho )7/07"'77"’;7'-"1'17‘0'1 ‘U(yllo

p+1 <
= h* Wy 1, ~ . )
2o U @i i) o

h ( p+1 )
= * w, _ . ~ .
: :j=0 h 1(7,0,...,2j,...,lp+1) ‘Uitnfl(io i

= (h <& 50))7;0,.“,‘

Ip+1 *
(c) Soit w € CZU™;G). Pour o € 8[[
(how);

0,p] et h € §,,on a:

= hx (Wn=1(iy 0)),sh i) )
= sgn(a)h x (Wh-1(ip),...h—1(ip))

= sgn(a)(how)ig,..i, »
et CP(U™; G) est bien un sous-8,,-module de CZ(U™; G).

o (0) 10 a(p)

Le sous-espace &,(I'(Upy_, ;7)) est stable sous 8, (,41)X8pt1 dont
I’action est tordue par le caractére signature de 8,41. Le morphisme de &,,-
modules ¥, est donc bien défini et il est surjectif puisque e, (I'(U}_,,  ,:G))
engendre clairement CZ(U™;G) en tant que 8,,-module. Le fait que v, est
bijectif résulte alors du fait que [8,,/(8y,—(p+1) X Spt1)| est également le car-

dinal de I'ensemble des parties I C |1, m]] telles que |I] = p+1. O
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7.4.6. Suite spectrale de Borel-Moore d’un G-espace. Nous rappelons
maintenant, pour un G-espace donné, les bases théoriques de la construction
de la suite spectrale de G-modules associée & un recouvrement G-stable et
pour la cohomologie de Borel-Moore .

Faisceaux de germes de cochaines de Borel-Moore

Soit M un espace localement compact de dimension cohomologique dps muni
de l'action d’un groupe fini G. Dans 1.1.2 nous avons rappelé que le com-
plexe des cochaines d’Alexander-Spanier (A*(M; k), d,) constitue une réso-
lution @-molle du faisceau constant k. Chaque faisceaux A'(M;k) est G-
équivariant et la résolution en question est, en fait, une résolution de fais-
ceaux G-équivariants. Il s’ensuit que pour tout ouvert U C M, le complexe
des « cochaines (d’Alexander-Spanier) a support compact »

(e (U),d) := I'(U; (A" (X; k), dx))

calcule la cohomologie & support compact HX(U), et, si de plus U est stable
sous l'action de G, c’est un complexe de G-modules pour 'action d’image-
directe topologique.

Maintenant, pour toute injection ouverte vyycyy : V' C U, le prolongement

par zéro
weor: (S%(V),di) — (2 (U), dy)

est un morphisme injectif de complexes et la correspondance

U~ (Q5(U),dy)

J\LVQU

Vi (Q2(V), ds)
définit un complexe (2, ., d«) de pré-cofaisceauz flasques sur M qui sont en
fait des cofaisceau puisque les é’(M, k) sont c-mous (cf. [6] V.1.6, p. 282).

Le « complexe des cochaines de Borel-Moore de U » est ensuite défini par
dualité :

(L (U), di) = (R (U), ds)")[~dm] -

Lorsque U est G-stable, chaque Q&’BM(U ) est naturellement muni de I'ac-
tion duale de G. Lorsque M est une pseudovariété orientée, on notera ‘x’
Paction de G qui tient compte de la définition 7.2.3-(b), i.e. de 'action duale
tordue par les scalaires ops. Dans tous les cas, le complexe ci-dessus est un
complexe de G-modules.

Le complexe (2%(U),d,) calcule la cohomologie de Borel-Moore Hp,, (U)

et la correspondance
U~ (Q;M(U)7 d*)

J\ L?/gUJp

Voo (5 (V) dy)
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ol tj,cy est le dual de wycyr, est le complexe (Q}"VI sy @) des « faisceaux
(flasques) de germes de cochaines de Borel-Moore » sur M. C’est un com-
plexe de faisceaux G-équivariants.

Bicomplexe de cochaines Cech-Borel-Moore

Soit U™ = {U7",...,U"} une famille G-stable d’ouverts de M, c’est a dire
telle qu'il existe une action de G sur [1,m]] vérifiant g(U™) = Ug(yy- On pose
alors

Ut =uru---uur, U

105 nlp

=UlN---NUM

ip

et 'on considére le bicomplexe (C (U™)% 006, ds) :

| l |

0— C1U™, 05, ) CL U™, Qb )T CL U™, 93, )

80l aol aol (Ce)

0— Cotm, 98, )2 Com, 04, ) Com, 92, ) 2

| | gl

0—— 0% (U™ Lm0l (Um) -T2 (Um) -
! ! 1
0 0 0

dont les colonnes sont les complexes de « chaines de Cech a valeurs dans un

cofaisceau » et sont exactes puisque les cofaisceaux §2), = sont flasques (1.

En dualisant, on obtient un bicomplexe de colonnes exactes

[ 1 I

0—C U™, Q?\/‘,BM)*)Cl(L{m Q}VIBM)HCl(Um Qo) —

6OT 50T ‘SOT (CBM)
00— COU™, 9, )~ COU™, 2L, ) - COUm 93, )
] | ]

0—— 0% U™ Lol (o) T2 (um) -

| | |

0 0 0

da

qui est un fait un bicomplexe de G-modules puisque ’analogue du théoréme
7.4.5 est vérifié pour les données en cours.

13 Cf. Bredon [6] chap. VI.— Cosheaves and Cech Homology, corollary VL.4.5, p. 426.
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On appellera « bicomplexe de cochaines de Cech-Borel-Moore de U™ », le
bicomplexe du premier quadrant

CU™ )% = (COU™; Qg ) Gor i) -

Filtration réguliére de H},,(U™) et suite spectrale
En raison de ’exactitude des colonnes de (C’BM), le morphisme d’augmenta-
tion e induit un quasi-isomorphisme de complexes de G-modules

€t (Qpu(U™), di) — tot™ (CU™)%0)

ou ‘tot’ désigne le complexe simple associé. On a donc un isomorphisme de
G-modules

W (ex) : H(U™) 2 B (tot™ (CU™)5)
pour tout ¢ € Z.
Pour k € N, notons C(U™)" , le sous-bicomplexe de C'(U™)p; défini par

C‘(um)g;v,ﬁ =0, sii < k,
CU™ e =CU™ G, sii>k.
On a la filtration décroissante de bicomplexes de G-modules

CU™ )z = CU™)e 2 CU™ 1 2CU™) L 2

induisant une filtration positivement graduée décroissante et réguliére du
complexe tot* (C(U™)p) de méme donc que pour Hyy, (U™) pour lequel on
pose

Hyy (U™, = hle) ™ (R (b0t (CU™ )55 1)) -

BM,k

On notera IFH, (U™) et IF tot* (C(U™)gm) ces objets filtrés.

7.4.7. Remarque. Dans ce qui précéde nous aurions tout aussi bien pu

considérer les cochaines de Cech ordonnées ou alternées, ce qui aurait fournit
. ~ ® X = o,k

les bicomplexes de G-modules C (U™ )y et Ce (U™ ) -

La proposition suivante est bien connue (!4).

7.4.8. Proposition. La suite spectrale de G-modules IE(U™) :=
associée au complexe de G-modules gradué filtré IF tot* (Co(U™)5
vers le bigradué de IFHy, (U™). On a

EU™P = CLU™, Hiw (L))

(EU™)r, dr)

w)) converge

et
BEU™)yT = H U™, Hiu () = GrPI(F Hg, (U™)). ()

14 ¢f Godement [18] chap. 1.4, thm. 4.2.2.
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Le théoréme suivant est maintenant corollaire immédiat de 7.4.8 et de 7.4.5.

7.4.9. Théoréme. Soient M et X des espaces localement compacts de di-
mensions cohomologiques finies. Le 8y, -module Hpn (A, (M3~ M) est
laboutissement de la suite spectrale IE(U™) de 7.4.8 pour le recouvrement

U = (U, ... U™}, oi
UM = Ay (Mx % - % Mx_a % --- xMx) C Fy(Mx).

7

L’identification de 7.4.5-(c) pour le groupe des p-cochaines ordonnées

CP(U™; ) = ind®m oo, ) @ o (k)pi1

=U"™ ,BM =U"™ ,BM
Sm—(p+1) X Spt1

munit (C%(U™, _),08,) d'une structure de compleze de 8,,-modules. Les ter-
mes (IE(U™)y,dy) de la suite spectrale IE(U™) héritent d’une structure de
compleze de 8,,-modules et la suite spectrale converge au sens de suite spec-
trale de complexes de 8,,-modules vers le 8y,-module bi-gradué associé au
Sm-module gradué Hpn(Ap, (MY~ M]")) muni de filtration réguliére de la
proposition 7.4.8. Dans le cas particulier ou v =1, on a

E(um)%q = indsm HgM(UVTr?fp,..A,m) ® U(k)p-i-l ’

Sim—(p+1) X Sp+1
et di : EU™! 1 = BU™)PY un morphisme de 8,,-modules.

7.4.10. Remarque. Le méme énoncé est valable pour le complexe des co-
chaines non ordonnées (CP (U™, _),d.), auquel cas on a

EU™? =ind®  Hi,(U» ),

m—p,...,m
Sm—(p+1) X1p+1

en raison de I'égalité CP (U™, ) = ind®m rwy_,

Sm—(p+1) X 1p+1

) de 7.4.5-(b).

yeey M) —

7.5. La suite spectrale basique pour Hgn (Fpn(M))

Dans cette partie, nous nous restreignons & une situation qui simplifie
remarquablement les considérations précédentes. C’est le cas ou I'espace X
est l'espace Rx¢ := [0, +00], puis z := 0 et V := R5(. Dans la suite, M sera
localement compact de dimension cohomologique finie dps, et ’on notera

M;o = MXR;O, M() = MX{O}, M>() = MXR>0.
Les espaces Mxq et M sont i-acycliques et l'on a
M ~ My = (M=o\Mso) .

On aura remarqué que ces choix renferment 1'égalité H.(R>¢) = 0, et donc
le fait que l'on aura (5.2.1-(a))

He(F(Msg)) =0, Ym>1.
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7.5.1. La proposition 7.3.2 se simplifie et donne des isomorphismes de 8,,-
modules

He(Fpn (M) =~ He(Am(MZ5\Mg"))[1], (0)

et lorsque M est une pseudovariété orientée (1°)

Hine (Fy (M) = Hons (A (MZO\MG))[m — 1] @ o (k) | (00)

ou 'apparition du caractére signature a été justifiée dans 7.2.7.

Avec ces données, la suite spectrale de 7.4.9 convenablement modifiée par
le caractére o (k)m, converge vers Hpn(Fy(M))[1 — m], on 'appellera « la
suite spectrale basique pour Hgy(Fp (M)) ».

7.5.2. Théoréme (suite spectrale basique). Soit M une pseudovariété

orientée de dimension dyy (1°). La suite IE,(U™) := IE(U™) @ o (k) converge,
en tant que suite spectrale de complexes de 8,,-modules, vers le 8,,-module

bi-gradué associé au 8y,-module gradué Hpy(Fp,(M))[1 —m] muni de filtra-

tion réguliére induite par l'isomorphisme (00) ci-dessus. De plus,

a) Pour tout i € Z, on a

E, U™ = md*" (k) 1) @ Hiu(Un_p. m) = Hiu(Fn(M))

Sm—(p+1) X Spt1

avec ¢ =i+ (m — (p+1)). Dans cette écriture, le groupe S, _(pi1) X Spi1
opere sur Huwu (UL, ..., m) par image-inverse (7.2.3-(b)) et le caractére
O (k)m—(p+1) affecte uniquement laction du sous-groupe 8,,_(p+1)x1.

b) On a une décomposition canonique

—m m —(m— 1)) d
“pt1 - HgM(Um—p7...,m) = @?(p—l-l m) HgM( (1)) dne (Fp+1 (M>0))

ot F(p+1,m) désigne 'ensemble des applications f : [1,m] — [[1,m] telles

que .
{f(ac)>ac, sizr<m-—p,

f(z) =z, sinon.
On a |F(p+1,m)| = (m — 1)!/pl.
c¢) Pour avoir IE,(U™))? 0, il est nécessaire que l'on ait

(m — (p+1))dn < g <mdpg .

15Dans le cas général ou M n’est pas une pseudovariété, on a toujours un isomorphisme
d’espaces vectoriels, mais on perd I’aspect représentation de 8., (cf. note (*?)).

16 Comme dans la note précédente, si I’on néglige ’aspect représentations, I’énoncé est
valable plus généralement pour les espaces localement compacts de dimension finie.
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d) Pouri €N donné, les termes de IE, (U™, pour r > 1, qui contribuent
a H\(Fr(M)) sont tels que

m— (p+1) < LdMi_J.

Indications. (a) Le foncteur (_) ® o (k) étant exact, la convergence de
E,(U™) vers Hou(U™) ® o (k) est assurée. Ensuite, 'égalité classique (17)

ind®  HE (U7, ) © 0 (K)pia) © 0 (k) =
m—(p+1) X Op+1

—ind®  (HLUT_, ) @0 (k)ps @ Res® a(k)m)

Sm—(p+1) X Sp+1 8m—(pt+1) XS8p+1
explique le changement de o(k)p+1 en o (k),,_(p11) dans I'énoncé 7.4.9.
L’égalité p + ¢ = i + (m — 1) découle quant a elle de 7.5.1-(¢0).

(b) On remarque que dans la mesure ot He(F,,(Mzx0)) = 0, le morphisme
de liaison dans la suite longue de cohomologie & support compact 2.4.1 pour
Z:= MZOXAQ_Hb(Mgal xM?,), a savoir

HC(Aéa—IHJ(M?O XAa—l—&-b(Mgo_l XMQO))) — HC(ACLH?(M;O XM@O))M )

est un isomorphisme. Comme d’autre part, la projection sur les derniéres
coordonnées

Ta—1+4b - A<a—1+b(M>0XAa—1+b(Mgal XM&O)) - Aa—l-l-b(Mgal ><1VI§O) :

est un revétement trivial & (a — 1 +b) nappes paramétrées par les applications
de F(a+ b,a — 1+ b), on a un isomorphisme canonique

Aqo14p(MEGT ML) P [1] = Agyp (MEox ME,)

et par induction

(a+b—1)!
Ho(Fy(Ms0)) @=D' [~a] = He(Aqrp (M2 x M)
b—1)!
ou latb-1) = |F(b, a+b)|. Par conséquent,
(b—1)!
m m— 1
HC(Um—p,...,m) = HC(Am(MZO v+ )XMQ—(")_I))

=D, 1 eFpit (Mo)) [0 — (1)
et par dualité, I'isomorphisme annoncé dans (b)

Ho (U5 ) @D, 1 Hos (Bt (M) (= (1) dad]. (1)

(c) Comme Hiy(Fpi1(Msg)) = 0 pour tout i & [[0,(p+1)dnr]], puisque
H!(Fp41(Msg)) = 0 si i < p+1 (5.2.1-(a)), on comprend aussitot, par (}),

17Etant donnée une inclusion de groupes H C G, un H-module V et un G-module W,
on a ind§ V @, W 2 indG (V ®4 ress W).
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que pour que U'on ait Hiy (U}, .,) # 0, il faut que

q € [(m—(p+1))dn,mdn],

d’ott (c). A partir de 14, si 'on fixe ¢ € N, la majoration (d) résulte de I’égalité
g=1+m— (p+1). O

7.5.3. Termes non nuls de la suite spectrale basique. La figure sui-
vante illustre les assertions 7.5.2-(c,d). Les termes IE, (U™ )7 non nuls pour
r > 1 sont dans la région hachurée, et, pour chaque ¢ € N fixé, ceux qui
contribuent a HE, (F,,(M)) sont dans la région & la fois hachurée et grisée.

"1 (m—(p+1))dm < g < mdy y
Hpy (Fy, (M) HéM(Fm(M>m E.U™n
W m—1< |
7 //y }Ldﬂ;_lJ
o (k)2
| A 0

o (k)m—1 — S
% 0 Hgy m—1 (mll)dedM q

Le tableau a gauche rappelle que I'action d’image-inverse de 8, (p4-1) X Sp+1
sur les termes de la ligne p est tordue par le caractére o (k),,—(p+1)-

7.6. Naturalité de la suite spectrale basique pour Hgn (Fp, (M))
7.6.1. On rappelle que l'on note py, : Fpp1(M) — F,, (M) la projection sur
les m premiéres coordonnées. Nous supposerons que M est une pseudova-
riété orientée de dimension finie dps de sorte que le morphisme d’intégration
sur les fibres pp, @ He(Fpy1) — He(Fy,) est défini, ainsi que son dual, le
morphisme d’image-inverse p, : Hom(Fr) = How (Frt1) (¢f. 7.2.3-(a)).

Dans cette partie nous préparons le terrain pour 1’étude ultérieure en 8.8
de certaines propriétés asymptotiques des familles des morphismes d’image-
inverse en cohomologie de Borel-Moore

{Hi (Fon(M)) 225 Hiy(Fri (M)}, -

Notre but est la construction d’un morphisme de suites spectrales (cf. 7.6.7)
Ey(qm) : (EeU™)r,d) — (EU(uerl)T‘vd’r‘)a

induisant par passage & la limite, les bi-gradués des morphismes p},, pour les
filtrations du théoréme 7.5.2, ce qui sera atteint dans le théoréme 7.7.1.
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7.6.2. Compatibilité des opérations d’intégration sur les fibres. En
accord avec les notations de 7.4.4, ot nous avons introduit I'ouvert
U™ = Frpy1(M0)\Frnp1(Mo)

m+1

i1}, on note maintenant

et son recouvrement Y"1 = {U{”H, e

W = (Fpy (Ms0) x M) \ (Fin (Mo) x M)
= (U"xMzx) U (Fp,(Mso)x M)

et son recouvrement WMt .= {Wlm'H, e n”fjfll}, avec

Wit o= Fry(Mso) x Mg .

m

{Wim“ = U"xMsg, sii<m,

On a donc :
m+1 m—+1 m+1 . m+1 m+1 _ yrm—+1
U =W mU = {W; NnU =U"" ).
Le diagramme suivant, ou les fleches verticales désignent les morphismes
de prolongement par zéro, est un morphisme de suites exactes longues :

Cm+1

— Ho(U™) —— Ho(Fry1(Mz0)) — Ho(Fini1(Mp)) ——

] | oe
/
C'm+1

— H((W™ ) — H (Fp(Msg) x Msq) — He (Fp,(Mo)x M)

et comme la colonne centrale est nulle, il en résulte le diagramme commutatif
ou les fleches horizontales sont des isomorphismes :

He(Fi1(My)) —= s Ho (U™ )]
J/LF! e? lLU! (T)

C'm«&»l

He(F (Mo) x Mp)) == He(W™ (1]

D’autre part, pour m > 1, 'ouvert W™t C F,,,(M>o)x Mg est réunion
de deux ouverts H.(_)-acycliques

Wit = (U™ x M)

Wt = (Fp(Mso)x Mso) (1)

wmtt = W(TH U WFH avec {

Le morphisme de liaison dans la suite de Mayer-Vietoris pour la cohomologie
a support compact relative a {W{}”l, WIT'H} est donc un isomorphisme :

Ho (W) 20 H (U™ x Mso)[1] .-

7.6.3. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpy.
Pour tout m > 1, le diagramme suivant ot les fleches horizontales sont des
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isomorphismes, est commutatif au signe pres.

Cm+41

~

He(Fn1(My)) —=— H(U™H1)[1]

lm U] lm!

Ho(Fon(Mp)) @ He(Mp)) 2= Ho (W™ H)[1] 2% H,(U™) © Ho(Mso)[2]

Jid@fMo (H> id®fM>0l
He(Fy (My))[—du] [ Ho(U™)[1)[~d]

~

Plus précisément, (1) et commutatif et dans (II) on a

[ e oo 8) = (e e

My

a®p)  (9)

Démonstration. La commutativité de (I) a été justifice dans (). Pour le
sous-diagramme (II), on utilise le fait que les cofaisceaux Q. (_) sont flasques.
Quitte a prendre des recouvrements assez fins, un cocycle w € Q¢ (F,,(Mp)) ®
Qc(My) s’exprime comme la restriction ), o ® f3; de

6=, 0 @0,  avee & € Qo(Fn(Mso)) et f; € Qe(Mso).

On a donc ¢, 1 (X0 ® Bi) = X, ddu ® B + Y. (-D)*la; @ d;, avec
déy; ® B; € QC(WqU"Jrl) et &; ®dS; € QC(WqUnJrl) . Et alors, par le morphisme
de liaison de Mayer-Vietoris eary relatif a {W; !, Wit} on a

(exv o ) (D, ca®Bi) = Y (=1)*lddi@df; € Qe(U)@02(Mso)

de sorte que
/ (env o hy) (Y i @ B;) =Y (=1l ddi/ Bi,
Mo ¢ ¢ M

puisque, avec les conventions en cours, fM>0 d@ = (—1)‘5‘ fMo 6.

On conclut par le fait que si a € Z(Fp,(Mp)), on a ¢, () = dé. O

7.6.4. Remarque pour le cas m = 0. L’énoncé de 7.6.3 doit étre modifié
pour m = 0, puisqu’alors les morphismes cyry et ¢y, sont nuls. En effet, dans
ce cas F,(Mso) = F,,(My) = {pt}, et alors U™ = (. Donc, ¢, = 0 et le
premier terme de 1’égalité (11) est vide, ce qui entraine la nullité de ey .

On a aussi tp =id, ¢y =id et ¢ppp1 = C;n+17 et le diagramme de la propo-
sition se résume a

He(Mp)) —=—s Ho(Ma)[1]
[ ﬁ oi / 48 =0 [ g
He(pt) [~ da] Mo My
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7.6.5. Renormalisation des morphismes de liaison. Revenons sur le
diagramme de la proposition 7.6.3.

Pour m > 1, notons

G H((U™) = Ho(U™)[—dm], G == (id®/ ) ocMy O L,
Mo

et remplagons ¢, : Ho(Fp,(My)) — H.(U™)[1] par

m(m—1)
7 M (W),

Vi + He(Fry (M) = He(U™)[1], i (w) = (=1)I™F

7.6.6. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpg.

a) Pourm > 1, le diagramme suivant est commutatif

He(Fpi1(Mp)) 72 Ho(U™ )]

pm!l[dM] D [dM]lqm!
He(Fp(Mp)) —=— He(U™)[1]

Les morphismes y sont compatibles aux actions des groupes symétriques.

b) Le diagramme suivant obtenu en dualisant et concaténant ceuz de (a), et
ot l'on note F; pour F;(My), est commutatif.

HBM(F )HHBM H 4>HBM(Fm)*—>HBM(Fm+1)4>

Pm
’YTT T ’anT[l—m} ’%HT[—WL]

Hpn (U? )*)HBM U?)[1] *) %HBM(Um)[m—l]?HBM(Um'H)[m]%

Les morphismes y sont compatibles aux actions des groupes symétriques
lorsque lon tord Hen(U™) par o(k)m (cf. 7.5.1-(00)). Les suites hori-
zontales sont alors des FI-modules (cf. 8.2.1) et la famille {~;,} est un
isomorphisme de FI-modules.

Démonstration. (a) Notons Q(m) = de- Compte tenu de 'égalité (o)
de 7.6.3, on a
(@mt © Y1) (@) = (=)EImHREFY ¢ (g (w))
= (=)= BOm R e (1 () = (Ym © Prut) ()

La compatibilité par rapport aux actions des groupes symétriques est claire.

(b) On verra dans 8.2.1 que la condition pour que les suites horizontales
soient des FI-modules est que pour tous m < n, on ait

(py_10--opr ) (Hem(Frn(Mp))) C HBM(Fn(MO))lmXS"*m

et de méme pour la deuxiéme ligne. C’est évident pour la premiére ligne, et
donc aussi pour la seconde qui en est isomorphe. O
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7.6.7. L’image-inverse sur les suites spectrales basiques. Nous allons
relever le morphisme ¢, : Hgu (U™) — Hpu (U™ H)[1], pour m > 1, de 7.6.6
en un morphisme E(q},) : E(U™) — EWU™)[1,0] de suites spectrales ba-
siques, de sorte que nous aurons le diagramme commutatif

Hsa(U™) — a3 — Han (U™ )1

e

EU™) — E(q,) — EU™)[1,0]
répondant ainsi a la principale motivation de cette section 7.6 (cf. 7.6.1).

Les morphismes ¢}, sont les duaux des morphisme g, qui on été définis
comme la composée de trois morphismes

He(WmH1) 2V J (U™ x Ms)[1]

sy \pm!;:fmm
H (U™ G Ho(U™)[—d]

Dans ce qui suit, nous montrerons que le dual de chacun de ces morphismes
admet un relévement spectral. Rappelons maintenant quelques notations.

— L’ouvert U™ C F,,11(Msg) est muni du recouvrement (7.4.4)

Uttt ={optt LUy on (e UM e o ¢ M),
— L’ouvert W™+l C F,,,(Mx()x M est muni du recouvrement (7.6.2)

m+1 )
W =U"xMxg, sii<m,

wmtl = fyymtl o pymel 01‘1{
g Ny Wl = Fp (M) x Mg .

m

On décompose W™*! en réunion de deux ouverts H.(_)-acycliques

Wi = (U™x M)

Wit i= (Fp(Mso) x M) (1)

Wt = Wg”l U WI’;‘H avec {

Relévement spectral de tf;. Comme le recouvrement U™ est la trace
sur U™t du recouvrement W™t j.e.

U™ttt = wrtt gt = (it n ot = gty

la naturalité de bicomplexes de cochaines de Cech-Borel-Moore vis-a-vis des
restrictions ouvertes, induit un morphisme de bicomplexes de degré (0,0)

(L0 o é<(Wm+1);;l\>/Ik — C< (UmH)E;M*
et donc un morphisme de suites spectrales

() s (EOV™ )y, dy) = (EU™ ), dy).
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Proposition A (relévement de ij;). Le morphisme

(%,1 )P,

B = CP Vs Hi () ——— BU™ P = CP U HE ()

en fonction dep >0 et de 1 <ig<---<i, <m+1, prend les valeurs suivantes.

>Sip=0, ona (L?]’l)o’q = 0 puisque les T/Vim+1 sont Hgw(_)-acycliques.

Ly =0
(E(Werl)(l)vq) ) % (E(uerl)(l]:q)io

20

Hi (W) =0 Hi (U

>Sip>0eti, <m+1, on a aussi (Lal)p,q = 0 puisque

1
Wit = U xMsg

10,---ylp

est Ham(_)-acyclique.

(L*U 1)p,q=0
1\P:q ; +1\P:q
(B, (EU™ 0.0
1
HgM(U%I,...J‘p XxMzo) =0 HgM(Uz‘Om,—.i._.,i,,)
>Sip>0eti,=m+1, ona
z’r(?’—"_:}zp:m—f—l = Ui()rn,...,ip,1 XM>D )

et iy s’identifie a la restriction de (U i XMsg) a umtt

yeenlip— 105 ylp—1,m+1
(¢F1)pa
+1\P,q ’ +1\P,q
(E(Wm )1 )io,,,_,ip:mﬂ (]E<um )1 )z‘o,...,z‘p:mﬂ
HgM(Uz?,...,z‘p,l xM-o) oo HgM(U’L?gl,—.i._.%ip717m+1>

Relévement spectral de cy;y,. On commence par un scholie sur les bi-
complexes C2* (U; Q¥) de cochaines de Cech ordonnées, relatives & un recou-
vrement Y = {Uy,...,Upn41} et & valeurs dans le complexe de faisceaux de
cochaines de Borel-moore (2% ,d) (7.4.6), ce que nous noterons plus sim-

plement 3 o
O U) = O (Us L) -

Soient U’ := {Uy,...,Upn} et U" := {Uy41} dont on remarquera tout de
suite que CP(U') =0sip > m, et CP(U") =0sip > 1.
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Définissons les restrictions de cochaines de Cech p/, p”
p:C*U) — C* U@ C*(U")

w — (P (w),p"(w))
par

{pl(w)io,...,ip = Wig,...ip c Q*(Uio,...,ip) s oul < Z(), .. ,ip <m,
p"(w)o = wm+1 € O (Um1) -
Posons ensuite U := {U1 NUp41, ..., Up N Upy1}, et définissons

c:C*(U") — C* T W) (o)
par ..
Wig,.yip_1 5 SLip =m + 1,
C(W)im Jip = .
0, sinon.

Proposition. La suite

0= C*U") ~5 O U) s T U 2 CH U 50 (1)

(p
est une suite exacte courte de morphismes de bicomplexes. Les morphismes
qu’elle induit sur les cohomologies des complexes simples associés coincident
alors avec les morphismes de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris pour
le recouvrement UU = (UU") U (UU"), soit

= Hiy (W) 255 HIS (W) = Hi (UU') & HiE (WU — HE (Wu'™) —

En particulier, le morphisme de liaison cyyv est aboutissement du mor-
phisme des suites spectrales (c,) : (IE(U"),d,) — (IE(U")[1,0],d,) induit par
le morphisme de bicomplexes (o) et dont la restriction aux termes IFy est

EU"M = EB Hg\y(Us,....i, " Upy1)

19 <---<1
(Cl)pql P
p+1,q q
BEU D HLUi,ipir)
1o <-<ip

ot, siw € (U )i,...ip, 01 a

w, st (ko,...,kp+1):(io,...,ip,m+1)

0, sinon.

(Opa(@)ior s = {

Démonstration. Le fait que p est un morphisme de bicomplexes surjectif de
bidegré (0,0) est immédiat. Son noyau ker®(p) est le sous-bicomplexe de

C*(U) vérifiant
ker’(p) =0 et (Vp>0) (w € ker?(p) & wig,...i, =0, siiy < m) ,

oft I'on reconnait I'image de ¢ : C*~HU"") — C*(U). La suite (1) est donc
bien une suite exacte courte de bicomplexes.

Notons U :==UU , U’ :=uU", U" := ", U" :=uuU" .
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La suite courte de Mayer-Vietoris de bicomplexes
0_>C"(u)_Oé_)C'.(U@U/)@C’(.(u@UU)_&C(.(u@U/N)_>0

est exacte puisque le faisceau 27 =~ est flasque.

Commeon a A MU' DU et UM U” DU, on dispose de morphismes de
restriction de cochaines de Cech r’,r” et du diagramme commutatif

0= CU) S U UAU") D C unu™) =0
J{id J{T’ r"l
0= CL U S U L) & CU") =0
ot 7 et 7" induisent des quasi-isomorphismes au niveau des complexes
simples associés. Il en résulté un isomorphisme canonique en cohomologie

& s h*tot (C**UMU™)) — h* tot (C**(U™))

rendant commutatif le diagramme

L tot (C**(UMU"™)) —— h* tot (C**(U))

J{E*_l b J{id
h*~Ltot (C**(U")) —— h* tot (C**(U))
ou 7y correspond ou morphisme de liaison enry : Han(U"”') = Hen (U)[1] de la

suite longue de Mayer-Vietoris pour le recouvrement U = U’ U U”. A partir
de la la suite de la proposition est claire. O

Cette proposition, appliquée au recouvrement YWt fournit le relévement
spectral du morphisme de liaison ¢}y @ Hen (U™ X Msg) — Heu (W™ H)[1]

Proposition B (relévement de c},). On munit W™ du recouvrement
WL et U™ x Mg du recouvrement U™ x Mg et I’on note (IE(W™ 1), d,.)
et (IE(U™XxM-sq)r,dy) les suites spectrales correspondantes. Alors, il existe
un morphisme de suites spectrales

(Arvy) s (BU™*xMso)y, dr) — (EW™),,d,))]L, 0]
convergeant vers le bigradué du morphisme de liaison

L’action de (CK/IV,r) sur Iy est donnée par le plongement canonique

EU"XMs)'— @  H.(U.
1<ig <+ <ip<m
(emv,1)p.q ‘

E(Wm+1)117+1,q « @ HSM(Werl m—i—l)

7'07"'72'177

><1VI>0)

ip

1<ig<-<ip<m
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Relévement spectral de ( fM>0 )* On commence par rappeler que le
morphisme d’intégration sur les fibres a un sens déja au niveau des complexes
de cochaines & support compact :

Pt = / () ® Qu(Mag) = Q()[~dar—1]
M>0

et c’est un morphisme compatible & 'opération de cobord. Par dualité et
naturalité vis-a-vis des inclusions ouvertes, on obtient le morphisme de bi-
complexes de cochaines de Cech-Borel-Moore de degré [0, 0]

(Ph)es : CU™)ma = CU™x M) 3 - (1)
Le théoréme suivant et immédiat.

Proposition C (relévement de pj, ). Par passage aux complexes simples
associés, le morphisme de bicomplezes (1) induit le morphisme image-inverse

p;kn . HBM(Z/{m) — HBM(UmXM>0) .
1l induit également un morphisme de suites spectrales
(Pmp) : (EU™ ), dr) = (EU™xMso)r, dy) -

L’action de (p},,.) sur IEy est donnée par les morphismes image-inverse :

B —— @ HL)
m,1/P,q "
B — @ G Mo

1<ig<-<ip<m

Conclusion. La composition des morphismes des suites spectrales des pro-
positions A B C donne le morphisme de suites spectrales annoncé dans 7.6.7

E(q,) : (EU™)p,dy) — (EU™),,d,)[1,0].

Le diagramme commutatif suivant traque sa valeur sur les termes IF;

E(um)lf’q _— @ HgM(UiOm,...,ip) ﬁ

| ISy i
EU™xMso)"— P Hisa (U5, ., x M>0)

(CMV,l)Paq\L IStosstpsm H Pm
E(wm-{-l)lerl’q <—) @ Hgl\/[(m?orif%ip,m-i-l)
u;;,l)pwa e l”

BEUm T e P HA U, )

iO?"'7iP ;m+1
1<io < <ip<m
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Ces observations conduisent a I’énoncé suivant.

7.6.8. Proposition. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dpg.
1l existe un morphisme de suites spectrales basiques

B(gy,) : (BU™)r,dy) = (BU™ )., d;)][L,0],

qui est compatible auzr actions des groupes symétriques et qui rend le dia-
gramme suivant commutatif (18).

Hon (U™) — @ — Hen (U™ TH[1]

[ 1

EU™) — B, — BU™M)[1,0]
De plus, Uaction de IE(q),) sur les termes IE(_)1 est donnée par

E(q7,)15p,q

m\P,q m+1\p+1,q
EU™)Y EU™ )Y
Hq Um ) D i \ Hq Um+1 )
BM 7/ BM 20;-- 77’P7m+1
1<ip < <ip<m 1<ip < <ip<m

7.7. Suivi de H{ ,(F,,(M)) par la suite spectrale basique

Si nous combinons la proposition précédente 7.6.8 aux théorémes 7.6.6 et
7.5.2, nous obtenons les suites de représentations de groupes symétriques

HBM(FI) ?} HBM(FQ) — HBM(Fm) — HBM(Fm+1) —
1

" f [0] v

HBM(Ul) q7> HBM(
1

[1—m] Tmt1 i [~m]

4
H1] — - %HBM(U”L)[m—l] ?HBM(UmH)[m] —
E,(UY) — E,(U?)[1,0] — - — Ey (U™)[m—1,0] — E, (U™ ) [m,0] —
Es(q7) Es (g77,)

— g -~

[\

ot la ligne centrale doit étre tordue par les caractéres o (k),, correspondants.
L’énoncé suivant est alors corollaire de 7.6.8 et 7.5.2.

7.7.1. Théoréme. Soit M une pseudovariété orientée de dimension dyy.

a) Le morphisme de suites spectrales basiques

E(qy,) : (BU™)p dr) = (BU™M),, dp)[1,0],

18 On rappelle que 7}, est la renormalisation donnée dans 7.6.5 du morphisme de liaison

e+ Hem(U™) = Hem(Fr (Mp))[1 —m]. On a ym (w) = (—1)‘“‘m+m(w2171) ™o (w).
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définit, pour chaque i € N, chaque couple (p, q) tel que ¢ =1+ (m— (p+1))
et chaque r > 1, une suite indexée par m € N

Eo(q5)ripg - o U™ — Eg ™ PH9

qui est un FI-module. La somme de ces suites pour chaque r > 1 converge
vers le bi-gradué du morphisme de 8,,-modules

p:n : HéM(Fm(M)) - HéM(Fm+1(M))
pour les filtrations réguliéres induites par les isomorphismes vy, et vy 1.

Sur la page IE,(U*)1 les FI-modules en question, sont naturellement iso-
morphes aur FI-modules définis par les morphismes

EU(Q:n)l;P»q = lndSm,(p+1> X 8pt1 <p:;1)

qui rendent commutatif le diagramme suivant.

E,U™?" =ind®* oo H\UD_,

Sm—(p+1) X Sp+1
Es(q5)1:p.q J{ind(pfn) "

B, (U1 — ing*+ 5 @ HE Umt) ) = Hiy(Fp1 (M)

Sim—(p+1) X Sp+2

ot o indique que l'action de 8,_,11)x1 est tordue o (k)py,—(pi1)-

Modulo les isomorphismes = de 7.5.2-(b), on a le diagramme commutatif
de 8y (p+1) X Sp+1-modules

H (U ) — H (U )
Z i o 5;1-;1)_1
p*
P HA(Fpi1(Msg)) —— @ H(Fpa(Mso)) (o)

F(p+1,m) F* (p+2,m+1)

ol Nous avons noté
~Q:=q—(m—(p+l))dm =i — (m — (p+1)) (dpr — 1).

- F(p+1,m) := ensemble des applications f : [1,m] telles que
(z < f(z), sie <m—p) et (f(z)=w, autrement).
- F*(p+2,m+1) := ensemble des applications f : [1,m~+1]] telles que

(w < f(x) <m+1, siz <m —p) et (f(x) =z, autrement) .
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Démonstration. (a,b) L’identification des morphismes E,(g;,)1.p,q comme
morphismes induits résulte de 7.5.2 qui montre que l'on a

Eo(U™)7" = nd* o (k)m(pi1) @ Hi(Unip_m)

Sm—(p+1) X Sp+1

et comme IE,(q;,)1:p,q €st un morphisme de 8,,-modules (7.6.8), il est dé-
terminé par sa restriction a o (k),,—(p1) © Hgwu(Uji_p, ) qui n'est autre
que id ®py, ot id désigne I'identité sur o (k),,—(p41)- Le fait que I'on obtient
ainsi un FI-module est alors immédiat. A partir de 14, on conclut grace a la
compatibilité des différentielles d, avec les actions des groupes symétriques
et au fait que la catégorie des FI-modules est abélienne (8.2).

(c) Compte tenu de 7.5.2-(b), nous avons seulement a justifier la derniére
ligne (¢) du diagramme, somme directe des duaux des morphismes d’inté-
gration sur les fibres

DPmi - HC(U:nnj_]},...,m—Q—l) - HC(Urrgfp,...,m)[_dM>o]
o,

unt) mt+l = Am+1(1VI >0 (p+1)><F +2)

m=p,...,
en notant, pour simplifier, Fp1o := F,12(Msg).

Avertissement. Tous les diagrammes qui suivent concernent la cohomologie
a support compact de leurs termes, méme si dans un souci d’allégement de
notations, on a omis d’écrire ‘H¢(_)’.

Pour tous a,b € N, le morphisme d’intégration sur la derniére coordonnée

P Aapr1 (MEg X Fop1) = Agyp (MEoxFy) (1)

est défini dans 7.2.3-(a) a travers I'inclusion ouverte

Agipr1(MEoxFyi1) —— Agyp (ME x Fy) x Mg

\ ﬁM>O

Aa—l—b (M>0 ><F‘b dM>0]

et lorsque a > 0, on est conduit a considérer le diagramme suivant

Jl RS idl fM> 0

M>O><Aa+b( 4o xFypq) — [M>0XAa+b 1 (M2 % Fy) | x Mg

ledl
Y
H Aa-{—b 0 XFb_;,_l > H AaL—‘,—b 1 0 XFb)XM>O
F(at+batbtl) J{[-&-l] F(a+b—1,a-+b) c><1dl[+l]
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ou les colonnes sont les suites exactes longues de cohomologie & support
compact habituelles dans nos théorémes de scindage (3.1.1). Les termes de
la deuxiéme ligne sont nuls puisque M>( apparait en facteur, les fleches de
liaison ¢ sont donc des isomorphismes et la question que nous cherchons a
comprendre concerne U'interprétation de py dans () en termes de la derniére
ligne du diagramme. Or, la fléche en pointillé n’est pas tout a fait bien définie.
En effet, les composantes du fermé

-1
H Aa+b(M;0 xFpi1)
F(a+b,a+b+1)
sont bien les traces des composantes de

H Agtb1 (Mgal x Fy)x Mg
F(a+b—1,a+b)

sur l'ouvert M>0><Aa+b(MgO_1><Fb+1), que 'on va noter U dans la suite,
a l'exception prés de celle indexée par la fonction fy : [[a+b+1] définie par
fo(1) = a+ b+ 1, composante, par ailleurs, clairement fermée dans l'ouvert
Agiy(MEyx Fy)x M- que I'on va noter V dans la suite.

On a donc l’inclusion fermée
(MzoxAarp(MSG X Fyp1))g, CUNY

et tout cocycle w d’Alexander-Spanier (faisceau c-mou) a support compact
de cette composante se prolonge en une cochaine w & support compact de
UNV. Le morphisme de liaison donne alors ¢(w) = dw, ce qui est cocycle a
support compact dans Agypq1(MEoxFyy1). Or,

Pr(e(w)) = /M>O e(w)) = /M>0 dw =0,

puisque w € Z.(V) et que V est le domaine de définition de | Meo

Ces remarques prouvent la commutativité du diagramme

[T 2croME < Fyppn)[=1] ——= ] Aare-1 (M xFy)[—dnr,][~1]

F(a+b,a+b+1) \ F(a+b—1,a+b) \
~ c ~ c
1 ) 1
Agibr1(MEox Foi1) : Agp(MEoxFp)[—dnr., |

ol maintenant ¢’ est bien définie. Sa valeur, qui dépend des composantes,
vaut

L [0 sur (Moo xAn(MS ' X Fyp1)) 5,
L =
D1 Aa+b(Mggl XFpi1) — Aa-s—b—l(MgalXFb) , autrement.
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L’itération de ces idées conduit au diagramme commutatif

I Fola—" [] Fl-du,li-d
Fb+latb+1) | F(b,a+b) !
L 1
Agtot1 (MEox Fo1) —— Dgpp (Mo x Fp) [—dm ]
ou " = 0 sur les composantes indexées par les fonctions f : [1,a+b+1] telles
que |f~1(a+b+1)] > 1, et c’est l'intégration sur les fibres autrement.

En dualisant, on obtient la description de la ligne (¢) du diagramme du
théoréme pour la cohomologie de Borel-Moore. O

8. Stabilité de la famille {8,,: H:  (A2n_aX™)}m
8.1. Stabilité et polynomialité de caractéres

Le comportement lorsque m — oo des invariants associés aux espaces de
configuration F,,(X), notamment leurs groupes d’homotopie, leurs nombres
de Betti, les caractéres de leurs (co)homologies en tant que §,,-modules,
ont fait 'objet de trés nombreux travaux. Un des résultats pionniers dans
cette direction est dit & V.I. Arnold (motivé par les groupes de tresses circa
1970). 11 concerne la stabilité des nombres de Betti des espaces BF,, (R?) :=
F,,(R?)/8,,. Arnold montrait ([1,2]) que pour i € N, le morphisme natu-
rel H'(BF,,(R?)) — H'(BF,,;1(R?)) est bijectif pour m > 2(i — 1). Cest
un résultat remarquable que ne révéle pas la connaissance explicite du po-
lynome de Poincaré de F,,(X) (voir thm. 10.3.1). Parallélement, le méme
phénomeéne pour l'espace F,,(X) n’est pratiquement jamais vérifié, déja si
nous appliquons la formule de la remarque 5.2.2 lorsque X = R?, nous avons

PF.RH)T)=14+T)1+2T)---(1+ (m—1)T)

d’ott Bettiy (Fy,, (R?)) = m(m — 1)/2 (polynomiale en m tout de méme!).

Il faut attendre les années 2011 pour comprendre le lien entre ces phéno-
meénes grace a la percée considérable de T. Church et B. Farb ([7,8]). En s’in-
téressant, non pas a la suite (Betti; (Fy,,(X)))m, mais a la suite des caractéres
(X(F(X);%))m, Church et Farb découvrent que pour chaque variété connexe
orientable X t.q. dim X > 2, il existe un polynéme P(X;i)(Xy,...,X,), ou
X, est le nombre des cycles de longueur 7 qui interviennent dans la décom-
position d’une permutation en produit de cycles disjoints, tel que 1’on a (%)

X(Fp(X);i))m = P(X;0)(X1,..., X)), Ym>0.

On dit alors que la suite des caractéres (X(F,,(X);7))m « stationne » ou
qu’elle est « polynomiale ».

Ils montrent en fait beaucoup mieux, il montrent que la suite des multipli-
cités des composantes irréductibles des représentations 8,,:H'(F,,(X)) est

19 Cest trivialement faux si X n’est pas connexe ou si dim X =1 (c¢f. 8.8.3).
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stationnaire (dans un sens qui sera précisé dans 8.4), on dit alors que famille
est « stationnaire » (cf. 8.4.1). Lorsque X est en plus de type fini, cette sta-
bilité implique, par un résultat de Macdonald (cf. 8.3.8), la polynomialité
des caractéres.

Théoréme (Church [7]). Soit X une variété topologique, connexe orien-
table. Pour tout i € N fizé, la famille de représentations {Sy: H' (Fy (X))}
est stationnaire pour m = 2¢ st dim X > 3, et pour m = 4i si dim X = 2.

Le résultat d’Arnold apparait alors comme cas particulier du stationne-
ment des sous-espaces invariants H'(F,, (R?))Sn.

Les sections suivantes rappelleront les bases de la théorie de FI-modules
de Church-Ellenberg-Farb (]|9]). Nous en aurons besoin pour plusieurs rai-
sons, notamment pour introduire certains foncteurs d’induction pour les FI-
modules que nous avons trouvés utiles pour étendre le théoréme de Church
aux familles {8,,:A2,_¢X™},n. On remarquera en passant que Ag,,—o X™
est généralement singulier, méme lorsque X ne 'est pas.

8.2. Catégorie des FI-modules

Suivant [9], on note FT la catégorie dont les objets sont les ensembles finis,
et dont les morphismes sont les applications injectives. Ensuite, si A est un
anneau, on définit la catégorie Mod(A[FI]) dont les objets sont les foncteurs
covariants V : FI ~» Mod(A) qu’on appelle des « A[FI]-modules » et méme
simplement FI-modules lorsque A est sous-entendu.

Si V et W sont des FI-modules, on note Hompy(V, W) 'ensemble des
transformations naturelles de V vers W.

Conventions et notations. Dans ce qui suit, on identifie pour tous b > 0

8m = Fixs ., [m+1,m+0] et I,x8 =Fixs, , [1,m],

ce qui donne un sens a l'inclusion 8,,x8, C §,,44.

Dans une notation V,,, ® Ay, on désigne par V,,, un 8,,-module et par A
la représentation triviale de 8;, dans A. Le produit tensoriel en question est
alors le 8, X 8y-module défini par (o, ) - (v @ w) = (- v, B - w).

8.2.1. Une équivalence de catégories. La catégorie Mod(A[FI]) est équi-
valente a la catégorie des familles dénombrables V = {¢y, : Vi, = Vit b, o
les V;,, sont des A[8,,]-modules et ot les ¢,,, sont des morphismes de A[S,,]-
modules dont les composées, notées

¢m+b,m = ¢m+b 0 0Pmi10Pm, VDEN, (i)

vérifient

Gt (Vin) € (Vi)™ . ¥m >0, Vb €N, (o)
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autrement dit, sont telles que ¢, 44 m se factorise suivant le diagramme
¢m+b,m

Vm Vm+b
x indSm+b S X Sy (Vin R Ap) Prntb,m

o t: Vi — Vy BA est le plongement v — v ® 14 et olt Dyqp,, est un
morphisme de A[S8,,,,]-modules (*°).

Les morphismes composés ¢p1pm : Vin — Vinyp de (1) seront appelés « les
morphismes de transition de V ».

Dans cette équivalence, un morphisme f : V — W de FI-modules est
une famille {f,, : V;, = W, },n de morphismes de A[S,,]-modules compa-
tibles aux morphismes de transition de V et de W, i.e. ¢y © frn = fin+1 ©
¢m- Ces morphismes induisent des morphismes de transition pour les fa-
milles {ker(f,,)}m et {coker(f,)}m qui sont alors les FI-modules ker(f) et
coker(f) de la catégorie abélienne Mod(A[FI]). (Dans [20], Sam et Snowden
donnent une équivalence de catégories explicite entre Mod(A[FI]) et une ca-
tégorie de modules sur un anneau.)

8.2.2. Troncatures de FI-modules. Soit ¢ € N. Pour tout FI-module
V={¢m : Vin = Vin + 1}, on note Vo4 = {W;, = Wy, 11} le sous-FI-module
de V avec W, :=0sim < qg—1, et W, := V,, autrement. On pose ensuite
ng—l = V/ng, soit

Vag 00— Vg — Vgur — Vo —

T ! Lo H H

— Vo2 —= Vo1 — Vg — Vo — Vo —

| | { { J

Véq—l —>V;1_2 %Vq_l —0 >0 0

S

On notera Mod(A[FI])., (resp. Mod(A[FI]),) la sous catégorie pleine de
Mod(A[FI]) dont les objets sont les FI-modules tronqués Vs, (resp. V<q).

Les correspondances V ~ Vs, et V ~» V¢, sont clairement fonctorielles
covariantes et exactes.

8.2.3. Les FI-modules M(a). Pour 0 < a € N, on note a := [[1,a], et
ensuite M(a) := le foncteur covariant représenté par a, soit

M(a): FI ~~ Mod(A)

S M(a)s := A[Morrz(a, S)]
On a donc

sib< 0, M(a>a+b =0
5ib>0, Ma)gp = indg s, AlSq] KAy,

200On prendra garde du fait que la condition (¢) qui porte sur les I, X Sp-invariants est
vide pour b = 1, elle n’est pas transitive et doit étre exigée pour tout b € N.
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Le morphisme de transition ¢4 : M(a)qp — M(a)a4b+1 provient de I'éga-

lité k[8q] ® Ap = k[84] ® Apy1 qui induit un morphisme de 8§, x 8-modules
Sa 8 Ay — indg" ! 848 App
qui définit ¢, p.

8.2.4. Par le lemme de Yoneda, pour tout FI-module V I'application
Y : Hompr(M(a),V) = Vo, Y(f) = f(ida),

est bijective. Si v € V,, on note ev,(v) := Y ~1(v), il s’agit du morphisme de
foncteurs dont les valeurs ev,(v)qqp : M(a)gsp — Vipp sont

sib<0, eva(v)grr =0

sib=0, eva(v)y:AlSs] = Va, eva(v)e(a) =a-v

sib>0, eva(v)ats est la composée :

¢a+b,a

ind(eva(v)a) . 8.1
AN lndSaXSb Vo Ay —— Va+b

indg™s A[Sa] B A,

8.2.5. Sous-FI-modules et FI-modules quotients. On appelle « sous-
(FI-)module » d'un FI-module V tout sous-foncteur W C V. En termes des
familles dénombrables V = {¢n, : Vi = Ving1 b (8.2.1), linclusion W C YV
équivaut & la donnée d’une famille de sous-8,,-modules W,,, C V,,, vérifiant
Odm (W) € Wing1, auquel cas W := {d)m\wm : Wi = Wit}
L’intersection d’une famille de sous-FI-modules est un sous-FI-module.

On définit dualement la notion de « FI-module quotient ».

8.2.6. Systémes générateurs de FI-modules. Soit V un FI-module.
Pour tout sous-ensemble 33 C [ [, Vi, on appelle « sous-FI-module engendré
par ¥ » et on le note (X)), l'intersection de la famille des sous-FI-modules
W de V tels que X C [[,,, Wh,.

Pour 0 < a € N, soit Y, := X NV,. D’aprés 8.2.3, chaque s € ¥, déter-
mine un et un unique morphisme de FI-modules ev,(s) : M(a) = V t.q.
eva(s)(ida) = s. Le lemme suivant est immédiat.

Lemme ([9] 2.3.2). Le sous-FI-module (3) CV est l'image du morphisme

H0<a€N,s€Za eva(s) : @O<a;362a M(a) =V,

8.2.7. FI-modules de type fini. Soit ¥V un FI-module.

a) V est dit « engendré en degrés < d» si V = (X) avec ¥ C [[ 4 Va-
b) V est dit « de type fini » si V = (X)) avec ¥ fini.
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8.2.8. Proposition ([9] Finitude des FI-modules)

a) Un FI-moduleV est de type fini si et seulement si, il admet une surjection
D, M(a;) = V pour une certaine famille finie {a;}

b) Un quotient d’un FI-module de type fini est de type fini.

c) Si Uanneau A des coefficients est noethérien, tout sous-FI-module d’un
FI-module de type fini est encore de type fini. (*')

8.3. Caractéres polynomiaux et stabilité des FI-modules

L’anneau A est désormais un corps k de caractéristique nulle (cf. 8.3.5).

8.3.1. Caractéres (éventuellement) polynomiaux

Si R = {8:Vin}m est une famille de représentations de dimensions fi-
nies, on note X(R) := {Xs, (W)}m la famille de leurs caractéres. Ici, on ne
suppose pas que R provient d'un FI-module, il n’y a donc & priori aucun
lien entre les différents W,,. Cela étant précisé, il existe, pour chaque m, un
polynéme P, € k[X1,..., X,,] tel que

Xgm (Wm)(a) = Pm(Xl,...,Xm)(Od), Ya € 8,

ot X;(«) est le nombre des i-cycles dans la décomposition de a € §,,, en cycles
disjoints. La famille X(R) est décrite par des familles { Py, },, de polynomes
de Palgebre k[X] = k[X1, X2,...] & une infinité dénombrable de variables.

Définition. La famille R est « a caractére éventuellement polynomial » sl
existe N € N, r € Net P € k[Xy,...,X,] tels que

Xs,, (Wn)(a) =P(X1,...,X:) (o), Ym>=N, Vae§,. (%)
On dit alors que X(R) « est polynomiale pour m > N, ou a partir de N ».

8.3.2. Remarque. On prendra garde du fait que si le caractére Xg, (Wp,)
admet une écriture unique en tant que polynoéme de k[X1,..., X,,], ce n’est

jamais le cas dans k[X]. Par contre, lorsque la condition (x) est satisfaite, le
polynéme P est bien unique pour tout m > sup{N,r}.

8.3.3. Remarque. Notons dimy(R) := {dimy W, } . Lorsque la famille de
caractéres X(R) est éventuellement polynomiale, on a, pour m assez grand,
dimy, Vi, = P(X1, Xo, ..., X,)(In) = P(m,0,...,0)

et la suite dimyg (V) est éventuellement polynomiale en m.
L’intérét de la finitude des FI-modules vient du résultat suivant, corollaire

d’un théoréme remarquable de la théorie des FI-modules, le théoréme 8.4.9
que nous rappellerons un peu plus tard (voir aussi 8.4.8).

21 Prouvé dans [9] en supposant Q C A, et dans [10] en général.

80



8.3.4. Théoréme ([9] Polynomialité de caractéres). Un FI-module
de type fini V est a caractére éventuellement polynomial. En particulier,
dimg (V) est éventuellement polynomiale.

8.3.5. Représentations irréductibles V (A),,

Sous I’hypothése car(k) = 0 en cours, les représentations des groupes finis
sont semi-simples et, dans le cas particulier des groupes symétriques, les re-
présentations irréductibles sont définies sur Q. Les décompositions en com-
posantes irréductibles sont alors “indépendantes” de k O Q et nous pourrions
tout aussi bien prendre k = Q dans ce qui suit.

8.3.6. Reparamétrisation des représentions irréductibles

Pour 0 < a € N, les représentations irréductibles de §, sur k sont paramé-
trées par les décompositions A - a. On note V), la représentation irréductible
de 8§, correspondante a A - a.
Définition. Soit A = (A1 = --- > A\¢) F a. Pour tout m > |A| + A1, on note
Alm] F m la décomposition (m — ||, A1,..., \¢)

=[] (m—1IAD

/\:{::.H} — A[m] = - () ;

L] . (;\tz)

Pour m > |A| + A1, on note V(A),, la représentation irréductible de 8,
correspondante a A\[m], on pose donc :

V(Nm =V

Les notations V' (0),, et V(1),,, = V(0O),,, désignent ainsi respectivement la re-
présentation triviale et la représentation standard de dimension m—1 de 8,,.

8.3.7. Remarques

a) Une décomposition p = m s’écrit d’une et d’une unique maniére sous la
forme p=Am]. Sip=(u1 Zp2 == pg),ona = (u2 = - = ).
Onapka:=m— X\ (y compris a =0).

b) Dans la notation ‘A[m]’, le nombre ‘m’, qui vérifie m > |A| + A1, indique
la taille finale du diagramme. On a

((A[m]) = €(A) +1,

et si m < n, on a (A[m])[n] # An].

c) Si A[m] € YVy(m), on a |\ <m — {%—‘ (3

22 On désigne par [z] € Z la partie entiére par excés de z € R, i.e. [z] — 1 < z < [z].
Dans (c), le terme [m/{] représente le plus petit nombre de colonnes d’un diagramme de
Young de taille m possédant ¢ lignes, il faudrait donc convenir que [0/0] = 0.
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8.3.8. Un résultat de Macdonald. Il s’agit d'un exemple traité dans son
livre [24]. On y donne une famille remarquable de représentations a caractére
polynomial (ce qui est un ingrédient incontournable dans la preuve de la
deuxiéme partie de 8.4.7-(e)).

Proposition ([24]). Pour A\ - a, il existe un polynome Py € k[X] tel que,
pour tout m > |A| + A1, on a (*3)

Py(a) = Xs, (VON)m)(@), Va e Sp.

8.4. Rang de stabilité, de monotonie et poids des FI-modules

8.4.1. Stabilité et rang de stabilité. Soit V = {¢y, : Vi, = Vipy1} un FI-
module. Suivant [9], « V est (uniformément) stationnaire », s’il existe N € N
tel que les conditions suivantes sont satisfaites pour tout m > N.

a) Injectivité. Les applications ¢, : Vi, — V41 sont injectives.
b) Surjectivité. Vi, +1 est engendré en tant que 8,,41-module par im(¢,,).

c¢) Multiplicités. (**) Dans la décomposition en représentations irréductibles

V= B cWNnVNm,

Aa<m—X\

les multiplicités ¢(A),, ne dépendent pas de m. En particulier, la famille
de caractéres X(V) est polynomiale a partir de N (cf. 8.3.8).

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dira aussi que V est un FI-
module « stable pour m > N ». Le « rang de stabilité de V », noté rang, (),
est alors, par définition, la borne inférieure de tels N. Si V n’est pas station-
naire, on pose rang, (V) = +o0.

8.4.2. Monotonie d’un FI-module. Cette notion, introduite par Church
dans [7], joue un role clef dans I’étude du rang de stabilité de la cohomologie
d’un complexe de FI-modules uniformément stationnaires.

Un FI-module V = {¢, : Viy = Vipt1}m est « monotone pour m > N »
lorsque pour tout m > N et tout Wy, C V,, isomorphe a V(A)%’“, le sous-
Sm1-module 8,11 - ¢ (W) C V41 contient V()\)fz’il comme sous-module.

On notera rang,, (V) le plus petit des tels N.

La notion de monotonie s’avére particuliérement fertile couplée a la notion
de stabilité comme le montre la proposition suivante.

23 0n trouvera dans [24] exemple 1.7.14, p. 122, expression précise du polyndme Pj.

241’adverbe “uniformément” est utilisé dans [9] pour distinguer du cas ot la condition
de stabilité de multiplicités (c) est demandée séparément pour chaque A, ce qui donne lieu
a une famille a priori infinie de rangs de stabilité { Ny }.
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8.4.3. Proposition ([7]). Pour tout morphisme f:V — W de FI-modules
monotones et stables pour m > N, les FI-modules ker(f) et coker(f) sont
monotones et et stables pour m > N. En particulier, si (Vy,ds) est un com-
plexe de FI-modules monotones et stables pour m > N, il en sera de méme

de chaque FI-module de cohomologie h*(V*).

8.4.4. Poids d’un FI-module. Dans les études de stabilité ou de mono-
tonie de FI-modules, une question trés délicate est la détermination précise
de leurs rang, ce pourquoi on se content la plupart du temps de donner des
bornes. La notion de « poids » d’'un FI-module, introduite dans [9], s’avére
trés utile pour ces questions (cf. 8.6.2).

Définitions

— Soit m > 0. Le « poids » d'un 8,,-module W, noté P(W), est le plus
grand des |A| tels que V), est facteur irréductible de W. Si W = 0, on
pose P(W) := 0. On a toujours P(W) < m, d’aprés 8.3.7(c).

— Le « poids » d'un FI-module V = {V},,}, noté P(V), est la borne supé-
rieure de 'ensemble {P(V,,)}. On pose P(V) := +oo lorsque 'ensemble
en question n’est pas borné.

— Le « poids a I'oo » d’'un FI-module V = {V,,, }, noté P (V), est la limite
dans NU {400}, lorsqu’elle existe, de la suite P(V,,) pour m — +oo.

Si V est un FI-module avec rang de stabilité fini, on a clairement
Poo (V) < P(V) < rang,(V),

avec égalités seulement si P(V) =0, i.e. si V3, C V(0),,, pour tout m.

Les propositions 8.6.3 et 8.7.5 indiquent comment la connaissance de P, (V)
participe a I’évaluation de rang, (V). Le résultat suivant qui intervient dans
la preuve du théoréme 8.7.5, donne une idée de maniére dont le foncteur
d’induction (6.3) modifie le poids d’une représentation.

8.4.5. Proposition. Pour tout A € Yy(|\|) et tout 8g-module W, on a

A
P (indg W) <A = A < Al - W]

Légalite P (indg) W) = |\ = A1, est vérifice si P(Res. W) > — A,
par exemple si W := Vqey.
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Démonstration. Notons £ le nombre des A; > 1. On a
Pr D (Sax - x8x8,,) I Ns, Pr= 8y, (1)
d’ou une surjection de 8y -modules

Sial

. 1SAl .
mdSAl XX 8 X Sy W —indg W (1)
qui est un isomorphisme lorsque (A1,...,Ar) est strictement décroissante,

car, dans ce cas, (1) est une égalité.

Comme dans I'action de Sy, X - - - X S, X8y, & travers G, les 8), agissent
trivialement sur W, nous sommes emmenés a utiliser le lemme 3.2.3 de [9] :

Lemme. Soit v b et soit 8y:V,, la représentation irréductible correspon-
dante. Alors, dans le décomposition en facteurs 8,y-irréductibles :

: Sa+b _
indg*t's k®V, = @w Vi,

les décompositions w = a + b s’obtiennent en rajoutant une boite sur a
colonnes distinctes de v. On a, par conséquent,

w1 = sup(a, 1),

la borne pouvant étre atteinte.
On en déduit que dans la décomposition des induits de la forme :

indjert et oy, = B v (0)

ap X X8ap X8 "V
ot les §,, agissent trivialement sur V,,, on a de méme
w1 = sup(a;, ).

Appliquons cette observation au terme de gauche de (). On a, pour tout

v F up tel que V), est facteur irréductible de Resgi ) W, une décomposition
ind?;l‘ XX 8¢ X 81y Vi, = @w Vo,
avec wy = sup(A1,v1) et donc
P(Vy) = |w| —w1 < |A| —sup(Ai,v1).

La premiére partie de la proposition est ainsi prouvée. Quand & la deuxiéme,

elle en découle puisque vy = jp — T(Resﬁf V,). U

8.4.6. Les FI-modules M (W). Cette section donne beaucoup de FI-
modules de type fini et de FI-modules stationnaires.

Pour tout 0 < a € N et tout sous-groupe H C §,, on définit le foncteur

ML Mod(k[H]) — Mod(k[FI])-,
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par

0, sib<0,

. Sa .
de;gb W Rk, sib>0.

Mg (W)ass = {

Pour tous 0 < by < bo, I'égalité W Kk, = W K ky, induit le morphisme de

. Sq - .

H x 8, -modules de W K ky,, — 1ndH:b32b W K kp, , d’ott le morphisme (cano-
2

nique) de transition

: Sa+b . Sa-‘,—b
¢a+b2,a+b1 : 1ndHX51b1 WK ky, — 1ndH><S2b2 W K ky,

d’image clairement invariante sous Ig4p, X Spy—p, -

La famille ME (W) : {¢pmi1m : MEW),, = ME(W),, 41} est done un
FI-module bien défini.

L’action du foncteur MH sur les morphismes suit le méme principe d’in-
duction et ne sera pas détaillée.

Remarque. Les FI-modules M3 (k[8,]) et M(a) (8.2.3) coincident.

Notation. Lorsque H = 8, on notera M, := M3a.

8.4.7. Proposition ([9])

a) Le foncteur MH : Mod(k[H]) — Mod(k[F1I]),, est additif, ezact et fidele.
1l est aussi l'adjoint a gauche du foncteur « d’évaluation en a», i.e. pour
tout H-module W et tout FI-module V, on a :

HOmFI(Ma(W), V) = HOIIIH(W, Va) .

En particulier, le FI-module M (W) est un objet projectif de Mod(k[FI)),
quel que soit W € Mod(k[H]).

b) Le foncteur Mg := MSm est une équivalence de catégories sur son image.
c) MH(W) est un FI-module de type fini si et seulement si, dimy W < co.
d) ([9], prop. 3.2.4) Pour tout 8,-module W, on a

Poc(Ma(W)) = P(Mo(W)) = a.

e) (%) Pour tout 8,-module W, le FI-module M (W) est monotone et
stationnaire. On a

rangM(Mf(W)) <a et rangg(Mf(W)) < 2a.

En particulier, si dimy, W < +o0, la famille de caractéres X(ME (W) est
polynomaale a partir de 2a.

2> Hemmer [21] thm. 2.4, Chruch [7] thm. 2.8.
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8.4.8. Commentaires et justification de 8.3.4. Les assertions (a,b,c)
sont presque immeédiates. La premiére partie de 'assertion (e), conjecturée
par Church et Farb et démontrée & leur demande par Hemmer, est fonda-
mentale dans I’équivalence entre FI-modules de type fini et FI-modules sta-
tionnaires de dimensions finies. La deuxiéme partie de (e) résulte d’appliquer
le calcul de Macdonald 8.3.8. Toujours dans (e), dans le cas ou W est le §,
module simple V), avec A F a, on a mieux, on a rang, (M, (V))) = |A| + A1

Le théoréme 8.3.4 est ensuite un corollaire rapide de 8.4.7-(c). En effet,
un FI-module de type fini est quotient d’une somme finie V = @, M(a;),
chaque M(a;) étant stationnaire de dimensions finies, les quotients de V
sont forcément stationnaires de dimensions finies, donc a caractéres éven-
tuellement polynomiaux.

Un FI-module de type fini est donc toujours stationnaire, et la réciproque,
que nous n’allons pas utiliser, est également vraie.

Le théoréme suivant qui résume les derniéres remarques est central dans
la théorie des FI-modules.

8.4.9. Théoréme ([9] 1.13, Finitude et stabilité). Un FI-module est de
type fini si et seulement si, il est stationnaire et de dimensions finies.

Plus précisément, pour chaque FI-module de type fini V, il existe une
famille de décompositions {\1 F a1,...,\ Fa,} telle que pour m >0, on a

Vin >~ C()\l)V(Al)m ®©---D C()\r)v()\r)m ’

ot les multiplicités c(N;) sont indépendantes de m.

La famille des caractéres X(V) est éventuellement polynomiale de méme

(donc) que la famille des dimensions dimg (V) (cf. 8.3.3).

8.4.10. Rang de stabilité des produits tensoriels d’un espace gradué
On se donne un k-espace vectoriel positivement gradué

— i N 0 __
A= ®i€NA € Vec(k) avec A’ =k.
Pour m € N, on munit A" := A® ---®; A del'action de a € §,,
(a1 @ Q@ am) = ag-1(1) @ @ Aa—1(py) -

L’application ¢, : A®™ — A+ i w® 1y, ot 1, € A, est un morphisme
de 8,,-modules positivement gradués, et A® := {¢py, : A®™ — A®MFTIY est
clairement un FI-module, qui n’est généralement pas de type fini. En effet,
dimy A®™ = (dimy A)™ n’est pas polynomiale en m (cf. 8.3.3) si dimg A > 1.

Fixons maintenant ¢ € N et restreignons les applications ¢, aux compo-
santes homogénes de degré ¢. La famille

(A®)i — {qu . (A®m)z N (A®m+1)i}

est un sous-FI-module de A®.
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8.4.11. Proposition. Soit A un k-espace vectoriel positivement gradué avec
A% = k. Alors, pour touti € N, on a

rangu((fl(@)i) <17 et rangg((f[@)i) < 2.

Démonstration. On remarque que pour tout m > 4, on a un isomorphisme

R@Mm\i __ s 18m ®i\% .
(A ) - @ lnd(Sy‘lX---XS#,,)XSm_i (A ) &Mmil
ott 'on a noté A = (A1,..., Ap) = (d*,...,di",1™7%), avec d; > dip1 > 1.
Le théoréme de Hemmer-Church (cf. 8.4.7-(e)) s’applique et nous dit que
ol . Sm ®i\i . .
chaque suite {md(su1 KX S )X S (A¥")' k:}m est monotone pour m > i
et stable pour m > 2i. O

8.5. Stabilité des familles de représentations. L’article [J] s’intéresse
également & la sous-catégorie pleine FB C FI des ensembles finis et leurs
bijections. Un k[FB]-module est alors, par définition, un foncteur covariant
R : FB — Vec(k), ce qui équivaut a la donnée d’une famille de représentations
de groupes finis R := {pm : Sy — Glx(Wi) }m. On a

Mod(k[FB]) = HmeN Mod(k[S,]) -

Dans Mod(k[FB]), la notion de FB-module de type fini est inintéressante
car équivalente & la donnée d’une famille de représentions de dimensions
finies {W,,, }m, avec W, = 0 pour presque tout m. Par contre, la notion de
« stabilité des multiplicités des représentations V ()., » (8.4-(c)) garde tout
son intérét.

Définition. On dira que un FB-module est « (uniformément) stationnaire »
lorsque la condition 8.4-(c) est satisfaite pour un certain N € N.

Le lemme suivant donne une forme d’équivalence entre FB et FI-modules
stationnaires.
8.5.1. Lemme (le FI-module V(}\), [9] prop. 3.4.1)

a) Pour tout 0 < a € N et toute décomposition A\t a, il existe un FI-module

canonique V() vérifiant

() 0,5im<\)\\+)\1,
"V, sinon.
i) On a
) ) =20 =

(N) =rang, (V(N\)) = [N+ A1 .
Pour tout m > rang,(V(X)), la multiplicité de V(X)p dans V(A)m,
vaut ¢(N)m = 0y n -

ii) Le FI-module V(\) est de type fini et, pour tout a = |\ + A1, le
morphisme naturel Mg (V(N)q) = V(AN)=q est surjectif.

(e
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b) Un FB-module W = {W,,}m est stable pour m > N, si et seulement
si, il existe un FI-module module V = {¢m : Vi, = Vint1 b stable pour
m = N, tel que Wy, = V,,, pour tout m > N.

Démonstration. (a) Pour m > |A| + A\; numérotons le diagramme de Young
de A[m] de haut en bas et de gauche a droite comme dans le tableau :

51810 llml
9|11

6
7]

1

2

T (m) = 3
[4]

Notons (comme [16] §4.1) Py(m) (resp. @x(m)) le sous-groupe de §,, qui
laisse stables les lignes (resp. colonnes) de 7)(m) et soient, dans k[8,,],

ay(m) := ZaEP)\(m) a et by(m):= Zaer(m) sgn(a)a.

Le « symétriseur de Young » associé a 7)(m) est I'élément de k[8,,]

cx(m) :==ax(m) - by(m),
et le sous-8,,-module & gauche k[8,,] - cx(m) C k[8,,] est isomorphe a la
représentation irréductible V' (A),,. On a aussi

K[Sm] - x(m) = k[Sm] - br(m) - ax(m).

Soient maintenant |A| + A1 < m < n. D’apreés le choix du schéma de nu-
mérotations des tableaux, il est clair que par le plongement §,, C 8§, on a

ba(m) =bx(n), et ax(m)-ax(n)=(m— |\ X ax(n).
La multiplication a droite par ay(n) définit donc un morphisme de §,,-

modules & gauche injectif :

G < k[Sm] - bA(m) - an(m) — =2 k18] ba(n) - ax(n). (o)

On remarque alors que toute permutation o € I;, X 8,,—p, fixe I'image de ¢y, p,
puisque, d’une part, a commute & k[S,,] donc a k[8,,] - by (n) et, d’autre part,
on a «-ay(n) = ay(n) parce que I, X 8,,—, est contenu dans le sous-groupe
de 8,, qui fixe la premiére ligne du tableau 7)(n).

Si nous notons maintenant ¢,, = ¢pm41,m, 'injection ¢, ,, est multiple de
la composée ¢,,_1 0 -+ 0 ¢y, et la famille V(A) dont les termes V;, sont nuls
pour m < |A| + A1 et qui coincide avec

{Om  Ek[Sm] - ex(m) = k[8mia] - ex(m+1)}
pour m > |A| + A1 est bien un FI-module. D’otu la premiére partie de (a).

L’assertion (a-i) est claire par construction. Pour (a-ii), on induit & partir
de (¢) le morphisme fp, := ind(¢m,q) : indgzﬁ;smia VNaBkm—a = VN,
qui est bien défini et surjectif puisque non nul et que V(\),, est irréductible.
La commutativité des diagrammes pour |A|+ A\ <a<m <n

ind§ s V(NaRkm—o——ind§ s V(A)aBknq

lfn
for V(N

|
V(A)m
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montre que f: Mg(V (X)) — V(A) est bien un morphisme de FI-modules
avec fp, surjectif pour tout m > a. Ce qui termine avec la preuve de (a).
L’assertion (b) en découle aussitot. O

8.6. Détermination du rang d’un FI-module

8.6.1. Rang d’un FI-module. Dans la suite nous nous intéresserons da-
vantage a la conjonction des propriétés de monotonie et stabilité. Aussi, nous
définissons le « rang (de monotonie et stabilité) d’'un FI-module V » par

rang,, (V) := sup {rang,(V),rang,(V)} .

Dans la suite, le mot « stabilité » sera un raccourci abusif de « monotonie
et stabilité », le contexte permettant de lever 'ambiguité.

8.6.2. Notations. On identifie le groupe 8;, des permutations d’une partie
L C [[1,m], au sous-groupe de §,, qui fixe les i ¢ L. On note alors L' :=
LI[{m + 1} C [1,m+1] et l'on définit le sous-groupe Sy C 8,41 de la
meéme manieére.

On rappelle aussi une autre notation de [9] : si W est un 8,,-module, on

note pour 0 <a<m
(W)s, = (W)hnmexSe.

8.6.3. Proposition. Soit W : {¢n, : Wiy, = Wipp1} un FI-module de poids
P:=P(W) fini. Pour s > P donné, les conditions suivantes sont équivalentes.

a) Pour tout m > s et tout L C [[1,m] tel que m — |L| < P, les morphismes
b+ (W) = (Wip1) 0

sont des isomorphismes de S[[ -modules.

1,m[\z
b) Sim>s>P>1t>0, les morphismes de transition
Gm (Wm)smft - (Wm+1)8m+17t

sont des isomorphismes de 8;-modules.

c) rang,,(W) < s.

Démonstration. L’équivalence (a)<(b) est élémentaire. La preuve de (b)<(c)
utilisera le lemme 3.2.7 de [9]. Ce lemme (pour car(k) = 0) affirme que pour
toute décomposition plm|F m, on a :

{ i) £ < [l = (V(m)s,,_, =0

i) t=|ul = (V()m)sm_, = Vu *

(b)=-(c). Notons P := P(W). Pour chaque m € N, on a une décomposition

W = ZWKT C(:UJ)mV(/")m )
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et par 'hypotheése (b), si m > s et si t < P, le morphisme de 8;-modules

(e WV ) =2 (32 el V(i)

Sm—t m—+1—t

est bijectif. Les propriétés (x)-(i,ii) pour ¢ = 0, donnent aussitdt
c(0)m =¢c(0)m+1, YVm=s.
Il existe alors une surjection de FI-modules (cf. 8.5.1)
T - W;S —» C(O)S V(O);S
dont le noyau est le FI-module WSS) := ker(my)>s ne contient aucun facteur
de la forme V(0),,. On a rang,,(V(0)>s) = s (8.5.1-(a-1)) et 'assertion (c)
résultera de prouver que rangw(Wss)) = s, ce pour quoi, on répéte la méme
(1)

idée avec W5, mais en prenant maintenant ¢ = 1.
=

Plus précisément, si nous pouvons affirmer que pour 1 < ¢t < P donné, les
sous-8,,,-modules

t) .__

e W, les propriétés (x)-(i,ii) donnent

constituent un sous-FI-module VV2 . C

des isomorphismes de 8;-modules

bm
Z|u|=t c()m Vi = Z|u|=t c(Wmt1Vy, Ym=s,

d’ou
(Wm =c(fmt1, Vm=s Vul=t.

On considére alors le diagramme
L m
Z|u|:t o(p)sV (p)m—— Z|M|>t o(p)sV(p)m — Z\m;t c(p)s V(1) m+1

S o ™ ) [

Z|M|=t c(p)sV (1)m *(Z;f E\u\:t c(p)sV (1) m+1

ot 7y 4 est la projection canonique et ot le morphisme <;~Sm = Tmt+1 0 Pm oL
rend le sous-diagramme (I) commutatif. On remarquera que l'existence du
morphisme ¢,, dépend de ce que les composantes irréductibles des sous-
modules 8,41 - V(i) € Wipp1, pour |i/| > t, soient de poids minorés par
|t/|. Cela est une conséquence des régles de branchement pour les représenta-
tions des groupes symétriques qui dit que lors des inductions de 8., & 8,41
les poids ne baissent pas (|9] lemme 3.2.3).

La famille {(Z;m}m% est la famille des morphismes de transition du FI-
module Wg)

R

(32, )V ()

et, par hypothése, elle est telle que les morphismes induits

S, (szt )5V (1)ms1) S
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sont des isomorphismes. On en déduit un isomorphisme

@) o
Wog =3 V()

et, comme d’autre part rang,,(V(1)>s) = s d’aprés 8.5.1-(a-i), le fait que

S(t
rang, (Wéz) =s. ()
Cela étant précisé, les projections m ,, définissent la surjection de FI-
modules 7 : Wg 2 —» Wg , dont on note ng V.= ker(7). On obtient ainsi

la suite exacte courte de FI-modules
0— ngl) — Wgs) LN Wgs) -0,
et, compte tenu de I’égalité (¢), on conclut a I’équivalence

rangq (Wgs)) =5 & rangM(ngl)) =s

Or, dans Wi ) n’y a plus de composante de la forme V(u) pour |u| < t.

=s
. s . t+1 .
Ces idées g’itérent puisque W; : ) est un FI-module et nous conduisent,

aprés P étapes, a conclure que le FI-module W, est monotone et stable
pour m > s et donc que rang,,,(W) < s.

(c)=(b) La preuve suit une démarche analogue. Pour s > rang,, (W), on a
bien s > P et pour tout m > s

Wi = ZWK? C(N) V(N)m

ot les multiplicités ¢(A) sont indépendantes de m.

Nous devons montrer que pour chaque ¢ < P, le morphisme

<Z|u|<t C(M)V(M)m)s Lo, <Zlu|<t C(M)V(M)m_,’_l)S (%)

m+1—t
est un isomorphisme.

m—t

Soit tg := inf{|pu| | c¢(u) # 0} et procédons comme dans la preuve de

(b)=(c). Notons ng) le FI-module quotient défini par les surjections de
Sm-modules Wi, — 37, (1) V (1), pour m > s, et soit

At
Mo+ Wag = WU

la surjection de FI-modules correspondante.

Pour tout t < tg le morphisme gZ)t’m est 'identité entre les modules nuls et
pour t = tp, on a un morphisme de 8;,-modules

&to,m
2ty Vi 2ty SV

qui est surjectif puisque m est dans le rang de monotonie de WW. Comme les
multiplicités des facteurs simples coincident, le morphisme ¢y, , est bien un
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isomorphisme. Le FI-module W(ts )

a rangW(Wg N )) = s. On peut alors appliquer 8.4.3 pour conclure que le FI-

vérifie donc les hypothéses de (b), et on

module K := ker(m,) est aussi de rang s. Or, comme K posséde moins de
facteurs irréductibles, on peut supposer par récurrence que les analogues des
morphismes () pour I sont des isomorphismes, ce qui permet aisément de
conclure. (]

8.6.4. L’implication 8.6.3-(c)=-(a) donne une condition sur m garantissant
aux morphismes de transition

Om (Wm)sL — (Wm-i-l)sy

d’étre bijectifs pour tout L C [[1,m] tel que P(W) = m — |L|. Dans la preuve
du théoréme 8.7.5-(c), nous aurons besoin d’une condition sur m mais pour
des valeurs de m — |L| arbitrairement grands. La proposition suivante traite
de cette situation.

8.6.5. Proposition. Soit W : {¢,, : Wy, = Wy, 41} un FI-module de rang de
monotonie et stabilité s :=rang,, (W) < 4o00. On fizet €N, et l'on consideére
la famille de morphismes pour m > t,

¢t,m : (Wm)s'mft — (Wm+1)5m+17t
a) Sit < PW), le morphisme ¢y, est bijectif pour m > s.
b) Sit > P (W), le morphisme ¢, est bijectif pour m > sup(t, s).

Démonstration. (a) C’est 8.6.3-(b). (b) C’est I'assertion (c) du lemme 3.2.7
de 9] qui établi I'existence d’isomorphismes naturels

~ ind®
(V(w)m)s,,_, =~ 1nd8|tu| X<Se V.Rk,

pour tout t > |u| et tout m >t + py. O

8.7. Foncteurs d’induction dans Mod(k[FI])
Nous introduisons certains foncteurs d’« induction » dans les catégories de

FI-modules qui prolongement naturellement les foncteurs Indg'i' et It
de (6.3) et 'opérateur @7 de (6.5).

8.7.1. Lemme et définition. Etant donné \ = (1#1,2#2 ... mtm) - m,
on définit pour n = m, la partition N\\n = n en rajoutant (n — m) singletons

a A, soit
AN\ n = (1HFn=m ghz - mbm) .
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Pour tous a € N et m < n € N, Uapplication

ym*a(m) —— V- (TL)

At A\n
m—a{;;” F»m—a{;;*

est bijective dés que m > 2a. Dans ce cas, on a
Va(20)] = [Vim—a(m)].
Démonstration. En effet, les décompositions de A - m vérifient I'inégalité

mo= 4+ 2p2 + e Mt =+ 2(pe A ) = 1+ 2(m —a — ),

dont on déduit que p; = m — 2a. Il en résulte que si m > 2a toute décom-
positions A - m comporte au moins m — 2a singletons, le fait de les enlever
ou de les rajouter établit une bijection entre V,—q(m) et V. (2a). O

8.7.2. Remarques et notations

a) Dans la notation ‘A\n’, le nombre ‘n’, qui vérifie n > |A|, indique la taille
finale du diagramme. On a (comparer a 8.3.7-(b)) :

EA\n) = L(A) + (n = [A]),
(A\n)\n' = A\n'.

b) Etant donné A = (141,242, .) € Vy(¢ + a), on pose

etsin<n

Ci=0—py et A= (1922 .. )e(l+a).

Les données suivantes sont associées au diagramme A\ m :

aaa e N P
YRS 0 :
(A\m) —}’“ Al =L+a
L] Al =[N —p1 < 2a
T}m_M #Oh=a
u

On a, en particulier : A\\m = A\m, ¥Ym > ||, ce qui nous conduit a étendre

la portée des notations en posant

ANm = X\m, Vm = [A = A= p.
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8.7.3. Le foncteur Ind)
On introduit, pour A € V(¢ + a) donné, le foncteur

Ind) : Mod(k[F1I]) ~ Mod(k[FI]) ,, (Indy)

qui fait correspondre & un 8,,_4,-module V,,,_,, le 8,,-module

0, sim<|},
Win 1= Indd sim > ||
Gaym /Mm—a> Z |Al-

Le théoréme 8.7.5 établira le fait que ce foncteur est exact et qu’il res-
pecte la finitude des FI-modules. Il décrira aussi la fagon dont il perturbe le
rang de monotonie et stabilité, mais auparavant il nous faut le définir plus
précisément.

8.7.4. Proposition. Soit A € V(£ + a) et sotent 0 < |A] <m < n.

a) L’inclusion 8,, C 8,, induit des inclusions (voir 6.1, 6.1.1)

:P)\\m - :P)\\n )
‘S)\\m - Sk\na
G)\\m - G)\\n )

b) Une application k-linéaire ¢ : Vip—q — Vo—q d'un 8py—g-module Vi,
vers un S,_q-module V,,_,, compatible a l’action de S,,_, et telle que
im(¢) C Vnﬂ’_”gaxsn’m, admet un unique prolongement en une application
k-linéaire s s

Ind)(¢) : IndG’:\m Vinea — IndG’;\n Vi—a
compatible a l'action de 8,,. De plus,
im(Indy(¢)) C (Indfy, | Vi-a)'™ 5.
c) Dans (b), si l'on suppose en plus que k[8,—q] - im(¢p) = V,,_q, on a

k[8,] - im(Indy ¢) = Ind) V,,—, .

Démonstration. (a) Résulte de remarquer que Py, = Py XL,z ce qui
implique que si p; est le nombre des A\; =1, on a G = -+ X8, X8, alors

Gavm =+~ X811 X8y A -

(b) Compte tenu de (a), le prolongement Ind) (¢) annoncé est bien défini et
est unique. L'image de Ind) ¢ est alors le sous-8,,-module de Indg’;\n Vi—a
engendré par im(¢), et le fait que im(Ind) ¢) est invariant sous l'action du
groupe I, X 8,,_, résulte de ce que ce groupe commute a ’action de §,,, C 8,
qu’il est contenu dans Sy\, et que, par la surjection S\, —# G\, il est en
bijection avec I,,_q X 8, qui, lui, fixe im(¢) par hypothése.

(c) Clair. O
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8.7.5. Théoréme. Soit A € V(£ + a).
a) Le foncteur Ind)y : Mod(k[FI]) ~> Mod(k[F1I]) est covariant, additif, exact.

b) SiV est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module Ind)y (V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a, |A|).

c) Soient rang,,(V) < 400 et £:={(A). On a

rang,,, (Indy V) < sup(rang,-(V),£) + |A| + a, (%)

et plus grossierement, rang,, (Indy V) < rang,s (V) + 2|A|.

Démonstration. (a) Clair. (b) Un FI-module V = {¢p, : Vi, = Vipi1 }m est
engendré en degrés < d, si et seulement si, k[8y4+1] - im (¢, ) = Viny1, pour
tout m > d. L’assertion 8.7.4-(c) montre alors que Ind) V est bien engendré
en degrés < d + a. La deuxiéme partie de (b) résulte de méme, puisque V est
de type fini, si et seulement si, il est engendré en degrés < d (pour d assez
grand), et dimy V;;, < 400 pour tout m < d.

(c) Soit V = {ém : Vin = Ving1}m. Supposons V # 0 et rang,, (V) < 400 et

notons pour simplifier
s :=rang,s (V).

On a
Vos = Ziv(ﬂi)% et Poo(V) =sup{|ul|} <s.

pour une certaine famille finie {y; - a; < s}.

e Cas £ < s.— Le degré de troncature £ de Ind) étant inférieur & s, on a
P(IndyVss) < s+a. (1)

En effet, le poids du 8,4 ,-module Ind?f;\;a Vs est a priori majoré par s +a

(cf. 8.4.5) (%), ce qui implique (8.4.7-(d)) que I'on a

8S a
P Mata(Indg [ Va)) Ss+a

La majoration (1) en découle puisqu’il existe une surjection (8.5.1-(a-ii))

89 a
Mﬁa(IndG‘*:\(ﬁa) Vi) — Ind) Vs ,

et que le poids d’'un FI-module majore celui de ses quotients.

Compte tenu de (1), on va chercher des majorants pour rang,,, (Indy V)
a l'aide du critére de stabilité (8.6.3-(a)). Ceci nous emmeéne & examiner

26En fait, 8.4.5 majore plus précisément par s + a — [(s + a)/s], de sorte que si nous
notons ¢ := sup(s, £), le terme de droite de 8.7.5-(c)-(*) doit &tre corrigé de —[(¢t + a)/t].
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I'ensemble des m + a > s + a tels que pour tout L C [1,m~+al vérifiant

L Zm—s (2)

le morphisme :

Sm+a St Sm+1+a Sy
(Indee Vi)™ = (Indiyiee Vi)™

induit par ¢, : Vi — Vini1, ou ce qui revient au méme (27), le morphisme
D, ZHOHIG)\\(m_Hl) (k[8m+a/SL],Vm) —>H0mGA\(m+1+a) (k[8m+1+a/SL/],Vm+1),

induit aussi par ¢, est un morphisme bijectif.
Notons A := [|A|+1,m+a] C [1,m+a]]. On a |[A| =m +a — |A| et
G\\(mta) = Gar X 84 et G\ (m414a) = Gr X Sur
et I’étude de P, se rameéne & I'étude du morphisme de G y-modules
Y, : Homg, (k[Sm+a/8L], Vin) — Homs ,, (E[Smi14a/Srr], Vins1) - (3)

Plus précisément, &, s’identifie a la restriction de ¥, aux G-invariants.
Aussi, @,, est bijectif lorsque ¥, P'est (*®), et c’est bien cette derniére pro-
priété que nous allons étudier dans la suite.

Le 8 4-module a gauche k[8,,+4/81] se décompose en somme directe

FlSmsa/81) = De (4 \$miyy ) FI8A/Sa00L],

ce qui permet 'identification

HomSA (k[sm—l—a/sL]? Vm) = @ ) (Vm)SAmaL .

aE(SA\ST’“”‘/SL
Le morphisme (3) se voit alors comme le morphisme
v, @ (Vm)SAnaL N @ (Vm+1)8A’maL’
aE(SA\S"”“/SL) ae(sA,\ST’l“”/sL/)

induit par 'action de ¢,, coordonnée par coordonnée.

2T On rappelle que si K et H sont des sous-groupes d’un groupe fini G, et si W € Mod(K)
et V € Mod(V), on dispose des morphismes naturels par rapport & W et a V'

Homg (W, ind% V) — Home (ind% W, ind% V) — Homy (ind% W, V) .

Ces morphismes sont bijectifs lorsque car(k) = 0.
28 La réciproque n’est a priori pas vraie, et nos estimations pour ¥,, ne seront pas
optimales pour &,,, notamment 'estimation de la proposition (¢) plus bas.
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Proposition (¢). Le morphisme W, est un isomorphisme lorsque

IL| > m— s> |

Elle résulte des deux lemmes suivants.

Lemme 1. Soit L C [[1,m+a]. L’application entre espaces de doubles classes

S4 8era/SL — SA/\Sm+1+a/SL/

induite par l'inclusion 8,14 C Sim+t1+a, st bijective lorsque

L] > || (4)

Preuve du lemme 1. Nous construisons un inverse a cette application. Pour
B € 8milia, Vensemble BL' rencontre nécessairement 1’ensemble A’ lorsque

IL'[+]A]>m+1+a. (5)

Dans ce cas, la double classe Sy - 8 - 81/ contient une permutation « qui
fixe m + 1, de plus, si o’ est une autre telle permutation, il est clair que ’on
a bien 84 -« -8, = 84 - - 8. Par conséquent, 1'application

SA/-/B'SL/HSA'Q‘SL

est bien définie et elle est clairement bijective. Enfin, la condition (5) est

clairement équivalente a |L| > |A|, et le lemme 1 est prouvé.

Lemme 2. Soient « € 8,44 €t L C [[1,m+a]. Le morphisme

G+ (Vin) 24708 = (Vingr) S0t/

est bijectif lorsque
LI Zm—s>|) (6)

Preuve du lemme 2. On applique 8.6.5 qui fait intervenir la taille du com-
plémentaire de AN aL dans [[1,m]. On a toujours

m—|ANaLl <m+ A —|L| <s+ A,
et le lemme résulte d’appliquer 8.6.5-(b), nécessaire puisque s+ |A| > Poo (V).

Lorsque m satisfait a la condition (6), I'inégalité (4) est automatiquement
vérifiée et la proposition (¢) s’en trouve démontrée.

Revenons maintenant au FI-module Indy V. Compte tenu de la proposi-
tion (¢), le critére de stabilité (8.6.3-(b)) donne la majoration

rang,o (Indy V) < rang,s (V) +a+ A, (1)

et ceci termine ’étude du cas £ < s.
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e Cas s < {.— Comme le foncteur Ind) agit seulement sur V>, I'é¢tude qui
précéde méne & la majoration

ranguU(IHdA V)<Ll+a+ Al (1)

e Dans tous les cas, on a
rang,, (Indy V) < sup(rang,,(V),£) + |A| + a < sup(rang,+(V),£) + 3a

ce qui termine la preuve de I'assertion (c), et du théoréme. O

8.7.6. Le foncteur Ind, x

Lors de I’étude de rangs de monotonie et stabilité des termes des suites
spectrales basiques de 8.9.7, nous rencontrerons une version légérement plus
sophistiquée des foncteurs d’induction Ind).

Etant donnés, A € V(£ + a) et une représentation p : Hy — Glj(o) d'un
sous-groupe Hy C Py, on définit le foncteur

Ind, ) : Mod(K[FT]) ~ Mod(k[FT)). (Ind,)

qui fait correspondre & un 8,,_,-module V,,,_,, le 8,,-module

- {0, 5sim<w,

Indy! ., , 08 Vin-a, simz= |A.

On vérifie que les analogues de la proposition 8.7.4 et du théoréme 8.7.5 sont
encore vérifiés. En particulier, on garde toujours un controle sur les rangs de
monotonie et stabilité.

8.7.7. Théoréme. Soit A € Yy({+a) et p: Hy — Gli (o) une représentation
d’un sous groupe Hy C Py. Alors, si rang,,(V) < o0 et £ :={(A), on a

rang,,, (Ind, V) < sup(rang,s(V),£) + |A| + a,

8.7.8. Les foncteurs d’induction I¢, I(a) et ¢

Dans la section 6.3, nous avons introduit le foncteur I §+“ qui associe & une
représentation de 8y une représentation de Sy;, en induisant suivant tous
les diagrammes de Young A € V(£ + a) :

a a S a
10t . Mod(k[8¢]) ~» Mod(k[8¢4a]), I := ZAGJ}Z(M)IHdej . (D)

Ce foncteur apparait naturellement dans ’étude des espaces A, X% 1
intervient notamment dans la proposition 6.3.1, ot il donne I’égalité de ca-

ractéres
Xe(Ae X0 0) = I6F (Xo (Fy(X)31)

Nous cherchons maintenant a “recoller” la famille des foncteurs {I:__}m
en un unique foncteur I : Mod(k[FI]) ~ Mod(k[FI]) dans le but d’étudier
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la stabilité (cf. 8.5) des k[FB]-modules
{H(Am—oX™ k) et {H' (Ap—oaX™; k) -

Cela établira a priori, grace au théoréeme 8.4.9, que ces familles de représen-
tations ont des caractéres éventuellement polynomiaux. Bien évidemment,
nous cherchons aussi & donner des bornes pour les rangs de monotonie et
stabilité, ce qui présuppose que nous puissions controler le décalage que le
foncteur I* fera subir & ces rangs.

Dans la section 8.7.3, nous avons associé a chaque A € V(¢ + a) un foncteur
Ind) : Mod(k[FI]) ~» Mod(k[FI])>|A|
et sa définition est telle que 'on a
Ind) = Ind)

ou |A| < 2a (8.7.2-(b)), de sorte que la correspondance

<U1<i<a Yii+ a)) 5 A — Ind)

est surjective sur I’ensemble de tels foncteurs. Mieux encore, le lemme 8.7.1
montre que cette correspondance devient bijective pour peu que ’on tronque

les foncteurs :
Va(2a) 3 A¢— Indx(_)>2q -

On pose alors pour a € N :

I":= 3 Indy(_)s00 : Mod(k[FI]) ~ Mod([FT])., (")
A€Va(2a)

Nous pouvons maintenant facilement introduire I’analogue des inductions
composées I(o) et @f“ de 6.5.

Pour a € N, notons (a) ’ensemble des suites d’entiers a = (ay, a9, ..., a,),

avec a; > 0 et tels que a = ), a;. On pose pour chaque a € A(a) :

I(a) :=I" oI"0---oI" : Mod(k[FI]) — Mod(k[FI])., ,
d’on

@ = (~1)" 3"(~1)" I(a) : Mod([FI)) — Mod(k[FL))., | ()
ac

ou la présence de signes indique que l'on a affaire & FI-modules virtuels.

L’analogue suivant du théoréme 8.7.5 est immédiat.
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8.7.9. Théoréme. Soient a € N et a € A(a) et désignons par L* l'un des
trois foncteurs I*,I(a), @°.

a) Le foncteur L* :Mod(k[FI]) ~ Mod(k[F1I]),, est covariant, additif, eract.

b) Si V est (de type fini) engendré en degrés < d, le FI-module L*(V) est
(de type fini) engendré en degrés < sup(d + a,2a).

c) Ona rang,, (L*V) < sup(rang,,(V),a) + 3a

8.8. Stabilité des familles de représentations {HE,  (A2m_aX™)}m

Nous généralisons les résultats de stabilité de Church (|7]) concernant les
cohomologies des espaces X" = A, X™ et F,(X) = A, X™ a celles des
espaces de configuration généralisés {As,,_,X™},, et ce, pour toute pseu-
dovariété i-acyclique orientable X et pour chaque a € N fixé.

8.8.1. Le cas de la cohomologie a support compact. Ce cas est inin-
téressant si X est i-acyclique puisque, d’aprés 5.2.5 et 5.4, les polynémes de
Poincaré pour H¢(A2,;,_X™) sont de valuation m — a, ce qui implique que

H (A2p_oX™) =0, Vm>a+i.

8.8.2. Le cas de la cohomologie de Borel-Moore. On rappelle (7.1) que
la cohomologie de Borel-Moore d’une pseudovariété M connexe orientable
et de dimension dps est par définition

Hiy(M) == HM (M k)Y

Le complexe fondamental de M pour Ac,,,—oM"™ pour la cohomologie de
Borel-Moore est alors le complexe de §,,-modules k-dual de 3.2.2 muni de
I'action 7.2.3-(b), soit

0— Hiy(Acm_oM™) = H(m—a) — H(m—a—1) = --- = H(1) = 0 (sm)

avec H(m—a—b) := Hé;(dM_l)b(Am,a,me).

8.8.3. Remarque. Lorsque M est de type fini, la condition de stabilité de
représentations impose sur M qu’elle soit connexe et que dimg M > 2, car,
autrement, les FB-modules H{,, (A,,_oM™) ne sont pas de type fini. En ef-
fet, si r:= |mo(M)|, on a |mo(M™)| = r™ et |mo(Frn(M))| = (r")2 ce qui
exclut toute possibilité de finitude pour le FB-module { HE, (A;,—oM™)},
pour peu que r > 1. D’autre part, si M est connexe et dimg(M) = 1,
c’est une courbe illimitée avec un nombre fini f de points multiples et alors
|70 (Frn (M))| = (m — f)! d’ott encore une obstruction a la finitude.
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Dans la suite on suppose que X est une pseudovariété connexe orientable.
e (A) Le cas de {A¢n(X)}m.— On s'intéresse au FB-module
AX;0) o= {Hip (X™)
La proposition 8.4.11 s’applique, car HY,,(X;k) =k (cf. 7.2.5-(c)), et donne
rang, (A(X;i)) < 2i. (A)
e (B) Le cas de {A;,(X)}m.— Cest le cas étudié par Church lorsque X est
une variété topologique (|7], ¢f. 8.1). On s’intéresse au FB-module
B(X;i) = {Hin (Fin(X)}om -
Notons d := dimg(X). Par dualité de Borel-Moore, on a 'égalité
Hy (Fr(X) = HX™ 7 (Fr (X)) -
Le théoréme 6.5.1-(a)-(i) s’applique et donne
Xe(Fp(X)sdxm —i) =3 On ,(Xe(X" dxm—i—0)) (%)
o, encore par dualité de Borel-Moore, on a
Xe(X™dxm —i—0) = X(X™ 40— (dx—1)0).

Nous sommes ainsi emmeénes & considérer pour

¢ e N fize et tel que i > (dx—1)¢, (1)

le FB-module dx—1)¢
{HZ (dx— (Xm_g)}m—é,

dont nous avons déja établi la stabilité dans (A) pour tous
m—{22(i— (dx—1)¢).
Maintenant, en raison de (%), il nous faut borner le rang de stabilité de

z—ﬁ {H};\*A(dX*l)e (Xm—é) }

m—{

ce pour quoi le théoréme 8.7.9-(c) donne

41, sidx = 2,
rang,,, (B(X;1)) < sup (2(2 — (dX—l)ﬁ),ﬁ) + 30 < { o (B)
2i, sidx >3
compte tenu du fait que l'on a ().
Dans son article [7], Church obtient la méme conclusion pour X : une

variété topologique orientable. Sa démonstration est trés différente de la
notre et utilise de maniére essentielle les résultats de Totaro ([28]) sur la de
suite spectrale de Leray du plongement F,,(X)— X™.
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e (C) Le cas de {Ap—a(X)}m.— On s’intéresse au FB-module
Ca(X5i) = {Hém (Am—aX™)}in s

pour lequel on trouve les mémes majorations (B) ci-dessus. Cela se voit, soit,
en raisonnant comme dans (B) mais a l’aide de la formule 6.5.1-(a)-(ii), soit,
a partir du cas (B) a l'aide de Iégalité (6.3.1) :

X(Am—aXm; Z) =I_, (X(Fm—a(X)§ Z)) .

e (D) Le cas de {A<m—a(X)}m.— On s’intéresse au FB-module
Do (X;1) := {Hém(Aém—aXm)}m

On trouve encore les mémes majorations (B) pour rang,,(D,(X;1)). Cette
fois, on raisonne, soit, aussi comme dans (B) mais a ’aide de la formule 6.5.1-
(a)-(iii), soit, a partir du cas (C) a 'aide du dual du complexe fondamental
de 8,,-modules 3.2 (th. 3.2.3) :

0— Hiy(Acm_oX™) = H(m—a) — H(m—a—1) — - — H(1) =0

avec H(m—a—/{) := Hé;(dX_I)Z(Am_a_ng) et aussi ¢ > (dx—1)~.

Résumons les conclusions de ces observations sous forme de théoréme.

8.8.4. Théoréme. Soit X une pseudovariété i-acyclique, connexe orien-
table de dimension dx > 2. Pour a,i € N fixés, la famille de représenta-
tions {8y Hiy (Aoym—aX™;k)}m est stable pour m > 4i, si dx = 2, et pour
m > 2i, st dx = 3. Les familles des caractéres et des nombres de Betti cor-
respondantes sont (donc) polynomiales sur les mémes intervalles.

8.8.5. Remarque. Nous insistons sur le fait que dans cette section 8.8, les
familles { HZ, (A2 X™; k) b (©) ne sont a priori pas de FI-modules, mais
seulement des F'B-modules, autrement dit, ce sont de collections de repré-
sentations a priori sans liens entr’elles. L’intérét des foncteurs d’induction
I° I(a),®“ de la section 8.7, vient alors de ce que lorsqu’ils sont appliqués
au FI-module (Hgu(X)®)? (cf. 8.4.10), ils fournissent des FI-modules vir-
tuels dont les suites de caractéres coincident (asymptotiquement) a celles des
familles (o). La connaissance du rang de (Hgyu(X)®)" et le théoréme 8.7.9
qui pondére les perturbations des rang par les foncteurs d’induction, permet
alors d’estimer ceux des familles (¢).

8.9. Stabilité des familles de représentations {H: ,(A2m—_aM™)}m
On rappelle que M désigne une pseudovariété orientée de type fini.

Nous démontrerons ’analogue du dernier théoréme 8.8.4 pour la famille de
représentations {8, : Hy (Fy (M)}, ot M est une pseudovariété orientée
générale, i.e. qu’elle soit i-acyclique ou non.
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8.9.1. Stabilité dans les suites spectrales basiques. Le théoréme 7.7.1
nous conduit & étudier les FI-modules

Eo () 15pq : BoU™)? — Ey(UmH)5HH

canoniquement isomorphes aux FI-modules définis par les morphismes

. indpy, . .8,

ind*" o @ HA(UZ_, ) — ind>™*' o @ Hy,(UmHL )
Sm—(p+1) XSp+1 Sim—(p+1) X Sp+2

ou o indique que laction de 8., _(,41)X1 est tordue U(k)m,(p+1) et lorsque

le couple (p, q) € N? est soumis & la contrainte ¢ = i + (m — (p+1)).

Le théoréme décrit aussi le morphisme

pfn : H}gM (U;Ln—p,..‘,m> - HgM(ijI}w-merl)

dans son assertion (c), comme somme directe des images inverses
Drpiq

4 Hy (Fpi1(Msg)) 4 HE(Fpya(Mso)) (o)
F(p+1,m) F* (p+2,m+1)

ou Q:=q—(m—(p+1))dy =i— (m— (p+1)) (dp — 1).
Nous allons maintenant expliquer la structure de 8,,_(p41) X Sp+1-modules
de ces sommes directes.

8.9.2. Tableaux et fonctions de F(p+1, m). Nous allons coder une fonc-
tion f € F(p+1,m) sous la forme d’un tableau a p+1 lignes et m boites.

L’idée est la suivante. Soit a > 0. Pour toute suite T = (z1,...,2,) d’élé-
ments deux a deux distincts de [[1,a]], associons la fonction fz € F(a + 1,1)
définie pour 7 < a, par la régle suivante

Pour i € [[1,a], notons Iz (i) := {j <i|x; > x;}. Alors
a+1, siIz(i) =0
fz(zi) = {

Tsup I (i), autrement.

Cette correspondance est injective. En effet, si T # 7, il existe un premier
1 tel que x; # y;. Supposons que l'on ait x; < y;. Alors, comme il existe h > ¢
avec y, = x;, on aura fy(x;) = fy(yn) = yr # a + 1 pour un certain k > 1,
tandis que fz(z;) = xp = yx pour un certain k < i, ou bien fz(x;) =a + 1.
dans tous les cas, fz # fy.

Ty T2 T «— X
° ° ° e - o ° ° e o °
a+1 o/l\ | (I /\'\—/—\4
\«o ° ° e --- o ° ° ° ° °
Y1 Y2 Yi Y «— Y=
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Comme d’autre part le cardinal des suites est a! = F(a + 1,a), on conclut
que la correspondance en question est bijective. Cette idée est la base de la
preuve du lemme suivant.

8.9.3. Lemme et notations. L’ensemble F(p+1,m) est en correspondance
bijective avec l'ensemble T(p+1,m) des tableaur & (p+1) lignes et m boites
de toutes les formes possibles :

m—p . ° ‘
m—p-+1 .
m—p+2 ° ° | ° | . ‘
e SR () p——
m—2
m—1 .
m ° ° | ° ‘

ot les boites marquées par ‘®’ sont remplies par les entiers de [1,m—(p+1)]
de maniére deux a deux distincte. La correspondance associe au tableau 7 la
fonction fr qui, appliquée a i € [1,m—(p+1)], donne le premier entier j > i
G gauche de i sur la ligne de T ou il figure.

L’ensemble F®*(m+1,p+2) est en correspondance bijective avec [’ensemble
des tableaur de T*(p+2, m+1) dont la ligne (m+1) est de longueur 1. L’ap-
plication

(L)*: T(p+1,m) = T°(p+2, m+1)

qui associe & T le tableau T* obtenu en rajoutant la boite (m~+1) est bijective.

8.9.4. Action de 8,,_(p+1) X 8Spt1 sur F(p+1,m)
Pour chaque 7 € T(p+1, m), soit

A (M"Y By (M) = {7 € My T <y (M) [ =y, )}
La preuve de la décomposition = de 7.5.2-(b) donne en fait I'identification

D Hou(A (ML TV XF, (M), (0)
T€T(p+1,m)

12

Heu (U )

m—p,...,m

et c’est cette identification qui nous révele l'action de 8, _(,41) X 8pt1. En
effet, on vérifie aisément 'égalité

g- A (M PN F, 1 (Mag)) = Ay (MZy P X Fyy (M)

oll g - 7 est le méme tableau 7 ot I'on a remplacé le contenu ¢4 de la boite s
par g(i). C’est donc en agissant sur les contenus des boites qu'il est pertinent
de faire agir 8,,_ 11y X 8py1 sur T(p+1,m).

Chaque orbite dans T(p+1,m) contient un unique élément ou la longueur
des lignes est décroissante et le contenu des boites ‘o’ est strictement crois-
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sant. Par exemple si m = 50, m — (p+1) = 17.

8[1]2]3]a]5]6]
1978910
20[11[12][13]14
21[15
22[16

2317 p+1 (1)

24

Un tel tableau sera dit « normal », leur ensemble est noté To(p+1,m).

} m —2(m — (p+1))

On observera dans (I1) que les boites grisées constituent la plus petite
colonne de lignes & une seule boite dans les tableau normaux. Le cardinal
m — 2(m — (p+1)) est atteint uniquement lorsque la longueur des lignes de
7o est < 2 et bien str que m > 2(m — (p+1)). Par ailleurs, lorsque cette
derniére condition est satisfaite, il y a autant de tableaux normaux que des
partitions de m — (p+1).

8.9.5. L’ensemble des tableaux normaux coincide clairement avec I’ensemble
des diagrammes de Young, et on pourra identifier

To(p+1,m) = Y(p+1,m).

Pour 7 € To(p+1,m), on note Stab(A) le sous-groupe des g € 8., (p+1) X Sp+1
tels que

9 Dy (ML "5 Fy 1 (M) = Ar (ML P < Fy g (M)
D’aprés nos notations dans 6.1 et 6.1.1, le groupe Stab(A;) n’est autre que
Stab(A7) = 87 N (S—(p+1) X Sp+1)
et si 'on note H; := Stab(A;) NP, on a Hy C 8, (p41) X 1p41 et

Sp+1 —» Stab(A;)/Hy = 8 /P, =G,

8.9.6. Proposition
a) Il eriste un isomorphisme canonique de S, 11y X Spy1-modules
8, 8
o ® Hona(Up ) = €D deLx(g‘il)X " o @ Heu(Fpi1(Mso)),
TV (p+1,m)

ol o = a(k)m_(p+1) est la représentation par la signature de Sy, _(pi1)-
Le nombre des termes de la somme est |Y(p+1,m)| < [B(m — (p+1))],
la borne étant atteinte lorsque m = 2(m — (p+1)).
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b) Le FI-module défini par les morphismes des suites spectrales basiques
Eo(gm)1pq : Eo(U™)7 — Ea(umﬂ)?H’q?

ot q=i+(m—(p+1)), est canoniquement isomorphe au FI-module défini
par les morphismes

indy o 0 (B)m- o) © HE (Fy1(Mso))

@ J{indp;Jrl

T m s 18m
P\ indy . o (k) m- (1) 8 H (Fpy2(Mso))
0u Q:=q— (m— (p+1))dm =i — (m — (p+1)) (dm — 1).
Indication. (a) D’aprés I'isomorphisme (¢) de 8.9.4, on a

0@ Han(Un, )=0® P Ho(A-(MIy PTVxF, )
T€T(p+1,m)
. S 8 _
= ) @ mdStabEI)Atl))X P Hou (AT(M% (p+1)XFp+1))
T7€To (p+1,m)

. S X8
~ (P ind Hlxgj” " o ® How (Fpi1(Mso)))
T€Y(p+1,m)

par la commutation entre le produit tensoriel et I'induction (cf. (7)) et
'identification Stab(A;) = H; xG de 8.9.5. L’assertion (b) est alors claire.(]

8.9.7. Rang de monotonie et stabilité des suites spectrales basiques
Pour chaque 7 € Y(p+1,m), on reconnait dans 8.9.6-(b) le FI-module

Ind, , ({HEQM(fp-i-l(M>0))}p+1> € Mod(k[FI])2o(m—(ps1y) - (©)

ot p désigne I'action de Hy sur o (k),,—,11) et Ind, \ est le foncteur d’in-
duction introduit dans 8.7.6. Le théoréme 8.7.7 s’applique et justifie le théo-
réme suivant.

8.9.8. Théoréme. Soit M une pseudovariété connexe orientée et de dimen-
ston dyg = 2.

a) Pour Q:=1i— (m— (p+1)) (dp — 1) et 7 € Y(p+1,m), on a

4i, sidy =2

rang,, (Indp;I ({H,g/[(fp+1(M>0))}p+1)> S {22’ sidyg > 3.

b) La famille de représentations {8, :Hi, (Fp(M);k)}y est stable pour
m > 4i, si dyg = 2, et pour m > 2i, si dyg > 3. Les familles des carac-
teres et des nombres de Betti correspondantes sont (donc) polynomiales
sur les mémes intervalles.
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Démonstration. (a) On applique le théoréme 8.8.4 a I’espace i-acyclique M.
Comme dim(Msxg) > 3, la famille {8, : HB%(FPH (Ms0))}pt+1 est stable
pour (p+1) > 2Q. Le théoréme 8.7.5 garantit alors que le FI-module induit
par Ind, ; est monotone et stable pour tout

m 2 sup{2Q, (m — (p+1))} + 3(m — (p+1)).

Le remplacement de @) par sa valeur conduit & chercher un majorant pour
Ri={ 2 — (m — (p+1))(2du — 5), 4(m — (p+1)) }e

et comme on dispose de l'inégalité 7.5.2-(d) : LﬁJ > m — (p+1), on voit
bien que si dps = 2 'ensemble R est majoré par 4i, et que si dpsr > 3, il est
majoré par 2.

(b) L’assertion 8.9.6-(b) montre que le FI-module défini par le morphisme
des suites spectrales basiques

(B @)+ B — B @)

m

se décompose en somme directe des FI-modules

P Indys ({HE(Fpri(Ma0))},,,) ) € MOd(KIFT]). g0,y -
TEY(p+1,m)

Or, dans cette somme, les termes qui participent au degré de cohomologie 4
de "aboutissement de la suite spectrale basique, sont en nombre fini puisque
d’aprés 7.5.2-(d), on a m — (p+1) < |i/(dpm—1)]. L’assertion (a) montre
que ces sous-FI-modules sont monotones et stables dans certains rangs et
comme la conjonction de ces propriétés passe en cohomologie (8.4.3), on
déduit par récurrence sur r > 2, les mémes rangs pour les sous-FI-modules
correspondants dans les pages successives des suites spectrales

Eo(a)ripg : Bo U™ — g (U™ R,
et, par passage a la limite, pour les FI-modules
p:n : HéM(Fm(M)) - HéM(Fm+1(M)) :
C.Q.F.D O

9. Calcul du caractére de 8,,-module de H.(F,,(X))

Dans cette section, on étend les résultats de Macdonald (|24]) concernant
le caractére du 8,,-module H.(X"™) & H.(F,, (X)) lorsque X est i-acyclique.

Mise en garde. Dans cette section et la suivante, car(k) = 0 et la donnée
d’'un espace i-acyclique X présuppose que dim H.(X) < oo.
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9.1. Série de caractéres de §,,

9.1.1. Série de caractéres d’un §,,-module gradué. Nous appellerons
8m-module gradué, la donnée d'un k-espace vectoriel gradué V := @, , Vi,

tel que chaque V% est un 8,,-module.

Lorsque, de plus, chaque V* de dimension finie sur k, la « série de caractéres
de V », est Papplication Xy : 8,, — k[[T]] définie par (cf. [21] (2.3))

Smdam Xy(a,T) =Y (1) tr(a: V') T

1EL

Le lemme suivant, pendant du lemme 5.1.2, est élémentaire.

9.1.2. Lemme

a) Si(---—=>Vieg = Vi = Vg1 — -+ ) est un complexe borné de 8,,-modules
gradués, on a Y ,c,(—1)" Xyi(a,T) = 0.

b) Pourr € Z, on a Xy[—y(a,T) = Xy (o, T) - (=T)".

C) Xvi @ Vs (041 & g, T) = Xy, (al,T) - Xvs, (ag, T),

d) P(Homgry (V1, V2))(T) = P(V1)(1/T) - P(Va)(T)

9.1.3. Série de caractéres d’un §,,-espace topologique. Si M est un

espace topologique de type fini, muni d’une action de 8,,, les « séries de
caracteres de H.(M) et de H(M) » seront respectivement notées

XC(M)(Q7T) = XHc(M,k)(avT) , et X(M)<Q7T) = XH(M,k)(aaT) :
On a donc par rapport aux définitions de 6.2.2, I'égalité

(M) T) =30 (1) XM )() - T

9.1.4. Remarque. Il convient de retenir pour la suite les expression sui-
vantes. Pour tout espace topologique X et tout m > 0, on a :

PUXTT) _ (0D

™ T
Pe(Fn (X)) (=T) _ (XC(X)(I,T))E
™ T '

9.2. Séries de caractéres de F1(X)

L’exactitude des complexes fondamentaux associés aux espaces Acp(F7)
du théoréme 3.5.4 s’avére particuliérement adaptée a la détermination des
séries de caractéres. La proposition suivante est un ingrédient important dans
le calcul des caractéres.
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9.2.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition q de
[1,m], tout £ < m et tout o € 89, on a

X (A FY(X)) (o, T) Z Xe (Ap—o FI(X))(, T)
T - a0 Tt—a )

Démonstration. Corollaire immédiat de 3.5.4 et du lemme 9.1.2 O

9.3. Séries de traces pour un m-cycle

L’action de §,, sur [1,m] induit une action sur I’ensemble (m) des par-
titions de [1,m] qui sera sous-entendue dans la suite. Pour m > 0 donné,
on note o, € 8,,, ou simplement o s’il est superflu de préciser 'entier m,
la permutation cyclique (1,2,...,m). On notera C,, := (o) le sous-groupe
de §,, engendré par o,,.

9.3.1. Lemme. Les points fizes de P(m) sous laction de C,, sont les par-
titions en orbites de [[1,m] sous action des différents sous-groupes de C,,.

On a
{‘Bd(m)c’” = {[1,m]/ (o'}, sid|m,

Pa(m)Cm =0, sinon.

En particulier, ‘,B(m)cm‘ = ‘{d eN t.q. d‘m}‘

Démonstration. L’application C,, — [1,m]], @ — «(1) est un isomorphisme
de C,,-espaces lorsque 'on munit C,, de son action par multiplications &
gauche. Les partitions C,,, stables par multiplication & gauche sont aussi
stables par multiplication a droite puisque C,, est abélien. Or, les parti-
tions de C,, stables par multiplication & droite sont les ensemble des classes
d’équivalence & gauche de C,, des sous-groupes H C C, autrement dit, ce
sont les partitions de C,, en H-orbites. Enfin, comme C,, est cyclique en-
gendré par o, ses sous-groupes sont les (o) avec d|m. O

9.3.2. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout m > 1, la série
de traces de 'action de oy, sur Ho(F,, (X)) vérifie

Xe(Fn(X)(0, T) i Xe(X)(1,T%)
Tm =2_n <E) Td

d|m

ot p(_) est la fonction de Mobius.

Démonstration. Le théoréme 9.2.1 appliqué a la partition q = (1,...,1) et
pour £ = m donne ’égalité de séries de traces

Xo(X™) (0, T) Xe(Am_oX™)(0,T)
Tm = Za}(} Tm—a

(%)
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D’aprés 2.3.3, on a la décomposition

Heo(Ap_oX™) = @pemm_a(m) H.(Fy),

et la trace de I'action de o sur He (A, —o X™) se lit sur les termes H(Fy) tels
que ¢ -p =p. Or, on a vu dans le lemme 9.3.1 qu’il n’y a de telles partitions
que lorsque d :=m — a est un diviseur de m, et dans ces cas, il y a une et une
seule partition telle, & savoir p := Cp, - (¢4,). L’action de o, sur F}, coincide
avec 'action de o4 sur Fy, on a donc 'égalité de séries de traces

XC<Ade)(0m,T) = XC(Fd(X))(O'd,T) y si d\m,
X (AgX™)(om,T) =0, si dfm,

dont on déduit I'expression du deuxiéme membre de (*) suivante :

Xe(Apr o X™) (0 T Xo(Fa(X)) (00, T
Za}ﬂ ( Tma)( )_Zdlm ( d(Tgl)( 1) o

Maintenant, si p; : X" — X est la projection Z + x;, on a 0* op}, = p; et

Xdm

I'action de o sur les tenseurs simples de H¥(X)®™ se fait par permutation

signée (cf. [21]) :
(W Qw2 @ ®wp) = (~1F M Dy @uz ®@ -+ @wi).

Comme l'opérateur o* agit sur une base de tenseurs simples de H.(X)®™ sa
trace le lit sur ceux de tels tenseurs fixés par o, donc de la forme w ® - - - Q@ w
pour w appartenant & une base de H.(X). On a alors I'égalité

tr(o* : HFmX™) = (=1)km=Y qim H*(X)
tr(o*: HIX™) =0, si mfj,
et, par définition de la série des traces 9.1.1,
Xe(X™)(om, T) = 37, (=P (1)) dim 1E(X) - T

- Zk>o(_1)k dim H¥(X) - (T™)% = Xx.(X)(1,T™). ®)

En reportant les égalités (1) et () dans la formule (%), on obtient :

Xe(X)(1,T™) Xe(Fa(X))(0a, T)
Tm :Zd\m s Td s ’

Ym>1,

et la formule d’inversion de M6bius donne I’égalité recherchée :

Xe(Fn(X)(om, T)) m\ Xe(X)(1,T%)
m _de“(ﬁ) T ' 0
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9.3.3. Remarque pour X™. D’aprés 'égalité (1) de la preuve précédente
qui donne

X(X™)(om, T) = X (X)(2,T™),
I’analogue du théoréme 9.3.2 pour 'espace X" s’énonce par la méme formule

ou la sommation est restreinte au seul terme d’indice d := m. On retrouve
alors les résultats de Macdonald ([24], formule (3.2)).

9.4. Séries des traces pour une puissance d’un m-cycle
9.4.1. Partitions en orbites q,

On s’intéresse maintenant au cas o m = dr avec 1 < d < m et a la trace
de lopérateur o}, agissant sur Fg,.(X). Notons ¢, la partition de [[1,dr]
et (o},.)-orbites. Pour I'étude de X.(Fg,(X))(c},,T) nous allons utiliser le
théoréme 9.2.1 avec q := q, et £ := dr. Dans ce cas, on a (9.1.2-(c))

Xe(F" (X)) (09,,T)  (Xe(Fa(X))(oa, T)\"
Tdr *< T4 ) ’

d’ou I'égalité :

J(Fg( X)) (og, TH\T Xc(Agr—o FI" (X)) (07, T
(X(d(TZ)(d )) -y (Aqg Tdr(—a)>(d )7

a=0
qui nous emmene a 1’étude de l'espace Ay, F (X)) sous I'action de o7,,.
9.4.2. Proposition. Soit q, la partition de [1,dr]] en (o}, )-orbites et soit

p={0L,...,I;} hq, telle que o}, - p =p. Alors, £ = dr’, pour un certain r’
vérifiant 1 <1’ < r, et l'on a une identification d’espaces munis d’actions

(0% : Fyp(X)) = (0% : Far (X)).

Le cardinal de l’ensemble de telles partitions p est
(0" " P (ar))7ir| = { a0

Démonstration. Commengons par remarquer qu’une partition p € B(dr) vé-
rifie " - p = p, si et seulement si, la relation v oest « (0")-équivariante »,

c’est-a-dire :
7 faaj = o"%(1) v c"(j), VYaeN.

L’illustration ci-dessous représente, sur la partie gauche, la partition g, .
Chaque colonne étant I'une des parties de g, est remplie d’indices ¢ de [[1,dr]]
pour lesquels les coordonnées x; de T € F9 sont deux a deux distinctes. Le
cycle a lintérieur des colonnes rappelle 'action simplement transitive du
groupe (o) sur chacune d’elles.

Sur la partie droite, on représente, a ’aide de fléches, les identifications
définies par ’équivalence v Il faut remarquer le parallélisme des fléches dans
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le sens vertical qui refléte la o”-équivariance de v

qr =
d (oar) -
~— W —
r Ky kg ceeeenen ko
Les regroupements ki, ko, ..., ks sont tels que r = >, k;. On voit donc bien

qu’au final on a Fy, ~ Fgy et que l'action o}, : F}, s’identifie a 02;, cFygr.
La partie de droite de la figure permet aussi de comprendre que pour
chaque partition de ’ensemble q,- en r’ parties non vides de cardinaux k;, les
differentes maniéres de définir les partitions p € (q")% pour les regroupe-
ments k; sont en bijection avec les différentes maniéres de dessiner les fléches,
soit au nombre dF1—1gk2—1... gk =1 = g"="" nombre qui seul dépend de 7’
et pas de la suite (kq,..., k). La proposition en découle. O

9.4.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tous d,vr > 1€ N, la
série de traces de laction de o). sur H.(Fg- (X)) vérifie I’égalité :

Xe(Fgr(X))(0g,, T) (Xc(Fd(X))(%T))Z
(dT )" T

Y

soit

Xe(Far(X))(0g,, T) _ (Zﬂ<d> Xc(X)(l,Te))ﬂ

(dT 7y ="\ dTe

ot p est la fonction de Mobius et ()= est la factorielle décroissante de 4.1.

Démonstration. Dans la formule de I'introduction 9.4.1 :

(Fay(X)) (00, T)\" Xe(Agr—oF¥ (X)) (0", T
(X(d(T?z)(d )) = (Ag Tdr(_a))(d )’

a=0

nous pouvons maintenant préciser le membre de droite. Par 9.4.2, on a
Xe(AFY (X)) (07, T) =0, sidil,
Xe (B 9 (X)) (0, T) = { |} ") Xe (Far (X)) (0, T

En substituant les expressions, on obtient, pour tout r > 1,

( ( ))(07 ) r XC(FT’ )(0'7«/,
(= it )‘Zl{} S

=
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soi, en écriture vectorielle,

Xe(Fy) (04, T)\1 Xe(Fa1)(ohy,T)
( a1 ) ({}) (dT)!
(xc<Fd>(od, n)y " XeFa) o, )

d1? (dT 9y

La matrice ({;}) est la matrice des nombres de Stirling de deuxiéme es-
péce (S(i,7)) (4.4.1). Son inverse est la matrice des nombres de Stirling de
premiére espéce signés (s(i,7)). Cette matrice est aussi la matrice de chan-
gement d’un systéme de puissances (X!, ..., X") vers un systéme de facto-
rielles décroissantes (X2, ..., XZ) (4.3.3), par conséquent :

Xc(Fdr(X))(UeraT) - (Xc(Fd(X))(UdvT)>£
(dT )" dTd '

Le théoréme découle alors de ’égalité du théoréme 9.3.2 qui donne :

X)) _ g (D XLT).

dTd e dTe
eld O

9.4.4. Remarque pour X™. La remarque de 'introduction 9.4.1 est la
méme pour l'espace X", mais en plus simple. On a clairement (cf. 9.3.3,
mais aussi [21] (eq. 4.5))

Xe(X)(0g,, T) = Xe(X)(1,T7)" .

Aussi, I'analogue du dernier théoréme 9.4.3 pour I'espace X™ est donné
par la méme formule ou la factorielle décroissante (_)L est remplacée par la
puissance (_)" et ou la sommation est restreinte au terme d’indice e := d.

9.5. Séries des traces pour une permutation générale

9.5.1. Permutations immiscibles

A une permutation a € §,,, on associe la partition p, de [1,m] en (a)-
orbites. Les cardinaux des («a)-orbites définissent une décomposition de m
que 'on note A\(«a) = (1/‘1(6“), om2(@) ,m“m(a)), ce qui signifie le fait qu’il
y a exactement pu;(«) orbites de cardinal .

Définition. Etant données deux parties non vides I et J de [1,m] et deux
permutations « € 8y et S € 8; (voir 3.4.3), on dit qu’elles sont « immis-
cibles », sil'on a ), p1; ()i (B) = 0, autrement dit, si les orbites de («) dans
I ont toutes des cardinaux différents de celles de () dans J.
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9.5.2. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Pour toute partition q :=
{Ji,..., Jr} € B(m), et toute famille de permutations {c; € 81, }i=1,. r deuz
a deux tmmascibles, on a

Xe(Fm (X)) (e, T) = H

ot o désigne le recollement des «; et ou, dans les terme de droite, nous avons
identifié le support J; de oy avec lintervalle [[1,]J;|].

" Xe(Flgy (X)) (e, T)

=1

Démonstration. Grace au complexe fondamental de F9(X), pour £ = m et
pour « le recollement des a;, on a I'égalité (9.2.1)

Xe(F)(a,T) Xe(Am—oF9(X)) (o, T)
T—m - Z0,20 Tm—a ’

oll, dans le premier membre, on a clairement

T

Xe(F) (o, T) =[] Xe(F)y (X))(ei, T).
—
Dans le second membre, pour a = 0, on a bien
Xe (B FI(X))(0,T) = Xe(Fon (X)) (e, T)
ce qui nous emmeéne & montrer que pour tout a > 1, on a
Xe(Am—aF9(X))(0, T) = 0 (+)
Or, d’aprés 3.4.5, on a la décomposition en sous-espaces ouverts

AFIX) =[] Fy(X),

et la série de traces de a pour A/F9 est concentrée sur les espaces F}, cor-

p € Pe(m), prhg

respondants aux partitions p vérifiant, de plus, « - p = p, donc, telles que
(i 5 Jj) = (Oér’i v o).

Maintenant, s’il existait une telle partition pour ¢ < m, on aurait un certain
couple (i # j) veérifiant (i v Jj), auquel cas, par transversalité, on aurait
(1 7qé j) et il existerait des parties J, # Jp, de q telles que i € J, et j € Jp. En
particulier, les orbites () -i = (ay) -i et () - j = () - j seraient de cardinaux
différents puisque o, et oy sont immiscibles. Si € := ord(a,) < ord(ay), on
aurait

(i?j) et (i:aflir’;aozf)j)7 et donc (j?af}j),
J)-
L’égalité () se trouve ainsi justifiée et la proposition résulte. O

avec aj j # j, et ceci contredirait la transversalité de p et q puisque (j T

On peut maintenant énoncer le théoréme principal de cette section.
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9.5.3. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Etant donné une permu-
tation o € 8y, soit Nar) = (1#1 202 . mHtm) la décomposition de m déter-
minée par la partition de [1,m]] en («)-orbites. Alors,

Xe(F (X)) (0,T) = 7 T (3 () PO Ty
d=1 eld

ot p est la fonction de Mobius et ()= est la factorielle décroissante de 4.1.
Démonstration. Pour chaque d = 1,2,...,m, notons Jy la réunion des («)-
orbites de [[1,m] qui sont de cardinal d. Notons q la partition de [[1,m] définie
par les parties Jy non vides, i.e. telles que pug # 0.

Pour chaque J € g, notons « la restriction de o & J. On a a € 89, et
ses différentes composantes «y sont deux & deux immiscibles. On peut donc
appliquer la proposition 9.5.2 & la partition q et & la permutation «. On
obtient 1’égalité

Xe(Fn (X)) (e, T) _ 11 Xe(Fpy (X)) (ag, T)
Jeq

Tm 7] (+)

Maintenant, comme une partie J; € q est la réunion de py orbites de
cardinal d, action de « sur Jy est équivalente a l'action de Ug;jd sur [[1,dpq]]
et chaque terme du produit dans (x) est, d’aprés 9.4.3,

Xe(Fapy (X)) (o, T)
Tdpa

_ g (XC(Fd(X))(O'd, T) )M .
drd
Le théoréme résulte alors de remarquer que dans le produit de la formule &

démontrer, les termes d’indices d tels que pg = 0 sont tous égaux a 1. O

9.5.4. Remarque pour X™. Tout comme dans les remarques 9.3.3 et 9.4.4,
I’analogue du dernier théoréme 9.5.3 pour ’espace X™ est donné par la méme
formule ot la factorielle décroissante (_ )L est remplacée par la puissance (_)"
et ol la sommation est restreinte au seul terme d’indice e := d (cf. aussi [2/]
(eq. 4.5)). On a donc pour tout a € 8, avec A(a) = (141,202 .. m#m) .

Xe(X™) (o, T) =]

X (X)(1, T

9.6. Comparaison entre X.(Fp, (X)) et X¢(Fmn (X~ a))

Pour a € 8,,, notons A(a) = (1#1() gr2(e) ) son type. Le coefficient
p1 (@) est le cardinal de ’ensemble des a-orbites réduites a un point, autre-
ment dit, de 'ensemble des i € [1,m]] fixés par a.
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9.6.1. Le cas ou p3(a) = 0. On a vu dans le corollaire de 3.1.3 que si X
est i-acyclique, on dispose d’une suite exacte courte de 8,,-modules gradués

0 — He(Fp(X))[-1] = He(Fr (X)) = He(Frp (X)) — 0 (%)
ou X := X~ {e} pour un certain € X, et ou Fp, (X) est la réunion disjointe
des parties ouvertes Fi®(X) :={(zi,...,7m) € Fpy |2 =0} oti=1,...,m.

Or, par I'égalité évidente o Fi=%) = Ffﬁ(i):x, on voit que lorsque p1 (o) = 0,

on a a(F=%) # (Fi=%), et donc que X.(F2,) (o, T) = 0. On conclut alors, par
Pexactitude de (%), que X¢(Fp (X~ 1)) = X (Fp (X)), d’ott le lemme suivant.

9.6.2. Lemme. Soit X un espace i-acyclique. Pout tout m > 0 et toute
permutation o € 8y, telle que pi(a) =0, on a

Xe(Frn (X~ a)) (o, T) = X (Fi (X)) (e, T)

pour tout a € N.

9.6.3. Remarque. Ce lemme peut aussi étre vérifié en appliquant le théo-
réeme 9.5.3. Dans ce cas, il suffit de voir que pour tout d > 1 on a

D XX DLT) ) (X)L T?)
;{;u(e> Te %M<e) Te
Or, d’aprés 5.1.5-(c), on a X (X~ 1)(1,T) = X(X)(1,T) — T, et alors
()M 5 (40T

eld e|ld

On conclut par le fait bien connu sur la fonction de Mébius que affirme que
Pona} ., u(d/e) =0 lorsque d > 1.

9.6.4. Le cas général. Pour o € 8,,, notons I := {i € [1,m] | a(i) = i}
et J := [L,m]]~ I. Les permutations id; € 8; et a|; € 87 sont clairement
immiscibles et on peut appliquer 9.5.2. On a

Xe(Fn (X)) (e, T) = Xe(F1 (X))(1, T) - Xe(F 5 (X)) (@] 5, T),

d’ou la proposition suivante.

9.6.5. Proposition. Soit X un espace i-acycliqgue. On a

Xe(Fm (X))@, T) —  Xe(Fm(X~a))(a,T)
(XdX)(l,T))Mﬂl (XC(X)(l,T) _G)M
T T
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9.7. Comparaison entre X¢(Fpiq(X)) et Xc(Fp(X ™ a)) - Xc(Fo (X))
Dans la section 11, nous allons nous intéresser de plus prés aux projections
Ta : Fpya(X) = Fo(X) qui, lorsque X est une variété topologique, sont des
fibrations localement triviales de fibre Fy(X ~ a). Le théoréme 11.4.9 établit
que lorsque X est, de plus, i-acyclique, la suite spectrale de Leray associée
a m, est dégénérée (d, = 0, pour r > 2), auquel cas on a un isomorphisme

He(Fyia(X)) ~ Ho(Fy(X~ a)) ® Ho(Fa(X)).

Notons 8, (resp. 8p) le sous-groupe des permutations a € Sy1, telles que
a(i) = i pour tout ¢ < b (resp. b < 7). Le groupe 8, agit sur la base F,(X),
et le groupe 8 sur la fibre Fp(X ~ a).

La proposition suivante montre qu’il n’est généralement pas vrai que le
caractére de 8y x 8, sur H(Fp14) soit le produit des deux autres caractéres,
i.e. on n’a pas pour tous (a, B) € §,x 8, I'égaliteé :

Xc(Fb+a(X))((/87 a)aT) = XC<Fb(X\ a))(B,T) ! XC(FQ(X))(avT) . (i)

9.7.1. Proposition. Soit X un espace i-acyclique.

a) Pourd>1etr>r' =1, et pour n: Fg.(X)— Fyg.(X) la projection sur
la réunion de r' orbites de (o)),.). On a

Xe(Far(X))(07,)=(dT)" Qa(X )
Xe(Fy(X~dr')) () - Xe(Fapr (X)) (07,0) = (AT Qa(X )= Qu(X )=
our” =1 —7r" et Qu(X) := Xc(Fa(X))(0a,T)/(dT?).
Dans cette situation, [’égalité (1) n’est donc jamais vérifice.
b) Pour a,b > 1. On a pour tout a € S,
Xe(Fipa(X))(1px0,T)=T""Q thla). p
Xe(Fp(X~0))(15,T)-Xe(Fa (X)) (0, T)=T""*(Q1 —a)?- Q4. R

ot Q1 = (Xe(X)(1,T)/T) et R := Xc(Fyio(X))(/,T)/T** avec o' tel
que p1(a’) =0 et pi(a’) = pi(@) pour les autres indices i.
Dans cette situation, la formule (1) est vérifiée si et seulement si o = 1,.

Démonstration. (a) La fibre de 7 étant Fg.n (X~ dr'), on a par 9.4.3

Xe(Far(X))(0,, T) = (dT)" Qa(X )
Xe(Far (X)) (05, T) = (AT Qu(X )=
Xe(Fgpr (X~ dr')) (0, T) = (dT)" Qa(X ~ dr' Y=
X

ou, dans la troisiéme égalité on a Qq(X ~ dr') = Qq(X), d’apres 9.6.2.
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(b) Les égalités résultent aussitot de 9.5.3. La formule (1) est vérifiée si et
seulement si,

Qi) — (Qq — a)b . Quilel

et la conclusion résulte de ce que Q&tal(e) — @ sula) . (Q1 —m ()t O

9.7.2. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Si o et 3 sont immiscibles
et si p1(B) =0, Uégalité (1) est vérifiée.

Démonstration. Conséquence du théoréme 9.5.3 et du lemme 9.6.2. (]

10. Quotients d’espaces de configuration généralisés

La possibilité d’un algorithme de calcul des caractéres de §,,-modules
Hi(A;X™) donnée par le théoréme 6.3.3 et évoquée dans la remarque 6.4,
ouvre la porte a la détermination des polynémes de Poincaré de la cohomo-
logie des espaces d’orbites (A7, X™)/H ot H est un sous-groupe de 8,,

10.1. Polynoémes de Poincaré de (A7, X™)/H

L’énoncé bien connu suivant rappelle le lien entre le polynéme de Poincaré
des quotients et les séries de caractéres.

10.1.1. Proposition. Soit Z un espace topologique de type fini muni d’une
action de 8,,. Pour tout sous- groupe HCS,,, ona

P(Z/H)(- |H‘ > ey Xe(Z)(.T)
= des (9,T) - X(indgy" 1)(g)

_ |Z ha Xe(Z) (g, T) - X(ind§p 1)(g»)

Dans la derniére formule, la sommation est indexée par les décompositions
A= {1# 202 mHtm} de m, le nombre hy est le cardinal de l’ensemble
m(\) des permutations dont la décomposition en produit de cycles disjoints
est de type A, l’élément gy est alors un représentant quelconque de w(\).

Démonstration. Un théoréme classique de Grothendieck ([19])?” donne 1’équi-
valence H!(Z/H) = H.(Z)", pour tout i € N. On a donc

PZ/)(T) = 3 (1 ZheH tr(h: H(2)) (~T)'

zEN
|H| ZheH o(Z)(h,T).
Les autres égalités sont classiques (cf. [21] eq. (6.1) et (6.2)). O

29 Loc.cit. Théoréme 5.3.1 et corollaire de la Proposition 5.2.3.
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10.1.2. Commentaire. Lorsque l'espace X est i-acyclique, cette proposi-
tion et l'explicitation des séries de caractéres des 8,,-modules H.(F,,(X))
du théoréme 9.5.3, donnent des formules trés explicites des polyndémes de
Poincaré pour les espaces de configurations cycliques et non-ordonnées asso-
ciés a Fp,(X), ce qui constitue le sujet des deux sections suivantes.

10.2. Espaces de configurations cycliques CF,,(X)
Soit C,, le sous-groupe de §,, engendré par le cycle o, := (1,...,m).
L’« espace de configurations cycliques de X », noté CF,,(X), est 'espace

CF,(X) := Fyp(X)/Ch .

10.2.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout m € N, on a

T L

d|m e

ot ¢(_) est la fonction indicatrice d’Euler, u(_) est la fonction de Mobius et
(_)= est la factorielle décroissante de 4.1.

Démonstration. Par 10.1.1, on a
P.(CF,,)(-T) 1 Xe(Fo) (o7, T)
Tm = E Zdr:m ¢(d) Tm = :
Par 9.4.3, on a alors
Po(CFw)(-T) _ 1 s (Xe(Fa(X) (00, T)E
Tm T m Zdr:m o(d)d ( drd ) ’
et la proposition résulte de 'égalité 9.3.2 :

Xe(Fg(X)(oq,T)) d\ Pe(X)(=T°)
‘ Td : :de'u(g) Te : O

10.2.2. Remarque. Un cas particulier de la proposition précédente est
lorsque m est un nombre premier p. Dans ce cas, on a simplement

P.(CFp)(—T) :1 <XC<Fp)(1aT> +<p_1)XC(Fp)(Up7T)>
TP D TP TP
:; <<XC(X%(1,T)>2+(p_1) (XC(X%(pl,TP) B XC(X%(LT) ))

Ou l'on remarquera que si nous notons Q(7) := X.(X)(1,7)/T, la derniére
expression entre les grandes parenthéses est

Q(T)E+ (p—1)(QT?) - Q(T))
qui est nulle modulo p puisque I'on a

QT =, Q(T)" — Q(T) =, Q(T") — Q(T).
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10.2.3. Remarque. En suivant la méthode décrite dans [24], la proposition

résulte également comme application de la troisiéme égalité de 10.1.1. Dans

/

ce cas, X(indsc’;)(gA) #£ 0, si et seulement si, gy est conjuguée a oy, d pour

un certain d|m, auquel cas

| m/d
A= {am = =t X(indd (o) = 6(d) © -
d’ott .
Pe(CEn(X)(=T) = 3 6(d) Xe(F (X)) (0!, 7).

et la conclusion suit par application de 9.5.3 & la décomposition A en question,
ce qui donne

Xc(Fm(X))(O':Z/d,T) =Tm dm/d (

Xc(Fd(X))(UdaT))M
dTe '

10.2.4. Remarque pour X™. En accord avec la remarque 9.5.4, ’analogue
du dernier théoréme 10.2.1 pour le produit cyclique X[m] := X™/C,, (*") est
donné par la méme formule ou la factorielle décroissante (_)L est remplacée
par la puissance (_)" et ou la deuxiéme sommation est restreinte au seul
terme d’indice e := d. On a donc :
PeXm)(T) = =37 () Pe(X)((-1)y T,
m

m

qui est trés précisément la formule 8.4 de [21].

10.3. Espaces de configurations non-ordonnées BF,, (X)
On appelle « espace de configurations non ordonnées de X », noté BF,,(X),

I’espace
BF,,(X) := F,(X)/8m .
10.3.1. Théoréme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout m € N, on a

m m C —Te bd
umm 00 5 Y T () 2O)

Ai=(1K1,...,mHm )

ot u(_) est la fonction de Mébius, ()L est la factorielle décroissante (4.1), et
hy est le cardinal de l’ensemble des permutations de 8, dont la décomposition
en cycles disjoints est de type A := (1M1 ... mtm) soit :

m)!
o el ! (DR (20)E2 L ()
Démonstration. Corollaire immédiat de la troisiéme formule de 10.1.1 modulo

le calcul de séries de traces de 9.5.3. La valeur de h) est classique et bien
connue (cf. [3] thm. 13.2, p. 215). O

hx

30 Notation de [24] p. 568.
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10.3.2. Remarque pour X™. Comme pour les autres remarques concer-
nant X™, I'analogue du dernier théoréme 10.3.1 pour le produit symétrique
X (m) := X™/8,, (*!) est donné par la méme formule o la factorielle dé-
croissante (_ )L est remplacée par la puissance (_)" et ou la deuxiéme som-
mation est restreinte au seul terme d’indice e := d. On a donc :

PUXOmM)@=-3" ] P (DT,

qui est trés précisément la formule 8.3 de [24].

Concernant cette formule, on rappelle que Macdonald en & donné une
trés belle fonction génératrice (loc.cit. eq (8.5)) : le k-iéme coefficient de
P.(X(m)) est le coefficient en #¥t™ du développement en série entiére de

(1+xt)5 (14 23)5 ...
(1 —t)Bo(1 — 22t)B2(1 — x4t)Ps - ..

ou By est le k-iéme coefficient de P.(X).

Nous ne connaissons pas de résultat semblable pour P.(BF,, (X)), la dif-
ficulté essentielle, par rapport a ’approche de loc.cit., réside dans les facto-
rielles décroissantes.

10.3.3. Remarque. Conformément & la reparamétrisation de Church-Farb,
la représentation irréductible V' (0),, est la représentation trivial de 8, quel
que soit m (cf. 8.3.6). Un corollaire important du théoréme de stabilité de
représentation 8.8.4 est alors le suivant.

— Corollaire. Soit X une variété topologique ou une pseudovariété i-acy-
clique, connexe orientable et de dimension dx > 2. Pour tous a,i € N fixés,
la suite des dimensions des sous-espaces invariants HE, (Ao, o X™; k)sm est
stationnaire pour m = 41, si dx = 2, et pour m > 2i, si dx > 3.

Il s’ensuit que dans les conditions du corollaire, les polynémes
Peo(BF,,(X))(1/T) - T™¥  (mod T'!)

sont indépendants de m > 4i; quelque chose qui est loin d’étre évident &
partir de la simple inspection de la formule explicite du théoréme 10.3.1.

11. Suites spectrales de Leray

Cette section est destinée a 1’étude de la dégénérescence des suites spec-
trales de Leray associées aux fibrations m, = Al X™ — F,(X) (et donc aussi
o = Fpiqa(X) = Fo(X)), lorsque X est une variété topologique i-acyclique.

Mise en garde. Dans cette section, le corps k est de caractéristique
quelconque et un espace i-acyclique X n’est pas supposé de type fini.

31 Notation de [24] p. 568.
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11.1. Cohomologie a support mw-propre

11.1.1. Catégorie d’espaces au-dessus de B. Soit B un espace topolo-
gique. On rappelle qu’on appelle « espace de base B, ou au-dessus de B, » la
donnée d’une application continue 7y : Y — B, et «xmor- | Y —f—2Z
phisme d’espaces au-dessus de B » de my : Y — B vers 7ry\>‘ /ﬂz
wz : Z — B la donnée une application continue f: Y — Z B
rendant commutatif le diagramme ci-contre.

Pour 7y : Y — B donné, la « cohomologie & support wy -propre », notée
Hy(my) ot Hyn(Y;B) ot méme H;(Y), suivant les contextes, comme la
cohomologie du complexe

(Cn(Y;B),dn) := IRI'(B, Rty k) .
On rappelle (¢f. 1.1.2) que dans la mesure ou la résolution du faisceau
constant par les cochaines d’Alexander-Spanier ky — (A*(X; k), d,) est une
résolution @-molle pour toute famille paracompactifiante & de B, on dispose
du candidat canonique des « cochaines 4 support m-propre »

(Cxi(Y;B),dm) := I'(B, my1(A* (X5 k), de))
puisque 7y conserve la propriété d’étre c-mou (*?) et qu’un c-mou sur la
pseudovariété dénombrable & I'infini B est I'(B, _)-acyclique (*?). Des rai-

sons qui expliquent aussi que H.(Y') est calculée par le complexe des « co-
chaines a support compact »

(C.(Y;B),d;) := I.(B,my1(A*(X; k), ds)) .

Dans la suite on notera
Zﬂ(Y; B) = ker(dﬂ-g) et BWI(Y; B) = im(dﬂ-!).

et de maniére analogue pour le complexe (C.(Y; B),d.).

11.1.2. On remarquera que lorsque B = {pt}, on a H(_; B) = Hc(_). La
cohomologie & support m-propre généralise donc la cohomologie a support
compact et tout comme elle, si j: U — Y est une inclusion ouverte, complé-
mentaire de 'inclusion fermée i : F'<— Y, on dispose des morphismes

— de prolongement par zéro j : Hn(U; B) — Hp(Y; B)

— de restriction a un fermé i* : H,(Y; B) — Hn(F; B)
et d’une suite exacte longue de cohomologie a support 7-propre

= HY Y F;B)—HL(U; B)— HL(Y;B)— HL (F;B)—» H YU B) — -

qui est aussi un complexe de H(B)-modules.

32 ¢f. |22] proposition 2.5.7-(ii), p. 105.
33 ¢f. [22] proposition 2.5.10, p. 106.
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En effet, une décomposition ouverte-fermée Y = U U F' donne lieu a la
suite exacte courte de faisceaux sur Y

0—)j!£U—>£Y—>i!£F—>O,
et a triangle exact de D} (B) :
RWY!j!ﬁU — Rﬂygﬁy — JRTFY! igﬁF —,

oll nous avons IRmy j1 = IRmy et IRmy 4y = IRT g puisque j1 et 7 sont exacts

et transforment c-mous en c-mous (32).

Enfin, dans le modéle des cochaines d’Alexander-Spanier, les morphisme
naturels myji A;; — my1 Ay et Ty1 Ay — Ty A correspondent clairement
aux opérations de prolongement par zéro et de restriction habituels.

11.1.3. Naturalité de H i (_; B) relative a B. Soit B’ un ouvert de B.
Etant donné 7y : Y — B, on note Y’ := 73/ (B') et 7y+ : Y’ — B’ la res-
triction de wy. Nous avons ainsi un diagramme commutatif de plongements
ouverts :

Y——Y
ﬂyli \Lﬂ'y
B'~——B
et un morphisme naturel de restriction de complexes
IRI'(B, Rryky) — RI'(B', Ry, ky)= RI'(B', Ry ky.).
donnant lieu & un morphisme naturel de restriction :

HT(‘!(Y; B) - H’II'I(Y,; B/)

L’analogue pour la cohomologie H i (_; B) de la propriété caractéristique
des espaces i-acycliques, le théoréme 1.3.1-(d), est également vérifiée.

11.1.4. Proposition. Soit X un espace i-acyclique. Etant donnés des es-
paces basés z : Z — B ety : Y — B, soit txxy : XXY — B, (z,y) —
7wy (y) et notons pa : XxXY — Y, (x,m) — m. Soit f: Z — XXY un mor-
phisme d’espaces au-dessus de B, motons fo :=po o f. Soit j: V=Y un
plongement ouvert, notons fy: f~1(V) —V la restriction de fa. On a le dia-
gramme commutatif suivant d’espaces de base B,

(V)= Z —f> XY

~N
15 fa P2
2\ \

Ve—i— Y.

Alors, si f et f5 sont propres et si ji : Hn(V; B) — Hpn(Y; B) est surjectif,

on a
(f*: Hn(XxY;B) = Hn(Z; B)) = 0.
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Démonstration. C’est presque littéralement la méme preuve que 1.3.1-(d).

Soient p; : XxXY — X la projection canonique et f; := p1 o f. Par Kiin-
neth, on a H(XxY;B) = H.(X) ® Hn(Y; B) et il suffit de montrer que
pour tous cocycles w € Z.(X) et w € Z,(Y; B), le cocycle

[flwom) = ff(piwUpyp) = fiwU fiw € Zx(Z; B) (%)

est la différentielle d’une cochaine a support propre de Z. Or, il existe par
hypothése 7 € Z,1(V; B) qui représente la classe de w dans H,(Y; B). On
peut donc remplacer dans (x) fiw par fi7 qui est & support propre dans
fq 1(V') donc dans Z par prolongement par zéro ji.

Cela étant, comme X est i-acyclique, on a ffw = f{da pour une certaine
cochaine a de X (& support non nécessairement compact), et alors

flwU far=d(ffaU f571),
ot ffaU f57 est a support propre de Z puisqu’il en est ainsi de f57. On a

donc bien f*(w® w) =0 ¢€ Hn(Z; B). O

11.2. Localisation du théoréme de scindage

11.2.1. Notations. Pour la suite de cette section nous fixons un espace X
et un entier 0 < a € N. On note F, := Fy(X), si a > 0, et Fy := {pt}.

~
Pour tous a < ¢ < m € N, nous avons introduit (2.1-(N-4)) les espaces
ARIX™ = Agy X N (X "% F,),
que nous notons aussi A[vaé m = A[%;Xm lorsque ’on aura besoin d’une écri-
ture plus compacte. Nous y avons aussi introduit la projection 7, : X™ — X¢
sur les derniéres a coordonnées, et les espaces de base F,,

wa:A%m—)Fa et m,:F, —F,.
Maintenant, pour tout ouvert U C F,, nous noterons
UAY,, =m, ' UNAY et UF, :==,'UNFy,
et considérons les produits fibrés :

uAy), =AY, UF,“~—F,  XxUF,“— XxF, > (z,7)

n ® l;ra ml = Jm ﬂ{ 2 lwa |

U———F, U——F, U F, 3 7m,(7)
Les décompositions ouvertes-fermées
la] _ [a] [a]
UAg’m = UA,,, U UA<£—1,m

X xUF,, = UFy_, UA,(XxUF,,)

sont alors des décompositions d’espaces de base U.

124



On peut maintenant énoncer I'analogue du théoréme 3.1.1 dans le contexte
d’espaces basés sur U. Il est important de remarquer que si dans 3.1.1 la i-
acyclicité était une condition suffisante, maintenant elle apparait comme une
condition nécessaire et suffisante.

11.2.2. Théoréme de scindage local. Soient 1 < a </ <m eN. On fize
un ouwvert U C F,. Les espaces dans cet énoncé sont des sous-espaces de
g : XM 4% U — U. On note Hyp(_) la cohomologie & support ma-propre.
Alors, lespace X est i-acyclique, si et seulement si, il vérifie les assertions
sutvantes.

a) Pourm >a>1 et un ouwvert U C F,, le morphisme de restriction
H (XxUF,,) - Hn(A<n (X xUFy,))
est nul et la suite
0 — Hn(UF,)[-1" = Hn(UF,41) — Hn(XxUF,,) — 0,
extraite de la suite longue de cohomologie & support compact, est exacte.

b) Pourm >/¢>a>1 et un ouwvert U C F,, le morphisme de restriction

HTI‘!(UA[a] ) — Hﬂ'!(UA[gZ—IJr)

<ém
est nul et la suite
0— H,r!(UA[g]f_Lm ) =0,

extraite de la suite longue de cohomologie & support m-propre, est evacte.

)[=1] = Hn(UAY ) = Hu(UAY

<ém

Démonstration. On suppose que X est i-acyclique. La preuve de (a) et (b) est
alors la méme que dans 3.1.1 modulo la version de la propriété fondamentale
des espaces i-acycliques pour les espaces basés sur U de la proposition 11.1.4.

Pour 'assertion (a), on est conduit au diagramme

A (X< UF,,)—— X x UF,,
\fz\ in
UF,,
ou l'application fs est propre car revétement trivial d’ordre m.

Pour (b), on raisonne par induction sur ¢. Sa valeur la plus petite est £ := a,
[a] _ 9 . . o .

auquel cas A <blm = () et I'assertion est claire quel que soit m. Ensuite, en

supposant 1’assertion établie pour £ — 1 > a, on est conduit & considérer le

diagramme commutatif suivant ot m > ¢

f;l(UA[éIll mfl)c—> UA[ngl m XXUA[ngl m—1
\fé \fg\,L \LpZ

[a] ¢ [a]
UAZ—l,m—l UA<E—1,m—1

ou f4 est propre car restriction (sur I'image) de application propre de méme
nom f4 : fz_l(Ag,Lm,l) — Ay_1,m—1 de la preuve de 3.1.1-(b).
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Réciproquement, sim=¢=a=1et si U =X, le morphisme H (X xX) —
H(A1(XxX)) est nul. Or, ce morphisme s’identifie au cup-produit

U: Ho(X) ® H(X) — H(X)

et X est bien i-acyclique. O

11.2.3. Le corollaire suivant est un résultat technique qui sera trés utile
pour montrer que les faisceaux des cohomologie a support m,-propre de la
fibration w, : F,,, — F, sont constants sur les composantes connexes de F,,.
Ceci participera ensuite de maniére décisive dans I’étude des suites spectrales
de Leray correspondantes. (Voir la remarque 5.2.4.)

11.2.4. Corollaire. Soit X un espace i-acyclique. Soient a < m € N et soit
Tma * Fm(X) = Fo, Tma(T1,. .. Zm) = (Tm—qt1, - .-, Tm). Alors, pour tout
T € F,, le morphisme de restriction

pma : Ho(F (X)) — He (7, 'T)

est surjectif.

Démonstration. On raisonne par induction sur m > a. Lorsque m = a, on
a m, = idp, et donc Hn(Fy,) = H(F,), et cette cohomologie se surjecte
clairement sur H.(7) = H(Z) = k.

Dans le cas général on considére le morphisme de restriction de suite

0— HTF!(Fm)[_l]m — Hw!(Ferl) — Hw!(XXFm) —0

(pm@)ml pm+1,al El (*)

0 — He(m,L2)[-1]™ — HC(W;EFL(IE) — Ho(Xxm,L7) —0

ot la premiére ligne est exacte d’aprés 11.2.2-(a) et la seconde puisqu’il s’agit
de la suite 3.1.1-(a) pour l'espace Fp,—o(X ™ {z1,...,24}).

Maintenant, si on suppose que p,,, est surjective, la colonne de gauche
de (x) est surjective, mais aussi la colonne de droite puisque le morphisme
de restriction & : Hn(XxFy — He(Xxm,!,T) s’identifie trivialement &
id ®pm,a : He(X) @ Hp(Fp) = He(X) ® He(m,,',T). Une chasse au dia-
gramme élémentaire montre alors la surjectivité de pp,41. (]

11.2.5. Polynéme de Poincaré de la cohomologie a support m-
propre. Pour tout ouvert U C F, et tout 7 : Z — U tel que dimy H1(Z; U) <
o0, on notera de maniére analogue a 5.1.3,

Pu(Z; U)(T) = ZZEZ dimg (HL, (Z; U)) T .

Le corollaire suivant de 11.2.2-(a) est un ingrédient essentiel dans la preuve
de dégénérescence de la suite spectrale de Leray du théoréme 11.4.9. (Com-
parer & 5.2.3.)
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11.2.6. Corollaire. Soit X est un espace i-acyclique tel que dimy, H.(X) <
oo et soit U C Fy(X) un ouvert tel que dimy H(U) < oco. Alors, pour tout

b>0,
Pri(UF}4o(X); U) = P(U) - Pe(Fy(X ~ a)).

Démonstration. Par 11.2.2-(a), on a I’égalité
Pr(UF,,; U) = Pr(UF),—1; U) - (Pe(X) + (m — 1)T)

que l'on va itérer jusqu’a ce que m — 1 = a, auquel cas P (UF,; U) =P(U)
puisque UF, = U et que 7, = idy. Le produit résiduel

(Pe(X)+aT) -+ (Po(X) 4+ (m—1)T)

étant alors clairement égal & Pe(Fp—q(X ™ a)). O

11.3. Constance des faisceaux de cohomologie a support w-propre

Pour a < ¢ < m, reprenons les espaces F,, et A[ggm de base F, et les
décompositions ouvertes-fermées de base F,

XXFy = Fiim UAR (X XFy,) (¢1)
A, =AY uAY (02)

<m <l—1,m

11.3.1. Les faisceaux H:,(_) sur F,

Le cas A%m. D’aprés la proposition 2.2.1, si X est une variété topologique,
I’application 7, : A% m — Fa est une fibration localement triviale. Les fais-
ceaux : , ‘

;!(A[?aé’m) = _Rzﬂ'a! (EA[%] ) , VZ S Z,
sont alors localement constants sur F, de fibre H. (7,1 (7)) en T € F,. D’autre
part, le foncteur IRm, appliqué au le triangle exact de D;(A@m)

‘]!:A[z,]m :A[glz,m Z!:A[gle—Lm
associé a la décomposition (¢2), ot ji est le prolongement par zéro et p la
restriction, donne la suite exacte longue de faisceaux localement constants :

i [a) Jui i (@) Pi i () +1
Le cas F,,(X). La méme démarche et conventions de notations basées sur la
décomposition (¢1), nous conduit a la suite longue de faisceaux localement
constants sur Fy, :

o Hia(From) 25 Hiy (X x ) L5 HL (A X xF) —> . (1)
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11.3.2. Théoréme de scindage. Soit X un espace i-acyclique.
a) Pour a < m €N, les morphismes de faisceauz de la suite ()
(X XFy) 25 H (A X XF,y,), Viel,
sont nuls et l’on a une suite exacte courte de faisceaux
0= Ha(Ap X xXFp)[—1] = Hat(Fi4m) = Hp(XxFy,) — 0.
b) Pour 0 <a<?¢—1 etl<méeN, les morphismes de faisceauzr dans (1)
LAY, ) LML (A, ), Vie,

7l <Lm

sont nuls et l'on a la suite exacte courte de faisceaux
0— ,Hfr!(A[ngl,m)[_l] - Hﬂ!(A[Z]m) - Hﬂ!(A[a]

<d,m

) —0.

c) Si X est en plus une variété topologique, les faisceauz dans (a,b) sont
constants sur les composantes connexes de F,(X) (cf. rem. 2.2.2).

Démonstration. La preuve de (a) et (b) est essentiellement la méme que celle
de 3.1.1. On indique briévement les modifications & faire pour prouver (b).
La preuve pour (a) suit exactement la méme démarche.

Preuve de (b). On reprend les notations de 11.2.1. Pour un ouvert U C F,
on pose UAY) = 71(U). On a les suites exactes courtes (11.2.2-(b)) :
0— Hny(UAY

<l—1,m

)[_1] - Hﬂ'(UA[Z]m) - HW!(UA[G]

<Lm

) —0. (%)

Cela étant, la naturalité de la cohomologie & supports propres relative a la
base (11.1.3) permet de dire que si 7, : M — F, est un espace topologique

~1(U) la correspondance

basé sur F, et que l'on note UM := 7,

U~ HTI"(UM)

définit le préfaisceau H,(M) de k-espaces vectoriels sur F,. Cette idée ap-
pliquée aux suites (x) donne la suite exacte de préfaisceaux sur F, :

0= Hn (AL, )[=1] = Ha(AD,) = Ha(AZ,,) =0,

et comme le faisceau engendré par H,i(_) est précisément le faisceau H1(_),
on obtient ’exactitude de la suite courte des faisceaux sur F,, :

0= Hut(AL,_, ) =1 — Hat(A]),) — Ha (A, ) = 0,

<ém
et donc aussi 'annulation du morphisme p; dans la suite longue ({1).

Commentaire. On remarquera que grace a I'exactitude des ces suites courtes,

Passertion : “ le faisceau H 1 (A[gle ) €st constant sur une composante connexe
ST

C de F,, 7 sera conséquence de ce que le faisceaux H (A[gé_l,m) et Hn (A[;]m)
la vérifient. Or, comme la plus petite valeur possible de ¢ vérifiea =0 — 1 et

que Hﬁy(A[ga_m) = H (A, une preuve de Iassertion par récurrence dé-
coule de prouver seulement que les faisceaux Hn (A[;]m) sont constants sur

C et ce, pour tout £ > a (et pas seulement ¢ > a).
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Preuve de (c). Comme X est une variété topologique, on peut aussitot dire
que les faisceaux Hﬁ!(A% ) sont localement constants sur Fl.

Nous commengons par montrer que les faisceaux H,i(F,,) sont constants
sur une composante connexe C de Fj.

Nous procédons par induction sur m > a. Le cas m = a est trivial. Pour
le cas général, nous supposons, par hypothése de récurrence, que Hi(Fy,).

Comme l'espace A, (X xF,,) est canoniquement isomorphe au produit
[1,m] x Fy,, le faisceau H1(Ap, X xFy,) est isomorphe & Hqi(Fp,)™ et il est
donc constant sur C. D’autre part, on a H (X xFy,) ~ He(X) @k Ha(Fry)
et H 1 (X xF,,) est aussi constant sur C. Par conséquent, dans la suite exacte
courte de (a)

0= Hu(ApXXxXFy)[-1] = Hu(Fi4m) = Ha(XxFp,) — 0, (k)

nous pouvons donc supposer que les faisceaux de droite et de gauche sont
constants. Nous devons en déduire que celui du centre ’est également.

e Critére de trivialité d’extensions de faisceaux constants. (**) Dans une suite
exacte courte de faisceaux sur une composante connexe C de F,

0+A— —-B—-0

ou A et B sont constants, le faisceau est constant, si et seulement si la suite
est scindée, donc si et seulement si, I’application naturelle

Hom;, (B,)— Hom;. (B,B)
ZFg = =

2F,
est surjective, et comme B est constant, ceci équivaut a la surjectivité de
r(c,) - I'(C,B) = B.
Dans le cas de la suite de faisceaux (xx), si T € F, et si C est la composante
connexe de F, contenant T, on a
I(C,Hn (X xFp)) = Ha(XxFp)z = Ho(X) ® He(m, '7),
puisque H (X xFy,) est constant.
D’autre part, le morphisme I'(C, _) — (_)z « germe en T », donne sur le
préfaisceau H (X x Fy,)
I'(C,Ha(XxFy)) —O—— Ha (X xFp)z = I'(C,Ha (X xFy,))

| | H ;
)~ Ho(X) ® Ho(my'7) .

et 14, on voit apparaitre le morphisme pc : Hy(CFy,) — He(m;'Z) qui est
surjectif puisqu’il en est ainsi du morphisme py, ¢ : Hx (Fy,) — He (7 17) du

34 Voir aussi la remarque 5.2.2.
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corollaire 11.2.4, et puisque

He(Fi) =Dy . Hr(CFr)

et que Hy(CF,,) — He(m;'Z) est nul si C # Z. Le morphisme (1) est par
conséquent surjectif. Comme d’autre part une section globale d’un préfais-
ceau détermine une section globale du faisceau associé, le diagramme naturel
induit par les prolongements par zéro

[(C, Hp (Fiim)) —2— I(C; Hot (X % F))

! ' Lo

I(C, Hat(Fri1)) —2—— I(C; Hp (X X Fpy))
permet de conclure a la surjectivité du morphisme
F(C7 ,HW!(Fl-Fm)) —»F(Ca Ho (XXFm)) ,

et le critére de trivialité d’extensions de faisceaux constants s’applique. Le
faisceau H 1 (F14m) est donc bien constant sur C.

Preuve de la deuxiéme partie de (c). D’aprés le commentaire a la fin de la

preuve de (b), il suffit de prouver que les faisceaux H (A[Z]m

) sont constants
sur les composantes connexes de F,.

On a la décomposition en parties ouvertes (cf. 2.3.3)

Apo = F, .
b Hpewm) P

L’inclusion F}, C A[Z]m a lieu, si et seulement si, la partition p de [1,m] dé-
compose l'intervalle [m—a+1,m] en singletons. Appelons une telle partition
« mq-adaptée ». Si p n’est pas m,-adaptée, on a Fy N A[Z]m = 0.

Si p est mg-adaptée, la projection 7, : Fy — F, (sur les a derniers termes)
est trivialement équivalente a des projections 7w, : Fy — F, déja traitées. Le
faisceau H 1 (Fy) est donc constant sur les composantes connexes de F,. On
conclut ensuite grace a la décomposition évidente

Hﬂ!(A[Z]m) = GBP HWI(FP) )

ot p décrit 'ensemble des partitions p € By (m) qui sont m,-adaptées. O

11.4. Dégénérescence des suites spectrales de Leray
11.4.1. Critére élémentaire de dégénérescence. Nous donnons ici un
critére de dégénérescence de suites spectrales par comparaison a une suite
spectrale dégénérée. Le critére est trés élémentaire, mais il sera utilisé a
plusieurs reprises, ce qui justifie que nous I’énoncions séparément.

Comme il est d’usage, 'expression « « la suite spectrale (IE,,d,) est dégé-
nérée » » sera synonyme de « d, = 0, pour tout r > 2 ».
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11.4.2. Proposition. Soit {¢, : (IE,,d,) — (I}, d}) | r € N} un morphisme
de suites spectrales.

a) Si (IE,,d,) est dégénérée et oy est surjectif, alors (IE..,d) est dégénérée.

YT
b) Si (IE.,d]) est dégénérée et po est injective, alors (IE,,d,) est dégénérée.

T

Dans les deuzr cas on a @, = @3, pour tout r > 2.

Démonstration. (a) On montre par induction sur r>2, que d, = 0 et que
©r =¢3. Lorsque 1 := 2, le complexe (IE},d,) est quotient de ([E2,0) par
hypothése, donc d, = 0. Maintenant, si nous avons montré que d,. = 0, on
aura 41 = @, et alors ¢,11 = @9 puisque par hypothése inductive ¢, = s,
le morphisme de complexes ¢, est alors surjectif et d/,; = 0. L’assertion
(b) se démontre par un raisonnement dual. O

11.4.3. Les suites spectrales de Leray. Le théoréme 11.3.2 établit que

pour une variété topologique i-acyclique X, les faisceaux
i (A[gl;,m) = Riﬂ'a! (EA%] m) , VieZ,

7!

sont constants sur les composantes connexes de F,(X).

Notons ¢ : F, — {pt} lapplication constante. Comme nous l'avons déja
rappelé dans 11.1.1, la théorie des foncteurs dérivés donne des identifications

R(C¢Oﬂ-a!)(£&;‘g ):B%(]Rﬂal(k&ag )), Oflgbe{*,!},

dont on tire les suites spectrales de Leray
(JET‘(A[?(Zg;,m)awdr), ou p € {m,c}.

Ces suites se décomposent en sommes directes de suites spectrales
la] _ [a]
ET(A?Z,m)GD - @CEHUFG ET(CA?Z,m)SD ’
ou C est une composante connexe de F,. Les termes de EQ(CA[;L!; m)e sont
Ey(CAY; ) = Hy(C, Hn (A7) ), ou Hy € {H,Hc},
et comme le faisceau ’HW!(A% ) est constant sur C, on a respectivement

’ (IE2)

{ E}U(CAY),,)e = HY(C) © HY(Fe) = HY(AY )
ES(CAY) )r = HP(C) ® HI(Fo) = HEM(AY) ).

ou F¢ désigne la fibre de 7, : A[“?Am — F, au-dessus de C.

11.4.4. Remarque sur les notations. Dans le cas des fibrations locale-
ment triviales m, : Fpiq(X) — Fo(X), bien que nous ayons remarqué dans
2.2.2 que les fibres ne sont pas homéomorphes, nous les notons depuis 5.1.4
par la notation générique Fy(X ~ a). C’est une notation commode mais qui
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demande & étre réinterprétée en fonction du contexte. Par exemple, les termes
IE5(Fy14(X)), seront souvent notés de maniére succincte par

B>(UFy14(X)), = Hy(U) ® H(Fy(X~ ) (+)

Lorsque U est connexe les fibres de 7, sont constantes et il n’y a pas d’am-
biguité. Autrement, la notation sous-entend qu’il faut décomposer U en ses
composantes connexes C et écrire IFy(UFy,4(X)), comme somme directe
D Er(CFpi4(X)),, tout comme dans les formules (IF») ci-dessus.

L’un des intéréts de la notation (x) apparait lorsque X est i-acyclique.
Dans ce cas, les polynémes de Poincaré P.(Fy (X a)) sont indépendants des
points que l'on enléve et 'égalité (x) permet une description immédiate du
polynéme de Poincaré IF»(UFy4(X)),, comme dans le paragraphe suivant.

11.4.5. Le cas ou dimg(H:(X)) < 4oo. Lorsque X est i-acyclique et
que dim H.(X) < 400, on a H.(F,,(X ~ n)) < 400, pour tous m,n € N,
d’aprés 2.4.2. Les remarques 5.2.3 et 11.2.6 s’appliquent alors au cas de la
fibration localement triviale 7, : Fipo(X) — Fo(X) de fibre Fp(X ~ a), de
sorte que, pour tout ouvert U de F,(X), on a

(A) si Ho(U) < 400, alors Pe(UFp14(X)) = P(U) - Pe(Fp(X~a));

(B) si H(U) < 400, alors Pri(UFy,4(X)) = P(U) - Pe(Fp(X ~ a)).

On en déduit, respectivement dans chaque cas, que :
(A) si H.(U) < +o00, alors
dimy Eo(UFpy4)c = He(UFpy o) = dimg B (UFpia)c;
(B) si H(U) < +o00, alors
dimy, Ey(UFp1q)n = Hr(UFyya) = dimy, Eoo (UFpi0)r ;
et on conclut que les suites (IE, (UFy4)c,dy) et (IE(UFpyq)r1,dy) sont dé-
générées, car si jamais on avait d, # 0 pour un certain r, on aurait forcément
dim(Es) > dim(FE,) > dim(FE,11) > dim(Fx),

ce qui n’est pas le cas.

11.4.6. Remarque. Dans cette approche, la finitude joue un roéle essentiel,
mais nous verrons qu’elle n’est pas nécessaire. La proposition suivante s’af-
franchi des hypothéses de finitude sur U, mais demande encore celle sur X.
Ce sera le théoréme 11.4.9 qui aura ’énoncé le plus général, i.e. sans aucune
hypothése de finitude.

11.4.7. Proposition. Si X est une variété topologique i-acyclique telle que
dimy, H.(X) < 400, alors, pour tout ouvert U C F,(X), les suites spectrales
(ET(UFb-i-a(X))m dr) et (ET(UFb+a(X))7r!7dr) sont dégénérées-
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Démonstration. Comme F, (X)) est une variété topologique, il suffit de consi-
dérer le cas ou U est connexe. Nous pouvons alors fixer une famille crois-
sante U := {1 Up }men d’ouverts connexes et de type fini qui recouvre F(X).
Pour chaque U, € U, on considére le produit fibré

UnxuUFyy, = UnFpyo—jn— UFy,
Wal X lﬂ—a
Up—in—U

o La suite spectrale IE(UFy.4)..— Le cas ot Ho(U) < 400 est celui déja
considéré dans 11.4.5-(A) ou (IE,(Fy)c,d,) est bien dégénérée. Dans le cas
général on a recours au recouvrement U. Les morphismes canoniques

Jm! Bﬂ-a! ﬁUmFb-t,-a = Bﬂ-a! Jm! iUmFb+a — EUFb-ka

induisent un morphisme de “prolongement par zéro” de suites spectrales

Jm! (Er(Um)ydr) — (ET(Uadr)a (Er)
qui s’identifie pour r = 2, au morphisme de complexes
jm1 ®id
Ho(Up) @ Ho(Fy(X~ a)) ™75 H.(U) @ He(Fy(X ~ a)). (IB>)

Maintenant, le fait que li_rn>m Jml li_m>m H.(Uy,) = H.(U) implique que le
morphisme de complexes

lim o @id 2 lim  (FE2(Un),d2) = (E2(U, d2)

est bijectif, et alors, comme les suites (I[F(Uy,), d,) sont dégénérées, le critére
de dégénérescence 11.4.2 s’applique et la suite (I, (U),d,) est bien dégéné-
rée.

o La suite spectrale IE(UFp14)n.— Le cas ot H(U) < 400 est celui déja
considéré dans 11.4.5-(B) ou ([E,(Fg)n,d,) est bien dégénérée. Dans le cas
général on a recours au recouvrement U. Les morphismes canoniques

Bﬂ'a! ﬁUFb-&-a — ij* ]Jl Bﬂ'a! ﬁUFb+a = R]m* Rﬂ'a! ﬁUmFb-q-a

donnent les morphismes “de restriction” de complexes

RI(U; Ry EUFHG) — RI'(Uy; Ry iUmFHa)
d’ott les morphismes de suites spectrales

(ET(UFb+a)7T!7 d'r) — (Er(UmFbJra)ﬂ'!y d'r) )

et donc le morphisme de suites spectrales

(ET(UFb-i-a)ﬂ!a dr) — <h_mm(ET(UmFb+a)7r!7dr) . (ET)
Or, comme ’application en homologie h_rn}m H,(Uy, k) — H,(U,k) est bi-

jective, on a par dualité, que H(U) = hﬁm H(Uy) lest également. On en
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déduit les identifications suivantes pour les termes IFs,

UE2 (Fb+a)7r!:H(U)®HC(F)

=(lim H(Un))@He(F)=lim _(H(Un))@He(F)) (IE)
:<h_mmlE2(UmFb+a)7r!7

ot on a noté H¢(F) := H.(Fp(X~ a)) et ou I'égalité de la ligne centrale est
justifiée par le fait que dimy H.(F') < +o0. Ces identifications sont compa-
tibles aux différentielles dy. Les conclusions de (B) s’appliquent aux suites
(IE,(UnFpi4)r1,dy), et alors do = 0 dans IEo(UFyy,)n. Le critére de dégé-
nérescence 11.4.2 s’applique et (IE,(UFp1q)r1,d,) est bien dégénérée. O

11.4.8. Le cas général. Nous nous affranchissons maintenant de ’hypo-
thése de finitude pour H.(X) et montrons la dégénérescence des suites spec-
trales en question en nous appuyant sur la proposition précédente 11.4.7.

11.4.9. Théoréme. Soient a < £ < m € N. Soit X une variété topologique.
Pour tout ouvert U C F,(X), les applications g, : UA[gl}m — U sont des
fibrations localement triviales et donnent lieu a des suites sbectmles de Leray
pour les cohomologies Hc(_) et Hy(_) notés respectivement

(B (UAY, )erdr) et (B (UAY )ai,dy) (IE,).
Si X est i-acyclique, on a

{@CEHOU EPI(CAY ), = HY(C) & H(Fe) = HYY(A% )
Dcenyu Eg’q(CA%m)ﬂ! = HP(C)® H(Fc) = ngq(A%m)

ot C désigne une composante connexe de U et ot Fo désigne la fibre de ,
au-dessus de C. De plus, les suites spectrales (IE,) sont dégénérées.

Démonstration. Compte tenu des résultats qui précédent, il ne nous reste
qu’a justifier la dégénérescence des suites spectrales, ce pourquoi nous allons
nous limiter aux ouverts U connexes. Les faisceaux ’HW!(A%M) sont donc
constants sur U.

On fixe une famille croissante V := {1V}, }neny d’ouverts Vy, (pas forcément
connexes) de type fini qui recouvre X.

e Le cas des fibrations mg : UFp14(X) = U C Fo(X)

o Dégénérescence de (UIE, (Fpytq)c !, dyr). — Compte tenu de la proposition
11.4.7, nous avons juste a vérifier le cas ou dimy (H.(X)) = 4o0.

Pour chaque m € N, notons Uy, := F, (V) N U. La famille U := { Uy, }men
est clairement un recouvrement ouvert croissant de U. On remarquera aussi
que ’on des inclusions ouvertes

Un C Fo(Vin) C Fo(Va) C Fo(X)

pour tous m < n.
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Considérons ensuite les diagrammes commutatifs o n > m

Fb+a(vn) <—)UmFb+a<Vn)Qjm,n - UmFb+a(X)L]m > UFb+a (X)

ma | (I) wal (11) wal (111) lwa

Fo(Vy)+—— U, Upne—jn—— U

Les sous-diagrammes (I) et (III) sont des produits fibrés et les fibres de 7, y
sont (constantes car U est connexe) respectivement Fy,(Vy,~a) et Fi(X~a).

Dauns le sous-diagramme (II), la base est constante et seul les fibres changent.
La famille croissante de plongements ouverts {jmn}n recouvre UpFpiq(X)
et les morphismes de complexes

li—rn>n€N Rc¢ Rﬂ-a! jm’n! il—Jl'nFlb—Q—a(an) —> BCd) Rﬂ-a! ﬁUmFlH-a (X)

o ¢: Uy — {pt} est I'application constante et ¢ € {x,!}, induisent alors les
morphismes de suites spectrales

lim (B (UnFora(Va))g, dr) = (Er(UnFora(X))g,dr) ()

ou p € {7!, ¢}, qui s'identifient pour r = 2, au morphisme
. id®jn!

lim_ (Ho(Un)@He (Fy (Vi) 22 Hy (U )0 H (Fy (X ~0))), (IE2)
ou Hy € {H,H.} et ot jn : Ho(Vy) = Hc(X) est le prolongement par zéro.
Or, comme la famille {Fy( V) }asmen recouvre Fp (X~ a), la limite inductive
des morphismes (id ®jy) est un isomorphisme.

Enfin, les suites spectrales (IE, (UnFpiq(Va))y, dr) sont dégénérées d’aprés
11.4.7 puisque dim H.(V,,) < 400. Le critére de dégénérescence 11.4.2 s’ap-
plique et les suite spectrales (IE,(UnFpiq(X)),,d,) sont bien dégénérées.

Revenons maintenant au sous-diagramme (III). Ici, les fibres sont fixes et
égales & Fp(X ™ a) mais la base change. Aussi, nous avons deux situations
différentes & considérer.

o La suite spectrale (IE,(UFp14(X))c,d,). — Les morphismes de complexes
des prolongements par zéro

h_rn>m JRC! Rﬂ-a! jm! EUmFbJra (X) — RC! JRT‘-a! ﬁUFb+a (X)°

induisent un morphisme de suites spectrales

h_m>m(Er(UmFb+a(X))C> dr) - (ET(UFb—i-a(X))Ca dr) ) (Er)
qui s’identifie pour r = 2, au morphisme
lim i ®id
lim (He(Un)® He(Fp(X~a))) —"—— He(U)® He(Fy(X~a)), ()

clairement bijectif puisque { Uy} recouvre U. Ce fait, et la dégénérescence
déja établie des suites spectrales (IE, (UnFpyq(X))e, dr) font que le critére de
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dégénérescence 11.4.2 s’applique et la suite spectrale (IE,(UFyy4 (X)), dr)
est dégénérée.

o La suite spectrale (IE,(UFy44(X))r1,dy). — On commence par rappeler
le morphisme canonique de restriction de complexes dans D (U)

Ry ﬁUF{H»a(X) — Rmg) Rjms EUmFbJra(X) = Rjm« Ry ﬁUmFHa(x) )

ou l'égalité est justifiée puisque (III) est un produit fibré. On en déduit le
morphisme de complexes

RI'U; Rmy EUFH_Q(X)) — IRI'(Uy; Ry ﬁUmFbJ,-a(X)) ,

qui donne lieu au morphisme de suites spectrales

(E’V‘(UFb+a(X))7r!?d7“) — hmm(Er(UmFbJra(X))W!a dr) ) (Er)
qui s’identifie pour r = 2, au morphisme
lim _jx®id
H(U)®He(Fy(X~a)) ——"———lim (H(Un)@Hc(Fy(X~a))). (E2)

Or, comme { Uy, } recouvre U, ona H(U) = <li_mm H(Uy) et (IE;) est injectif.
Nous savons d’autre part, que les suites spectrales (IE,(UnFpiq(X))r1,dr)
sont dégénérées. Le critére de dégénérescence 11.4.2 s’applique et la suite
spectrale (IE,(UFp; (X)), d,) est dégénérée.

Ceci termine la preuve du cas des fibrations 7, : UFp,,(X) — U C F,(X).
e Le cas des fibrations m, : UAYX™ — U C F,(X)

Résulte du cas précédent, en raison de la décomposition ouverte (37)

A XM = ]_[p F,
ou p est une partition m,-adaptée de Po(m), et ot Fy, ~ Fy.
e Le cas des fibrations m, : UAZ]ZXm — U C F,(X)
Notons j : UA[Z]m — UA[g&m I'inclusion ouverte. Le morphisme de pro-
longement par zéro dans DT (U)

Jr R EUA[Z‘] = IRmq J EUA[;] — IR EUA[EJZ

donne lieu aux morphismes de complexes

RF¢(U;RWQ1£UA[Z@ )—>RF¢(U;B7Ta!£UA[a] ),

<L,m

avec Iy € {I',I.}, qui induisent des morphismes de suites spectrales

(B (UAY, ) ) — (B (UAS), )00 ()
avec @ € {7!,c}, qui s’identifient pour r := 2, aux morphismes
id ®ji
Hy(U)x He(Fy) = Hy(U)xHe(Fer) (1)

35 Cf. fin de la démonstration du théoréme 11.3.2.

136



avec Hy € {H, H.}, et ou F»; désigne la fibre de 7, : UA%M — U, et

gr: He(Fy) = He(Fep) (t)

est le prolongement par zéro. Or, le théoréme 11.2.2-(b) établit la surjectivité
du prolongement par zéro

Ho(VAP) — Ha(VAY, ) (1)
pour tout V C F,. En particulier, si 'ouvert V est contractile, la fibration
ma s VAL, — V est triviale, ({) s’identifie a (1), et les morphismes (IE5)
)ordy) a déja ét6
établie, le critére 11.4.2 s’applique et (]ET(UAZ]&m)W d,) est dégénérée.

C. PP la]
sont surjectifs. Comme la dégénérescence de (ET(UAQM

Ceci termine la preuve du théoréme. O

11.4.10. Sur P’action de 8y X 8, sur la suite spectrale de Leray

Reprenons la discussion de 9.7. Pour a,b € N, réalisons §,x 8, comme
le sous-groupe de 8y, des permutations laissant stables les sous-intervalles
[1,0] et [b+1,b4a] et faisons-le agir sur Fpi, par son action naturelle a
travers 8yyo. Faisons-le ensuite agir sur F,, a travers de la projection sur
8,. La projection (2.1-(N-4))

Ta  Fpia(X) = Fo(X),
est alors 8y x 84-équivariante.

Action de 8 sur IEY?(C)

Notons par @y, : Fyi, — Fp1, Phoméomorphismes de 'action de h € §;. On
a 7, o O, = m,. L’action de &j, respecte donc les fibres de m, et I'action
induite sur H,(C,H.,(F,)) correspond a l'action de 8 sur le second facteur
du produit tensoriel H.(C) ® H.(F¢).

Action de 8, sur IEYY(8,C)

Les exemples de la proposition 9.7.1, montrent bien que l'action de 8, sur
H.(8,C,H.,(F,)) ne correspond pas & l'action de 8, sur le premier facteur
du produit tensoriel H.(8,C) ® H.(F¢), et ne se voit donc pas sur la suite
spectrale de Leray.

Conclusion

Ces remarques montrent que seule action 8, x1, sur He(Fpyiq) €t Hri(Fpiq)
se voit sur les termes [Fy des suites spectrales de Leray (cf. 11.4.9)

{@c E}(C) = HY(C) ® H!(Fc) = HIY(Fyra).,
@ EL(C) == H(C) ® HY(Fc) = HY " (Fys)

Elle se voit comme étant I'action de 8y sur H.(F¢) = He(Fp(X ™ a)).
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12. Appendice sur les espaces i-acycliques

Nous rassemblons ici quelques résultats d’existence d’espaces i-acycliques
ainsi que des contrexemples & certaines propriétés de l'i-acyclicité que 'on
aurait souhaité avoir mais qui ne sont pas vérifiées en toute généralité.

12.1. Espaces de configuration généralisés
F Si X est i-acyclique, 'espace A2y X™ est i-acyclique pour 0 < £ < m.

Démonstration. Si X est i-acyclique, X" I'est aussi (1.2.4-(f)), et donc aussi
louvert Fp,(X) € X™ (1.2.4-(e)) de méme que tout espace AyX™, car
réunion disjointe ouverte d’espaces homéomorphes a Fy(X) (2.3.3).

Pour établir la i-acyclicité des espaces A<y X™, nous utilisons le critére
1.3.1-(c) selon lequel un espace Y est i-acyclique lorsque pour tout compact
K CY, la restriction px : H.(Y) — H(K) est nulle. Dans le cas présent,
comme en plus le prolongement par zéro j : Ho(ApX™) = Ho (A< X™) est
surjectif (3.1.1-(b)) et que AyX™ est réunion disjointe des ouverts U, :=
F,(X), avec p € Br(m) (cf. 2.3.2), le critére en question sera validé par la
nullité, pour tous p et K, des composées

Ho(Up) 2o Ho(A X™) L5 H(K) . (o)

Pour p et K donnés, notons U, I'adhé- A X™
rence de U, dans A<, X™, puis

Les triplets d’espaces (U, C Up 2 6Uy)
et (Fy(X) C X* D Agp_1,) sont homéomorphes et 'annulation de (o) résul-
tera du lemme suivant qui généralise quelque peu le théoréme 3.1.1-(b).

- Lemme. Soit X un espace i-acyclique. Pour tout compact J C X!, Ie
morphisme de restriction

He(X") = He((Aci1 XP)UJ) (1)

est nul. En particulier, le prolongement par zéro H.(Fy(X)~ J) — H.(X*)
est surjectif.

Preuve du lemme. On procéde comme dans la démonstration de 3.1.1. On
considére le diagramme commutatif

N (Fo (X)) (Ae 1 X U J)fs Xx X1 = X
13 \fz lPQ
\ \

Fp (X)) —j—3 X1

ou [ est I'inclusion (fermée) et j est 'inclusion (ouverte). La restriction f}
de fo :=py o f est propre puisque si L C F;_1(X) est compact, on a

£ 1) = (py (L) N A1 X U (p1(2) N )
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ou pgl(L) N A1 X’ est compact puisque la restriction de py 4 Ay_1 X est
un revétement fini au-dessus de Fy_1(X) (cf. loc.cit.). L’annulation de (1)
résulte alors d’appliquer 1.3.1-(d), exactement comme dans 3.1.1. 1l

Dans la situation présente, ce lemme (avec J := K,) nous dit que le mor-
phisme de prolongement par zéro

He(Upy~ K) = He(Up)

est surjectif. Une classe de cohomologie [a] € H.(Uy) est donc représentée par
une cocycle d’Alexander-Spanier o € A(Uy) dont le support |a| est compact
dans Uy ~ K. Comme cette partie est ouverte dans A<, X™, le cocycle «
représente aussi 'image ji[a] de [a] dans Ho. (A<, X™). Or,on a |o|NK =10
et donc px (jile]) = 0. L’annulation des morphismes (¢) est ainsi établie et
I’espace A<y X™ est bien i-acyclique. O

12.2. Variétés toriques affines
F On suppose le corps k de caractéristique nulle.

a) Si G un groupe fini agissant sur un espace i-acyclique X, 'espace des
orbites X /G est i-acyclique.

b) Une variété torique affine U, associée a un céne simplicial o est i-
acyclique.

Démonstration. (a) Résulte aussitot des égalités He.(X/G) = He(X)C et
H(X/G) = H(X)G et de la commutativité du diagramme

H(X/G) = H(X)%— H(X)

| Jo

H(X/G)=— H(X)%“— H(X)

(b) On a U, = A, (C)&x(C*)™, ott G est un groupe abélien fini agissant
sur l'espace affine complexe A, (C) (cf. [15], §2.1, p. 29 et §2.2, p. 34). O

12.3. Groupes de Lie non-compacts
F Tout groupe de Lie réel connexe non compact est i-acyclique.

Démonstration. Comme un groupe de Lie G est toujours une variété diffé-
rentielle orientable, il revient au méme de montrer que G est U-acyclique
(1.2.4-(c). Pour cela, on remarque que 'application

U:AgxG— GxG
(z,2)g — (2,29)
est bien un homéomorphisme échangeant les plongements fermés

AGx{e} CAgxG, et AgC GxG
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Le morphisme de restriction a la diagonale s’identifie alors par Kiinneth au

morphisme
He(Ag) ® Ho(G) — He(Ag) ® He({e})
w® w — wRw|,
clairement nul lorsque G n’est pas compact. O

12.4. Ouverts i-acycliques de IP,(R)
F Si car k # 2, tout ouvert de IP,(R) est i-acyclique.

Démonstration. Résulte de ce que H'(IP,(R); k) = 0 pour tout i < n. O

12.5. Ouverts i-acycliques de IP, (C)

F Soit U un ouvert de IP,(C) dont le complémentaire contient une hyper-
surface complexe Z.

a) Si car(k) = 0, 'espace U est i-acyclique.

b) Si car(k) = p > 0, 'espace U est i-acyclique si n = 1 mod 2, ou bien
sin =0 mod2 et si les degrés des composantes irréductibles de Z sont
premiers a p.

Démonstration. Par 1.2.4-(e), I'assertion résulte aussitot du cas o 'ouvert
est U := IP,,(C)~ Z. L’ouvert U est alors une variété complexe affine lisse de
dimension n. D’aprés un théoréme de Hamm (cf. [11] th. (6.8) p. 26), il a le
type d’homotopie d’'un CW-complexe fini de dimension réelle n. Il s’ensuit
que les groupes d’homologie H;(X; A) sont nuls, pour ¢ > n et tout anneau A,
et de méme en cohomologie. Comme U est non singuliére et orientable, on
dispose de la dualité de Poincaré-Lefschetz H;(U; A) ~ H2"~#(U; A), et donc
Hi(U; A) = 0 pour tout i < n. Par conséquent, on a & priori

(evi - H(U; A) — HI(U; A)) =0, Vi#n,

et la preuve de la proposition se réduit a montrer ’annulation de €y, .
Notons j : U < IP,, I'inclusion ensembliste.

Le morphisme €, se factorise a travers H"(IP,) suivant les morphismes

HE (U5 A) =25 B (IP; A) L5 B (U; A)
l )

ol j) désigne le prolongement par zéro et j* la restriction. On a aussitot deux

€U

cas & considérer suivant la parité de n.

n =1 mod2. On a H"(IP,; A) = 0 et donc €y, = 0. La proposition est
alors prouvée et ce, quel que soit 'anneau de coefficients A.

n = 0 mod2. On a H(IP,; A) = A. Dans ce cas, on a intérét a reprendre
notre convention et considérer que ’anneau de coefficients A est un corps,
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auquel cas on a I’équivalence

le morphisme de restriction
(evn =0) <= pn: H"(IP,) — H"(Z) (1)
est injectif

En effet, comme H"(IP,) est une droite vectorielle, I’annulation de e,
équivaut au fait que soit ji, soit j*, est nul. Or, la dualité de Poincaré échange
ces morphismes et il sont tous les deux nuls ou non nuls. Ainsi, ’annulation
de €y, équivaux a l’annulation de j et donc a 'injectivité de p,,, par la suite
exacte longue de cohomologies.

s HY(U) L HY(IP,) 22 H™(Z) — - --

Notons L l'opérateur sur H(IP,) et H(Z) de multiplication par la classe
fondamentale w € H? (IP,) de IP; C IP,, et considérons le diagramme com-
mutatif suivant ou la deuxiéme ligne est la suite exacte de cohomologies

H(IP,) —— H"(2)
L(n*2>/2lz @ lL(”*2>/2
- HEHU) s B (IP) P B (Z) — S HEL(U) -
(i1

Nous avons maintenant besoin de plus de renseignements sur le morphisme
de liaison ¢. Pour cela, on commence par remarquer que ’on peut supposer
7 irréductible. En effet, si Z’ est une composante irréductible de Z, 'ouvert
U = IP,~ Z est contenu dans I'ouvert U’ = IP,~ Z' et il est donc i-acyclique
st U’ Pest (1.2.4-e).

Supposons donc que Z = V(f) est irréductible et, compte tenu des hypo-
théses, que deg f n’est pas multiple de la caractéristique du corps de coeffi-
cients. L’espace vectoriel H2"~2(Z) est alors de dimension 1 et comme

HZ'"YU;Z) = Hi(U; Z) ~ Z/(deg f) (%)

(cf. [11] chap. 4, prop. 1.3, p. 102), on a H2"~1(U) = H;(U) = 0. Ces données
reportées sur (i) assurent que p,_o est surjective, et donc injective aussi.
L’injectivité de p, découle alors de la commutativité du méme diagramme.[]

12.5.1. Remarque. L’hypothése dans la proposition 12.5 concernant la
caractéristique du corps de coefficients de la cohomologie est optimale. En
effet, si Z = V(f) C IP,(C) avec f irréductible homogéne de degré p, on a
pour U := IP,(C)~ V(f) d’aprés (%) :
HX(U; IF,) ~ H(U; F)) ~ IF,,
auquel cas, la suite exacte longue de cohomologie devient
H2(IPy; IF,) 225 (H*(V(f); IFy) = IF,) —=(H*(U; IF,) = IF,) — 0,

le morphisme c est bijectif, et alors nécessairement ps = 0.
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On en déduit la surjectivité de j; : H2(U; IF,) — HZ2(IPy; IF,) et, par dua-
lité, l'injectivitée de j* : H2(IPy; IF,) — H?(U; IF,). A partir de 13, la non
nullité de €2 = j* 0 j; découle de ce que H?(IP2(C); IF,) = IF,,. L’ouvert U
n’est donc pas i-acyclique pour la cohomologie a coefficients dans IF},.

12.5.2. Remarque. Dans le cas ot la proposition 12.5 intéresse la cohomo-
logie & coefficients dans un corps de caractéristique nulle, le fait que Hy(U)
soit concentrée en dimension moitié n, peut aussi étre justifié en invoquant le
théoréme de comparaison de Grothendieck entre la cohomologie des formes
différentielles holomorphes (dont le degré est a priori majoré par n) et la co-
homologie du faisceau constant.

Dans le méme ordre d’idées, si 'on se restreint au cas ou 'hypersurface est
supposée non-singuliére, l'injectivité de p,, 9

. . .| HIE(U)
(et donc la i-acyclicité de U) admet aussi
une justification via le théoréme de Lef- j'l
schetz vache. En effet, notons L l'opéra- H"2(IP,) £—>Hn(]Pn)
teur de multiplication par la classe généra- pnle lpn
trice w € H2(IP,(C)) et considérons, pour H"2(Z) L H"(Z)
n pair, le diagramme commutatif ci-contre.

L’injectivité de p, : H"(IP,) — H™(Z) découle alors par une chasse au
diagramme élémentaire de ce que :
~ L: H"2(IP,) — H"(IP,) est trivialement bijectif,
~ L: HD=1(7) - H=D+1(Z) est bijectif d’aprés le théoréme vache
de Lefschetz.
— pn—o: H"2(IP,)) — H"2(Z) est injectif puisque H?~2(U) = 0 en raison
de précisément de l'affinité de U.

12.6. Ouverts non i-acycliques de IP,, (C)

+ Tout ouvert de IP,,(C) dont le complémentaire est contenu dans un fermé
algébrique complexe (ou réel) de dimension réelle strictement plus petite que
n n’est pas i-acyclique.

Démonstration. Un tel ouvert contient le complémentaire U d’un fermé algé-
brique Y de petite dimension. Il suffira donc, d’aprés 1.2.4-(e), de ne consi-
dérer que ce cas. Des suites longues de cohomologie, on retire les sous-suites
H" YY) — H}U) - H"(IP,) » H"(Y)=0
0=HY(P,) — H"(IP,) » H"(U) — Hy ' (IP,)

ott H*(Y) = 0 puisque dimg(Y) < n, et HE(P,) = H*(Y)"V =0 (3%). O

36 Par le formalisme de la dualité de Poincaré-Grothendieck-Verdier, cela résulte de ce
que D.RCY!C!YZP = RCY*C;IQ;) = IRcy c;lzlp [2n] et du fait que Q;P = Z]P [2n].
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12.7. Courbes algébriques i-acycliques

F Une courbe algébrique complexe irréductible C qui est i-acyclique est
rationnellement lisse. Si de plus C est affine, elle est homéomorphe 4 un
ouvert algébrique de C.

Démonstration. Pour chaque x € X, et tout voisinage ouvert V' 3 z, le mor-
phisme «a, : H;(C) — H(C) se factorise a travers H.(C) de sorte que si C
est supposée i-acyclique, on a o, = 0 d’ol la suite exacte courte

0— H(C) — H(C~ {z}) — H,(C)[1] = 0.

Il s’ensuit que lorsque C est complexe irréductible, on a H.(C) = 0 (1)
puisque C et C~ {z} sont connexes. D’autre part, la singularité 3 de C est
une partie fermée de dimension 0 donc discréte, et x admet des voisinages
ouverts coniques V = ¢(L(z, C)), ou L(z, C), le « lien de x dans C », est
une réunion disjointe de cercles u;“:ll. On a donc d’aprés (1), I'égalité

0= H!(C) = H\(#(L(z, €))) = H(L(z, C)) = k"1,

ot H désigne la cohomologie réduite. Par conséquent, r = 1 et = est ration-
nellement lisse dans C.

Supposons maintenant que C est en plus affine. Quitte & remplacer les
voisinages coniques é¢(!) par des disques ID?, nous pouvons supposer que C
est une sous-variété fermée et différentiable de A,,(C) a laquelle nous pouvons
appliquer la théorie de Morse (37). Soit donc h : C — R, une fonction de
Morse et notons C., := {x € C | h(x) < r}, c’est un espace i-acyclique car
ouvert de C qui 'est par hypothése. Montrons que C., est homéomorphe &
un ouvert algébrique de C.

Pour r petit on a C, ~ C. Supposons ensuite que pour une certaine valeur
critique r, l'espace C., est homéomorphe & C privé d’'un ensemble fini de
disques fermés disjoints homéomorphes a ID?. Le bord C, = dC., est alors
une réunion finie de cercles 1.

Par la théorie de Morse, C<,4 est homéomorphe au récolement de C.,
et d'une anse Ao = D'x D! de noyau de dimension 1, ou bien d’une anse
Ago = DD?xID° de noyau de dimension 2. Comme C.rie est un ouvert
d’une variété algébrique complexe, il est orientable, ce qui exclu certains

recollements.
At
v Ao A1 Corie
- X v
37 Of. le théoréme fondamental de structure dans [25], thm. 2.7, p. 47.
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Pour une anse Aj 2, il y a deux recollements orientables possibles qui résultent
du fait que le bord du coeur de Aj 2, & savoir ID' = [0,1], posséde deux
composantes connexes {0,1}. Ces composantes peuvent étre collées tantot
sur deux composantes connexes de 0C.,. tantot sur la méme. Dans le premier
cas, C,ye serait homéomorphe & un tore T := S'x 8! privé d’un ensemble
fini de points F', mais alors on aurait la suite exacte
0— H°(F) - HY(T~F) - H(T) =0,

et HY(T)— H'(T~ F) par dualité. Donc dim H{' (C,4.) = dim H(T) = 2,
ce qui contredit la i-acyclicité de Cc,4e. Dans le deuxiéme cas, un trou de
C, est partiellement comblé par 'anse et C.,. est bien comme annoncé.

Pour une anse Az . On recolle le disque ID? par son bord ! sur le bord
de C.,. Par connexité, il n’y a qu'une seule maniére de le faire et c’est
en comblant I'un des trous de C.,. L’espace C,1, est donc, de nouveau,
homéomorphe & C privé d’un nombre fini de points. O

12.7.1. Remarque. Dans la preuve de 12.7, le tore T := 'x! privé d’un
nombre fini non nul de points est une variété affine complexe non singuliére
C qui n’est pas i-acyclique. Les produits finis P := [[, C; de tels espaces
sont des exemples de variété affine complexe non singuliére non i-acycliques,
contrairement & tout produit de la forme CxP (1.2.4).

12.8. Bouquet d’espaces i-acycliques

F Un bouquet d’espaces i-acycliques est i-acyclique. Et de méme en rempla-
cant i-acyclique par (totalement) U-acyclique.

Démonstration. Soient X et Y deux espaces i-acycliques. Notons X V'Y le
bouquet qui identifie x € X et y € Y.

XVY

On considére le morphisme suivant de suites exactes de Mayer-Vietoris as-
sociées 4 la décomposition en parties fermées X VY =X U Y.

—— H(x=y) — H(XVY)— H(X)® H(Y) —

| [’ e

— 5 H@x=y) —— HXVY)—" 5 HX)s HY)—

oup: H(XVY)— HY(X)® H(Y) est clairement injectif. La nullité de
exyy résulte alors immeédiatement de celles de ex et ey.

Le méme raisonnement prouve que X V'Y est (totalement) U-acyclique si
les espaces X et Y le sont. O
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12.9. Sommes amalgamées d’espaces i-acycliques

F La somme amalgamée de variétés i-acycliques est i-acyclique si et seule-
ment si au moins 'une des variétés est orientable.

Démonstration. Soient X et Y deux variétés topologiques i-acycliques de
dimension n. Notons X’ et Y’ des complémentaires d’un point dans X
et Y respectivement, ce sont des espaces i-acycliques d’aprés 1.2.4-(e). La
somme amalgamée X + Y est la variété topologique obtenue en recollant
homéomorphiquement X’ et Y le long du cylindre ouvert bordant "~ xR
noté V bordant respectivement X’ et Y.

X+Y

EVN S*I1xR

On considére alors les suites exactes longues de Mayer-Vietoris pour le re-
couvrement ouvert X +Y = X' UY’

5 HI(V) -2 HIX) @ HI(Y') S HI(X +Y) —
\ \ \
EV,i exr ;Deyr ; EX+Y,i (*)
¥ iy . oo Vi R
+—— H(V)+—H(X")e H(Y)+—H'(X+Y)+—

ot {H@(V) = k(1) ® (k(0) ® k(n — 1)) = k(1) @ k(n),

HI(V) = k(0) ® k(n — 1).

Cas i # n — 1. Le morphisme 3; est surjectif et ~; est injectif, soit parce
que i < n auquel cas H™1(V) = 0, soit parce que i = n auquel cas les
cohomologies H™(_) sont nulles. On considére alors le diagramme

Hi(XY & H(Y') 25 H(X +Y) — 0
l €X+Y,i (*)
H™Y (V) — H(X +Y)—5 H(X')® H(Y')
ol les lignes sont exactes. On y voit que
Vio€ex+y,iofi =€x i Dey ; =0,
et nous concluons, indépendamment de 'orientabilité de X et Y, que
ex+y,i =0, Vi#£n-—1.

Cas ¢ = n — 1. La suite de Mayer-Vietoris en degré n est

— (H}(V)=k) S H) XYoo HN(Y)—H!(X+Y)—>0. (})
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montre que «,, est injective pour peu que X ou Y soit orientable. Dans ces
cas, fBp—1 sera surjective et le diagramme (*) pour ¢ = n — 1 fournit toujours
I'annulation ex4y n—1 = 0 puisque v,_1 est injective. Ceci termine la preuve
de 'un des sens de la proposition.

Réciproquement, ni X ni Y ne sont orientables, ce qui équivaut a dire que
ni X’ ni Y’ ne le sont. Nous allons nous intéresser a des suites longues de
cohomologies associées a la décomposition ouvert /fermé

X' =vVuX'~vV)

ot X'~ V est clairement est une variété a bord "1 et d’intérieur homéo-
morphe & X', raison pour laquelle on la notera X’. Enfin, ’adhérence de V'
dans X' qui sera notée V, est une variété a bord dont le bord "1 est aussi
le bord de X'.

/

‘ \

<k

On a alors le diagramme de suites exactes longues :

HP N (X!) " HY 7 (XT) = (HI(V) = k) — (H! (X)) = 0)

C

restl restl (I) idJ/ restl

(Hy N (V) = 0) — H} (") 2= (HE(V) = k) — (HZ (V) = 0)

On y constate que la classe fondamentale de V' se reléve bien en un classe
[Vx] € H1(X') et que cette classe se restreint sur la classe fondamentale
[| de "~1, d’ott le carré :

HY Y(XT) 2 [Vx]—— [V]
ot (I H

H* (") 3 [ [V]

Maintenant, en remarquant que H(X') =% H, ("~1) se factorise suivant
H(XT) =% H(XT) ™5 H("),

on déduit que

ex([Vx)) #0. (+4)

Ces observations s’appliquent telles quelles également & Y et conduisent
aux mémes conclusions ot Y vient remplacer X.
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Considérons a présent la décomposition ouvert /fermé
X+Y=VUX+Y~V)=VUXUY)

et le morphisme de suites exactes de cohomologie

H YX 4+ Y) —— HY(X) @ H (YY) 25% (H2(V) = k)
\ \ \
EXL+Y 1I 57@57 (27
<+ Y o 0
H Y (X+Y)—— HY(X) @ H (Y 2% (H" (V) = 0)

La classe ([Vx],—[Vy]) € H» Y(X’) @ H?~'(Y’) appartient clairement
au noyau de cx @ cy et survit au morphisme ex; ® ey d’aprés (). La
commutativité de (II) permet alors de conclure que exty # 0 et donc que
I’espace X + Y n’est pas i-acyclique. O

12.10. La bouteille de Klein épointée

Dans 'implication (U-acyclique) = (i-acyclique) de D'assertion 1.2.4-(c),
I’hypothése d’orientabilité est indispensable. On donne ici un contrexemple
lorsque cette hypothése fait défaut.

F La bouteille de Klein épointée vérifie le théoréme de scindage 3.1.1. Elle
n’est ni i-acyclique ni totalement U-acyclique, mais elle est bien U-acyclique.

Notons T le tore R? /Z?2. L’anneau de cohomologie H(T') est engendré par
les 1-cocycles dx et dy. Si nous notons Cy, :=R/Zx{0} et Cy, := {0} x(R/Z),
on peut voir que

H}, (T) = (dy), € H'(T), Hb, (T) = (da), C H'(T).

L’involution o : (z,y) — (z 4+ 1/2, —y), induit sur Yy
H(T) laction o : dx — dx et o : dy — —dy de
sorte que 'on a Cy
H(T)\ ~ k(0) @ (dz)i(1) .

Comme la bouteille de Klein est la variété quo-
tient K := T/(0), si v: T — K est la surjec-
tion canonique, le morphisme v*: H(K) — H(T) _
identifie H(K) a H(T)'") ~ k(0) @ k(1).

N[

Lo
%

Cz|

N[

On pose maintenant X := K pt.

U-acyclicité de X. L’examen des suites exactes longues
— Hi(X) = k(2) — H(K) —"— H/(X) ——

— 5 H{(X) —"— H{(K) — Hl(pt) = k(0) —
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montre que 'on a

H(X) = k(0) & ((dz)g & (dz Ady)i) (1) = k(0) & k(1)?,

H(X) = HH(K) = (da)(1) = k(1).
et Ho(X) A He(X) = 0. L’espace X est donc bien U-acyclique.
Non i-acyclicité de X. Comme le cycle Cy est plongé (via v) dans X,
I'espace H!(X) est engendré par dx € H(ljy (X) € HY(X) et le morphisme

11+ HY(X) — HL(K) est bijectif. D’autre part, il est clair par la premiére
suite dans (¢) que le morphisme p; : H'(K) — H'(X) est injectif. On a donc

He(X) 2 He (K)
|

0=H(K) > H'(K)-"s H'(X) —» H%(K) = k(2)
et ex,1 = p1 o1 est non nul. L’espace X n’est donc pas i-acyclique.

Non totale U-acyclicité de X. Soit maintenant U un ouvert connexe de
X. Comme H.(X) = k(1), le cup-produit

U: Ho(X)xHo(U) = H(U) (x)

est automatiquement nul si U n’est pas orientable car alors H2(U) = 0.
Lorsque, par contre, U est orientable, la dualité de Poincaré s’applique et le
cap produit (*) est nul, si et seulement si, la restriction H!(X) — H(U) est
nulle, donc si et seulement si dz|; = 0 dans H(U).

On a deux cas possibles.

— Cas Cy C U. La restriction du revétement v : T —» K a v~ 1(U) est
triviale & deux nappes U; et Uy = o Uy, car U orientable. On peut sup-
poser Cy, C Uj et alors oCy N U = @.Onadonc U~ U; C T~ Cy, et
U est i-acyclique puisque ouvert de T~ Cy ~ I xR, espace i-acyclique.
Maintenant, comme C, C Uy, I'image de Hé,y (X)=H X))~ H(U)
est 'image de H, éy (U) — H'(U), morphisme qui se factorise naturel-
lement a travers ey : Ho.(U) — H(U), nul puisque U i-acyclique. Par
conséquent, si Cyy C U le cup produit (*) est nul.

— Cas Cy € U. 1l existe des ouverts U C X tels oU
que (*) n’est pas nul. En effet, si U est l'ou- |C, T

vert indiqué par la figure ci-contre, on y voit que dz, dyT
c’est un cylindre et que dx ne s’intégre pas en
une fonction sur U. Par conséquent, dx # 0 dans U
H'(U) et l'espace X n'est pas totalement U-
acyclique.
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Le théoréme de scindage 3.1.1 pour X. L’espace X vérifie les assertions
(a) et (b) de ce théoréme, et la raison vient de ce que H.(X) est concentrée en
degré 1. En effet, dans de tels cas, on s’apercoit rapidement que H¢ (A2, X™)
doit étre concentré en degré ¢, ce que 'on démontre par induction sur £ et
prouve, en passant, les assertions en question.

Plus précisément, dans le cas des espaces Fy,, on s’intéresse au morphisme
He(X) ® Ho(Fn) = Ho(Agm (X xFp,)) ~ He(Fp)™ (1)

oil le terme de gauche est concentré en degré m -+ 1 puisque H.(X) = k(1)# et
que H.(F,,) = k(m)?, par hypothése inductive. Le morphisme (1) est alors
nul puisque H.(Agp (X xF,,))k(m)#, également par hypothése inductive.
On a donc la suite exacte courte

0 — Ho(F)[~1]™ — Ho(Fpi1) — Ho(XxFy) — 0,

et elle montre que H.(Fy,4+1) est concentré en degré m + 1, et I'étape induc-
tive peut étre itérée.

Dans le cas des espaces A<, X™, on s’intéresse au morphisme
He(A<eX™) = He(Agp—1 X™) (1)
dont la preuve de 3.1.1 montre que son annulation résulte de 'annulation de
H(X)® Ho(Acp—1,m—1) = He(Acp—1,m) -

Cela résulte pour les mémes raisons de degré que précédemment, sous 1’hy-
pothése d’induction que A¢p_1 77 est concentré en degré £ — 1. A partir de
l1a, on a la suite exacte courte

0— Ho(Agp1 X™)[—1] = He(AyX™) = H (A X™) — 0,

ou le terme central est concentré en degré ¢ car somme directe d’espaces
gradués isomorphes a H.(Fy) (c¢f. 2.3.3). On conclut que H.(A<, X™) est
concentré en degré ¢, et I'étape inductive peut étre itérée.

12.11. Revétements non i-acycliques a base i-acyclique
F Un revétement fini de base i-acyclique peut ne pas étre i-acyclique.

Une maniére élémentaire de produire des contrexemples consiste & prendre
une variété orientable Y non i-acyclique, donc telle que H.(Y)A H.(Y) #0,
et & faire agir librement sur Y un groupe fini W qui conserve 'orientation

et tel que H.(Y)W A H.(Y)W =0.

Le tore T de dimension 2 est le domaine carré B
ci-contre sur lequel on a identifié les cotés op- T X
posés. Cet espace privé de quatre points, noté dyT

X, est représenté par la figure & droite. La dx

suite exacte longue

149



0—HY(T)—HY(4)—»HYX)—= HYT)—=0— H*(X)—= H*(T)—0, (f)

montre que les 1-cocycles dx et dy dans T sont représentés par des 1-cocycles
a support compact dans X. La classe fondamentale de X se retrouve alors
représentée comme le produit de ceux deux cocycles. Il s’ensuit que X n’est
pas U-acyclique (ni i-acyclique). La suite (1) révéle aussi apparition de trois
nouveaux 1-cocycles dans X provenant de H?(4), nous avons donc

H{(X)=0, H(X)=Q*, HX)=Q.

Voici une représentation de 1-cycles de X générant H: (X)(= Hy (X)) :

L&
J Yo ’Y()k M Y3

V2
N 74( ()

Y Y0

~N° O -

Notons maintenant 6 : T — T I'isomorphisme d’ordre 4 qui se voit sur (x)
par une rotation horaire d’angle 7/4. Il est clair que 6 agit librement sur X
et préserve son orientation. L’espace quotient B := X /(f) est par conséquent
une variété différentiable orientable et

HC(B) = HC(X)<9> :

Or, l'action de 6 sur les 1-cycles se lit facilement sur (1). On y voit que

On) =12 0(73) = 74
0(v0) =70, 92(71) =% — 71 +73 et
0(va) =3,

62 (v1) =0 — 72 + 74
de sorte que H{(B) = 0, H!(B) = [10]Q @ [v3 + 74]Q, et HZ(B) = Q, ou
[v0] A [v3 + v4] = 0 puisque U'intersection des cycles sous-jacents est vide. On

conclut que H.(B) A H.(B) = 0 et B est U-acyclique et donc i-acyclique.
(En fait, on peut vérifier que B est un cylindre ouvert épointé (1 xR)~ e.)

Le revétement X — B est bien a base ¢-acyclique alors que X ne l'est pas.

12.12. Fibrations non z-acycliques a fibre et base i-acycliques
F Une fibration a fibre et base i-acycliques peut ne pas étre i-acyclique.
Rappelons que la cohomologie de I'espace projectif complexe IP := IP,, (C)
est isomorphe & I'anneau gradué Q[z]/(z" ') ot deg(z) = 2.
Le fibré tautologique TIP au-dessus de IP est le sous-espace de IPxCnH!
des couples (D, z) ot D est une droite vectorielle de C"*! et z € D. L’ap-

plication 7 : TIP — IP, (D, z) — D, est une fibration vectorielle localement
triviale de fibres isomorphes & C. Notons IP C TIP sa section nulle. La classe
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de Thom ®(pgp) € H2(TIP) de la section nulle se restreint a la classe géné-
ratrice de H(IP), autrement dit,

QpIp)|p=2
En fait, on a )
H.(TPP) = Q[®]/(2"")
et la restriction & la section nulle s’identifie & I'isomorphisme canonique
Q[@]/(2"*?) — Qlz]/(z""), Pz

En particulier, la multiplication par ®py n’est pas une opération nulle
dans H} (TIP) pour peu que n > 1.

Maintenant, si nous restreignons le fibré tautologique au complémentaire
de deux points IP’ := IP~ 2, nous avons la suite exacte longue

0 — H2(TIP')— H*(TIP) =& -C 25 H?(C)? — H3(TP') = 0

oll p est injective. On en déduit que H:(TIP) = 0 pour i € {0, 1,2}, puis que
H3(TIP) = Q, et enfin que

H{(TIP") = H{(TIP), pour tout i > 4. (%)

Par conséquent, sin > 4 on a

i 0|1(2[3|4|5[6]|7]|8
dimHY(TP') [0[0[0[0[1][0]1]0]1
dim H{(P) [O0|1|1]{0[1|0]|1]0]1

et si w est non nulle de H(TIP'), on a w A w # 0 dans HS(TIP') compte
tenu de () et du fait qu'’il en est ainsi pour H.(TIP) (pour n > 3).

Considérons maintenant IP” pour n = 3. Dans ce cas, on dispose sur IP5(C)
de l'involution # sans point fixes :

0({a,b,c,d)) = (b,—a,d, —e)

dont on sait que son action sur z est 0z = —z, de méme par ailleurs que
I'action sur le générateur de HX(IP'). Il s’ensuit que I'on a
i 0[1(2]3[4]5|6]|7]8
dim H:(TIP') |0[0|0]|0|1]|0]|1][0]1
dimH(P') |0[1[1|/0]|1]0]|1
dim H:(P'/(#)) |0 0|0 |0 |1|/0]0
dimHY(P') |1]0[1|0|1]1]|0
dim H (P'/(#)) |0 |0 |1/0|0|0]0

Et on voit bien que la variété (P3(C)~ 2)/(f) n’est pas U-acyclique.
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(i J) Sip € P(E), onpose (i i j) <aer (3L €p) tq. {i, 53 ST ....onot 23
[a,b] intervalle des entiers naturels m vérifianta <m <b .......... . ... 23
Fy(X) Sip € P(m),onal € Fp(X) aer ((zi = ;) < (7)) --ooonnn 23

Théorémes de scindage et complexes fondamentaux
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Fi=*(X) ensembledesZT € F,,(X)avecs; = @ .......cc.ouirneirneennain... 27

m
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éléments en j partiesnonvides ........ ... oo 36
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P(V) € Z|T), polynome de Poincaré d’un espace vectoriel gradué V- ............ 37
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AFEm alias pour: A est une décompositiondem .............. .. ... ... 43
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o) = (-1)m* X:UW\Z(—I)V"*1 I(0) : kc[S¢] = ke[Sm], opérateur d’induc-
tonSIbrées ... 46

Cohomologie des espaces de configuration, cas général

Pm : Fmy1 —» Fy,, projection sur les m premiéres coordonnées ................ 48
Hiy (M) := HIM={(M;k)V, cohomologie de Borel-Moore d’une pseudovariété
M dimension dpg ..o vvie e 48



(, Im accouplement de la dualité de Poincaré sur la variété topologique

orientée ML ..o o
oM (fa) action de fq sur la classe fondamentale de My, i.e. fi([M,]) =

oM, () - [Myay] -
pot 2 He(Fyrq (M) — H.(Fy(M))[—adp], intégration sur les fibres ............
sgn(g) signature de g € Sy v vttt
onm (g) i= sgn(g)4m™ | actionde g € §,, sur Porientationde M™ .............
()Y dualité vectorielle ...............iiiii e
o(k)m la représentation par « signature » de Sy, -

(CPU, ),d), complexe de p-cochaines simpliciales (non ordonnées) ............

(CE(U, _),d), complexe de p-cochaines (simpliciales) ordonnées ...............
“1p
g

(

sgn(a) signature d’une permutation o ........ ... i i

(U, _),d), complexe de p-cochaines (simpliciales) alternées .................

Ep: (CEWU, ),d) — (CP(U, _),d), quasi-isomorphisme d’antisymétrisation . ...
Utiy,...,1,)  unecopiede U;, . ; paramétrée par I'uplet (ig,...,ip) . oooonnn..
Gym faisceaux 8,,-équivariant sur U™ .......... .. .o,
(Q:(U),d) :== I'(U; (A*(X;k),dy)), le complexe des cochaines (d’Alexander-
SpanierTa support compactdelf ...

(2y;.,d)  complexede cofaisceaux (flasques) des cochaines a support compact
SUL VL
(Q:(U),ds) :=I'(U; (A*(X; k),d)), le complexe des cochaines de Borel-Moore
deU C M o
(21 g» @) complexe de faisceaux (flasques) de germes de cochaines de Borel-
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CU™), = (Cou™; QR/LC(_)), 00,dy ),
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m(m—1) d
Ym (W) = (—1)'“"m+ 2 M ¢ (w), renormalisation du morphisme de liaison .
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FI catégorie des ensembles Finis et des applications Injectives ........
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