N

HAL

open science

OPERATEURS DE DIRAC

Jean Louis Jonot

» To cite this version:

‘ Jean Louis Jonot. OPERATEURS DE DIRAC. 2016. hal-01325248v3

HAL Id: hal-01325248
https://hal.science/hal-01325248v3

Preprint submitted on 27 Jul 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Distributed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License


https://hal.science/hal-01325248v3
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://hal.archives-ouvertes.fr

OPERATEURS DE DIRAC

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. L’idée principale de cet article est de donner une représentation de
I’équation de Dirac & partir d’une section de Dirac, dont les matrices associées
sont définies par les matrices gamma.

1. LES OPERATEURS DE DIRAC SUR LES FIBRES D’ETAT
Un fibré d’état sur I'univers W est la donnée d’un fibré vectoriel
¢(=(E,m,W,F)

de base W, de fibre un espace de banach F séparable si le fibré est réel ou d’une
structure d’espace de hilbert séparable si le fibré est complexe [3]. Une section de
Dirac est une section du fibré

Hom (A'W ® E, E) ~ Hom (A'W,End (E)) ,
la section des endomorphismes de Dirac pour la 1-forme d € A'W est définie par
7 €T (End (E)), 7% (w) : By — By avec 7% (w) (u) = v (d (w) @ u).

Definition 1. Une section de Dirac 7y est bornée et a trace si pour chaque 1-forme
d, l’endomorphisme de Dirac

4 (w) : By — Ey,

est un endomorphisme borné et a trace pour la structure induite par F sur la fibre
E,, pour tout w € W.

Remark 1. On peut définir cette notion sur toutes les cartes de trivialisation a
des 1-formes locales.

Pour une carte de trivialisation W C W, une base de sections locales sur W
est notée {9, : v =0,1,2,3}, on pose {d": p=0,1,2,3} la base duale locale de
1-formes sur W en posant

d* ® 9, = 0¥ avec d* ® 9, (w) = d* (w) (0, (w)), Yw € W.

On définit sur la carte W, le tenseur de Poisson
1
A = B Trace {y", 7"} = Trace (Y*+") avec v* = %",

Cette construction a un sens si on fait ’hypothese que la section de Dirac est
localement bornée et a trace.

Date: 10 Mai 2016.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Definition 2. Le tenseur de Poisson Y*¥ est métrique si et seulement si la matrice
(v#¥) est inversible, le tenseur pseudo-métrique g associée au tenseur de Poisson
est définie par

1 -
() = 5 (") avee g (0 0,) = g

Proposition 1. La pseudo-métrique g est indépendante du choix de la base locale
de sections.

Proof. Soit W' et W? deux cartes en w € W. On note {0} une base locale de
sections sur la carte W7. Sur W' N W? les sections locales 92 s’écrivent dans la
base de sections locales {8,}}

02 = aﬁ@i.

On note d¥ la 1-forme duale locale de 97 définie par

di ® 9], = ¢,

alors
dy =bd], B=A""

avec A = (a!) et B = (b¥). Les endomorphismes de Dirac associées aux 1-formes

v ‘ v . sz N Z v B
dj sont notées 77 et le tenseur de Poisson associé est noté ;" = Trace (*yj v; ), on
a

2 - b‘r’Yl et 72 - prYla

Y2 7# = bybp’}/l FYl ’
donc,
Yol = bbhA ", *y;p = Trace (v]7) - (1.1)

Si on pose 7; la matrice (3;)” = *yj , Péquation 1.1 s’écrit

=B x7 x ("B)

et si gj:%:yvj_l,ona

g2 = (TrA) glA
Les matrices g1 et go sont congruentes, les métriques qu’elles définissent sont les
mémes. (]

Definition 3. Une section de Dirac est métrisable si et seulement si cette sec-
tion est localement bornée, localement a trace et le tenseur de Poisson associé est
métrique.

La pseudo-métrique associée a «y est notée g, et g si aucune confusion n’est
possible. Les sections de Dirac définissant une métrique riemannienne sont les
sections de Riemann, les section de Lorentz sont les sections de Dirac ayant pour
métrique associée une métrique lorentzienne. Les sections de Dirac dont la métrique
est de signature (2,2) sont les sections de Pauli et celle de signature (3,1) sont les
sections anti-lorentzienne [2].

Remark 2. Les signatures (0,4), (1,3),

(2,2), (3,1) sont les signatures respective-
ment de la forme (+,+,+,+) (—,+,+,+), (—

_7+7+) et (_a T T +)
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DIRAC 3

Si le fibré &w est le fibré tangent de W alors chaque section de Dirac métrisable
de T'W définie un opérateur de Dirac sur les champs de 'univers W

H=v8V, X =~(VX)

ot V est la connexion de Levi-Civita associée a la pseudo-métrique g,. La con-
nexion de Levi-Civita est définie sur le fibré tangent, si on veut étendre la notion
d’opérateur de Dirac a un fibré de Banach, il faut munir le fibré d’état sur W d’une
section de Dirac v et d’'une connexion de Koszul V. L’opérateur de Dirac s’écrit

H=~v®V,
avec
V:I() > T (A'W®E), V(As) =d\® s + AVs, K-linéaire
et
H (s) (w) =~ (w) (Vs (w)), Yw € W.

On peut définir deux types d’équation de Dirac, I’une est une équation d’évolution
le long d’un champ T, l'autre est une équation d’état des sections. L’équation
d’évolution dans une carte de trivialisation W C W, d’une section s le long d’un
champ T, est définie par une équation de la forme

Hs = AVrs,

A est une C*-application défine sur W a valeurs dans C (2.2). L’équation d’état
est de la forme

Hs = As,
les états locaux de l'opérateur de Dirac sont les fonctions propres locales A de cet
opérateur (2.3).

Proposition 2. Si s et Vs sont des sections propres associées a la fonction
propre A alors s est une section propre de lopérateur [Vr,H| pour la fonction
propre dA Q T'.

Proof. On rappelle que dA® T (w) = dA (w) (T (w)), Yw € W. Avec les hypotheses
on a
VroH (s)=Vr(As) = (dA®T)s+ AVrs
= (@d\®T)s+HoVr(s)
et
[Vr,H](s) = (dA®T)s.
O

2. REPRESENTATION DES EQUATIONS DE DIRAC SUR UN FIBRE DE DIMENSION
FINIE

On suppose que le fibré ¢ est de dimension n. Soit W une carte de trivialisation
de ¢ et du fibré tangent &w de W. On se donne une base de sections locales sur
W, notée {eq : @ =0,1,--- ,n—1}, {9, : p=0,1,2,3} le local frame associé a la
carte W et {d¥ : v =0, 1,2, 3} le local frame dual.

Theorem 1. Si V est une connexion de Koszul et v est une section de Dirac sur
¢ alors
H (s) =4 (0,5° +5°T%,) e,

ol 57 = ()3, I8, sont les symboles de Christoffel de V et s = 5%e,.
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Proof. Si on pose s = s%e,, alors
Vs =V (s%q) = ds® @ eq + 5*Ve,
=ds* ®eq + so‘ngdj ® eg.

La connexion s’écrit Ve, = I‘gud” ® eg, les C*°-applications '8 représentent

av

les symboles de Christoffel associés a la connexion V et ds® = 0, s*d",
Vs = 0,58%d" @ eq + s°T8 d" @ eg
= (0,8" +5°T%5,) d” @ eg.
La section de Dirac v de E a pour représentation
v (d ®@ep) =57 €0,

avec (v") = 5%,

Y@V (s) =7 (05" +5°T5,) d @ eg)

Y@V (s) = (95" +5°T5,) 7 (4" @ e5)

Y@V (s) =4 (0us” + 5°T%,) e, (2.1)

Theorem 2. L’équation d’évolution le long d’un champ T = T*0, est
V57 (0ys® + 5°T5,) = A (t°9,5° +t7s°T9,), 0< o <n—1
et ’équation d’état s’écrit
V57 (&,sﬁ + SO‘FQU) =Xxs7,0<0<n—-1.

Proof. On calcule Vs pour T'=T70, et s = s%q,

Vrs¥eq =1"Vy, (s%€q)
=t (8ps°‘ea + safgpeﬁ)
= (tpapsk + t”so‘F’;a) €k,
et en utilisant 2.1, on peut écrire
V5 (8,,5’8 + SOT'gV) =\ (tP9,s" + tpso‘Fga) ,0<o<n—1
O

Les matrices de Dirac v#, 0 < pu < 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coeflicients sont des applications C'*° sur W, a valeurs réelles ou complexes. Si
D,, est l'opérateur sur E défini par

D,s = (81,5'8 + safgy) eg = (DES) eg,
Popérateur de Lie s’écrit
L,s=20a,s" eg
et lopérateur de Christoffel est défini par
I',s = safgyeeB
et Popérateur D, est la somme de ces deux opérateurs

D,=L,+T,.
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L’endomorphisme de Dirac y” vérifie

v (66) = Vgaea
et
Y@V (s) =157 (05’ +5°T0,) e
= DJs" (eg) =" (Dys.ep)
=YD, (s).
Avec les notations précédentes
H =+"D, = 4D},
I’équation d’évolution peut s’écrire
V7Dl = A (190,57 + 95T,
si le champ T' = dy, I’équation de Dirac s’écrit
*yEUfogs = A(00s? +s°T¢,,)
57 (0,8" +5°TE,) = X (t70,57 + tPs°T7,)
or I'g, =T, et
v'D, (s) = XDy (s),

qui peut s’écrire sous la forme

On a le théoréme suivant,

Theorem 3. L’opérateur H de I’équation de Dirac est

H=+"D,,

174

Y sont les quatre matrices de Dirac dans le local frame {€4,0 < a < n—1} et si
T = 0y alors l’équation de Dirac le long du champ T s’écrit localement
3
> 4Dy (s) = (A=1°) Do (s), (2:2)
v=1

léquation d’état est de la forme
v'D, (s) = As. (2.3)

Remark 3. Si la section de Dirac ~y est lorentzienne, on peut définir la notion de
champ chronologique [1] local T pour la métrique g induite par la section . La
connexion de Levi-Civita V associée a cette métrique permet de définir l'opérateur
de Dirac et I’équation de Dirac sur les champs X de W. Le théoréme de redresse-
ment des champs permet de définir une carte W pour laquelle le local frame associé
vérifie T' = 0y. L’équation de Dirac sous la forme 2.2 s’écrit

3
(A=) Do (X) =>"4"D, (X), X € 'w (éw) -

v=1



6 JONOT JEAN LOUIS

Si les symboles de Christoffel sont nuls alors on retombe sur 'opérateur de Dirac
70,
D est 'opérateur de Dirac sur un espace non courbe, il se généralise a un espace

courbe sous la forme

v¥D,,.

3. EQUATION DE DIRAC SUR UN UNIVERS PARALLELISABLE

Si 'univers W est parallélisable, le fibré tangent &w est trivial et les champs
complexes de W, c’est-a-dire, les sections de &w ® C, s’identifient aux C°°-
applications ¢ de W & valeurs dans C*. Sur la carte W de W, onnote {9, : p=0,1,2,3}
le local frame associé a la carte W et {d” : v =0,1,2,3} le local frame dual. Une
base de sections locales sur W est {¢, : a=0,1,---,3} ol g (w) = (1,0,0,0),

1 (w) = (0,1,0,0), 2 (w) = (0,0,1,0) et ¢3 (w) = (0,0,0,1) pour tout w € W.
On complexifie la connexion de Levi-Civita V associée a la section métrisable ~,

Varip (X +iY)=VaX — VY +i(VaY + VpX)

on peut ainsi définir 'opérateur de Dirac de rang un. Soit ~ la section de Dirac de
matrices complexes

0 __ E 12 02 i 02‘ O'j .
/7 _0(02 —12> et7 =1 —O'J 02 7.7_17273
ol 07 sont les matrices de Pauli

1 _ 0 1 2 0 — 3 1 0
J—(lo , 07 = i 0 et o° = 0 —1 .

Cette section v est une section de Dirac métrisable, de métrique g dont la matrice
dans le local frame est la matrice de Minkowski

-2 0 0 0
0 1 00
0 0 1 0 |’
0 0 0 1

les fonctions de Christoffel, associées a la connexion de Levi-Civita de g, sont nulles
sur W. L’équation de Dirac 2.3 s’écrit v” L, ¢ = Ap. Or Ly, ¢ = (0,9%) ¥, = 010,
on obtient ’équation de Dirac en prenant pour fonction A, la fonction constante
A==

Remark 4. On voit ainsi que les masses sont discrétisées, elles correspondent
aux fonctions propres constantes de l'opérateur de Dirac défini par la section de
Dirac vv. Dans le cas général, les masses peuvent varier, les fonctions propres de
Uopérateur de Dirac permettent de définir la notion de variation de masse. Les
fonctions propres de lopérateur de Dirac H sont appelées les fonctions de densité
de masse.
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4. L’EQUATION D’ETAT DES PSEUDO-METRIQUES

Soit W une carte de trivialisation du fibré SW des formes bilinéaires symétriques.
Une section de S2W, non dégénérée, définie une pseudo-métrique sur W. La fibre
de S?W est formée des formes bilinéaires symétriques de R*. Le local frame dual
de {0, : £ =0,1,2,3} est noté {d”: v =0,1,2,3} et une base de sections locales
SZW sur West {d"* @ d” : 0 < u < v < 4}. Si g est une forme bilinéaire symétrique
sur W, g = gud* ®@d”.

Theorem 4. L’équation d’état des formes bilinéaires symétriques est

'7;)136 (aagbc + gHVFZbUc) = )\ng7
ou A\ est une fonction propre de l'opérateur de Dirac H.

Proof. Avec les notations précédentes, on a

Vg=V (gud"®d")=dg, Q@d"d")+ g,V (d"®d)
=dgu ® (" ®d") + g,y d @d @d,

JjoT

les C*°-applications 1"?;’7 sur W sont les symboles de Christoffel de la connexion.
En posant dg,,, = 0,9,,d°,

Vg=0,gud’ @d" @d" + g% & @d° @d

JoT

_ agbcda®db®dc+guyr,ul/ da®db®dc

abe
= (Qagbe + g Thy) d* @ d* ® d°.
La section de Dirac v de S2W a pour représentation

v(d* @ d ®@d) =yud ®d

be abe

avec (Fya)po' = F)/po' °

Y@V (9) =7 ((Oagse + guThs.) d* @ d* @ d°)
= (Dagbe + gullip) v (d* @ d* @ d°)
=782 (Dagbe + g Thy,) dP @ d°.
L’équation de Dirac s’écrit
Va2 (Dagbe + GuThy,) = Agpo-
O

Remark 5. Peut-on décrire I’équation de la relativité générale d’Einstein a partir
d’un opérateur de Dirac? La réponse est non, si on veut décrire cette équation, il
est nécessaire de faire intervenir les opérateurs de Dirac de rang supérieur, & savoir
lopérateur

Y2 & RY
défini dans [1].
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5. CONCLUSION

A partir d’une section de Dirac métrisable v sur le fibré tangent, on peut écrire
I’équation de Dirac a ’aide des matrices gamma et des matrices de Pauli. Cette
représentation permet de généraliser I’équation de Dirac sur les fibrés d’état munis
d’une connexion V et d’une section de Dirac v. On a démontré que 1’équation de
Dirac sur les champs complexes peut étre représentée uniquement par une section
Lorentzienne.
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