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OPERATEURS DE DIRAC

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. L’idée principale de cet article est de donner une représentation de
I’équation de Dirac a partir d’une section de Dirac, dont les matrices associées
sont définies par les matrices gamma.

1. LES OPERATEURS DE DIRAC SUR LES FIBRES D’ETAT
Un fibré d’état sur I'univers W est la donnée d’un fibré vectoriel
¢=(E,m,W,F)

de base W, de fibre un espace de banach F séparable si le fibré est réel ou d’une
structure d’espace de hilbert séparable si le fibré est complexe ??. Une section de
Dirac est une section du fibré

Hom (A'W ® E, E) ~ Hom (A'W,End (E)),
la, section des endomorphismes de Dirac pour la 1-forme d € A'W est définie par
74 €T (End (E)), v (w) : By — Ey avec 44 (w) (u) = v (d (w) @ u).

Definition 1. Une section de Dirac v est bornée et a trace si pour chaque 1-forme
d, l’endomorphisme de Dirac

4 (w) : By = By,

est un endomorphisme borné et d trace pour la structure induite par F sur la fibre
FE., pour tout w € W.

Remark 1. On peut définir cette notion sur toutes les cartes de trivialisation a
des 1-formes locales.

Pour une carte de trivialisation W C W, une base de sections locales sur W
est notée {9, : v =0,1,2,3}, on pose {d*: n=0,1,2,3} la base duale locale de
1-formes sur W en posant

d" ® 0, = o8 avec d* ® 0, (w) = d* (w) (9, (w)), Yw € W.

On définit sur la carte W, le tenseur de Poisson
1
Y = 5 Trace {7#,7"} = Trace (y*7") avec 7 = .

Cette construction a un sens si on fait ’hypotheése que la section de Dirac est
localement bornée et a trace.
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2 JONOT JEAN LOUIS

Definition 2. Le tenseur de Poisson " est métrique si et seulent si la matrice
(v"¥) est inversible, le tenseur pseudo-métrique g associée au tenseur de Poisson
est définie par

1 _
() = 3 (") avee §(01,00) = gy

Proposition 1. La pseudo-métrique g est indépendante du choizx de la base locale
de sections.

Proof. Soit W1 et W? deux cartes en w € W. On note {8{,} une base locale de
sections sur la carte W7. Sur W' N W? les sections locales 92 s’écrivent dans la
base de sections locales {85}

02 = aﬁ@i.
On note d} la 1-forme duale locale de 97 définie par
dj ® 0}, = ¢y,
alors
dy = bydi, B= A"

avec A = (a#) et B = (b¥). Les endomorphismes de Dirac associées aux 1-formes
dj sont notées 7} et le tenseur de Poisson associé est noté 7;” = Trace (7}’7;‘ ), on
a

v5 = b/A] et v = bhAy,

V3 = bub”’h >
donc,
Yol = bIbhAT”, 4" = Trace (7;7;-)) ) (1.1)

Si on pose 7; la matrice (Vj) = 7] , Péquation 1.1 s’écrit

=B x ¥ x ("B)

et sig; = iﬁ;l, on a
g2 = ("A) g1A.
Les matrices g; et g2 sont congruentes, les métriques qu’elles définissent sont les
mémes. O

Definition 3. Une section de Dirac est métrisable si et seulement si cette sec-
tion est localement bornée, localement a trace et le tenseur de Poisson associé est
métrique.

N

La pseudo-métrique associée & <y est notée g, et g si aucune confusion n’est
possible. Les sections de Dirac définissant une métrique riemannienne sont les
sections de Riemann, les section de Lorentz sont les sections de Dirac ayant pour
métrique associée une métrique lorentzienne. Les sections de Dirac dont la métrique
est de signature (2,2) sont les sections de Pauli et celle de signature (3,1) sont les
sections anti-lorentzienne [2].

Remark 2. Les signatures (0, ),( ,3),

(2,2), (3,1) sont les signatures respective-
ment de la forme (+,+,+,4) (—, +,+,+), (

T T +a +) et (_a T T +)

)
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Si le fibré &w est le fibré tangent de W, alors chaque section de Dirac métrisable
de TW définie un opérateur de Dirac sur les champs de I'univers W

H=~v®V,X =~(VX)
ot V est la connexion de Levi-Civita associée a la pseudo-métrique g,. La con-
nexion de Levi-Civita est définie sur le fibré tangent, si on veut étendre la notion

d’opérateur de Dirac & un fibré de Banach, il faut munir le fibré d’état sur W d’une
section de Dirac v et d’une connexion de Koszul V. L’opérateur de Dirac s’écrit

H=~v®V,
avec
V:T'(() =T (A'W®E), V(As) =d\® s+ AVs, K-linéaire
et
H (s) (w) =~ (w) (Vs (w)), Yw € W.
On peut définir deux types d’équation de Dirac, I'une est une équation d’évolution
le long d’un champ T, 'autre est une équation d’état des sections. L’équation

d’évolution dans une carte de trivialisation W C W, d’une section s le long d’'un
champ T, est définie par une équation de la forme

Hs = AVrs,

A est une C*-application défine sur W & valeurs dans C (2.2). L’équation d’état
est de la forme

Hs = )s,
les états locaux de I'opérateur de Dirac sont les fonctions propres locales A de cet
opérateur (2.3).

Proposition 2. Si s et Vs sont des sections propres associées d la fonction
propre A alors s est une section propre de lopérateur [N, H] pour la fonction
propre dA Q T'.

Proof. On rappelle que dAQ T (w) = dA (w) (T (w)), Yw € W. Avec les hypotheses
on a
VT o H(S) = VT ()\S) = (d)\ ®T)S + )\VTS
=([d\®T)s+HoVr(s)
et
[Vr,H]|(s) = (d\®T)s.
(]

2. REPRESENTATION DES EQUATIONS DE DIRAC SUR UN FIBRE DE DIMENSION
FINIE

On suppose que le fibré ¢ est de dimension n. Soit W une carte de trivialisation
de ¢ et du fibré tangent &w de W. On se donne une base de sections locales sur
W, notée {eq : a=0,1,--- ,n—1}, {9, : £ =0,1,2,3} le local frame associé a la
carte W et {d" : v =0,1,2,3} le local frame dual.

Theorem 1. Si V est une connexion de Koszul et v est une section de Dirac sur
¢ alors
H (s) =5 (8,,55 + saf’gy) €o-

ol Y57 = ()3, '8, sont les symboles de Chirstoffel de V et s = s%,.
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Proof. Si on pose s = s%e,, alors
Vs =V (s%4) = ds® Q eq + s*Veg,
=ds” @ eq + s°T5,d7 @ ep.

La connexion s’écrit Ve, = 'Y d” ® eg, les C*°-applications I'?, représentent

les symboles de Christoffel associés a la connexion V et ds® = 0, s%d",
Vs =0,8%d" @ eq + s°T8 d" @ es
= (0,8” +s°T5 ) d” @ eg.
La section de Dirac v de E a pour représentation
v(d” ®ep) =757 €q,

avec (7")5 = 5%,

Y@V (s) =7 (05" +5°T5,) d @ ep)

Y@V (s) = (08" +s°TE,)) v (d” @ ep)

YRV (s) =57 (9,8 +5°T% ) e, (2.1)

Theorem 2. L’équation d’évolution le long d’un champ T =T*0, est
'yg" (8ysﬁ + SD‘FZV) =A (tpaps” + tpsafga) ,0<o<n—1
et ’équation d’état s’écrit
VEU (GVSB + sarfw) =Xs7,0<o0<n—1.

Proof. On calcule Vs pour T'=T79, et s = 5%,

Vrs¥eq = t'Va, (s%€a)
=t" (0p5%€q + so‘l"'gpeg)
= (t”apsk + tpso‘l"’;a) ek,
et en utilisant 2.1, on peut écrire
V57 (05" +5°T%,) = A (t90,s7 +t7s°T9,), 0< o <n—1.

O
Les matrices de Dirac v, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C'*° sur W, a valeurs réelles ou complexes. On

pose
(D,s)? = 8,5° + s°T%

av?

D, est un endomorphisme de 'y (¢) défini par, D,, = L, +T',, ouT',, est 'endomorphisme
de T'w (¢) dont la section des matrices, dans le local frame, est

(I,)) =14,

et L, est ’endomorphisme de Lie le long du champ 9, défini par, L, s = (9,5%) e,.
L’équation s’écrit
V5 (D,s)” = A (98,57 +17s°T7,)
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si le champ T = 0y, ’équation de Dirac s’écrit
V57 (Dys)” = A (D057 + 5°TG,)
or I'g, =19, et
YD, (s) = A(Lg+Tg) s = ADg (s),
qui peut s’écrire sous la forme

3
Y (ATd=Dp) (s) = > "Dy (s).

v=1
On a le théoréme suivant,
Theorem 3. L’opérateur H de I’équation de Dirac est
H=+"D,,
17

sont les quatre matrices de Dirac dans le local frame {e4,0 < a < n—1}

Dl/ = Lu +Fua

Y

L, est lUopérateur de Lie, T, est lopérateur de Christoffel et si T = 0y alors
l’équation de Dirac le long du champ T s’écrit localement

7Dy (s) = A (0o +T) s, (2:2)
l’équation d’état est de la forme
v'D, (s) = As. (2.3)

Remark 3. Si la section de Dirac v est lorentzienne, on peut définir la notion de
champ chronologique [1] local T pour la métrique g induite par la section 7. La
connexion de Levi-Civita V associée a cette métrique permet de définir lopérateur
de Dirac et I’équation de Dirac sur les champs X de W. Le théoréme de redresse-
ment des champs permet de définir une carte W pour laquelle le local frame associé
vérifie T'= 0y. L’équation de Dirac sous la forme 2.2 s’écrit

3
7’ (AId=Dp) (X) =Y 7"D, (X), X € Tw (4w) .

3. EQUATION DE DIRAC SUR UN UNIVERS PARALLELISABLE

Si I'univers W est parallélisable, le fibré tangent {w est trivial et les champs
complexes de W, c’est-a-dire, les sections de &w ® C, s’identifient aux C°°-
applications ¢ de W & valeurs dans C*. Sur la carte W de W, onnote {9, : u =0, 1,2, 3}
le local frame associé a la carte W et {d” : v =0,1,2,3} le local frame dual. Une
base de sections locales sur W est {¢, : a=0,1,---,3} ol 9o (w) = (1,0,0,0),

1 (w) = (0,1,0,0), 2 (w) = (0,0,1,0) et 3 (w) = (0,0,0,1) pour tout w € W.
On complexifie la connexion de Levi-Civita V associée a la section métrisable ~,

Varip (X +iY)=V4X — VY +i(VaY +VpX)

on peut ainsi définir 'opérateur de Dirac de rang un. Soit « la section de Dirac de
matrices complexes

o_t( Io O i . Ox o’ o
7_0(02 I2)et’y_l(o_j O2 5.7_1’253
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ol 07 sont les matrices de Pauli

1 0 1 9 0 —2 3 1 0
U_(l 0),0—(1. O)eta—(o 1).

Cette section y est une section de Dirac métrisable, de métrique g dont la matrice
dans le local frame est la matrice de Minkowski

-2 0 0 0
0 1 0 0
0O 0 1 0|’
0 0 01

les fonctions de Christoffel, associées a la connexion de Levi-Civita de g, sont nulles
sur W. L’équation de Dirac 2.3 s’écrit v* L, ¢ = Ap. Or Ly, ¢ = (9,9%) Yo, = 010,
on obtient I’équation de Dirac en prenant pour fonction A, la fonction constante
A= <€

h

Remark 4. On voit ainsi que les masses sont discrétisées, elles correspondent
aux fonctions propres constantes de l'opérateur de Dirac défini par la section de
Dirac vv. Dans le cas général, les masses peuvent varier, les fonctions propres de
Uopérateur de Dirac permettent de définir la notion de variation de masse. Les
fonctions propres de l'opérateur de Dirac H sont appelées les fonctions de densité
de masse.

4. L’EQUATION D’ETAT DES PSEUDO-METRIQUES

Soit W une carte de trivialisation du fibré S?W des formes bilinéaires symétriques.
Une section de S?W, non dégénérée, définie une pseudo-métrique sur W. La fibre
de S?W est formée des formes bilinéaires symétriques de R%. Le local frame dual
de {0, : £ =0,1,2,3} est noté {d”: v =0,1,2,3} et une base de sections locales
S?W sur West {d* @ d” : 0 < u < v < 4}. Sig est une forme bilinéaire symétrique
sur W, g = gud' @ d”.

Theorem 4. L’équation d’état des formes bilinéaires symétriques est

Vggc (aagbc + QWFZZC) = Agpa;
ou A\ est une fonction propre de l'opérateur de Dirac H.

Proof. Avec les notations précédentes, on a
Vg =V (gud' ®d)=dg., @ d" @d)+g.,V(d" od)
= dgy, @ (" @ d") + g Uiy @ d” @ d",

JoT

les C'*°-applications 1"5 v _sur W sont les symboles de Christoffel de la connexion.

En posant dg,, = 0,9,,d",
Vg = 0pgud” @ d" @ d” + g T d @ d” @ d"

jot

= Qaghed® @ d° @ d° + g, Thp.d* @ d° @ d°

abc
= (Qagpe + 9 Th.) d* @ d* ® d°.

abce

La section de Dirac v de S2W a pour représentation

Y(d*®@d ®d°) =yd’ @d°
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bc _ _abc
po /7pa' .

Y&V (9) =7 ((agbe + g ly,) d* ® d* ® d°)
= (8,191,0 + gquZLZC) 0% (da ® db ® dc)
= ngc (aagbc + QWFW ) dP @d°.

abc

avec (v%)

L’équation de Dirac s’écrit
WZgC (8agbc + QWFZLZC) = /\gpa'
O

Remark 5. Peut-on décrire I’équation de la relativité générale d’Einstein a partir
d’un opérateur de Dirac? La réponse est non, si on veut décrire cette équation, il
est nécessaire de faire intervenir les opérateurs de Dirac de rang supérieur, & savoir
lopérateur

Yo &® RY
défini dans [1].

5. CONCLUSION

A partir d’'une section de Dirac métrisable « sur le fibré tangent, on peut écrire
I’équation de Dirac a l'aide des matrices gamma et des matrices de Pauli. Cette
représentation permet de généraliser I’équation de Dirac sur les fibrés d’état munis
d’une connexion V et d’une section de Dirac . On a démontré que 1’équation de
Dirac sur les champs complexes peut étre représentée uniquement par une section
Lorentzienne.

REFERENCES

[1] Jonot J.L. ”Géométrie et quantification de l'univers de Dirac-Einstein” hal.archives-
ouvertes.fr/hal-01294150

[2] Kobayashi S. and Nomizu K. "Foundations of Differential Geometry”, vol. 1 & 2, Wiley-
Interscience, (1996)

[3] Tumpach A.B.”Variétés kaehlériennes et hyperkaéleriennes de dimension infinie” These HAL
archives-ouvertes. (2006)

E-mail address: jean-louis.jonot@ac-versailles.fr



