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OPÉRATEURS DE DIRAC

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. L’idée principale de cet article est de donner une représentation de
l’équation de Dirac à partir d’une section de Dirac, dont les matrices associées
sont définies par les matrices gamma.

1. Les opérateurs de Dirac sur les fibrés d’état

Un fibré d’état sur l’univers W est la donnée d’un fibré vectoriel

ζ = (E, π,W,F)

de base W, de fibre un espace de banach F séparable si le fibré est réel ou d’une
structure d’espace de hilbert séparable si le fibré est complexe [3]. Une section de
Dirac est une section du fibré

Hom
(
Λ1W ⊗ E,E

)
≈ Hom

(
Λ1W,End (E)

)
,

la section des endomorphismes de Dirac pour la 1-forme d ∈ Λ1W est définie par

γd ∈ Γ (End (E)) , γd (w) : Ew → Ew avec γd (w) (u) = γ (d (w) ⊗ u) .

Definition 1. Une section de Dirac γ est bornée et à trace si pour chaque 1-forme

d, l’endomorphisme de Dirac

γd (w) : Ew → Ew,

est un endomorphisme borné et à trace pour la structure induite par F sur la fibre

Ew pour tout w ∈ W.

Remark 1. On peut définir cette notion sur toutes les cartes de trivialisation à

des 1-formes locales.

Pour une carte de trivialisation W ⊂ W, une base de sections locales sur W
est notée {∂ν : ν = 0, 1, 2, 3}, on pose {dµ : µ = 0, 1, 2, 3} la base duale locale de
1-formes sur W en posant

dµ ⊗ ∂ν = δµν avec dµ ⊗ ∂ν (w) = dµ (w) (∂ν (w)) , ∀w ∈ W .

On définit sur la carte W , le tenseur de Poisson

γµν =
1

2
Trace{γµ, γν} = Trace (γµγν) avec γµ = γd

µ

.

Cette construction a un sens si on fait l’hypothèse que la section de Dirac est
localement bornée et à trace.
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Definition 2. Le tenseur de Poisson γµν est métrique si et seulement si la matrice

(γµν) est inversible, le tenseur pseudo-métrique g associée au tenseur de Poisson

est définie par

(gµν) =
1

4
(γµν)

−1
avec g (∂µ, ∂ν) = gµν .

Proposition 1. La pseudo-métrique g est indépendante du choix de la base locale

de sections.

Proof. Soit W 1 et W 2 deux cartes en w ∈ W. On note
{
∂jν

}
une base locale de

sections sur la carte W j . Sur W 1 ∩W 2 les sections locales ∂2ν s’écrivent dans la
base de sections locales

{
∂1ν

}

∂2ν = aµν∂
1
µ.

On note dνj la 1-forme duale locale de ∂jν définie par

dνj ⊗ ∂jµ = δνµ

alors

dν2 = bντd
τ
1 , B = A−1

avec A = (aµν ) et B = (bντ ). Les endomorphismes de Dirac associées aux 1-formes
dνj sont notées γνj et le tenseur de Poisson associé est noté γνµj = Trace

(
γνj γ

µ
j

)
, on

a

γν2 = bντγ
τ
1 et γµ2 = bµργ

ρ
1 ,

γν2 γ
µ
2 = bντb

µ
ργ

τ
1 γ

ρ
1 ,

donc,

γ
νµ
2 = bντb

µ
ργ

τρ
1 , γτρj = Trace

(
γτj γ

ρ
j

)
. (1.1)

Si on pose γ̃j la matrice (γ̃j)
ρ

τ
= γ

τρ
j , l’équation 1.1 s’écrit

γ̃2 = B× γ̃1 ×
(
TrB

)

et si gj =
1

4
γ̃−1
j , on a

g2 =
(
TrA

)
g1A.

Les matrices g1 et g2 sont congruentes, les métriques qu’elles définissent sont les
mêmes. �

Definition 3. Une section de Dirac est métrisable si et seulement si cette sec-

tion est localement bornée, localement à trace et le tenseur de Poisson associé est

métrique.

La pseudo-métrique associée à γ est notée gγ et g si aucune confusion n’est
possible. Les sections de Dirac définissant une métrique riemannienne sont les
sections de Riemann, les section de Lorentz sont les sections de Dirac ayant pour
métrique associée une métrique lorentzienne. Les sections de Dirac dont la métrique
est de signature (2, 2) sont les sections de Pauli et celle de signature (3, 1) sont les
sections anti-lorentzienne [2].

Remark 2. Les signatures (0, 4), (1, 3), (2, 2), (3, 1) sont les signatures respective-
ment de la forme (+,+,+,+) (−,+,+,+), (−,−,+,+) et (−,−,−,+).
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Si le fibré ξW est le fibré tangent de W, alors chaque section de Dirac métrisable
de TW définie un opérateur de Dirac sur les champs de l’univers W

H = γ ⊗∇, X̃ = γ (∇X)

où ∇ est la connexion de Levi-Civita associée à la pseudo-métrique gγ . La con-
nexion de Levi-Civita est définie sur le fibré tangent, si on veut étendre la notion
d’opérateur de Dirac à un fibré de Banach, il faut munir le fibré d’état sur W d’une
section de Dirac γ et d’une connexion de Koszul ∇. L’opérateur de Dirac s’écrit

H = γ ⊗∇,

avec
∇ : Γ (ζ) → Γ

(
Λ1W ⊗ E

)
, ∇ (λs) = dλ⊗ s+ λ∇s, K-linéaire

et
H (s) (w) = γ (w) (∇s (w)) , ∀w ∈ W.

On peut définir deux types d’équation de Dirac, l’une est une équation d’évolution
le long d’un champ T , l’autre est une équation d’état des sections. L’équation
d’évolution dans une carte de trivialisation W ⊂ W, d’une section s le long d’un
champ T , est définie par une équation de la forme

Hs = λ∇T s,

λ est une C∞-application défine sur W à valeurs dans C (2.2). L’équation d’état
est de la forme

Hs = λs,

les états locaux de l’opérateur de Dirac sont les fonctions propres locales λ de cet
opérateur (2.3).

Proposition 2. Si s et ∇T s sont des sections propres associées à la fonction

propre λ alors s est une section propre de l’opérateur [∇T , H ] pour la fonction

propre dλ⊗ T .

Proof. On rappelle que dλ⊗T (w) = dλ (w) (T (w)), ∀w ∈W . Avec les hypothèses
on a

∇T ◦H (s) = ∇T (λs) = (dλ⊗ T ) s+ λ∇T s

= (dλ⊗ T ) s+H ◦ ∇T (s)

et
[∇T , H ] (s) = (dλ⊗ T ) s.

�

2. Représentation des équations de Dirac sur un fibré de dimension

finie

On suppose que le fibré ζ est de dimension n. Soit W une carte de trivialisation
de ζ et du fibré tangent ξW de W. On se donne une base de sections locales sur
W, notée {eα : α = 0, 1, · · · , n− 1}, {∂µ : µ = 0, 1, 2, 3} le local frame associé à la
carte W et {dν : ν = 0, 1, 2, 3} le local frame dual.

Theorem 1. Si ∇ est une connexion de Koszul et γ est une section de Dirac sur

ζ alors

H (s) = γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
eσ.

où γνσβ = (γν)
σ
β, Γ

β
αν sont les symboles de Christoffel de ∇ et s = sαeα.
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Proof. Si on pose s = sαeα, alors

∇s = ∇ (sαeα) = dsα ⊗ eα + sα∇eα

= dsα ⊗ eα + sαΓβ
αjd

j ⊗ eβ.

La connexion s’écrit ∇eα = Γβ
ανd

ν ⊗ eβ, les C
∞-applications Γβ

αν représentent
les symboles de Christoffel associés à la connexion ∇ et dsα = ∂νs

αdν ,

∇s = ∂νs
αdν ⊗ eα + sαΓβ

ανd
ν ⊗ eβ

=
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ⊗ eβ.

La section de Dirac γ de E a pour représentation

γ (dν ⊗ eβ) = γνσβ eσ,

avec (γν)
α
β = γναβ ,

γ ⊗∇ (s) = γ
((
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
dν ⊗ eβ

)

γ ⊗∇ (s) =
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
γ (dν ⊗ eβ)

γ ⊗∇ (s) = γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
eσ. (2.1)

�

Theorem 2. L’équation d’évolution le long d’un champ T = T ρ∂ρ est

γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
= λ

(
tρ∂ρs

σ + tρsαΓσ
ρα

)
, 0 6 σ 6 n− 1

et l’équation d’état s’écrit

γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
= λsσ, 0 6 σ 6 n− 1.

Proof. On calcule ∇T s pour T = T ρ∂ρ et s = sαeα,

∇T s
αeα = tρ∇∂ρ

(sαeα)

= tρ
(
∂ρs

αeα + sαΓβ
αρeβ

)

=
(
tρ∂ρs

k + tρsαΓk
ρα

)
ek,

et en utilisant 2.1, on peut écrire

γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
= λ

(
tρ∂ρs

σ + tρsαΓσ
ρα

)
, 0 6 σ 6 n− 1.

�

Les matrices de Dirac γµ, 0 6 µ 6 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C∞ sur W , à valeurs réelles ou complexes. Si
Dν est l’opérateur sur E défini par

Dνs =
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
eβ =

(
Dβ

ν s
)
eβ,

l’opérateur de Lie s’écrit

L νs = ∂νs
βeβ

et l’opérateur de Christoffel est défini par

Γνs = sαΓβ
ανeeβ

et l’opérateur Dν est la somme de ces deux opérateurs

Dν = L ν + Γν .
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L’endomorphisme de Dirac γν vérifie

γν (eβ) = γνσβ eσ

et

γ ⊗∇ (s) = γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
eσ

= Dβ
ν s.γ

ν (eβ) = γν
(
Dβ

ν s.eβ
)

= γνDν (s) .

Avec les notations précédentes

H = γνDν = γνσβ Dβ
νσ,

l’équation d’évolution peut s’écrire

γνσβ Dβ
νσs = λ

(
tρ∂ρs

σ + tρsαΓσ
ρα

)
,

si le champ T = ∂0, l’équation de Dirac s’écrit

γνσβ Dβ
νσs = λ (∂0s

σ + sαΓσ
0α)

γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβ
αν

)
= λ

(
tρ∂ρs

σ + tρsαΓσ
ρα

)

or Γσ
0α = Γσ

α0 et

γνDν (s) = λD0 (s) ,

qui peut s’écrire sous la forme

3∑

ν=1

γνDν (s) =
(
λ− γ0

)
D0 (s) .

On a le théorème suivant,

Theorem 3. L’opérateur H de l’équation de Dirac est

H = γνDν ,

γν sont les quatre matrices de Dirac dans le local frame {eα, 0 6 α 6 n− 1} et si

T = ∂0 alors l’équation de Dirac le long du champ T s’écrit localement

3∑

ν=1

γνDν (s) =
(
λ− γ0

)
D0 (s) , (2.2)

l’équation d’état est de la forme

γνDν (s) = λs. (2.3)

Remark 3. Si la section de Dirac γ est lorentzienne, on peut définir la notion de

champ chronologique [1] local T pour la métrique g induite par la section γ. La

connexion de Levi-Civita ∇ associée à cette métrique permet de définir l’opérateur

de Dirac et l’équation de Dirac sur les champs X de W. Le théorème de redresse-

ment des champs permet de définir une carte W pour laquelle le local frame associé

vérifie T = ∂0. L’équation de Dirac sous la forme 2.2 s’écrit

(
λ− γ0

)
D0 (X) =

3∑

ν=1

γνDν (X) , X ∈ ΓW (ξW) .
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Si les symboles de Christoffel sont nuls alors on retombe sur l’opérateur de Dirac

γν∂ν ,

D est l’opérateur de Dirac sur un espace non courbe, il se généralise à un espace
courbe sous la forme

γνDν .

3. Equation de Dirac sur un univers parallélisable

Si l’univers W est parallélisable, le fibré tangent ξW est trivial et les champs
complexes de W, c’est-à-dire, les sections de ξW ⊗ C, s’identifient aux C∞-
applications ψ deW à valeurs dans C4. Sur la carteW deW, on note {∂µ : µ = 0, 1, 2, 3}
le local frame associé à la carte W et {dν : ν = 0, 1, 2, 3} le local frame dual. Une
base de sections locales sur W est {ψα : α = 0, 1, · · · , 3} où ψ0 (w) = (1, 0, 0, 0),
ψ1 (w) = (0, 1, 0, 0), ψ2 (w) = (0, 0, 1, 0) et ψ3 (w) = (0, 0, 0, 1) pour tout w ∈ W.
On complexifie la connexion de Levi-Civita ∇ associée à la section métrisable γ,

∇A+iB (X + iY ) = ∇AX −∇BY + i (∇AY +∇BX)

on peut ainsi définir l’opérateur de Dirac de rang un. Soit γ la section de Dirac de
matrices complexes

γ0 =
i

c

(
I2 O2

O2 −I2

)
et γj = i

(
O2 σj

−σj O2

)
, j = 1, 2, 3

où σj sont les matrices de Pauli

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
et σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Cette section γ est une section de Dirac métrisable, de métrique g dont la matrice
dans le local frame est la matrice de Minkowski




−c2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

les fonctions de Christoffel, associées à la connexion de Levi-Civita de g, sont nulles
sur W . L’équation de Dirac 2.3 s’écrit γν Lν ψ = λψ. Or Lν ψ = (∂νψ

α)ψα = ∂νψ,
on obtient l’équation de Dirac en prenant pour fonction λ, la fonction constante
λ = mc

~
.

Remark 4. On voit ainsi que les masses sont discrétisées, elles correspondent

aux fonctions propres constantes de l’opérateur de Dirac défini par la section de

Dirac γ. Dans le cas général, les masses peuvent varier, les fonctions propres de

l’opérateur de Dirac permettent de définir la notion de variation de masse. Les

fonctions propres de l’opérateur de Dirac H sont appelées les fonctions de densité

de masse.
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4. L’équation d’état des pseudo-métriques

SoitW une carte de trivialisation du fibré S2W des formes bilinéaires symétriques.
Une section de S2W, non dégénérée, définie une pseudo-métrique sur W. La fibre
de S2W est formée des formes bilinéaires symétriques de R4. Le local frame dual
de {∂µ : µ = 0, 1, 2, 3} est noté {dν : ν = 0, 1, 2, 3} et une base de sections locales
S2W surW est {dµ ⊗ dν : 0 6 µ 6 ν 6 4}. Si g est une forme bilinéaire symétrique
sur W , g = gµνd

µ ⊗ dν .

Theorem 4. L’équation d’état des formes bilinéaires symétriques est

γabcρσ (∂agbc + gµνΓ
µν
abc) = λgρσ,

où λ est une fonction propre de l’opérateur de Dirac H.

Proof. Avec les notations précédentes, on a

∇g = ∇ (gµνd
µ ⊗ dν) = dgµν ⊗ (dµ ⊗ dν) + gµν∇ (dµ ⊗ dν)

= dgµν ⊗ (dµ ⊗ dν) + gµνΓ
µν
jστd

j ⊗ dσ ⊗ dτ ,

les C∞-applications Γµν
jστ sur W sont les symboles de Christoffel de la connexion.

En posant dgµν = ∂ρgµνd
ρ,

∇g = ∂ρgµνd
ρ ⊗ dµ ⊗ dν + gµνΓ

µν
jστd

j ⊗ dσ ⊗ dτ

= ∂agbcd
a ⊗ db ⊗ dc + gµνΓ

µν
abcd

a ⊗ db ⊗ dc

= (∂agbc + gµνΓ
µν
abc) d

a ⊗ db ⊗ dc.

La section de Dirac γ de S2W a pour représentation

γ
(
da ⊗ db ⊗ dc

)
= γabcρσ d

ρ ⊗ dσ

avec (γa)bcρσ = γabcρσ .

γ ⊗∇ (g) = γ
(
(∂agbc + gµνΓ

µν
abc) d

a ⊗ db ⊗ dc
)

= (∂agbc + gµνΓ
µν
abc) γ

(
da ⊗ db ⊗ dc

)

= γabcρσ (∂agbc + gµνΓ
µν
abc) d

ρ ⊗ dσ.

L’équation de Dirac s’écrit

γabcρσ (∂agbc + gµνΓ
µν
abc) = λgρσ.

�

Remark 5. Peut-on décrire l’équation de la relativité générale d’Einstein à partir

d’un opérateur de Dirac? La réponse est non, si on veut décrire cette équation, il

est nécessaire de faire intervenir les opérateurs de Dirac de rang supérieur, à savoir

l’opérateur

γ2 ⊗R∇

défini dans [1].
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5. Conclusion

A partir d’une section de Dirac métrisable γ sur le fibré tangent, on peut écrire
l’équation de Dirac à l’aide des matrices gamma et des matrices de Pauli. Cette
représentation permet de généraliser l’équation de Dirac sur les fibrés d’état munis
d’une connexion ∇ et d’une section de Dirac γ. On a démontré que l’équation de
Dirac sur les champs complexes peut être représentée uniquement par une section
Lorentzienne.
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