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Introduction

Soit V un espace vectoriel de dimension n. Une famille {Hy, ..., H,} d’hyperplans vectoriels de V' deux a
deux disctintes définie un arrangement A = A(Hy, ..., H,) de V. Pour tout ¢ € {1,...,p}, soit [; une forme
linéaire sur V' de noyau H;. Ces formes sont définies a un coefficient de proportionalité pres.

Suivons les notations du livre de P. Orlik et H. Terao [O-T]. Notons L(.A) 'ensemble des intersections
non vide d’éléments de {H;,...,H,}. Si X € L(A), nous notons J(X) = {i € {1,...,p} ; X C H,},
r(x) le codimension de X et Ay l'arrangement d’hyperplans défini par {H;};c;x). Un arrangement A est
dit irréductible s’il n’est pas isomorphe a un produit d’arrangements non vides. Soit S = S(V*) I'algebre
symétrique de l'espace vectoriel dual de V. Nous notons Derc(S) le S-module des dérivations de S sur C
et D(A) le sous-module de Derc(S) formé des dérivations x vérifiant pour tout i € {1,...,p} : x(fi) € I; S.
Nous disons que I'arrangement A est libre si D(A) est un S-module libre.

En dimension 2, tous les arrangements d’hyperplans sont libres. En dimension quelconque, les arrange-
ments définis par des sous-groupes de réflexion du groupe linéaire de V' définissent des arrangements libres dits
arrangements de reflexion. C’est le cas notamment des arrangements de tresse définis a partir des hyperplans
invariants du groupe symérique.

Soit Ay (C), I'algebre de Weyl des opérateurs différentiels a coefficients dans S. Suivant la démonstration
de Bernstein [Be], I'idéal des polynémes b € C[sy, ..., s, vérifiant :

b(st, ... sp) .l e An(C)[sy, ..., 5] liﬁ-l,..l;pﬂ ,

n’est pas réduit a zéro. Cet idéal ne dépend pas du choix des formes linéaires [; qui définissent les hypersurfaces
H;. Nous notons cet idéal B(.A) et 'appelons I'idéal de Bernstein de A. Le but de cet article est de déterminer
cet idéal lorsque A est un arrangement d’hyperplans linéaires libre.

Si X € L(A), notons Ax l'arrangement d’hyperplans défini par {H;}ic(x).



Théoréme 1 Soit V' un espace vectoriel et A un arrangement d’hyperplans linéaires libre. Alors [’idéal de
Bernstein de A est principal et engendré par le polynome :

2(cardJ(X)—r(X))

bA(Sl,...7Sp)= H H ( Z Si+T(X)+j) 5

XeL'(A) Jj=0 ieJ(X)
ou L'(A) ={X € L(A) ; Ax est irréductible}.

Exemple 1 (en dimension 2) : Soit Iy, la, .. .,l, une famille de p formes linéaires homogenes sur C? non deux
a deux colinéaires. L'idéal de Bernstein de ([y,...,[,) est principal et engendré par le polynéme :

P 2(p—2)
[IG+1) I (s14+--+s,+2+7)
i=1 §=0

Exemple 2 (I'arrangement de Tresse) : Soit la famille (x; — 2;)1<i<j<n de formes linéaires sur C". L’idéal de
Bernstein de (z; — x;)1<i<j<n est principal et engendré par le polynome :

(card I—1)(card I—2)

H H ( Z s;; +cardl — 1+ k)

Ic{1,..n} k=0 1<i<j<n , i,jel

1 Compléments sur les champs de vecteurs logarithmiques

Soit X une variété analytique complexe de dimension n. Désignons par Ox son faisceau structural, Dx
le faisceau des opérateurs différentiels a coefficients dans Ox et Derx le sous-faiseau des champs de vecteurs
holomorphes.

Soit (fi,..., f,) des fonctions analytiques sur X et F' = f;... f, leur produit. Notons H; I'hypersurface
formée par les zéros de la fonction f; et H la réunion de ces hypersurfaces ou encore I'hypersurface formée
par les zéros de F'.



Soit Dx|[s1, ..., S, le faisceau des opérateurs différentiels a coefficients dans Ox[sy, ..., s,]. Désignons
par Dx|[s1,...,sp|f7" ... f;7,1e Dx[s1,. .., sp]-Module engendré par fi* ... f;» dans Ox|[sy, ..., sp, %] e for
muni de sa structure naturelle de Dx|sy, ..., s,]-Module.

Notons par T*X = X le fibré cotangent & X. Posons :

Qfl fp:{(x,z de(m) ...,Sp);SiGC,etF(I)%O}.

..... S; S1
— Zf,L(l')’ )

Cet ensemble (O,  ; est sur 71 (X — H) x CP une sous variété analytique lisse réduite de dimension n + p
définie par les équations :

fi— S; =0 pourie{l,...,p}.

z; fi(x)
Nous désignons par Wﬁl s, Vadhérence dans T*X x CP de Qdy, s, Cette adhérence est donc un sous-espace
irréductible de dimension n + p de T*X x CP.

Suivant K. Saito, un champ de vecteurs holomophe x est logarithmique pour H si et seulement 1'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

— en tout point lisse de H, le champ de vecteurs y est tangent a H,

— pour tout xy dans H, x(F) € FOx 4.
Le sous-faisceau des dérivations logarithmiques pour H est noté Derx (H). De cette équivalence, résulte :

Derx(H) = NY_Derx (H;) .

Notation 1 Soit x € Derx(H) et tout j € {1,...,p}, soit b; la fonction holomorphe telle que x(f;) = b;f;.
Nous noterons x 'opérateur différentiel :

P
X=X—2_bjs; € Dx[s1,...,s)]
j=1

et par }
Derx(fi,...,fp) ={X; x € Derx(H)} .



Si P est un opérateur de Dy, nous notons o(P) le symbole principal de P pour la filtation naturelle de Dy
par l'ordre des dérivations. En donnant a chaque s; le poids un, cette filtration s’étend en une filtration de
Dx|s1, .-, 8] que nous appelons filtration diese. Si P € Dx|sy, ..., sp), notons *(P) le symbole principal
de P pour cette filtration. C’est une fonction analytique sur 7*X x CP. Si M est un Dx][sy,. .., s,] -Module
cohérent, nous noterons car®(M) sa variété caractéristique relativement a la filration diese.

Proposition 1 a) Dery(fy, ..., fp) est Uensemble des opérateurs de Dx|sy, ..., s, d’ordre un pour la filtra-
tion diese annulant fi* ... fr.
b) L’application : )

Derx(H) — Derx(fi,---,fp) , X——X

est un isomorphisme QOx-linéaire.
Remarque 1 Si U,V € Derx(H) :
[U,V]=UV —VU € Derx(H) et [UV]=UV-VU.

Notation 2 Nous notons I*(fi, ..., [p) Uidéal de Opx[si,. .., s,| engendré par les symboles des opérateurs
de Derx(fi,..., fp). Si (61,...,01) forme un systéme de générateurs du Ox-Module Deryx(H) :

F(fr.. ) = (0%(80), ..., 0%(8)

Proposition 2 Si I*(f1,..., f,) est un idéal premier :
1. la variété des zéros de I*(f1,..., f,) est Wﬁl,...fp :

2. Nous avons (voir aussi [B-M-M1] pour le résutat général) :
car'Dx[s1,...,sp)fi" ... for = Wﬁl,...fp ,

3. pour tout systéme de générateurs (01,...,0;) du Ox-Module Derx(H) :

Annpy s, o) fi - f3r = Dx[s1, ... sp)(01, ..., &)



Preuve de 1 : En dehors de H, Derx(H) est un Ox_p-Module libre engendré par les n dérivations :

10 f]
our 1<:i:<n ;
sz Z P -
Il en résulte que la restriction de I*(fy,. .., f,) & X — H est un idéal réduit dont le lieu des zéros est la variété
lisse 2y, .5, Si 1 “(fi,.-, fp) est un idéal premier, sa variété des zéros est irréductible et est 'adhérnce de

Qf,.....s, qui est par définition Wﬁl,‘..fp'

Preuve de 2 : En fait ce résultat est vrai sans hypothese sur fi, ..., f, voir [B-M-M1]. Sous notre hypothese,
il se déduit simplement du premier résultat. En effet un calcul direct montre que si un opérateur P annule
.. J,7, son symbole di¢se est nul sur {2y, ., donc sur Wﬁl 7,- Nous avons alors :

W} Cear*Dx[sy,....s)f .. for CVUIH(fr,.. o) CWh g

Preuve de 3 : Si P € Dx|sy,...,s,] annule f;* ... f5, 0*(P) appartient 4 I'idéal (c4(01),...,0%(&)). Ainsi,
il existe Ay,...,A; € Dx]|s1,...,S,], tel que

p ~
=o' (D A
j=1

L’opérateur P — Z?Zl A;d; est un opérateur de degré diese strictement inférieur a celui de P annulant toujours
' ... fyr. La démonstration se fait alors par récurrence sur le degré diese de P.

2 Le cas localement libre quasi-homogene

Soit X une variété analytique complexe de dimension n, (fi,..., f,) des fonctions analytiques sur X
et I' = fi...f, leur produit. Nous conservons les notations du paragraphe précédent. En particulier, H;
désigne I’hypersurface formée par les zéros de la fonction f; et H la réunion de ces hypersurfaces ou encore
I’hypersurface formée par les zéros de F'.



Définition 1 F' est dit localement quasi-homogene s’il existe au voisinage de tout point un systéme de co-
ordonnées locales dans lequel F' = uG ou u est une unité et G est un polynome quasi-homogéne a poids
stricitement positif. Le diviseur défini par F' est alors dit localement quasi-homogene.

Proposition 3 Si F' est localement quasi-homogéne et que Derx (H) est localement libre lidéal I*(f1, ..., f,)
est un idéal premauer.

Preuve : Tout d’abors nous remarquons que si uy,...,u, sont des unités de Ox, I Yfe,. fp) est un idéal
premier si et seulement si I*(uy f1, ..., u,f,) est un idéal premier. Ainsi si o € H, pour montrer notre propo-
sition au voisinage de x(, nous pouvons supposer X = C", o = 0 et I’ quasi-homogene a poids strictement
positif. Ainsi, chaque f; sont quasi-homogene a poids strictement positif. La preuve de la proposition se fait
alors par récurrence. Le lemme clef, pour cette récurrence est la proposition de F. Castro, L. Narvaez et D.
Mond :

Proposition 4 [C-N-M] Soit X une variété complexe de dimension n, soit D un diviseur localement quasi-
homogéne dans X et p € D. Alors, il existe un voisinage ouvert U de p tel que pour tout g € UND, q # p, le
germe de paire (X, D, q) est isomorphe au produit (C"~' x C, D' x C,(0,0)) ot D’ est un diviseur localement
quasi-homogene.

Supposons la proposition que nous voullons démontrer vraie en dimmension n — 1. Supposons X = C" et
0 € H. Il faut montrer que le germe de U'idéal I*(fy,..., f,) est un idéal premier. Soit dy, ..., d, une base de
Dery (H), nous avons suivant la remarque 2 :

Iﬁ(fh ey fp) = (gﬁ(51)7 cee ’gﬁ(gn»

Les composantes irréductibles de la variété des zéros de I*(f1,..., f,) sont donc de dimension supérieure &
n + p. En dehors de H, I*(fy,..., f,) copincide avce I'idéal premier :

p .
(6@'_2;2523]') pour 1<i<n ;
j=1 Ji OLi




Ainsi, Wﬁl 1, st une composante irréductible de la variété des zéros de I *(fi, ..., f»). Si cette variété avait
d’autres composantes irréductibles, comme par récurrence I*(fi,. .., f,) est premier en dehors de 771(0) x C?,
ses autres composantes irréductibles seraient contenues dans 7=1(0) x CP. Soit alors x le champ de quasi-
homogénité de F et d; le degré d’homogénéité de chaque f;. Nous avons x € Dery(H) et x = x — Y0 d;s;.
Il en résulte que :

P

(7]-71(0> X Cp) N V([u(fla s 7fp)) C TJX X (Z disi = O)
i=1

Cette composante serait donc contenue dans un espace de dimension n + p — 1. Nous en déduisons :
V(i f) = Wh Ly,

I en résulte que (o4(dy),...,0%(0,)) est une suite régulicre. Comme I(fi, ..., f,) est réduit en dehors de H,
il résulte que I*(fi,..., f,) est réduit et donc premier.

Corollaire 1 Si F' est localement quasi-homogéne et que Derx( H) est localement libre, nous avons pour
toute base 01, ...,0, de Derx(H) :

1IN fr, .. f,) = (08(01), . .., 0%(8,) est un idésl premier et sa variété des zéros est Wﬁl’...fp,

2. (0%(01),...,0%(d,)) est une suite réguliére de Op-x[s1,. .., s,),

3. 0(01),...,0(0,)) est une suite réguliere de Or«x,

4. (F,0%(01),...,0%0,)) est une suite réguliére de Op-x[sy,. .., s,),

5. AHH'DX[S““’SP]ffI R f;p = DX[SI; R 7Sp](517 ce 75l)7

6. Soit f,”" ... fI,SP la classe de ffl ... fyr dans le quotient Dx[sy, ..., splfi" ... fyr/Dxls1, ..., splfi fortt,

. 851 s ~

alors : Annp s, s f1 - fp "= Dxls1,...,8)(F, 51, ey On).

Preuve : Les points 1,2,5,6 résulte directement ou facilement de ce qui précede. Pour le point 3, rappe-
lons suivant par exemple [B-M-M1] ou [B-M-M2] que Wﬁl,...fp N(sy = ... = s, = 0) s’identifie & sous-
variété lagrangienen de 7*X. Ses composantes irréductibles sont donc de dimension n. Il en résulte que



(81, -+, 8p, gﬁ(51)7 . ,O'ﬁ(gn) est un suite réguliere. Le résultat s’en déduit. Pour le point 4, cela résulte du
fait que par définition de Wﬁhmfp siu€Oxet Fue I*(fi,...,[f,) alorsu € I*(fi,..., f,).

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons F' est localement quasi-homogene et que Derx (H) est
localement libre. Notons Sp(Derx(fi, ..., f,)) la suite de morphisme de Dx|sy, ..., sp]-Modules a gauche :

W N Derx (fi, ooy fo)) =5 Dxls1, .-, 8p) @0xfs1,...s) N (Derx (fr, ..., fp)) —

ou le morphisme €_;, est défini par :

— DX[SI; c.. ,Sp] ®OX[51

----------

e k(POMA...Anp) =D (1) Ppi@mA. . AN Age+ Y (1) PR, nilm A A AN A
k=1 1<i<j<k

Suivant [N], Sp(Derx (f1, ..., f,)) constitue un complexe de de Dx|[sy, ..., s,]-Modules & gauche.

Proposition 5 Sous les hypotheses F localement quasi-homogene et Derx(H) localement libre, le complexe
Sp (Derx (f1, ..., fp)) est une résolution libre de Dx|[s, ..., sp]-Module a gauche du Module Dx|[sy, ..., sp|f{* ... fr.

Preuve : Ce complexe de Dx|[si,...,s,]-Module a gauche a gauche est naturelement filtré . Son gradué
s’identifie au complexe de Koszul de la suite réguliere (o%(d,),...,0%(5,)). Il n’a donc de la cohomologie qu’en
degré zéro. Le morphisme d’augmention naturel (voir le corollaire 1) :

Sp'(Derx(fi, ..., fp) — Dxls1,. .., s f5* ... Iy
est donc un complexe sans cohomologie.

Notation 3 Soit x € Derx(H) et pour tout i € {1,...,p}, la fonction holomorphe b; telle que x(f;) = bif;.
Nous noterons x l'opérateur différentiel :

P

):(:X+ij(5j+1) EDX[sl,...,sp];

j=1
et par B
Derx(fi,...,fp) ={X; x € Derx(H)} .



Dans la suite, nous supposserons que quitte a diminuer X, (d,...,d,) est une base de Dery(H). Il s’en

suit que (51, ...,0,) est une base du O]X[slj ..., Sp]-Module libre Dery (fi, ..., fp)- De méme, (51, ...y 0p) est
une base du Ox/[si, . . ., s,]-Module libre Derx (fi, ..., f,).

Soit i et j deux entiers distincts compris entre 1 et n. Comme §; appartient a Derx(H), il existe des
m;; € Ox tels que :
0i(f5) =mi;f; -
Nous ne déduisons que &;(F) = (Xj_,- m;;)F. De plus, comme [0;,d;] appartient & Derx(H), il existe des
ay?’ € Ox tels que :

[0:,0;) = > oy’ dy,
k=1

Nous en déduisons :

Notons que l'on : o)’ = —ag".

Lemme 1 Sit; désigne la transposée de 'opérateur o; :

Preuve : Cela repose sur un lemme établi par F. Castro et J.-M. Ucha dans [C-U] qui assure que pour tout
0<i:<n:

n

t i,k

5i:—5i—mi+ Z o,
k#i,k=1

Le lemem s’en déduit puisque &; = 8; — 25:1 m; ;S; et 0; = 6; + Z§:1 m; j(s; +1).
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Soit M est un Dx]sy, ..., sy]-Module cohérent. Notons % le faisceau des formes différentielles de degré
maximum sur X. Le dual de M est le complexe RHomp,s,....s,] (M, Dx|[s1, ..., 5s,]) transformé en un com-
plexe de Dx[sy, ..., s,-Module a gauche par application du foncteur Homop, s, ,..s,] (2% [51, . ., 5p], —). Nous
noterons M* ce complexe. Ses groupes de cohomologie sont les

5 (M, Dx[s1,---,5p])) -
Proposition 6 Sous les hypothéses F' localement quasi-homogéne et Derx(H) localement libre :
(Dx[s1,-- -, splfi - f;7)" =~ Dxlsq, - .. Sl fr T fp*spfl[—n] .

Preuve : Suivant [M], le nombre grade de Dx/[s1, ..., s,|fi" ... fy7 est égal a n. Il résulte alors de la propostion
5 que le dual de M est concentré en degré n. Calculons ce groupe de cohomologie. Explicitons pour cela :

DX[Slw-'aSp] ®(’)X[sl ..... Sp) An(DAérX(fla"'7fp)) i>,Z)X[517-"75p] ®(’)x[31 ..... Sp) An_l(DérX(f17"'7fp)) .

Si (d1,...,0,) est une base de Dery (Log H), A*(Derx(fi,. .., f,)) est un Ox|[si, ..., s,]-Module libre de base

S A ... NS, et A"_I(DNerX(fl, ooy fp)) un Ox|s1, ..., sp]-Module libre de base (51 A ANOGGA . A Sn)lgign.
Nous obtenons :

.....

e_n(1®51/\.../\5n):Z(—l)i_lgi®5~1/\.../\§i/\.../\Sn—i— 3 (1) @[6, S AGIA. . . AOWA. . NSy A. . NB

i=1 1<u<v<n

Et nous obtenons :

. . S i k < .
comme la transposée de 'opérateur &; — >3 - o) est —d;. Nous obtenons que M* est isomorphe au

complexe concentré en degré n :
Dx|s1,.-.,Sp)

Dx[Sl, Ce 73p](817 ey Sn)
Il reste a utiliser le point 4 du corollaire 1.

[=n] .
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Remarque 2 Sous les hypothéses de la proposition 6, nous pouvons en fait montrer [’existence d’un isomor-
phisme canonique entre

Hompjs,,..5,) (V% [51, .-, 5], RHomDX[Sh_,_,Sp}(Sp'(DNerX(fl, oo f5)): Dxl[s1, ..., 8p])) -

et ~
Sp'(DNerX(fl, s )] -

Proposition 7 Sous les hypothéses F' localement quasi-homogéne et Derx(H) localement libre :

( Dxlsi,...,sp|f7" .. fp7 )*NDX[31>---asp]fl_sl_g---fp_srz[_n_1]
Dx[s1,..., s, fi ... opt DX[sl,...,sp]fl_sl_l...fpfs”fl

Preuve : En effet, nous avons le triangle dans la catégorie dérivée :

Dx[Sl,...7Sp} 181 ;p

(DX[Sl,...78p] fl...f;p)*—>(Dx[sl,...,sp] fl+1...f;p+1)*—>< oo | Sp+1)*[1] .
DXI:Sl,,Sp] 1 <. Jp
Il résulte de la proposition précédente 1'isomorphisme :
Dx|[s1,....sp|f1" - for e e e e
(D s p ]p51+1 fiﬁl) = (DX[317~~-a3P]f1 ' 1---fp P 1_>DX[317--~a8p]f1 ! 2"'fp P 2) [—n—1] .
X 1,..., P 1 ceeJp

La proposition s’en déduit.

Remarque 3 Plagons nous sous les hypotheses F' localement quasi-homogéne et Derx (H) localement libre. Le

Ox|s1, ..., Sp]-Module localement libre Ox|s1, . . ., sp]F@DErX(fl, ..+, fp) est stable par crochet. Nous pouvons
lui associer un complexe de Spencer que nous noterons Sp (Ox|s1,. .., sp|F @& Derx(fi,..., fy)). Suivant le
corollaire 1, ce complexee est une résolution libre de Dx|[s1, ..., sp|-Module a gauche
Dx[s1,-- -5 splfit - [y
Dx|[s1,. .., splfT ... f;pH .
Son dual s’identifie naturellement au complexe de Spencer corespondant Sp'(Ox|s1, . . . ,sp}FGBD:erX(fl, e o))
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Soit zp € X. Nous notons B(zo, fi, ..., fp) I'idéal de C[sy, ..., s,] des polyndémes b vérifiant au voisinage
de xg :
(%) bs1,-..,sp) fit. . for € Dx[s1, ... sp) [ forth

Nous l'appelons idéal de de Bernstein de (fi, ..., f,) au voisinage de .

Proposition 8 Sous les hypothéses F localement quasi-homogéne et Derx (H) localement libre . Le Dx|[sq, . .., Sp]-
Module a gauche :
Dx[s1,-- s splfit - fyr

s1+1 sp+1
DX[S].??SP]I «eo Jp

est pur de nomre garde n+ 1 (tous ses sous-Modules ont pour nombre grade n + 1). Pour tout xq, la racine
de idéal de de Bernstein de (fi,..., f,) au voisinage de x est principal. De plus :

b(Sl,...,Sp) EB(I(),fh...,fp) <:>b(—81—2,...,—8p—2) EB((L’(],fl,...,fp).

Preuve : Pour la pureté, suivant la remarque 5 de [M], il suffit de remarquer sous nos hypotheses :

; ; Dx[s1,. -, splfit .. for
E‘rtDX[sl,...,sp](ExtDX[sl,...,sp]( plerl Z;p-H ) DX [817 ) Sp])7 DX [817 RS SP]) 7é 0
Dx[s1,.-,Sp)fi o fo

implique ¢ = n+ 1. Cela résulte directement de la proposition 7. La proposition 20 de [M] assure que la racine
de l'idéal de Bernstein B(zo, fi, ..., fp) est principal. Le résultat de symétrie resulte de la proposition 7.

3 L’idéal de Bernstein d’un arrangement libre d’hyperplans linéaires
Désormais V' = C" ou plus généralement un espace vectoriel de dimension n. Nous considérons Hy, ..., H,

des hyperplans linéaires de V' deux a deux disctintcs. Ils définissent un arrangement d’hyperplans A =
A(Hy,...,Hy,) de V. Notons toujours H la réunions de ces hyperplans. Tous supposerons l'arrangement
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défini par H libre. Pour 1 < ¢ < n, nous considérons /; une forme linéaire homogene sur V' de noyaux H;, po-
sons L =1y ...l,. Les formes linrhaires /; sont définies a un coefficient de proportionalité pres. Le Ox-Module,
D(A) = Dery (L) est donc un Oy-Module libre.

Suivons les notations du livre de P. Orlik et H. Terao [O-T]. Notons L(.A) I'ensemble des intersections
non vide d’éléments de {Hy,..., H,}. Si X € L(A), nous notons J(X) = {i € {1,...,p} ; X C H;}, r(v)
le codimension de X et Ax l'arrangement d’hyperplans défini par {H;}ic(x). Suivant [O-T], si A est libre,
larrangement Ay reste libre.

Notons £ le champ d’Euler. Dans un systéme de coordonnées (zy,...,z,) de X : B = 37, z;2 Le
J

champ d’Euler est un champ de vecteur logarithmique : E(L) = pL et E(l;) = l;. Suivant les notations du
paragraphe précédent, nous avons £ = E — Z§:1 5;.

Une dérivation y est homogene de degré r, si elle s’écrit :
0

= a;\xr s
x =2 ar)g -

=1

ou les a;(z) sont des polynomes homogenes de degré r.

Suivant [O-T], Derp,, (L) admet une base de champs de vecteurs (dy, ..., d,) homogenes. De plus, la suite
(deg(d1),...,deg(d,)) des degrés d’homogénéité des ¢; est indépendant de la base et est appelée la suite des
exposants de 'arrangement A. Nous notons exp(A) = (0%, 1¢1,2 . ..) pour signifier que dans une base, il y
a e; dérivations homogenes de degré . De plus, nous avons eg = 0 si et seulement si le rang de la famille de
formes linéaires (I1,...,[,) est égal a n. Si ¢y > 0, I'arrangement A est produit de I'arrangement (C®, () et
d’un arrangement libre (C"~, A") ott exp(A’) = (0°, 11,2 ...). Si ¢y est nul, 'arrangement A est isomorphe
au produit de e; arrangements libres irréductibles de rang maximal. L’arrangement A est dit irréductible s’il
n’est pas isomorphe a un produit d’arrangements non vides. Une caractérisation d’un arrangement irréductible
est donc que son exposant e; soit égal a 1.
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Soit A, (C), 'algebre de Weyl des opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur V. Suivant la
démonstration de Bernstein [Be|, I'idéal des polynomes b € Clsy, ..., s,] vérifiant :

b(s1,.. . 8p) I3 17 € An(C)[sy, ..., ) lf1+1-"l;p+1 ’

n’est pas réduit a zéro. Il ne dépend pas du choix des formes linéaires [; qui définissent les hypersurfaces H;.
Nous notons cet idéal ou B(A(H;, ..., H,)) et I'appelons 'idéal de Bernstein de A.

Pour des raisons d’homogénéité : B(A(Hy, ..., H,)) = B(0,l,...,1,). De plus, si (d1,...,d,) est une base
de champs de vecteurs homogenes de Derp,, (L), nous avons montre a la propsoition 8 :

AnnAn(C)[sl,...,sp]lil R l;p = 'DV[Sl, cey Sp](gl, - ,51) .

De plus, 'arrangement A est localement quasi-homogéne. Nous avons donc suivant le paragraphe précédent :

Dv[Sl, cee Sp]lil l;p

s1+1 3p+1
I

Dy [s1,...,5)

est pur de nombre grade n + 1 (tous ses sous-Modules ont pour nombre grade n + 1) et la racine de idéal
B(A(Hy,...,H,)) est principal. De plus, nous avons la propriété de symétrie :

b(si,...,s,) € BA(H:, ... H,)) <= b(—s; —2,...,—s, — 2) € B(A(H,,...,H,)) .

Lemme 2 Supposons que A(Hy,...,H,) soit un arrangement libre et irréductible. Soit r la codimension de
HynN...NH,, alors tout b € B(A(Hy, ..., H,)) est multiple de
2(p—r)
Il si+-+s,+n+7).
§=0

Preuve : Comme 'arrangement est supposé irréducible e; = 1. Commencons par supposer 7 = n ou encore
€y = 0.
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Soit r = inf {i € exp(A) ; i > 2}. Montrons tout d’abord que Hgig_?’(sl + .-+, +n+7j) divise tout b
de l'idéal de Bernstein. Soit v un polynome homogene de degré 0 < d <r —2.Sib € B(A(H;,...,Hy,)), en
multipliant 'identité fonctionnelle associée a b par vl; ...l ou k < p — 1, nous obtenons en particulier :

b(s1,- -y sp)0li TR € AG(C) sy, sp) I e
Donc, il existe un opérateur différentiel P € A, (C)[sq,...,s,] tel que
b(s1, ..., 8p)0 — Pliy1 € Anng, ()fsy,sy) I3 - LT LD

Ainsi, il existe des A; € A,,(C)]s1,...,s,| tel que :
(%) b(sl,...,sp)v:Plk+1—I—A1(5~1(81—|—1,...,sk—|—1,sk+1,...sp)—|—--~—|—An5~n(31—|—1,...,sk+1,sk+1,...sp).

Un opérateur de Dgn g[s1, - .., Sp| (resp A, (C)[s1, ..., sp]) s’écrit de fagon unique :

0
P = Z%Ca(sl,...,sp),

a€A
ou ca(s1,...,5,) € Ocnplst,-..,sp (vesp. Clzy, ..., Tpn,81,...,5]) et A est un ensemble fini de N™. Cette
écriture sera dite I’écriture a droite de P. Nous appelons cy(s1, ..., s,) le terme constant de Iécriture a droite
de P.

Prenons la partie homogene de degré d des deux termes constants de 'écriture a droite dans I'égalité (x).
Sachant que 'on peut supposer que d; est le champ d’Euler E, nous obtenons :

p
b(s1,. .., 8p)0 =Dl + (O sj+k+d+n)a L,
j=1

ou p et a; sont des polynomes homogenes de degré d — 1 (resp. d) et plus précisement les parties homogunes
de degré d — 1 (resp. d) des termes constants a droite de P et A;. En choisissant v non multiple de lj,1, nous
obtenons : 33%_, s; + k +d +n divise b. Ainsi, Hgig_?’(sl +---4s,+n+j)diviseb. Or n+p+r—3>p—n,
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il reste a utiliser la propriété de symétrie de A(Hy, ..., H,).

Sieg>0,r=n—ey: Larrangement est le produit de 'arrangement vide sur C et d’un arrangement
(Hi,...,H)) de C"=“ d’exposant (0,1,ey,...,). Il est facile de montrer que 'idéal de Bernstein de I’arran-
gement A(Hy, ..., H,) coincide avec celui de I'arrangement A(Hj, ..., H). Il reste a utiliser le premier cas
r = mn que nous venons de traiter.

Proposition 9 (diviseur évident) Supposons que A(H, ..., H,) soit un arrangement libre, tout polynome de
Bernstein est multiple de :

2(cardJ(X)—r(X))

Dae (1. . 8p) = I1 II (> si+rX)+7).

X€eL(A) ; Ax irréductible Jj=0 JEJ(X)

Preuve : Soit X € L(A) tel que Ay soit irréductible. Nous savons voir [O-T] que Ax reste un arrangement
libre. Pour j ¢ J(X), [; est non identiquement nul sur X. Nous pouvons trouver zy € X tel que pour
Jj ¢ J(X), fi(xo) # 0 et donc tel que le germe f; en x soit inversible. Il alors facile de montrer que 'idéal de
Bernstein B(zo, f1,. .., fp) est engendré par les polynomes de 'idéal de Bernstein B(xo, (f;);cs(x)). Tous ces
polynomes sont d’apres le lemme 2 multiples de :

2(cardJ(X)—r(X))

I[I (X si+rX)+7),

Jj=0 jeJ(X)
ce qui démontre la proposition.

Proposition 10 (multiple évident) Soit A(Hy, ..., H,) un arrangement d’hyperplan linéaire non nécessairement
libre, il existe un entier N assez grand tel que :

bime(S1,5 -+, 8p) = H H( Z s;+r(X)+7).

XeL(A) ; Ax irréductible j=0 jeJ(X)

soit un polynome de Bernstein de A(Hy, ..., H,).
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Preuve : Nous pouvons supposer l'arrangement A(H;, ..., H,) irréductible et que 'intersection des hyper-
surfaces de 'arrangement soit réduit au vecteur nul. Ainsi, »(H1N...NH,) =n

Soit i1, ...,1, € N tels que 7; + - - - + 7, = k. Notons C,?""’l" la suite d’entiers définie par récurrence par :
150050 1yein yeensl 0,...,01,0,...,0
Cy Lot C’“ ' -+ C“ , O] =1.
Désignons par (z1,...,x,) le systéme de coordonées canoniques de V. Nous vpar récurrence :
k=1 n o S it On
e O TR R AN iy
=0 i ; ~ oxy  Oxr
7=0 i=1 P14 Fin=k 1 n
D’otu par transposition :
k-1 n ail aln . .
..... 2 in
[ oig +itn)= 3 G Joaba
: . x xin
]: =1 11+"'+1n—k 1 n
Il en résulte :
Lemme 3 Si la famille de formes linéaires (I, ...,l,) est de rang n, nous avons : :
k—1 ail 8in k
- S1 S 117 s S1 S
H(81+"'+Sp+n+])l1...lppe( Z C 811@)([1,,&;) ll...lpp.
j=0 i1+ tin=k Ty n

Notons L"(A(Hy, ..., Hp) I'ensemble des X € L(A) tels que 7(X) = n — 1. Nous avons par récurrence :

(oo )P e C I L) xerrcaim,m,) -
J¢J(X)
Il en résulte que pour tout k il existe un entier K assez grand tel que :
K-1 ) ) az‘l azn

H(81++3p+n+j) lfll;pé( Z C]Zi.l ..... ’Lna i al'ln)( H lj)ér(EL”(.A(Hl,...,Hp) lill;p .
jZO i1+ +in=K xl J%J(X)




Par récurrence sur la dimension, pour tout X € L”(A), il existe Nx entier assez grand tel que :

Nx
11 (S si+r()+5) [ & €Dxlsr,....s,] [ 17
YeL(Ax) ; Ay irréductible j=0 jeJ(Y) jeJ(X) JETX)

Donc, si k est un entier assez grand :

Nx
11 IICY si+r()+0)C TT )M .. 1y € Au(C)[s1, .., sp) 5T 1t
YeL(Ax) ; Ay irréductible j=0 jeJ(Y) J¢J(X)

La proposition s’en déduit.
Théoréme 2 Supposons que A(Hy, ..., Hy) soit un arrangement libre d’hyperplans linéaires. Alors, 1'idéal
de Bernstein B(A(H, ..., H,)) est principal de générateur :

2(cardJ(X)—r(X))

II I1 (> sj+r(X)+7).

Xe); Ax irréductible j=0 jeJ(X)

Preuve : Suivant la proposition 8, la racine de B(A(Hj, ..., H,)) est principal. Considérons un générateur c
de cet idéal. I'idéal B(A(Hy, ..., H,)) vérifie la propriété de symétrie :

b(s1,...,sp) € B(A(Hy,...,Hy)) <= b(—s1 —2,...,—s,—2) € B(A(Hy,..., H)) .

Sa racine vérifie donc cette propriété. Il en résulte que ¢(—s; — 2,...,—s, — 2) est égal a plus ou moins

c(s1,...,8p).

Puisque by est un polynome réduit, le polynome c¢ est clairement multiple du polynome bg.. Il divise
d’autre part bp.. Supposons alors que Y- ;¢ jx) 55 +7(X) +j avec j > 2(cardJ(X) —r(X)) soit un facteur de
c. Le polynome ¢ aurait donc comme facteur :

— Y sj—2cardJ(X)+r(X)+ji=—( > sj+r(X)+2(cardJ(X) —r(X)) —j.

jeJ(X) jeJ(X)
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C’est impossible puisque comme 7(X) + 2(cardJ(X) — (X)) — j < 0 et que ce facteur n’apparait pas dans
bime. 11 en résulte que la racine de B(A(Hj, ..., H,)) est principal de générateur bge.

Ecrivons by,e(s1, ..., Sp) = bae(s1, ..., 8p)a(s1,...,sp). Regardons le Dx|sy, ..., s, sous-Module :
Dx|[s1,. . sl fit .. for Dxls1,. .. oo
L’:bde(sl,...,sp) X[ ! ] +1 f]; 1 L= X[ ! ] +1 fs +1/
DX[Sl,. . Sp] 51 pp DX[Sl, Sp] 51 pp
Ce Dx|sy, . - ., Sp]-Module est supporté par les zéros du polynéme a(sy, ..., s,). Nous venons de voir que L est
supporté par les zéros du polynome b (s, ..., sp. Il en résulte que la dimension de la variété caractéristique

de L' est strictment inférieur a celle de L. Cela contredit la pureté de L établie a la proposition 8.

Terminons par un résultat sur les composantes irréductibles de I/Vlﬁlwlp N H. Soit X € L(A). Notons pour
V=C":
QT§Cn7(lj)j¢J(X) (x, &+ Z SJ l sj)]gg( )5 (2,6) € TXC" et H lj(x) #0} .
JEJ(X JEJ(X)
Notons W iesc, SO adhérence. C’est un ensemble irréductible de dimension de T*C™ x CP—cardJ(X) (g
dimension n + p — cardJ(X) qui s’identifie a Wﬁllx x Crr(X)

7"'7fP‘X

Sans aucune hypothése suivant [B-M-M1], les composantes irréductibles de Wﬁl s, VH sont de dimension
n+p— 1 et se projette apr la projection (x, &, s) — s sur des hyperplans linéaires appelés pentes de fi, ... f,.

Proposition 11 Supposons que A(Hy, ..., H,) soit un arrangement libre d’hyperplans linéaires. Les compo-
santes irréductibles de VVlﬁl’._.lp N H sont les :

rdJ(X) .
W)ﬁ(,(lj)jeﬂm % {(s7)jesx) € CVE 4 ; =0k
je

ot X parcourt les éléments de L(A) tels que Ax soit irréductible.
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Preuve : Soit Xg = Hy N ... N H,. Soit (eg,e,...) les exposants de l'arrangement A. Si e; > 1, aucune
composante irréductible de Wzﬂllp M H n’est contenue dans Xy. Sie; =1

p
Wi, 0 X0 =T5,C" % {(s,,..5,) €75 Y5, =0}

Pour démontrer cela a un facteur trivial pres, nous pouvons supposer ¢y = 0. Le résultat provient alors du
fait que I/Vlﬁllp est défini par 'idéal (o#(61),...,0%(d,)) olt (&1, ..,d,) est une base de Derpg, (1) et que le
champ d’Euler peut étre choisi dans cette famille de générateurs. Dans ce cas, VVzﬁl,...,zp N H est de dimension

n + p — 1. C’est donc une composante irréductible de I/Vlﬁh_”lp NH.

Soit X € L(.A). Cherchons les composantes irréductibles de VVlﬂl,...lp M H contenues dans X et non contenues
dans X' C X et X’ € L(A). Un telle composante est contenue dans 'adhérence de :

et éZ; S] l ) 3 (3,6, (SZ)JGJ ) = W(ﬁlj)jeJ(m nxj.
J

D’apres le cas précédent, si Ay n’est pas irréductible cette adhérence n’a pas la bonne dimension . Et si Ax
est irréductible, cette adhérence s’identifie a :

f cardJ (X
W e X {(si)iesx € C ;Y s, =0}

]EJ X)
qui est de dimension n + p — 1. C’est donc une composante irréductible de V[/lﬁllp NH.

Remarque 4 Nous retrouvons que si A(Hy, ..., H,) est un arrangement libre d’hyperplans linéaires, les
pentes de ly, .. .1, sont les hyperplans de CP d’équations Y- ;cjxys; = 0 ot X parcourt les éléments de L(A)
tels que Ax soit irréductible.
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