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Moyennes, itérations et convergence quadratique

Stéphane Junca

Laboratoire J. A. Dieudonné, UMR CNRS 6621,
Université de Nice-Sophia Antipolis,
Parc Valrose, B.P. 71, F-06108 Nice, Cédex 2, France,

On étend a des moyennes générales ce qui est connu pour la moyenne arithmético-géométrique,
avec deux variables puis avec un nombre quelconque de variables.

En général, il est trés classique de montrer qu’une suite itérative X,,11 = F(X,,) converge
tres rapidement vers un point fixe L de F' si la différentielle de F' en L est nulle: DF(L) = 0. Ici,
on donne une famille de fonctions F' pour laquelle la différentielle évaluée en L n’est pas nulle
mais dont les suites itératives convergent trés rapidement. En fait, I’application F' n’est méme
pas contractante (le rayon spectral de DF(L) étant égal a 1). Et cependant la direction associée
a la valeur propre nulle de DF'(L) est super attractive.

Les suites arithmético-géométrique, arithmético-harmonique et harmonico-géométrique sont
des exemples bien connus de ce phénomene étrange de super-convergence.

1 Dans R?

Définition 1 (Moyenne)
Soit I =]0,+o00[ p est une moyenne st p est une application de I x I dans I telle que:

- ()V(z,y) e I x I, plz,y) = ply,z)
- (1) ¥(z,y) € I x I, min(z,y) < p(z,y) < max(z,y)
On dit que la moyenne est stricte si

- () V(z,y) €I X I, plz,y) =z <=z =y.
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Exemples de moyennes strictes: \/zy, < ) " o p # 0, voir [1], ...

Définition 2 ( Convergence quadratique)

Soit d € N — {0}, (Xp)nen une suite de R? convergeant vers L. On dit que la convergence est
quadratique si X,,11 — L = O(|| X,, — L||?) pour tout n € N, o1 ||.|| est une norme de R?.



La convergence quadratique est trés rapide. En pratique, elle double le nombre de décimales

a chaque itération. Ainsi, elle sature la précision d’une calculette en 3 ou 4 itérations. La suite
1 2

de Héron définie par ,,41 = 3 (mn + —) pour n € N et zyp = 1, a une convergence quadratique

xﬂ/
vers v/2. Plus généralement, la méthode de Newton permet d’approcher la racine d’une équation

avec une convergence quadratique.

Théoréme 1
Soient i et v deux moyennes de classe C? telles que : 'une des deuz moyennes est stricte et

Vi(z,y) € I x I, p(z,y) = v(z,y). (1)
Soit F(z,y) = < Zgz’zg ) et X, = < z: ) la suite définie par
Xnt1 = F(X,) neN

Xo = (Z) el xI

Alors les suites (n)n>1 €t (Yn)n>1 sont adjacentes. Leur limite m(a,b) est une moyenne. Si
et v sont strictes alors m est stricte. La convergence est quadratique.

Les propriétés de m(.,.) sont évidentes. En revanche, la convergence quadratique des suites est
plutét surprenante.

Remarque 1 Si o v ne sont pas strictes, (xn)n>1 €t (Yn)n>1 ne sont plus nécessairement ad-
jacentes. En revanche la convergence reste quadratique.

DEMONSTRATION : D’aprés (1) @1 > yi, puis, par récurrence sur n d’apres (1) et (ii) on
obtient pour n > 1, max(a,b) > 1 > @, > Tpt1 > Ynt1 > Yn > Y1 > min(a,b). Donc (z,,)n>1
et (yn)nzl sont des suites monotones et convergent respectivement vers et y appartenant a
[min(a, b), max(a,b)]. Par continuité de F, on a = p(z,y) et y = v(z,y). Comme 'une des
deux moyennes est stricte on a forcément = y. Donc ces suites sont adjacentes.

Démontrons, maintenant, que la convergence est quadratique. Comme p(z,2) = = on a en

dérivant et en utilisant la symétrie 8—#(:13,1) + 8—#(w,m) =1cet 8—#(:15,:3) = 8—”(3},.@) Ainsi la
Oz Oy Oz Oy

matrice de la différentielle de F' sur la premiére bissectrice est

1(1 1
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Notons e,, = @, — m(a,b), fn = yn —m(a,b) et L = m(a,b) < } ) Le développement de Taylor
de F en L donne X,,;1 — L = F(X,,) — F(L) = A(X,, — L) + O(e2 + f2). En utilisant le fait

que: eyt1 > 02> fry1 car (2,)n>1 €t (Yn)n>1 sont adjacentes, on a

0 Sen+1 = (en+fn)+0(e7%+f1;2) (2)

0> fat1 = =(en+ fu) +O(e2 + f2) (3)

N =N =



On en déduit I’encadrement suivant: (e, + fn) = O(e2 + f2). En reportant cette derniére
estimation dans (2) et (3) on obtient e, 11 = O(e2 + f2) et fo41 = O(e2 + f2). O

Remarque 2

Notons E,, = X,,— L, Q@ ={(z,y) e RxR /2 >0 ety <0} et D={(z,z) € R x R}. Pour
tout n > 1, E,, appartient a Q). D’autre part, A est la matrice de la projection orthogonale sur
D. Ainsi AE,, appartient @ D. Mais DNQ = ( et pour Y € D la distance euclidienne de Y a Q
est égale a la norme euclidienne de Y divisée par /2. Or E, 11 = AE, + O(||E,||?) appartient
a@ Q. On a donc forcément que la distance de AE, a Q est en O(||E,||?). Ce qui nous donne
AE, = O(||E,||?) et ainsi Ent1 = O(||En||?).

2 Généralisations dans R?
On suppose que d > 3. On note Sy le groupe des permutations de {1,--- ,d}.

Définition 3 ( moyenne a d variables)
i est une moyenne a d variables si p est une application de I* dans I telle que:

- (Z) Vz = (.’E1,~~- >$d) € Id7 Vo € Sq, /'L(ma(l)f" 7ma(d)) = /'L(mb"' 7$d)

d
- (i) Vz € I, minz; < p(z) < r?éfmi

On dit que la moyenne est stricte st

- () Ve = (z1,- ,xq) €I, plz) =z, <=1 = = z4.

ot + 2 + ok
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Exemples de moyennes a 3 variables strictes: (5131332333)%, (
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Théoréme 2
Soit py,- - , g des moyennes a d variables de classe C? telles que: py ou pg est stricte et
Vk €42, - ,d—1}, Vz € I py(x) > pr(x) > pa(z). (4)
/Ll(m) xl,n
Soit F(z) = : et X,, = : la suite définie par
pa(z) Tdn

X’n-l—]. bl F(Xn) n e N
ai
X = erd
ad
Alors les suites (21,,)n>1 €t (Zan)n>1 sont adjacentes de limite m(a). m(.) est une moyenne.

(Xn)nen converge vers un élément de la diagonale: DY = {z € I? Jz; = --- = z4} et la
convergence est quadratique.



La moyenne arithmético-géométrico-harmonique est un exemple classique de convergence
quadratique.

. . d d
DEMONSTRATION : Supposons que pj est stricte. Notons o = max a; et B = mina;. On
1= 1=

montre, comme dans la démonstration du théoreme 1, que

Vn>1, Vke {2, ,d=1}, a>z112> 210> Tintl > Tintl > Tdn > T4l > P, (5)

- s i ) jiy y iy

Vn>1, Vke{2,---,d—1}, Tin > Thp > Tap (6)

Donc (21,,)n>1 €t (£4n)n>1 sont des suites monotones et convergent respectivement vers zy et z4
appartenant a I. Pour tout k € {2,--- ,d — 1} la suite (zy,,)),., est contenue dans [B,a] d’apres
(6). Donc on peut extraire une sous-suite telle que, pour tout k € {2,-- — 1}, (Zrp(n) Jn>1
converge vers xj, € [3,a]. Remarquons que (1 g(n)4+1)n>1 converge aussi vers zj. Donc, par
continuité de pj on a 1 = pi(z1, -+ ,x4). Comme pj est stricte on a forcément 1 = --- = z4.
Donc,(z1,n)n>1 €t (Tgn)n>1 sont des suites adjacentes. Et, par (6), (X,) converge vers L € D.

Il reste & montrer que la convergence est quadratique. Par symétrie et du fait que F' est
I’identité sur DT, la différentielle de F en L est:

T |

Notons e;;, = @4, — [, ou | est une composante de L, et &, = <Z em> . Le développement de

Taylor de F en L donne X,,11— L = F(X,,)—F(L) = A(X,,—L)+0(¢2). Onapouri=1,... ,d

€intl —

d
Z ejm +O(e, (7)

&.Ii—‘

De e1,,41 >0 > eq,41 on tire, — 7 Z ejn = O(e2), donc, en revenant & (7), g,41 = O(¢2).
j=1

Remarque 3

On a une interprétation géométrique stmilaire au cas ou d = 2. Notons E,, = X,, — L,
Q={zeR?/z; >0 etaxyg<0} etD la droite contenant D*. Pour toutn > 1, E,, appartient a
Q. Comme A est la matrice de la projection orthogonale sur D, et que la distance euclidienne d’un
élément de D a Q) est proportionnelle a la norme euclidienne de cet élément, on a nécessatrement

AE, = O(||E,||?). Ce qui nous donne le résultat.
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