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REFLEXIONS D’OSCILLATIONS
MONODIMENSIONNELLES

Stéphane Junca

Laboratoire J. A. Dieudonné, UMR CNRS 6621,
Université de Nice-Sophia Antipolis,
Parc Valrose, B.P. 71, F-06108 Nice, Cédex 2, France,

Abstract

We prove the propagation of oscillations with an asymptotic devel-
opment for an oscillating initial boundary value problem of semilinear
hyperbolic sytems in the spirit of J.L.Joly, G.Métivier and J.Rauch. In
particular we simplify the Joly-Métivier-Rauch’s proof for the Cauchy
problem. Then, we show the new phenomenon of localised oscillations.

1 Introduction

Soit u® la solution du systéme (de taille N) hyperbolique semi-linéaire avec
donnée initiale et condition au bord régulieres oscillantes :

( Ou ou
E+A(t’x)8_w = f(t,z,u), t,z >0

(0, z) = H (x, 900593)) . z>0 (1)

| B <t,u(t,0), %(t)) = 0, t>0

9

Cet article étudie le comportement asymptotique de u® quand ¢ tends vers
0, c’est a dire pour les hautes fréquences. On ne fait pas d’ hypothese de
compatibilité au coin. Ainsi, la solution de (1) sera seulement réguliére par
morceaux.



Dans [10] est établi, pour le probleme de Cauchy oscillant, le comportement
asymptotique suivant :

lim <u5(t,x) U (t,m, 95(’; x))) —0 (2)

e—0

B(t N (t
ot U <t,$, M) _y0, (t,x, M) ri(t, 7).
€ = €

A(t,z)r;(t,z) = A;j(t,z)r;(t,z), et les phases ¢, étant solution de I’équation

eikonale : 5 5
{ <§+Aj(t,w)%> pj = 0
(,Oj(O,Z') = 900(1')

Comme dans le cas linéaire (voir [13]), les oscillations sont polarisées suivant
les vecteurs propres de la matrice et se propagent a la vitesse des valeurs
propres associées. Le profil U(t,x,g) est solution d’un systeme d’équations
aux dérivées partielles comme dans [15] avec des termes intégrodifférentiels
traduisant 'effet non linéaire d’interaction d’oscillations par résonance.
Retenons que pour le probleme de Cauchy il y a exactement N phases. La
démonstration de 2 dans [10] repose sur une méthode de point fixe. A la page
, nous donnons une démonstration nouvelle et plus simple de la preuve de
[10] en injectant le développement asymptotique dans 1’équation du point fixe
utilisée pour obtenir la solution exacte, et en estimant directement le résidu.

Pour le probleme mixte oscillant nous commencerons par chercher 'infor-
mation la plus simple sur la nature des oscillations : les phases. Contrairement
au cas précédent, leur nombre est variable, pouvant aller de N a O(N3) suiv-
ant le spectre des données initiales, les phases initiales et la nonlinéarité du
systéme (1). De plus, le calcul des phases n’est plus du tout immédiat. Le coin
engendre des singularités dans ’espace des (t,x). Un découpage classique du
quadrant utilisé pour la premiere fois dans ce cadre nous permet d’éliminer les
phases inutiles et d’obtenir une description précise des oscillations. Ensuite,
nous trouvons un profil solution de problemes de Goursat.

L’exemple suivant est un des plus simples, il est inspiré d’un systeéme de [16].
Il met en évidence le découpage naturel du quadrant, les phases intervenant par
secteur : les phases localisées, le profil défini par secteur : les profils localisés, et
le phénomeéne non linéaire de résonance localisée et le phénomene d’oscillations



localisées sur Q := {(t,z) eR? /0<t<let0<z<2—t}:

( (0y + AM0,) uy = uduz, uy(0,z) = exp (LE> ,
g

t2
1(t,0) = exp (—) ,
&

T

(0 + A20:) uy =0, u(0, ) = exp (Lg) , (3)

t2
a(t,0) = us(t,0) + exp (—) ,

(815 + >\38z) ug =0, ’u,3(0,33) = €xp ((’§> )

out:=+—1et \y =2, Ay =1, A3 = —1. La résolution explicite de ce syteme
se fait sur les zones :

1

Q' = {(t,$)EQ/O<t<ZetA1t<m< 2},
1

Qb o= {(t,:c)eQ/0<t<Zet/\2t<:c<A1t},
1

Q* = {(t,x)eQ/0<t<Zet 0<:c</\2t}.

Les phases intervenant dans ce probléme sont a priori : ¢;(t,z) = z — At et
’Q[}](t,l') = (.’II - Ajt)2, 1= 1,2,3.
Nous avons simplement us(t,z) = exp (L@) sur €.

Pour uy nous avons us(t, ) = exp (L@) sur Q°U QL et

ua(t,z) = exp (LM) + exp (LM) sur 2.

€ £
tao .
Pour u; nous avons u(t,z) = exp (LME’—TI) dans Q°. Dans 2, nous faisons

un calcul explicite :

u(t,z) = wy (t — %m,O) + /tilm(ugu;;)(s,x — A (t —s))ds

3 "



w(tz) = exp <L t‘f >2)
o [exp <f3¢2€+ "53)
o (20 4 g (2t
+3exp <f¢2 + i‘”z + ¢3)] (5,2 — M(t — s))ds
ui(t,z) = exp Q%ﬂ) + gexp Q#@f‘”)) +0(e).

Le deuxieme terme s’obtient par 1’identité :

—2¢1 = —3¢2 + ¢3
et ¢1(s,z— A (t—s)) = ¢1(t,z), on dit qu’il y a résonance. Le troisieme terme
s’obtient par le lemme de la phase non stationnaire puisque d—ds(BQ/Jz + ¢3),
%(—2@52 + a2 + ¢3) et %(—% + 215 + ¢3) ne s’annulent pas sur le segment
{(s,z— Xi(t—s)), s €[t — 3z}
Dans Q! il suffit de continuer le méme calcul sauf que u, n’a plus la méme
expression :

w(te) = [w(2t—a,2—2)] + [ / z_z(ugu;;,)(s, = Mt — s))ds]
_ lexp <Lq/;1(2t —:, 2t — a:)) N gexp (L—2¢1(2t —z,2t — x)>
+0(e)] + UI_ <exp (ﬁgﬂ)) (5,2 — A(t — s))ds]
w(t,z) = [exp <L¢lix)) +§ p GM) + 0(8)] +1]0(e)].

Dans Q! il y a encore résonance.

Ainsi, par rapport a I’équation (2), les phases ¢, sont vectorielles. Ces
phases et les profils U; changent par zone. Récapitulons ces derniers résultats
dans un tableau :

dans Q° dans Q! dans 0?2
P1= ¢ (¢1,7%1) (¢1,91)
P2= ¢ P2 (¢2,92)
3= @3 P3 P3
Uy(t,z,0) = exp(.0) g exp (—2u61) + exp (16-) g exp (—2¢01) + exp (¢62)
Uy(t,z,0) = exp(0) exp (i) exp (—u01) + exp (102)
Us(t,z,0) = exp(8) exp(i0) exp (10)



Notons que le nombre de composantes de ¢; peut changer par zone. De méme
la variable 6 appartient & R ou R? : 8 = (64, 6,), suivant les zones.

En général, on ne peut espérer calculer la solution exacte u®, en revanche
les phases seront bien plus faciles a appréhender. Elles prendront en compte
les réflexions et les résonances, et seront localisées dans 1 + P domaines ou P
est le nombre de valeurs propres distinctes et strictement positives de A.

Pour simplifier ’exposé des résultats de cette article, nous nous plagons
dans le cadre strictement hyperbolique non caractéristique.

Remarque 1 On pourrait étudier le systeme (1) dans le cadre hyperbolique
avec multiplicités constantes et avec bord caractéristique a multiplicité con-
stante. Ce qui n’est pas fondamentalement différent du cas traité ici.

En effet, le bord caractéristique ne pose pas ici de probléme théorique.
D’ailleurs, on étudiera P problemes de Goursat avec bord caractéristique.

Une multiplicité constante, strictement supérieur a 1, permettra, en plus,
de propager des oscillations au sein de toutes les composantes de u associées
a la méme valeur propre. Ceci est déja clair pour un systéme linéaire.

Dans ce travail, nous commengons par donner un résultat d’existence de la
solution exacte u® sur un domaine indépendant de € dans la section 2. En effet,
pour un systeme semilinéaire, nous donnerons un résultat classique d’existence
qui ne dépend que des bornes L™ des données initiales.

Dans la section 3, nous justifions un développement asymptotique du type
de [10] pour un probléme mixte.

Dans la section 4, nous donnons un autre développement asymptotique
grace a un nouveau point de vue : la notion de phases localisées. Le point
important sera la construction de ces phases et des profils associés.

Dans la section 5, nous montrons que notre choix de phases localisées est
optimal dans le sens ou on ne peut pas réduire le nombre de phases pour
obtenir la validité du développement asymptotique.

Les résultats techniques de contractance, utiles pour démontrer 'existence
de uf sur un domaine indépendant de ¢, et pour justifier I’existence des profils
sont démontrés dans la section 6. En particulier, nous prouvons aussi une
contractance dans L°L! pour valider le développement asymptotique.

Nous finissons, dans la section 7, par comparer le développement asymp-
totique de la section 3 et celui de la section 4 : sous des hypotheses faibles, ils
sont égaux. L’intérét des profils localisés de la section 4 est d’éliminer toutes
les variables de phases superflues et d’étre uniquement déterminés modulo un
choix de base dans I’espace des phases.



2 La solution exacte

La premiere étape consiste a montrer 1’existence de u® sur un domaine indépendant
de . Nous le démontrerons a ’aide d’'une méthode de point fixe.

Soit P le nombre de valeurs propres strictements positives de A. On suppose
que les données de I’équation (1) vérifient :

e H(x,0) est continue en x & valeurs dans ’espace des fonctions presques
périodiques en 6 (cf [5]), & valeurs dans RY : H € C° (R, C’gp (R, RY )) ,
o AcC™(R? My(R), feC (R xRY,RY),
B(t,u,0) € C* (R™Y, Y, (R,R”)),

Nous nous plagons dans le cadre strictement hyperbolique non caractéristique.
Donc, A(t,x) posséde N valeurs propres réelles distinctes, non nulles :

Al(t,.’)?) > Ag(t,x) > 0> Ap(t,.’)?) >0> Ap+1(t, iL‘) > 0> AN(t,ZL‘),

et une base de vecteurs propres a droite et a gauche :
A(t,z)r(t, ) = (¢, z)r;(t, z), Li(t, 2)A(t,z) = X\;(t, 2); (¢, x)
avec la normalisation l;.r; =1 pour j =1,... ,N.

N
Nous prendrons r;, 1;(t,z) € C* (RZ,]RN) Ainsiu(t,z) = Y u;(t, @)r,(t, ).

j=1
0
Les champs de vecteurs caractéristiques sont : X;(t,z) = e + it l‘)a— pour
x
i1 =1...N. Notons :
u:=up+u ot uy(tz):=> ut,z)r,(t, z)
j=1
N (4)
et u_(t,z):= > wu(t,z)r;(t,z).
j=P+1

Le probléme est supposé bien posé sur le bord, donc on peut exprimer u,(¢,0)
en fonction de u_(¢,0) a 'aide d’une application

G(t,u_,0) € C* (RY,CY, (R,RY)) telle que :

‘v’t,@ € R,‘v’u_ € R.I‘p+1(t, 0) + -+ R.I‘N(t, 0),

G(t,u_,0) € Rry(t,0) +--- + Rirp(t,0).

Notre étude étant a priori locale, on se contentera de travailler sur
Q={(t,z)eR*/0<t<Tet0<z<X—At}

ou A =sup {\(t,z)/ P <i< Net(tz)€[0,T]x[0,X]}, X est fixé strictement
positif. En revanche, T pourra diminuer, tout en restant strictement positif.



On notera aussi Q = Q(T).

X

X

On appelle i-caractéristique une courbe intégrale maximale dans €2 du
champ X;. Pour ¢ = 1a P, on appelle I'; la courbe intégrale de X, issue
de l'origine. Ces caractéristiques entrantes propagent des singularités issues
du coin (cf [4]). On note aussi I'y 'axe des x et I'piq celui des t. Ainsi § se
partitionne en P+ 1 regions : Q¢ comprise entre I'y et I'; 1 pour ¢ = 0 & P. Sur
ces domaines, on sait (voir [4]) que la solution est continue jusqu'au bord si
les données sont continues. Lorsque les valeurs propres de A sont constantes,
on obtient la figure suivante :

t

I'p [p_y

0P /oP-1 I'y
Ql

QO

Pour les calculs a venir, exprimons chaque i-caractéristique issue d’un point
(t,z) de ©Q comme le graphe de la solution globale dans  de 1’équation
différentielle ordinaire :

S;t,.’L’) - )‘1(5772(sat3x))
vi(t;t,z) = x



Le systeme (1) avec les hypothese ci dessus est équivalent au systéme :

([ Xi(t,x)u;(t,z) = fi(t,z,u(t,z)) i=1...N surQ,
u;(0,2) = H; <;1:, (Poéw)) i=1...N sur {t =0},
w(t,0) = G, (t,u_(t,O), ‘/’Og(t)) i=1...P sur{z= 0},(5)
fi(t,z,u) ;= 1L(t, z). (f(t,a:, u) — ;uj(t,x)(atrj(t,x) + A(t,z)0,r;(t, m))) ,

Hi(z,0) :=1;(t,z).H(z,0) et G;(t,u_,0) :=1L(t,z).G(z,u_,0).

L’espace naturel des solutions a donnée de Cauchy continue est 1’espace
des fonctions continues jusqu’au bord avec discontinuités polarisées sur les
caractéristiques issues du coin :

P (QRY) ={u/u_€C®(QRY),u, €C(Q-T,R) 1<q< P}

ot C? désigne les fonctions continues jusqu’au bord.

Pour obtenir la contractance de la réflexion, on mettra un poids c,
0 < ¢ <1, c indépendant de ¢, sur 'onde entrante de la maniere suivante :
pour u une application de © dans RY on définit

u.:=cu; +u_. (6)

Et soit 'opérateur

me : Ce(Q,RY) — C2(Q,RY)
u — A%

ou v est défini dans l'ordre suivant, pour (t,z) € 2,1 <i< N :

1. si la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre ’axe des x :

po(7:(0; 1, x)))

’Uz-(t,l‘) = Hci <7’L(Oat7x)’
g

¢
+ [ fals,u(sit,2), u(s, wlsit,2))ds
2. sinon la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre 'axe desten7et i < P :

vi(t,z) = gg,(1,v_(7,0)) + /Tt fai(s,7vi(s;t, z),uls, vi(s; t,z)))ds



avec gg,(t,u_) := cG; (t,u_,

t
Yol )> et
€

| cfilt,zyu) i=1,... P
fcz(t7$7uc) -—{ fl(t7,’]j’u) ’L.:P—i—l,__.’N .
Le probléme (1) se rameéne a résoudre I'équation ué = II(uZ). On va utiliser
le résultat suivant que I’on démontrera plus tard :

Proposition 1
Il existe Ty > 0 et 1 > ¢ > 0 tel que, pour tout € > 0, I soit uniformément
contractant en norme L* et en norme L°LL sur

{ue (AT, RY) / |lullecom) < 2 Hlloo x40}

Remarque 2 Cette contractance est indépendante de €. En fait, elle ne dépend
que de la norme L™ des données. Nous le démontrerons plus tard par le
théoreme /.

La premiere contractance sur €2 nous donnera I’existence de la solution u® pour
tout € > 0. La deuxiéme contractance nous sera utile, plus tard, pour valider
loptique géométrique de (5). De cette proposition résulte le

Corollaire 1 (Existence pour le probléeme oscillant)
1l existe Ty > 0 tel que pour tout e > 0 le probleme mixte semilinéaire oscillant
(5) admette une solution unique u® € C (Q(TO),RN) )

3 Une premiere asymptotique

On développera dans la section suivante le point clef de I’article: les oscillations
localisées. Ici, nous généralisons des résultats de [10] au probléme mixte (1), et,
nous mettons en place les notions indispensables a 1’étude du comportement
asymptotique de u® lorsque € tends vers 0 : les phases, les profils, les opérateurs
de moyennes, le lemme de la phase non stationnaire.

3.1 Les Phases.

Définition 1 (Espace de phases [10])
Soit U un ouvert de ). E est un espace de phases sur U si
E=FE X Ey X ---x Ey ou chaque F; est un sous espace vectoriel sur R de

®; = {yp € C(U,R), tel que X;3p =0}.
Posons Ey = Fy X - X EpetE_ = FEpq1 X -+ X Ep.

Par exemple ® = ®; X &5 X --- X ®y est le plus grand espace de phases.



Définition 2 (résonances, [10] )
Soient E un espace de phases, F= F1+ Es+ - -+ Ey. On dit que E est stable
par résonances si :

\V/'Q/)EF,Vi, XZ’QZJEO:>’Q/JEE1

Définition 3 (Réflexions)
Soit E un espace de phases sur QF. On dit que E est stable par réflerions
s1: Vi < P,V > PV € E;,dp € E; tel que ¢ = ¢ sur = = 0.

Proposition 2 (Nombre fini de phases)
1l existe E espace de phases sur Q) stable par résonances et réflexions, de di-
mension finie tel que :

o dJ € F tel que Vi ¢; = ¢ sur t=0.
° 31/7 € E, tel que Vi ¢; = 1y sur x =0.

DEMONSTRATION : Soit R I’espace de toutes les résonances sur  :
R ={g € ® tel que ¢1 + p2+ - + on = 0}. Rappelons que c’est un espace
vectoriel de dimension finie d’aprés un théoreme da a [10].
Pour 1 <1 < N, soit R; la projection de R sur ®,.
Pour 1 < ¢ < N, soit ¢; une solution de X;p; = 0 avec ¢;(0,x) = @o(x).
Pour 1 < ¢ < P, soit ¢; une solution de X;9; = 0 et 1;(t,0) = o(t).
Définissons 1’espace de phases G par :

G= J] R+ JI Re; +Rep) x ][ Ry

1<i<N 1<i<P P+1<i<N

G vérifie toute les propriétées demandées sauf la stabilité par réflexions.
Réfléchissons : soit pour P+ 1< j < N ,{bj;,1 < k < dim G;} une base de
G. Réfléchissons ces bases suivant les directions entrantes du bord x=0. Pour
cela, pour 1 < ¢ < P, soit a}k une solution de :

Xialy = 0 et ol (t,0) = bjy(t,0).

11 suffit de poser :

N dlmG]
_ i
poc+ I [ X X Ral|x I {0
1<i<P \ j=P+1 k=1 P<i<N
Bien stir, E n’est pas déterminé de maniere unique . ([l

Soit F fourni par la proposition 2, on a besoin pour la suite de se fixer une base
de E correspondant bien aux données aux limites. Soit {¢;;,1 < j < dimFE;}
une base de E; avec 9;1(0,z) = po(z).

Notons :



Gi=(pit,- - Pdim ) 1SI<N

G+ =(B1,...,Bp), - = (Bri1s--- , BN)
et @=(G1,...,8n) = (4, 8-).

pour 1 < i < P on aune matrice L; telle que L;Z;(t,0) = ¢o(t), t € [0,T].

de la stabilité par réflexions pour 1 < ¢ < P on a une matrice A; telle

que
Ai@i(m 0) = @*(t30)7 le [07T]

¢ On note 0-; un élément du dual de E;, E! identifié a Rdim B :

6: = (01, ,Odim ) 1<i<N

[ ] §+ = (é;,... ,gp), g_ = (§p+1,... ,é}v)

e © = F' le dual de E identifié a Vect(g(2)) comme sous espace propre

e pour g € © on note les composantes de 0 comme celles de P
0 =(0,...,0n)=(0+,0),

ou encore 6 = (011, 50 dim B 0Nty -5 Oy dim EN)

o ¥, =0n{4,6; =0}

3.2 Les Profils

Définition 4 (Espace des profils)
Ue €L, (2 x ©,RY) si :

Tpp

e pour1l<i< P :U; €(C° (Q —Fi,Cgp (RdimEi,R))

e pour P<i< N :U; € CO(Q,CH (REnE R))

—

o U(t,z,0) = (Uy(t,z,04),...,Uy(t,z,0x))

Chyp
Notons U_(t,z,0 ) := (Upy1(t,z,0ps1), ... ,Un(t,z,0n)).

On rappelle brievement les “sélectionneurs de fréquences” :

(Q x ©,RY ) muni de la norme uniforme est un espace de Banach.

Définition 5 (Les opérateurs de moyenne)

Sotent 1 < 1 < N, du une mesure de Lebesque sur W;, () un mesurable de



W, de mesure 1 pour du, l’opérateur de moyenne suivant la direction V; est la
projection :
E :Co0,R) — Cf (R R)

-

of) o (E0)@) = Jim o [ o+ du(e)

Les équations des profils : trouver U € Cgpp (Q x ©,RY ) tel que pour
1<i:<N :

T XzUz = Ezfz(,,U) Y (t,x7§) c 07 % RdimEi

—

Uz(oyl',é;) = HZ(IL‘,OZ]_) \vi (IL',@) c [07X] % RdimEi

Ui(t,0,6;) = Gyi(t,U_(t,0,A:6;),L;8;) ¥ (t,0) €[0,T] x RYmB: (8)
i< P

Un tel systeme n’admet qu’une solution. On écrit les équations sous forme
d’intégrales suivant les caractéristiques. Ainsi le profil est solution d’un probleme
de point fixe II.(U.) = U, avec

I : C, (AxO,RY) — Cf, (2x6,RY)

U — \% ©)
ou V est défini dans l'ordre suivant,pour (t,z) € 2,1 <i < N :
1. si la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre ’axe des x :
Vi(t,,0;) = Ha(0,7%(05t,2),0;1)
+ [ B fals,ulsit,2), Uls, (st 2), )] ) s
2. sinon la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre 1'axe des t en 7
et1 <1< P
Vi(t,z,0;) = Gu(r,U_(1,0,A6;),L;0;)
4 [ s, u(531,2), Uls, (s, ), )7 Y

Nous montrerons dans la section 6 la

Proposition 3
Il existe un unique U € CR,,, (Q(TO) X @,RN) solution de (8 ).



3.3 Asymptotique.

Elle repose sur nos points fixes et essentiellement sur le lemme fondamen-
tal de la phase non stationnaire de [10]. Commengons par rappeler quelques
définitions. Vu que 'on integre suivant les caractéristiques dans nos points
fixes et, pour appliquer un lemme de la phase non stationnaire on demande
que “la phase ne stationne pas suivant ces courbes”.

Définition 6 (transversalité [10])
Soit O un ouvert , non vide, de R?, ¢ € C*(O,R) et, X un champ de vecteurs
régulier sur O.

o ¢ esttransverse a X sur O si, X.@ # 0 presque partout sur chaque courbe
intégrale de X.

e ¢ est faiblement transverse a X sur O si X.p # 0 presque partout sur O.

Cette notion se définit aussi sur un espace de phases. Pour simplifier, on
demandera en plus que les phases constantes soient réduites a la phase iden-
tiquement nulle.

Définition 7 ([10])
Soit F' un espace de phases sur £ associ€ a n champs Xq,... ,X,.
F=F,x..xF,etS=F+---+F,.

o F est dit transverse ( respectivement faiblement transverse ) siVp € S Vi
ou bien X;.p = 0 partout, ou bien ¢ est transverse ( respectivement
faiblement transverse ) a X;.

o F est dit non stationnaire sur ) si Vo € S ou bien ¢ est nulle ou bien
dy # 0 presque partout sur Q.

Lemme 1 (fondamental de la phase non stationnaire, [10])

Soient F un espace de phases sur O , G € C°(0,©,R), F transverse

( respectivement faiblement transverse ) et non stationnaire, g € F et l'on
suppose X; = 0;. Pour tout (t,z) € O, et pour tout T tel que la i-caractéristique
paramétrée par s issue de (t,z) reste dans O pour tout s compris entre t et T .

Posons v, (t,z) = /t G (@x, SB(Z’ x)) do, Vi(t,z,0;) = /t E:[G(o, z,.)](0;)do

‘)Bi(th)
3

alors v.(t,z) =V, | t,z, ) + o(1) ou le o(1) est dans L*®

( respectivement L LL).



Théoreme 1 (L’asymptotique)
Soient u® la solution de (5) et U la solution (8). Si E est transverse ( respec-
tivement faiblement transverse ) et non stationnaire on a :

w(t,z) =U (t,:c, 95(’;’ :”)) +o(1) = éUj <t,w, ‘5"(2’ x)) r;(t,z) + o(1)

ou le o(1) est dans L>(Q(Ty)) ( respectivement L LL(2(Tp))).

Remarque 3 (transversalité)

Comme FE n’est pas déterminé de maniére unique, la transversalité de E dépend
du choiz de E. D’autre part, nous ne donnons pas d’hypothéses sur @q et g
comme dans [10]. Ces deux points seront dicustés dans les remarques 5 et 6

page .

€
est de montrer que u:(t,z) = vi(t,z) + o(1). Ceci est déja vrai pour ¢ = 0.
Comme II¢ est contractant pour la norme de l'erreur et que II¢(uf) = ug, il
suffira de montrer que II5(v:) = vZ + o(1). En effet soit p la constante de
contractance de II¢ pour la norme de l’erreur (proposition 1) :

DEMONSTRATION DU THEOREME : Posons vé(t,z) = U (t, z, M) . Le but

[uc — vel|l < [TE(ug) — TE(vo)ll + [[Te(ve) — vell < plluc — vell + [[TIE(ve) — vl
On en tire :

o — Vel < 5 fTE(ve) - i
—p

Cette méthode simplifie la démonstration diie a [10] pour le probléeme de
Cauchy.
Posons wt = TI5(vE). Pour (t,z) € Q,1 < i < N, on a dans 'ordre suivant :

1. si la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre I'axe des x :

t
Wity ) = 00,3005 1,2)) + [ Ll 55, 2), v (5,453, )) s
0
5:(0,7:(0;¢,
Wi (t,2) = Us (o,%(om),w( d m))>

t 3 (st
+/ fCi <577i(s;t7 x)7UCi <577i(s;t7 (B), (PZ(S7’YZ(S, 7:1:)))) ds
0

9




Appliquons le lemme de la phase non stationnaire.

¢:(0,7:(0; ¢, ‘T))) + o(1)

£

Wity ) = U (o,%(o;t,x),

+ {/Ot{Ei[fci(S,7i(5;t,iv),U(S,’)/i(S;t,x), ))](é)}ds} <9‘; _ @(Lx))

£

wg(t, z) = Ui <t,x, ailt, >) +o(1)

wii(tax) = Ugi(tax) + 0(1)

2. Sinon la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre l'axe des t en 7 et
1< <P:

wii(Ta 0) = Gci T, 'wi_ (7-’ 0)7 1/)0(7—))
0

’wii(T,O) = ’U;( a0)+0(1)

On termine en traitant comme en 1 les termes intégrés suivant les car-
actéristiques.

O

4 QOscillations localisées

Nous allons préciser le résultat de I’équation (10) en montrant que seules cer-
taines composantes de la phase vectorielle ; interviennent par zones dans le
comportement oscillant de u®. Par la méme nous éliminerons par zones les
variables superflues de U;(t, z,0i1,... ,0;dimE, )-

4.1 Les phases localisées

Les phases localisées apparaissent naturellemnent dans l’exemple (3). On
donne ici une définition générale.



Définition 8 (espace de phases localisées)
E* est un espace de phases localisées sur §) associ€ auxr champs Xi,... , Xy,
sl est la collection d’espaces de phases E? sur Q¢ pour 0 < g < P tels que :

1. données initiales :

A € E° / ¢;(0,z) = po(z) 1 <i < N
3 € EP [ 4(t,0) = o(t) L<i < P

2. ET est stable par réflexions.

3. transmissions :
Vg=1...P¥i=1+q...NVoe E' ', 3pc E! | = sur T,
Vg=1...PVi=1...q—1,Vp € Eg,ﬂz/JEE;I_l /Y= surl,
4. Chaque E1? est stable par résonances.

De plus on dit que E* est de dimension finie si chaque composante E? [’est,
E*CF*siE1CFlpour0<qg< P, (E*NF*)1=FE1NF1,
(E*+ F*) =FE14+ F1, ...

Par exemple définissons 1’espace de phases localisées ®* correspondant au plus
grand espace de phase ® par restriction sur chaque composante de 2 : $7 = ¢
sur 29 pour 0 < ¢ < P. ®* est le plus grand espace de phases localisées.
Remarquons que si F'* est un espace de phases localisées, il ne peut étre réduit
a {0} (saufsip)=0= 1) car la condition sur les données initiales et
les transmissions forcent F* a posséder les N+P phases issues de ¢g et i
propagées par les N champs.

Proposition 4 (nombre fini de phases localisées)
Les espaces de phases localisées admettent un unique élément minimal pour
Uinclusion : E*. De plus ce minimum est de dimension finie.

DEMONSTRATION : Pour l'unicité on prend, classiquement, l'intersection
de tous les espaces de phases localisées qui est encore un espace de phases
localisées E*. L’existence est automatique par construction de £*. La propriété
de dimension finie requiert une définition et quelques lemmes :

Définition 9 (collection d’espaces de phases)

E* est une collection d’espaces de phases sur €} associé auxr champs
Xiq,..., XN, s’ilestla collection d’espaces de phases K1 sur Q¢ pour 0 < g < P.
Nous notons = l’ensemble des collections d’espaces de phases.



Nous définissons 'application 7 qui traduit la transmission et la réflexion des
phases en une itération de II :

(1]
(1]

T —
E* — F*

ot F* = E* + G* et G? est défini pour ¢ =0,... ,Pet pouri=1,... N par :

¢=0 = G'={0}

i>q¢>0 = Gi={pcd!/WecE" p=ysurl,}

i<g=P = Gl ={pc® [FpeEp,+ - +Ey/pt0)=14(0)}
i<q<P = Gl={ped!/IWecE", p=g¢sury}

Notons Id l'identité de =.
Lemme 2 (Propriétés de 7))
1. T est croissante et T > Id.
2. T préserve la dimension finie.
3. T(E*) = E* & E* est stable par transmissions et réflexions.
4. ToT2P =T2P

5. T*P(E*) = min{F* € E, /| E* C F*
et F* stable par transmissions et réflexions}

DEMONSTRATION : Les propriétés 1 et 2 sont évidentes.
Pour ¢, € {0,1,...,P}, G? contient les phases transmises ou réfléchies de
E" pour |¢ — 7| = 1, ce qui permet de démontrer 3. Le plus long parcours de
propagation d'une phase est de traverser I'',... ,'’, par transmissions, puis
I'P+1 par réflexion, puis, I'”,... ,I'%. Donc il faut, au plus 2P itérations de 7T
pour construire, a partir d’'un élément E* de =, le plus petit F* de = stable
par transmissions et réflexions. Ce qui se traduit par I’énoncé de /, grace a 3.
Soit F'* le plus petit espace de phases localisées contenant E*. La propriété 5
se déduit de l'inclusion G* C F™*. O
Pour la stabilité par résonances, considérons pour 0 < ¢ < P, ’espace R?
de toutes les résonances sur 29 :

R? = {g € ®? tel que 1+ @2+ -+ on = 0}.

R? est un espace vectoriel de dimension finie d’aprés un théoreme da a [10].
On note, pour 1 <1i < N, R} la projection de R? sur ®}.



Nous définissons I’application R qui traduit la résonance des phases en une
itération de IIZ :

R : —

E* +—

(1]
[

k!

N
ou F* est donné pour 0 < g < P, 1 <i< N par F! = E! + {(ZE]‘I) ﬁRg}

7=1
Lemme 3 (Propriétés de R)

1. R est croissante et R > Id.

2. R préserve la dimension finie.

3. R(E*) =min{F* € £, E* C F* et F* est stable par résonance}
4. RoR=R

R est le “projecteur” sur ’ensemble des collections d’espaces de phases stables
par résonances.

Nous prenons en compte les données initiales avec la collection d’espaces
de phases I* suivante :
X4 =0

our 1 <1 < N, soit ¢! la solution sur Q° de ,
P - % { ¢(0,z) = o(x)

our 1 <14 < P, soit ¥7 la solution sur Q7 de X! =0
s 9E,0) = hol)
I° =TI, R¢}
Alors I* est donné par : ¢ 17 = {0} pour 0 < g < P

1" = ile’iP x {0}V-F

Lemme 4 ( caractérisation des espaces de phases localisées)
Soit E* € = alors :
E* est un espace de phases localisées <= I* C E* et Ro T(E*) = E*

DEMONSTRATION : “E* posséde les données initiales” signifie [* C E*. 1l
est stable par transmissions et réflexions si 7(E*) = E*. Il est stable par
résonances si R(E*) = E*. Or T et R sont croissantes, supérieures a Id donc

T(E*)=E"et R(E*)=E" < RoT(E*) =E".
Pour la réciproque, la croissance de 7 et de R nous donne
E*CT(E*) CRoT(E*) =E*. O

Lemme 5 (Construction du plus petit espace de phases localisées)
Soit E* le plus petit espace de phases localisées. La suite, E), := (R o T)" (I"),
v=20,1,2,..., est stationnaire a partir d’un vy assez grand et vaut E*.



DEMONSTRATION : Posons, pour 0 < g< P, 1<:<N :

P N
§{[F*] = dim(F! N R}) < dim R!. La suite a,, = »_ Y 8/ [(Ro T)" (I")] est
P Nq_OF1
croissante, a valeurs entieres et majorée par Z Zdim R} < 00, donc est sta-
=04=1
tionnaire a partir d’un certain rang v. Ainqsi, pour v > vy, il n’y a plus de
phase rajoutée par résonance, donc E} ; = T(E}). D’apés la proptiété 4 du
lemme 2 il suffit de prendre vy := v + 2P. Finalement le lemme 4 nous dit
que E; est un espace de phases localisées. Comme I* C E*, la propriété 3 du
lemme 3 et la propriété 5 du lemme 2 nous donne E; = E*. ([l
D’aprés le lemme 5, la dimension finie de I*, et les propriétés 2 des lemmes
2 et 3, E* est de dimension finie. Ceci termine la démonstration de la propo-
sition 4. U

Choix des phases : E* étant ’espace de phases localisées donné par la
proposition précédente. On va s’attacher a choisir, composante par com-
posante, des bases qui prennent en compte les données initiales, les trans-
missions et les réflexions. Ceci nous permettra d’obtenir des équations simples
des profils localisés.

Pour 0 < ¢ < Pet 1 <i < N on peut se donner une base {¢;,1 < j < dimE}}
de E! telle que :

e Pour E° on retrouve 'espace de phases de [10] :
dimE® = N,dimE? = 1 et ¢%(0,z) = po(z).

o Pour ET 1) se propage suivant les directions entrantes au bord :
1<i< P = pji(t,0) = ().

e On raccorde les bases par les transmissions. Ceci est toujours possible. Il
suffit de suivre “le sens de propagation de l'information” dans 1’ opérateur
IT et d’utiliser le théoreme de la base incompléte.

g#0,i#q1<j<min(dimE{,dimE! ') = ¢ = o4 ' sur T,

Le choix des bases étant fait, on reprend des notations analogues au phases de
E ( voir 3.1). Pour 0 < ¢ < P notons :

o 7 = (phh, - 790;1dimEg) 1<:<N

L 95(—1}— = 95({7 795(;’)7 (153 = (95(}’-1—17 7953\/')7
et ¢ = (F1,... ,Pn) = (¢4, ¢)
e 1 <i< P :AP@F(t,0) = gE(¢,0) avec la matrice AY donnée par la

stabilité par réflexions.



e O1="Vect(g?(Q)) C Rdim Eq, 0! = Rdim E; et U7 le dual de ©14.

our 6 € ©7 on note les composantes de 0% comme celles de p?:
1= (61,...,0%) = (6%,...,07 0%, ..., 0
l

1dim g2 °°
= (63,07)

o U!=07n{h,0 =0}

2

lge}

7 . )
Ndim Ef,

=t

4.2 Les profils localisés

Comme chaque Q9,0 < g < P, a son espace de phases, sur chaque ¢ la
solution du probleme mixte oscillant aura son profil.

Définition 10 (espace des profils localisés)
On dit que U* € Cf,, st U* est la collection de P+1 fonctions U?,0 < ¢ < P

telles que U? € C’Igpp (Qq X @q,RN).

L’espace Cf,,, muni de la norme uniforme est un espace de Banach.
Notons, pour 0 < ¢g< Pet1 <1< N :

o [E7 l'opérateur de moyenne suivant ¥y,
4 _ Jim 7 . — 4 19 _ <N g
[ ] d,L = dlm Ei7 dz = maxogqu d,L y dl] = Ei:O d,L

e pour 7j; € R% on appelle 7¢ le vecteur constitué des d? premiéres com-
posantes de 7j;.

Les équations des profils localisés :

pour 0<g< Petl1<:<N

—

( XUl = Elfi(.,. U Y (t,z,0) € Q7 x RY
Ul(t,z,7l) = USY(t,z, 77 ") Y (t,z,7) € [y x R%
i1 #q#0
U%0,z,0) = H(z,0) Y (z,0) €[0,X] xR (11)
UP(t,0,07) = Gi(t,UP(t,0,AF07),0%) ¥ (t,0) € [0,T] x R¥
\ i <P

U* est solution d’un probleme de Cauchy, d’'un probleme de réflexion et de
P problemes de Goursat liés entre eux par les transmissions (deuxiéme type
d’équation). Ces équations de transmission nous disent que les composantes



des profils se raccordent continiiment suivant chaque caractéristique issue du
coin, a condition que la caractéristique ne coincide pas avec la direction de
propagation de la composante. Ainsi on retrouve bien une régularité

Clgpp Q,RY) pour U* comme pour la solution exacte du probléme mixte
semilinéaire classique. Cependant il y a une subtilité sur 7. En effet de part et
d’autre de la caractéristique issue du coin les espaces de phases peuvent ne pas
se raccorder aussi bien. De fait pour un champ donné les phases associées sont
en général plus nombreuses d’un co6té que de 'autre. C’est pour cela qu’on
introduit 7.

Remarque 4 (Relations de compatibilité)
Pour que la soluion exacte u® soit réquliere, A. Corli a rajouté des conditions
de compatibilité dans [6]. Pour avoir, en plus, le profil régulier, il a du ajouter
des conditions de compatibilité supplémentaires sur les données.

Le systéme (11) nous permet de comprendre La nécessité de ces hypothéses
supplémentaires sur les données ( voir aussi [12]).

On va définir un opérateur II7 qui traduit les équations des profils localisés
sous forme intégrale. Notons :
P 0 (g 0 N
o [ UETLC (¢, Q@q,R )) 1,
tel que Vg, Vi, Ul(t, z,07) ne dépend que de <t, m,@?)
I .¢x — ¢

vV (12)

ou V* est défini de la maniére suivante :

1. données initiales : VZ-O(O,X,H-?) = Hy(x, 0%) pour (0, x, 5?) €T’ x O et
i=1,... N,

2. transmissions : Pour ¢ =1,...,P, et (1,x,7) € [ x R? :
Si 1 << galors Vi(7, x, ) = U™ (1, x, 71 ),

Si g < i< P alors V(7 x, 70) = UL (r, x, ).

2

3. réflexions : Pour t =1,... , P, et (T,X,gp) eI’ xer .
ViP(T’ X ‘9_;13) = Gci(T7 UI_J(T,O,Afé;P),Hﬁ),

4. propagations : pour ¢ =0,..., P, (t,m,gq) EQXxOIx,eti=1,... ,N :
Si i < g prenons (7,x) € ['; tel que x = vi(7;t, z),
Si ¢ > q prenons (7,x) € ['y41 tel que x = vi(7;t, ), alors :

—

Vit,e,07) = Vi(r,x,00)

2

+ [l i(s51,2), U, i(s51,2), ) Y



Nous montrerons dans la section 6 la

Proposition 5
Sur Q(Ty), il existe un unique U € Cf,,, solution de (11).

4.3 Asymptotique localisée

L’intérét des phases localisées est de représenter la propagation d’oscillations
dans le problemes mixte. En fait ce sont les seules phases qui peuvent réellement
intervenir dans le comportement de la solution exacte du probleme mixte os-
cillant pour les hautes fréquences. Pour montrer ce résultat il est d’abord
nécessaire de prouver une asymptotique a ’aide des profils localisés.

Notons de maniere compacte U* (t,:v, M) la fonction de C3 (Q,RN)

définie par :
o (t st
<U* <t,x,—‘0 ( ’x)» = Ut <t,:c,—('02( ’x))
€ 4 €

pour (t,z) € Q4, 0<¢g< P, 1 <i<N.

On étend les définitions de transversalité et de non stationnarité (rappelées
au paragraphe 3.3) a I’espace de phases localisées composante par composante.
Ainsi nous avons le :

Théoréeme 2 (Asymptotique localisée)
Soient u® la solution de (5) et U* la solution de (11). Si E* est transverse
(respectivement faiblement transverse) et non stationnaire on a pour

(t,z) € QTy) :
u®(t,z) = U" <t,$, @) + o(1) (13)

ou le o(1) est dans L>=(Q(Ty)) (respectivement L L (Q(Ty)).

Remarque 5 Le probleme de la transversalité de l’espace de phases est un
probleme bien posé€. Ceci n’est pas vrai pour le théoreme 1, ou [’on peut toujours
choisir un espace de phases non tranverse méme si E* est transverse.

Remarque 6 Contrairement a [10], nous ne donnons pas d’hypothéses sur les
phases initiales g, Py, mais sur l’espace de phases lui-méme. En effet, pour
un probleme maxte, le fait que @ et 1y soit presque partout non stationnaire
ne suffit plus pour assurer la transversalité de E*. Des exemples explicites de
ce phénomne sont donnés dans [12]. En revanche, on pourrait bien sur prendre
o et Py vectorielles.



DEMONSTRATION : Posons vé(t,z) = U(t,z, (’z)) et montrons que

£ = TI5(v®) = v® + o(1). Comme ui(0,z) = v (0 z) + o(1), ceci montr-

era l'asymptotique du théoreme grace a la contractance de II dans la norme

désirée. Pour cela montrons par récurrence sur q = 0,1, ... Pet g <t < N
puis sur q = P,P-1, ... ;1 et 1 <i < g que w; = v + o(1) sur Q4.

1. Pourq=0,1,... ,P,g<i <N, (t,z) € Q¢ et, en notant (7, x) le point
de I, se trouvant sur la i caractéristique issue de (t,x), on a :

wi(t,2) = wilr(rst o)) + [ falswlsits o), v (5, (551, 2)))ds
+o(1) + / Jeils,%i(5: 1, 2), v (5, 7(s;,2)) )ds
wi(t,z) = UL <7’, @) +0o(1)

t =4 (st
+/ fci <577i(s;t7$)7chi <577i(s;t7$)7 (pl(&fh(s, ,x))>> ds

wi(t, ) = vi(7,x)

9

Appliquons le lemme de la phase non stationnaire.
74
) =02 7 T oty
- ~ 29(¢
+{ [ B lalorntoit, o, VoGt ), M as) (3 = E02)

wi(t,z) = UL <t,m, @) +o(1)
wi (t,z) = v (t,z) + o(1)

2. Pour q = P, 1 < ¢ < P traitons la donnée au bord { x =0 }

wi(r,0) = Ga|7,0° (T,O),%—(T)) = G (T,vf_ (7,0)+o(1),1/’0—(7))

&

w;

wi(1,0) = vj(7,0) +o(1)

3. La fin de la récurrence se traite comme en 1 et termine ce deuxiéme cas.

O



5 Analyse de propagations

Nous nous proposons de montrer que toutes les phases de £* peuvent “réellement
osciller”. Comme dans [11] une phase oscille vraiment si le développement en
série de Fourier du profil associé a la variable de phase a des coefficients non
nuls. Nous donnons une définition rigoureuse de ceci. Pour V* € C* et a* € ¥*,
appelons :

e c.[V*] lacollection des coefficients de Fourier de V* :pour¢=0,...,P
ete=1,...,N

ChaaVi'l(t,2) = BF V(L 2, ) exp (= @, )]

N
o S§*(V*) le spectre de V* : §4(V?) := [[ SLV;)
i=1
avec S{(V;!) :=={a? € W / ! ,.[V)"] # Oqd}.
e V*(V*) lélément de Z défini par : V}(V?) := {< of,g? >,a! € S{V)}

Théoreme 3
Il existe un probléeme mixzte oscillant tel que V(U*) = E*.

On a toujours V(U*) C E*. Ce théoréme affirme que l’espace de phases E* est
optimal : il contient exactement les phases engendrant les oscillations de U*.
DEMONSTRATION : Comme systéme de taille N, nous prenons, par exemple,
une non linéarité polynomiale, une simple réflexion linéaire et une donnée
initiale de spectre fini :

( N 1
(t,x,u) = I | : |,
j=1 1
[ Yo(t) :
w,(4,0) = 3—N< > 000+ X exp (1" )) e
j=P+1 a€F € 1
1
H(z,0) = ) exp(—tab)
acF 1

1
ol F' est un ensemble fini donné plus loin par le lemme 7. Le facteur 3N nous

donne la contractance des opérateurs IIj et II7.
Posons U* = 0 et U***! = II;(U**) pour v € N. Nous notons ¢;
coeflicients de Fourier de U*".

v
- les



Lemme 6
Vi=1,...,N,Vg=0,... ,P,Va€ ¥V (t,z) € Q,VveN :
0 < cli(t,z) < cliti(t,z) <2M

DEMONSTRATION : La majoration des coefficients de Fourier par 2M résulte
de la borne uniforme en v de U*”. Le reste se démontre par récurrence sur v.
Les équations vérifiées par les coefficients de Fourier sont :

FZ&V = {(ﬁ]) 1ouﬁjesq(UQ7)/z<ﬁja p1) = (a 795q>}7

]:

N
Xttt z) = I1 <5, (t. ),

plus des conditions aux limites analogues & celles de U%**! sur chaque 9°.

Ainsi la positivité des coefficients s’obtient simplement par récurrence en écrivant
ces équations sous forme intégrale. Pour finir notons H” ’hypothese :
{Vi,Vq,Va,V(t, ), cf.(t,z) < 2N t,2)}. HO est trivialement vraie. Pour
v>0,c vl

prime en fonction des c;lg ! En utilisant la positivité des coeflicients, en appli-

se calcule explicitement en fonction des c};. De méme c{, s’ex-

1 1
quant H”~! aux clj et ¢I;7", et en notant que H”~' nous donne F{y™" C F{Y

2, )
on en déduit que H Y est Vra.ie. ([l

Lemme 7
Avec les notations du lemme 5, il existe F' tel que pour tout v : V*(U*") = E*

DEMONSTRATION : Par le lemme 6 la suite (V*(U*")), est croissante. Par
construction de E}, on a toujours V*(U*") C E}. D’apres le lemme 5, La
suite d’espace localisée E est de dimensions finie et constante pour v > 1.
Montrons que pour un bon choix de F' fini V*(U**) = E . Comme E est de
dimension finie, il existe un spectre localisée fini F}; qui réalise ), si F,; est
le spectre de U**. Comme les résonances ne mettent en jeux qu'un nombre
finie de phases et que les transmissions et réflexions ne font que de propager
les fréquences (“7 est réversible”), on peut trouver F}; _; tel qu’au bout d’une
itération de II* on ait au moins obtenu le spectre F;; . Par récurrence, il existe
un spectre fini F tel qu’au bout de vy — 1 itérations de II* on ait au moins
obtenu le spectre F) . Il ne reste plus qu’a voir quelles sont les phases obtenues
par résonance dans QU et QF et prendre pour F un spectre fini qui engendre
au moins F}" au bout d’une itération de II*. O
Le théoreme 3 résulte du lemme 7. (]



6 Démonstration des résultats de contractance

On démontre ici des résultats de contractance en norme L et L>®°L! | uni-

forme en €. Pour commencer, on étudie le probleme mixte a données continues
suivant :

X;i(t,z)u;(t,z) = fi(t,z,u(t,z)), ¢=1..N sur Q
u(0, z) = u’(z), sur {t = 0} (14)
u,(t,0) = g(t,u (¢,0)), sur {z = 0}

L’existence et 'unicité d’un tel probleme s’obtient avec I'opérateur :

. (0 N 0 N
I, .CF(Q,R ) — CF(Q,R ) (15)
u — v
ol v est défini dans l’ordre suivant, pour (t,z) € 2,1 <i< N :

1. si la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre I'axe des x :
t
vi(t7 LL’) = 1121("}/,(0, t, .T)) + ‘/é fci(57 71'(5; t, 50)7 11(8, ’Yi(s; t, CC)))dS,
2. sinon la i-caractéristique issue de (t,x) rencontre 'axe desten7et i < P:

vi(t,z) = gui(1,v_(7,0)) + /Tt fai(s,vi(s;t, z),uls, vi(s;t, z)))ds,

ou g.(t,u. ) =cg(t,u ), et f.(.,,.,u;) = (cfi (., ,u)+£f (,,.,u)).
Le probléme mixte semilinéaire (14) se rameéne a résoudre Il (u.) = u. (cf

[4])-

Remarque 7 (donnée au bord de II(u)) Par rapport au [4], on a légérement
modifié la donnée au bord pour obtenir la contractance de Il en norme L et
Ll

On note pour la suite : |u] = max |y, |[u]le = max |||, gf‘ la
1<i<N 1<i<N v oo

norme matricielle subordonnée a la norme L°,
P(C, M) :={ucRY /luy| < (1+3C1)2M, |u_| < 2M} et :

M = max ([Jull]oc, 3180, O)lloc o) + 1 (16)

0
Cl = |— (]_7)
8117 00,[0,T]x{u—,|u_|<2M}

O

o )) +1 (18)

Cy = max (||f||oo,ﬂ><P(Cl,M)’ (1+43Ch)
00, 2x P(C1, M



On effectue le changement de variable :

u. = cu,; +u_ avec ¢ := (1+3C;)™* (19)
Posons :
By(T,ug) = {u.e C(QT),RY) /uc(0,.) =l et |[ucl|wnm < 2M}

Théoréme 4 (Existence pour (14) )

Il existe Ty > 0 tel que I, soit contractant sur By (T,u?) pour la norme
L> et la norme L®L. On peut prendre Ty ne dépendant que de M, C; et
Cs. La constante de contraction p ne dépend des données initiales que par
Uintermédiaire de la constante M de I’équation (16). Ainsi, il existe une unique

solution de (14) dans C (Q(TO),RN) .

DEMONSTRATION :
a) Contractance de la réflexion

Le changement de variable sur u rend g.(t,u. ) contractante en u. et
deux autres inégalités :
00,[0,T]x{u_,ju_|<2M}

‘ o
0

1
LS =cC1 < 3 [ufloe < [[u”||os,
max (”fc”oo,ﬂx{uceRN / |uc|<2M}> Ha_ufc

)HSCQ.

00,2 x{uc / |uc|eERVN<2M}

b)_Contractance L™ de II.

Lemme 8
Il existe T1,0 < Ty < T tel que Il soit L™ contractant de By (T1,u?) dans lui
méme.

DEMONSTRATION : Prenons 77 = min (T, ﬁ) . En effet pour ue By (T3, u?),
posons

v := II.(u). En majorant grossiérement suivant les caractéristiques issues de
I’axe des x, On obtient pour v :

1
[v(t,z)| < ||ulllec + T1C> < M + 3 <2M

Sur le bord, en utilisant ’estimation précedente sur v_ et la contraction de la
réflexion on a :

M
|V+(T, 0)| = |g(7—, V—(T’ 0))| < ? +CC1||V—||OO <M



Finalement, en majorant suivant les caractéristiques issues du bord :
V()] < IV (0) o + T1Cs < 2M

donc ||TI.(u)]| < 2M ou encore (B (T1,u?)) C By (T1,u?).

Calculons une constante de Lipschitz de I, : soient u et w dans By (77, u?),
v :=II(u) et z := II.(w). On recommence les calculs précédents, dans le méme
ordre, a la différence pres qu’on utilise cette fois-ci les constantes de Lipschitz
de f et g. On obtient :

1
2 v|(t.) < TiCallz — vl < Sz - Vil
|zy — vi|(1,0) < cCi|z- — v_|(1,0) < cC|z — V]|
1
|z — vi|(t,z) < (cCi + )||Z V|loo

1
OrcC; < % donc p; := (cCl + 5) < let II. est L™ contractant sur By (71, u?).
O

c) Contractance L L. de II..

Soit la norme L{°Ll : |||ul|] := Sup / u(t,z)|dz. 1l nous reste a

prouver la

Proposition 6 (Contractance L>°LL)
Il existe Ty, 0 < Ty < T tel que T, soit L°LL contractant sur By (Ty,u?).

DEMONSTRATION : On prend T, < T} pour avoir les inégalités précédentes
et I'on redresse les caractéristiques. Pour 1 < i < P, notons ! 1’abscisse du
point (¢,z¢) € T; si I'; rencontre dans €2 la droite horizontale d’ordonnée t,
sinon posons z! = X — At.

|
|

-
t T |
|
|




Soit 7{(z) l'ordonnée du point de 'axe des t se trouvant sur la i car-
actéristique issue de (t,z), 0 <z < zi.

Tti : [O?Z;] — Tz([ovl‘;]) C [O?t] .
z +— 7,(z) tel que (7 (z);t,z) =0
~1

7; est un difffomorphisme. Posons K = max sup
1<i<P g<i<my

%Tt 00,[0,z1]
Pour chaque i=P+1 ... N et pour chaque t € [0,7}] posons :
X0, X [0, —Ad — xi([0,4 x [0, X — Af)) € (1)
(57 :C) — (57 ’Yi(s; ta ZD))
Puis, pour chaque i=1 ... P et pour chaque t € [0,7}], sur le “triangle”
Ni={(z,s) ] 0 <z <! 7i(z) < s <t} considérons le difféomorphisme
Xp 1 A U[08] x [z, X — At] — xH(AiU[0,2] % [0, X — At]) C Q(t)
(Sv .’L‘) — (Sa 71(57 ta LL'))

En posant J = max sup ||Jacobienxi||.}, il suffit de prendre
1<i<N 0<t<Ty
1
T5 = min | T}
2= min ( Y20, J(2 + KcCh)
v =1II.(u) et z = II.(w), on a par les calculs fait en b) :

) . En effet, pour t < T, u, w € By (T3, u?),

1. pour P<i< N :

XAt . )
i(t,z) —vi(t,z)|de < Cslu — : dsd
L et —ualde < [ Cofu—wl(xi(s,2)dsda

< 02/_ Jlu—w|(s,v)dsdy < CQJ/ |lu— w|(s,v)dsdy
x; ([0,8]%[0,X —At]) ()
X—As

< CyJt sup [u—wl(s,7)dy < CoJTo|[u — wi|]
0<s<t /O

2. Pour 1 <7 < P, t étant fixé, 'intégrale suivante se découpe en deux

morceaux :
X —At a X —At
/é |zi — v|(t, z)dz = /é |zi — vs|(t, z)dz + / |zi — v|(t, z)dz
Ty

Le deuxiéme morceau se majore comme précédemment alors que le pre-
mier provient de la réflexion :

i

zy wé t .
/ |zi — v(t, z)dz < / /_( )C’2|u — w|(x;(s,z))dsdx
0 0 T (z

+ [l = (i (), 0)da



La premiere intégrale se majore comme pour ¢ > P. Seule la derniere
intégrale mérite attention. Par changement de variables et majoration
du jacobien on a :

t ) t t
[ 1z = wil(ri(@),0)dz < K [ |2~ vil(0,0)do < K [ |2~ vil(0,0)do
T T 0

1

Et maintenant on se rappelle de la condition au bord qui nous donne
I'inégalité :
|z; — vil(0,0) < cCi|z_ — v_|(0,0)

Or pour P < j < N, en intégrant comme en 1 :
t
| 1z = vil(e,0)dor < Coa sl — w]|
En regroupant les résultats, on obtient :

X—At
[ =l )i < CotBu—wl| + ColTofju — w|
+KC0102JT2|||11 —W|||
Soit pg 1= CaJT5(2 + KcC1); on a pa < 1 par définition de To.

Finalement |||II.(u) — II.(w)||| < p2|||u — wl|||, ce qui achéve la démonstration
de la proposition 6. (]

Soient T3 et p; définis dans le lemme 8 et 75 et py définis dans la proposition 6,
prenons Ty = min(7Ty,T3) et p = max(p1, p2). p ne dépend des données initiales
que par l'intermédiaire de la constante M donc le théoreme 4 est démontré. [

6.1 Application au probléeme oscillant

Il suffit d’appliquer les résultats précédents a :

(1)  Xi(t,z)u;(t,z) = fi(t,z,u(t, z)) i=1... NsurQ
(13.) u(0,z) = ul(x) surt =0
(tite) uy(t,0) = g.(t,u_(¢,0)) sur z = 0.

avec u’(z) = H (:c, “’OT(Z)) et g.(t,u ) =G (t, u, %T(t))

On demande que le temps d’existence soit indépendant de . Soit M, la
constante définie par léquation (16) pour le systéeme (),(73.),(7i7.). Prenons
une constante M qui majore M, pour tout €. Par exemple, prenons
M := max <||HHoo,[0,X]><R,3||9(-,0)||oo,[0,T]> + 1 et évaluons C; par I’équation
(17), puis c et Cy a partir de M et C; par ’équation (18). On effectue le
changement de variable (19) et par le théoréme 4 nous obtenons la proposition
1.

L’existence et I'unicité du profil U nous sont données par 1'opérateur II..
La proposition 3 s’obtient a ’aide des deux lemmes suivants



Lemme 9
I, (C, (2x ©,RY)) c €L, (2 x O,RY) .

DEMONSTRATION : Bien que le terme intégré soit discontinu sur chaque
caractéristique issue du coin, l'intégration en s coupe transversalement ces
courbes donc régularise. ([l

Lemme 10
I, est L™= contractant sur : {U e Ct, (Q(TO) X @,]RN) U ||ee < QM}.

DEMONSTRATION : Comme E; est un projecteur de norme 1 les mémes
estimations faites sur IIZ, en plus simple vue la donnée au bord, restent valables
pour II.. ]

L’existence et 1'unicité du profil U* nous sont données par 'opérateur II7?
car

Lemme 11 (Contractance de II?)
IT* est contractant en norme L™ (Q(TO),RN> sur

Bl = {V* € C*,||V*|| < 2M}.

DEMONSTRATION : Soit p la constante de Lipschitz de II., alors il est
immeédiat que p est une constante de Lipschitz de II?. O
U est défini comme 'unique élément de Bj, tel que IT*(UZ) = U Cette
derniére équation nous permet de récupérer la régularité U* € Cf,, C C*, et
de donner la proposition 5.

7 Comparaison des deux méthodes

La premiere méthode, nous donnant 1’espace de phases E et le profil U,
généralise au probleme mixte les résultats établis dans [10] pour le probléeme
de Cauchy. Cependant des exemples montrent le phénoméne d’oscillations
propres a des sous domaines du quadrant. Pour mettre en relief ce phénomene
on a développé la notion de phase localisée et de profils associés : 1’espace de
phases localisées E* et le profil localisé U*.

7.1 Les espaces de phases E et E*

La définition de E* est bien plus compliquée que celle de E. Cependant on
a pris par construction les phases qui pouvaient réellement intervenir dans le
comportement oscillant de u®.

E* est plus petit que E deés que E est (faiblement) transverse (ce qui est le
minimum requis pour avoir une asymptotique). C’est a dire que E contient des
phases qui ne correspondent a aucune oscillation de u® dans le complémentaire



de Q°. Pour voir ceci il faut d’abord donner un sens & cette inclusion en
associant & E par restriction aux sous domaines I’élément de & : E .

On a : E (faiblement) transverse —> E" un espace de phases localisées —>
E* C E". L’égalité n’ayant lieu que dans de rares cas, par exemple si opérateur
différentiel est a coefficients constants et les phases initiales g et 1, sont
affines. Mais il suffit de prendre une phase v, quadratique pour obtenir des
inclusions strictes par composantes. De fait, pour construire E, on a fait des
prolongements arbitraires de phases a tout {2. Puis on fait réfléchir et résonner
ces prolongements ce qui nous donne encore plus de phases. Autrement dit
prolongeons les phases de E* a tout (2, rajoutons les nouvelles phases diies aux
résonances de ces prolongements, finalement réfléchissons les nouvelles phases
et ainsi de suite ... On obtiendra un espace de phase semblable a E.

7.2 Les profils Uet U*

Des deux asymptotiques obtenues on en déduit 1’égalité :

U <t,x, @) _U (t,x, ‘Wg’ ‘””)) +o(1)

Les deux profils sont ils égaux ?

Si B* ¢ E" il existe pour g=0 ... P une matrice rectangulaire Y7 tel que
PUt,z) = YTIP(t,xz) pour tout (¢t,z) € Q4. Ce que l'on notera de maniére
condensée :

7*(t,a) = T*@(t,2) pour (t,z) € O

Si on est dans le cas transverse un théoréme de [10] montre que le profil est
unique ce qui nous donne 1égalité :

U(t,z,0) = U*(t,z, T*0)
Ceci montre bien que le profil U a des variables superflues. Montrons que l'on
peut se passer de ’hypothese de transversalité.

Proposition 7 . .
E* CE = U(t,z,0) = U*(t,z, T*0)

Cette égalité montre que U* n’améliore pas 'asymptotique mais précise la
propagations des oscillations.

DEMONSTRATION : Pour la preuve posons V(t,w,g) = U*(t, z, T*g) On
aVe Cropp (Q x O,RY ) grace aux équations de transmission vérifiées par U*
et | V|| < 2M. Pour montrer ’égalité, il suffit de prouver que : II.(V.) = V..
Pour cela on a besoin du



Lemme 12 . .
Pour q fizé, g € {0,1,..., P}, et W € Cp (0%, R) posons Z(0) = W(T10)
alors Z € Cp (©,R) et E Z(6;) = B W ((qu)i) pour 1 <7< N.

DEMONSTRATION : En identifiant matrice et application linéaire associée on
a la surjection linéaire :

q

=T

T? : 0 —
0 —

] D

Par continuité des opérateurs de moyenne il suffit de montrer le lemme pour
un seul mode.

—

W (6) = exp(u </\, 5q>) donc Z(6) = exp(L< thA,§>)
Rappelons :

0 siA ¢ Wi
E; eXP(L<A7§>) - { exp(b<>\, qu>) si A e ¥y

Cette égalité résulte de la définition de 'opérateur de moyenne. Ce dernier ne
garde que les fréquences A telles que (A, @) € E;. Or

TINET = ('TNG) € B X; (T, F) =0
= X;(\T%) =0<= X;(\,@1) =0
= e (vH)"

Ce calcul montre que *Y? (\I/?)L C W;". En général I'inclusion est stricte. Mais
cela suffit pour avoir :

- — —

V0e®, 1<i<N, EZ(0)=TEW(6 = 190)

S}

O
En appliquant le lemme sur chaque €29 on trouve que V vérifie les mémes
équations que U. Par unicité de la solution on a U = V et la proposition est
démontrée. U

Corollaire 2
L’asymptotique est indépendante du choix des bases.

DEMONSTRATION : Considérons une autre base pour E*, notée de maniére
condensée ¥*. On aura d’autres équations de transmission et réflexion, d’autres
opérateurs de moyenne et un autre profil V*. Mais pour chaque ¢, 0 < g < P,



il existe une matrice carrée inversible D! telle que Jq(t, z) = D1@4(t, ) pour
tout (t,z) € Q4. Et on aura les égalités suivantes :

*(t,z) = D*@*(t,x) pour tout (¢,z) € Q
V*(t,z, D*6*) = U*(t,z,0%) pour tout (t,z,0%) € Q x ©*
\% (t,w, WT”)) = U* (t,a:, M) pour tout (¢,z) € Q
Ceci se démontre comme la proposition 7. (I
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