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LA TRANSFORMEE DE FOURIER POUR LES ESPACES
TORDUS SUR UN GROUPE REDUCTIF p-ADIQUE

Guy Henniart & Bertrand Lemaire

Résumé. — Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps local non ar-
chimédien F. On pose G = G(F). Soit aussi § un F-automorphisme de G, et w
un caractére lisse de G. On s’intéresse aux représentations complexes lisses © de G
telles que 7 = 7 0 6 est isomorphe & wr = w ® 7. Si 7 est admissible, en particulier
irréductible, le choix d’un isomorphisme A de wr sur 7 (et d’une mesure de Haar
sur G) définit une distribution ©4 = tr(r o A) sur G. La transformée de Fourier
tordue associe a une fonction f sur G localement constante et & support compact, la
fonction (m, A) — ©2(f) sur un groupe de Grothendieck adéquat. On décrit ici son
image (théoréme de Paley—Wiener) et son noyau (théoréme de densité spectrale).

Abstract. — Let G be a connected reductive group defined over a non—Archimedean
local field F. Put G = G(F). Let 6 be an F—automorphism of G, and let w be a smooth
character of GG. This paper is concerned with the smooth complex representations 7
of G such that 7 = 700 is isomorphic to wr = w®x. If 7 is admissible, in particular
irreducible, the choice of an isomorphism A from wr to 7? (and of a Haar measure
on G) defines a distribution ©2 = tr(m o A) on G. The twisted Fourier transform
associates to a compactly supported locally constant function f on G, the function
(m, A) = ©Z2(f) on a suitable Grothendieck group. Here we describe its image (Paley—
Wiener theorem) and its kernel (spectral density theorem).

Classification mathématique par sujets (2000). 22E50.
Mots clefs. — corps local non archimédien, groupe réductif, espace tordu, caractére (tordu),
transformée de Fourier, théoréme de Paley—Wiener, théoréme de densité spectrale.
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1. Introduction

1.1. La transformée de Fourier dans le cas non tordu (rappels). — Soit F' un corps
commutatif localement compact non archimédien, et soit G un groupe réductif connexe défini
sur F. Le groupe G = G(F') des points F-rationnels de G, muni de la topologie donnée par
F, est localement profini — en particulier localement compact — et unimodulaire. On appelle
représentation de G, ou G-module, une représentation lisse de G a valeurs dans le groupe
des automorphismes d’un espace vectoriel sur C. Le choix d’une mesure de Haar dg sur G
permet de définir, pour toute représentation admissible 7 de G, une distribution O, sur G,
c’est—a—dire une forme linéaire sur l'espace H(G) des fonctions localement constantes et a
support compact sur G: pour f € H(G), 'opérateur n(f) = fG f(g)m(g)dg sur l'espace de «
est de rang fini, et ’on pose
Ox(f) = tr(n(f)).

Cette distribution O, ne dépend que de la classe d’isomorphisme de 7 (et aussi du choix de
dg). Notons G(G) le groupe de Grotendieck des représentations de longueur finie de G. Tout
élément 7 de G(G) définit par linéarité une distribution ©, sur G.

Le théoréme de Paley-Wiener (scalaire) prouvé dans [BDK] caractérise les applications
Z-linéaires de §(G) vers C qui sont de la forme m — ©(f) pour une fonction f € H(G).
L’espace H(G) est muni d’un produit de convolution “«”, donné par

fhiz) = /G F(@)h(g~ z)dg.

Le noyau de lapplication f +— (7 — Ox(f)) contient le sous—espace [H(G), H(G)] de H(G)
engendré par les commutateurs f x h — h % f. Le théoréme de densité spectrale affirme que
ce noyau est égal & [H(G), H(G)]. Il a été démontré par Kazhdan dans [K1, appendix], via
un argument local-global utilisant la formule des traces, donc valable seulement si F' est de
caractéristique nulle. Kazhdan a ensuite étendu son résultat au cas ou F' est de caractéristique
non nulle [K2], par la méthode des corps proches en supposant G déployé. Notons que cette
méthode est certainement valable sous des hypothéses moins restrictives, par exemple en
supposant la caractéristique résiduelle grande par rapport au rang de G — voir les travaux
récents de J.—L. Waldspurger sur le lemme fondamental —, mais cela reste a rédiger.

1.2. La transformée de Fourier tordue. — On s’intéresse ici a la version “tordue”
des résultats précédents. La torsion en question est donnée par un F—automorphisme de G,
disons 6. On fixe aussi un caractére w de G, c’est—a—dire un homomorphisme continu dans
C*. Pour f € H(G) et € G, on note f la fonction g — w(x)f(z~ g(x)) sur G. La théorie
de I’endoscopie tordue étudie les distributions D sur G qui, pour tout f € H(G) et tout
z € G, vérifient D("f) = D(f).

Soit 7 une représentation irréductible de G telle que ©° = mo0 est isomorphe 4 wn = WT.
Le choix d’un isomorphisme A de wr sur 7% définit comme plus haut une distribution
02 = tr(r o A) sur G. Cette distribution ©2 dépend bien siir du choix de A (et aussi
de celui de dg), et elle vérifie

0

07 ("f) = O7(f).

Pour décrire 'image et le noyau de Papplication f — (7 — ©2(f)) comme dans le cas
non tordu, il faut commencer par la définir! On peut le faire de diverses maniéres, I'une d’elle
étant la suivante. Soit G¢(G, 0, w) le C—espace vectoriel engendré par les paires (mw, A) o 7
est une représentation de G de longueur finie telle que 7% ~ wm et A est un isomorphisme
de wr sur 7%, modulo les relations:
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— pour toute suite exacte 0 — (w1, A1) — (w2, A2) — (73, A3) — 0, i.e. une suite exacte
de G-modules qui commute aux A;, on a (w3, As) = (72, A2) — (71, 41);
— pour tout A € C*, on a (m, AA) = A\(m, A);
— pour tout entier k > 1 et toute paire (p, B) formée d’une représentation de longueur
finie p de G telle que p(k) ~ p et d’un isomorphisme B de p sur p(k), on a tx(p, B) = 0.
Ci-dessus, tx(p, B) est la paire (m, A) définie par

T=p®p(1) @@ plk—1), Awo,v1,...,ve-1) = (v1,. .., ve_1, B(v0)),

ot l'on a posé p(i) = wi_lpgi, w; désignant le caractére g — w(gf(g)---60"(g)) de G. Par
construction, (1) = w™*n? est isomorphe a 7 et A est un isomorphisme de 7 sur w(1).

L’application f +— ((m, A) — ©2(f)) définit un morphisme C-linéaire
H(G) = 9¢(G, 0,w)" = Homc(Sc(G, 0,w),C).

C’est ce morphisme que 'on étudie dans cet article.

1.3. Formulation en termes de ’espace tordu de Labesse. — Plutot que de fixer le
F-automorphisme 6 de G, il convient de travailler avec un G—espace algébrique tordu GF
tel que 'ensemble GF = GF (F) de ses points F-rationnels est non vide. Le choix d’un point—
base 6; € G définit un F-automorphisme 6 = Intgs (1) de G qui permet d’identifier G*
au G-espace topologique tordu GO (cf. 2.2). On appelle w-représentation de G¥, ou (GY,w)-
module, la donnée d’une paire (7, A) formée d’une représentation = de G telle que (1) ~ 7
et d’un isomorphisme A de 7 sur m(1) (on renvoie & 2.3 pour une définition plus intrinséque).
On note II la paire (, A), et I'on pose II° = &. Les w-représentations de G* s’organisent
naturellement en une catégorie abélienne, et Sc(G%,w) = Gc(G,0,w) est un quotient du
groupe de Grothendieck des w-représentations IT de G? telles que la représentation II° de G
sous—jacente est de longueur finie.

Toute w-représentation II de G* telle que II° est admissible définit comme plus haut
une distribution O sur G, c’est—a-dire une forme linéaire sur espace 7((G*) des fonctions
localement constantes et & support compact sur G': pour ¢ € H(G?), on pose

©n(¢) = tr(ll(¢)),
ot TI(¢) est l'opérateur [, #(6)I1(6)dd sur Pespace de II (il est de rang fini). Ici dd est la
mesure G—invariante sur G¥ image de dg par ’homéomorphisme g — ¢ - 81. On a donc

on(s) = 0 (¢°),

ol ¢° est la fonction g — ¢(g - 1) sur G. Traduite en ces termes, la transformée de Fourier
pour (G?,w) est le morphisme C-linéaire

H(G*) = G¢(G*, w)* = Home(Sc(GF,w), C)

déduit par linéarité de lapplication ¢ — (II — ©Omn(¢)). Notre résultat principal (énoncé en
3.1) est une description de ce morphisme: le théoréme de “Paley—Wiener tordu” décrit son
image, et le théoréme de “densité spectrale tordue” son noyau. En fait la densité spectrale
en question est plutét une conséquence de la description du noyau: ’espace }C(Gh) est
naturellement muni d’une structure de H(G)-bimodule, et le sous—espace [H(G?), H(G)].
de H(G") engendré par les fonctions ¢ * f — wf * ¢ est clairement contenu dans le noyau.
On montre que cette inclusion est une égalité: si une fonction ¢ annule toutes les traces
O, ou II parcourt les w-représentations de G telles que II° est irréductible, alors elle est
dans [H(G"), H(G)].. Cela implique en particulier qu’elle annule toutes les distributions ©
sur G7 telles que D(®¢’) = D(¢') pour tout ¢’ € H(G?) et tout = € G, ot 'on a posé
"¢/(6) = w(z)¢' (@™ -3 - o).
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1.4. Etat des lieux. — Le théoréme de Paley-Wiener tordu a été démontré par Rogawski
dans [R], pour 6 d’ordre fini et w = 1. La preuve est essentiellement celle de [BDK], adaptée
au cas tordu. Sous les mémes hypothéses (6° = id et w = 1), Flicker a décrit dans [F]
une preuve locale du théoréme de densité spectrale, utilisant la méthode de “dévissage” de
Bernstein. A notre connaissance, cette méthode n’a jamais été rédigée par Bernstein. Elle
est particuliérement bien expliquée par Dat (dans le cas non tordu) dans son article sur le
Ky [D]. Ce dernier permet d’ailleurs de reconstruire les arguments manquants dans [F].

La démonstration donnée ici est entiérement locale, et entiérement spectrale puisqu’aucun
recours aux intégrales orbitales n’est nécessaire. Comme dans [F], on traite de facon sem-
blable la surjectivité (Paley—Wiener) et U'injectivité (densité), en adaptant au cas tordu les
arguments de [BDK] et la méthode de dévissage de Bernstein.

Par induction parabolique et récurrence sur la dimension de GG, on raméne ’étude de la
transformée de Fourier a la partie “discréte” de (G°,w). Notant H%*(G*, w) le sous—espace de
H(G",w) = H(G?)/[H(G?), H(G)]., engendré par les fonctions “w-cuspidales”, et G&(G#, w)*
I’espace des formes linéaires “discrétes” sur Ge(G", w) — ces notions sont les avatars tordus
des notions habituelles, cf. 1.6 —, la transformée de Fourier pour (Gh,w) se restreint en un
morphisme

HE(GH w) = §E (G, w)".
Une bonne partie du présent article est consacrée a I’étude de ce morphisme. La description
(image et noyau) de la transformée de Fourier sur I'espace Gc(G?,w) tout entier s’en déduit
ensuite aisément. Notons que si le centre de G* est compact — cas particulier auquel il est
en principe toujours possible de se ramener en fixant le caractére central — ce morphisme
est un isomorphisme. Notons aussi que dans le cas non tordu, cet isomorphisme a déja été
établi en caractéristique nulle par Kazhdan [K1, theorem B].

Signalons aussi l'article de Ciubotaru et He [CH]| dans lequel les auteurs décrivent une
base du cocentre (tordu par un automorphisme d’ordre fini) d’une algébre de Hecke affine
graduée avec paramétres arbitraires. Cela leur permet de prouver, pour ces algébres de Hecke,
que le noyau de lapplication trace tordue est le sous—espace des commutateurs (théoréme
de densité) et que son image est espace des “bonnes” formes (théoréme de Paley—Wiener).

1.5. Lien avec les travaux de Waldspurger. — Le théoréme de Paley—Wiener démon-
tré ici a déja été utilisé par J.—L. Waldspurger pour établir la formule des traces locale tordue
en caractéristique nulle [W]. Notons que dans ce méme papier, 'auteur démontre — toujours
en caractéristique nulle, et sous ’hypothése ou la restriction de 6 au centre Z(G) de G est
d’ordre fini — un théoréme de densité, appelé “théoréme 0”7 de Kazhdan [W, 5.5], qui (en
caractéristique nulle) est équivalent au théoréme de densité spectrale établi ici. Précisément,
Waldspurger (dans [W]) commence par établir une premiére formule des traces locale tordue
non—invariante, formule de laquelle il déduit le “théoréme 0” de Kazhdan. Ensuite il utilise le
théoréme de Paley—Wiener — en particulier I'existence de pseudo—coefficients — pour rendre
cette premiére formule invariante.

1.6. Réduction a la partie “discréte” de la théorie. — Décrivons briévement les
points—clés de la démonstration. On fixe une famille ?(Gh) de sous—espaces paraboliques
standard P? de G munis d’une décomposition de Levi standard P? = Mf; - Up; ici P
désigne le sous—groupe parabolique de G sous—jacent & Pt et Up son radical unipotent.
Pour P® € fP(Gh)7 les versions tordues des foncteurs induction parabolique et restriction de
Jacquet normalisés définissent des morphismes C—linéaires

w.Gh w Ph
zgu : SC(ME,,W) — Sc(Gh,w), rgu : SC(Gh,w) — SC(ME.,W).
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Notons Ge,ina(G?,w) le sous-espace de Gc(G", w) engendré par les “igE(SC(Mﬁ,,w)) pour
P% € P(G") distinct de G*, et posons

58°(G*,w) = 5c(G,w)/Gema(G",w).
Une forme linéaire sur SC(Gh7w) est dite “discréte” si elle s’annule sur Scyind(G”,w). Une
w-représentation IT de G* telle que II° est irréductible est dite “discréte” si son image dans
Gd(G*,w) n'est pas nulle. On note Trr&®(G*, w) le sous—ensemble de Gc(G¥, w) formé des
w-représentations discrétes de G¥. Notons que la décomposition

Ge(G% w) = (IT: I € Ir&™(G*, w)) + Ge.ima(GY, w)

n’est en général pas une somme directe.

Pour ¢ € H(G") et P* € P(G%), on a défini dans [L2, 5.9] le terme constant tordu
“opi € ﬂ-f(Mﬁ.) relatif & un sous—groupe compact maximal spécial K de G choisi de
maniére convenable (en bonne position par rapport aux sous—groupes paraboliques standard
de G, cf. 4.7). On dit que ¢ est “w—cuspidale” si pour tout P € P(G?) distinct de G*,
I'image de “¢py j dans FH(M?%,w) est nulle. D’aprés I'analogue tordu de la formule de Van
Dijk pour les traces des représentations induites [L2, 5.9, théo.], si ¢ est w—cuspidale alors
On(¢) = 0 pour tout II € Sc,ind(Gh,w). D’ailleurs si 'on admet le théoréme de densité
spectrale tordue pour tous les sous—espaces de Levi propres de G?, la réciproque est vraie
aussi. La transformée de Fourier induit donc bien un morphisme

HE(GH w) — GE5(GF, w)".

1.7. Le théoréme de Paley—Wiener. — Commengcons par décrire 'image. L’application
(k,7) — w(k) — cf. 1.2 pour la définition de 7(k) — induit une action de Z sur la plupart
des objets reliés & la théorie des représentations de G:
— Densemble Irr(G) des classes d’isomorphisme de représentations irréductibles de G;
— lensemble ©(G) = [], ©(s) des classes de G—conjugaison de paires cuspidales de G,
ou s parcourt I’ensemble des classes d’équivalence inertielle de paires cuspidales de G
et ©(s) désigne la variété complexe associée a s (cf. 2.16);
— le centre 3(G) de la catégorie des G-modules;
— etc.
L’application caractére infinitésimal

0c : Irr(G) — ©(G)
est ainsi Z—équivariante. Pour chaque classe d’équivalence inertielle s, on note GdGiEW(s)

le sous—ensemble de O(s) formé des O (I1°) pour une w-représentation discréte IT de G7.
Remarquons que pour que @‘éli . (8) soit non vide, il faut que la variété ©(s) soit Z-stable.
Comme dans [BDK], on montre (en 5.3-5.5) la

PROPOSITION. — L’ensemble @‘é‘ﬁw(ﬁ) est une partie constructible de ©(s).

Notons ‘IS(G“) le groupe — algébrique, diagonalisable sur C — des caractéres non ramifiés
de G qui sont §-stables (il ne dépend pas du choix de &; € G?), et posons d(G") = dim P(G?).
Comme dans loc. cit., on en déduit (en 5.2) le

COROLLAIRE. — L’ensemble ©%; (s) est union finie de B(G?)-orbites.

Soit aussi Pc(G') ensemble des (w = 1)-représentations du G/G'—espace tordu G7/G?,
ot G' C G désigne le groupe engendré par les sous—groupes compacts de G. L’ensemble
‘ISC(GhL identifié & un ensemble de fonctions G* — C*, est muni d’une structure de groupe,
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qui en fait une extension (algébrique, scindée) de B(G*) par C*. On en déduit la description
de I'image du morphisme HU*(G*,w) — G3*(G%,w)*. Cest lespace, disons FV*(G*, w), des
formes linéaires ¢ sur G&°(G*, w) vérifiant:
— il existe un ensemble fini G de classes d’équivalence inertielle s tel que pour tout
IT € Trrd™(G*, w), on a @(IT) = 0 si O (I1°) € O(G) ~ [.cs ©(5);
— pour tout II € Irrd® (G, w), Papplication Pc(GF) — C, ¥ — p(¥II) est une fonction
réguliere sur la variété Pe(G7).

1.8. Le cocentre tordu G(G" w). — La description du noyau est plus indirecte. On
commence par identifier (en 6.1-6.8) I'espace H(G" w) a un espace de K-théorie, auquel
on applique la méthode de “dévissage” de Bernstein. Soit C‘?'(Gh7w) le groupe abélien libre
engendré par les paires (I, u) ot II est une w-représentation de G* telle que II° est un G-
module projectif de type fini, et u est un G—endomorphisme de I1°, modulo les “relations
nécessaires” (cf. 6.7): comme dans le cas non tordu, une telle paire (II,u) définit un élément
@H’u) de F((G", w). Cet élément est en gros la trace sur 7(G*, w) de I'endomorphisme H(G)—
semilinéaire w o TI(61) ™" de Vir. L’application (IT,u) a(l‘l,u) est surjective, et les ‘“relations
nécessaires” sont celles qui la rendent bijective. On se débarasse ensuite de la condition de
projectivité grace a la propriété suivante (due & Bernstein): le groupe G est de dimension
cohomologique finie. Notons qu’il n’est pas nécessaire d’étendre cette propriété de finitude au
cas tordu. En effet, on verra en 6.4 qu’il revient au méme de considérer les paires (7, ) ou
est un G-module de type fini et « est un élément de Endg (7(1), 7). Plutét que de considérer
toutes ces paires (m, ), on préfére se restreindre a celles de de la forme (I1°,u o TI(61) ™), ce
qui nous conduit naturellement a définir un groupe €(G*,w) qui contient €' (G", w) comme
facteur direct (6.8): la construction fournit une projection C(G*, w) — €'(G", w) scindée par
linclusion €'(G*,w) — €(G%,w). On travaille donc avec C(G*,w), plus facile & manipuler
que €'(G',w), pour en déduire au bout du compte par projection les résultats escomptés sur
H(G?,w). Notons qu’on a Pégalité C(G*,w) = €' (G¥,w) si la propriété suivante — que nous
n’avons pas cherché a établir dans ce papier — est vérifiée:

pour toute w-représentation I1 de G¥ telle que le G-module TI° est de type fini, il existe

une suite exacte longue 0 — Ilg — [lg—1 — -+ = [l — II — 0 de w-représentations

de G¥ telle que pour i =0, ...,d, le G-module IS est projectif de type fini.

Le centre 3(G) de la catégorie des G-modules opére naturellement sur C(G?,w): pour
z € 3(G) et [II,u] € €(G*,w), on pose z - [IT,u] = [II, zre o u]. En particulier pour A € C*,
on a [\-II,u] = [T, \""u).
Via la projection C(G*,w) — €' (G*,w) ~ H(G*,w), la transformée de Fourier sur €(G*, w)
s’écrit )
[T, u] — (IT — trace(uy; ; Home (I1°, I1°°)),
ol 'on a posé
ug/(a) =M'(61)caouoll(d)™", «c Homg(II°II°).

Ces définitions sont indépendantes du choix du point-base §; € GF.

1.9. L’application d’Euler—Poincaré. — Soit B°(G?) la composante neutre de P(G?)
— un tore sur C de dimension d(G") — et soit B = C[°(G")] son algebre affine. On définit
de la méme maniére le tore P2(G?), et on pose B = C[P2(G?)]. Notons que P2(G?) est
encore une extension de B°(G?) par C*. Soit B* le sous—espace vectoriel de B formé des b
tels que b(AW) = Ab(¥) pour tout ¥ € P2(G*). C’est un B—module libre de rang 1. Le choix
d’un point-base dy définit une section P°(G) — PL(G?), 1 — 1°°; on note B — B, b — b,
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le morphisme d’algébres correspondant. Soit ¢ : G* — B le “caractére universel” donné par
’évaluation — une (w = 1)-représentation de G* — et s, = (b — bs,) 0 ¢ : G* — B.
L’application d’Euler—Poincaré utilisée ici est une version tordue de celle définie en [D, 1.3]:

EP:Gc(G w ) ®@c B — CGw),
H®b — [H§,507b50]7
ou:
— IT est la contragrédiente de IT — une w-représentation (virtuelle) de G¥;
— Il 5, est la w-représentation de G* d’espace Vi1 ®c B donnée par

I 5,(8)(0 ® b) = T1(8)(¥) ® @5, (8)b3

— bs, opére sur Vi ®c B par multiplication & droite, ce qui en fait un endomorphisme
du G—module de type fini 1:[0E 5o}
— [l:[E(;O,b(;O] est 'image de (ﬁg’%,b(go) dans €(G*,w).

L’application EP ainsi définie ne dépend pas du choix du point—base o € G¥, et le sous—

espace Kgp de Gc(GF,w™t) ®c B* engendré par les WII® b — I ® by pour II € G¢c(GY,w™1),

be B* et U € PLGY), ot by est donné par by (V') = b(VY'), est contenu dans ker EP.

1.10. Le théoréme de densité spectrale. — Pour un G-module de type fini 7, on
note Supp(w) C ©(G) le support du faisceau quasi-cohérent associé au 3(G)-module Vr, ou
3(@G) désigne le centre de la catégorie des G—modules. C’est en fait le support d’un faisceau
cohérent, donc une sous—variété fermée de ©(G), n’ayant qu'un nombre fini de composantes
irréductibles. La méthode de “dévissage” de Bernstein consiste a filtrer ’espace G(Gh, w) par
la dimension des variétés Supp(II°), ou (II, u) est une paire comme plus haut. Précisément,
pour une sous-variété fermée irréductible Z-stable Y de ©(G), on note C(G*, w; Y) la variante
de C(G*,w) obtenue en ne considérant que les paires (IT,u) telles que I’action de 3(G) sur
Vi se factorise a travers le morphisme quotient 3(G) — C[Y] — condition impliquant en
particulier 'inclusion Supp(I1°) C Y. On note Cy (Gh ,w) son image par 'application naturelle
C(G* w;Y) — €(G*, w).

Soit €Y (G#, w) le sous-3(G)-module de C(G¥, w) intersection des noyaux des “’rgi pour
P € P(G*)~{G*) — voir 1.11. Par récurrence sur la dimension de G, on suppose le théoréme
de densité spectrale vrai pour tous les M? tels que P? € P(G"Y~{G"}. En ce cas la projection
€(G% w) — H(G*, w) induit une application surjective €45(G%, w) — HU(GF, w).

LEMME. — On a la décomposition

(G w) = P ev(Ghw)
%
ot Y parcourt les PO (GF)-orbites dans @(g;w (G).

On est donc ramené a décrire le noyau de la transformée de Fourier restreinte a Cy (G%,w)
pour une P°(GH)-orbite Y dans egi,w(G). Choisissons un point y € Y, et soit § € @gE’W(G)
le caractére infinitésimal dual, donné par § = 0a(%) si y = 0g (). Notons Gc(G*,w™1;9) le
sous—espace de SC(G“, w_l) engendré par les w™'-représentations II de G"* telles que TI° est
irréductible et 8 (I1°) = ¢, et soit §&°(G*,w™';7) sa projection sur §&*(G%, w™1).

ProprosiTION. — L’application d’Euler—Poincaré induit un morphisme surjectif

G (GHw ™ g) ®c BY — Cy(GHw).
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Posons
5E°(GHw™hY) = @ T (GE w )
yey
et soit FE°(G¥, w) le sous—espace de G4 (GY, w; Y)* formé des restrictions a §&°(G%, w; V) des
éléments de F9°(G%,w). En composant la transformée de Fourier et 'application d’Euler—
Poincaré, on obtient un morphisme surjectif

GE(GH W Y) @ B (U @b — T @by : 11, b, ¥) — TGP, w),
ot ¥, II, b parcourent les éléments de PL(GY), Gc(GY, w1 Y), B*. Si PU(GF) = {1}, i.e. si
Y = {y}, les espaces a gauche et a droite de la fléche ont méme dimension (finie) sur C, par

conséquent ce morphisme surjectif est aussi injectif. En général, un argument de spécialisation
entaine que ce morphisme surjectif est un isomorphisme. Par suite, la transformée de Fourier

Cy (G*,w) — F$°(G*, w)

est elle aussi un isomorphisme. En sommant sur toutes les B2 (G*)-orbites dans 0% (@),
on obtient que la transformée de Fourier

(G w) — F(GH w)

est un isomorphisme. Par suite la transformée de Fourier
HE(GH w) — F(GH, w).

est elle aussi un isomorphisme. Au passage, on obtient aussi que la projection
CH(G, w) — H™(GH,w)

est un isomorphisme, et que 'application d’Euler—Poincaré vérifie

ImEP = € (G* w), kerEP = Kgp + Gc.ma (G, w).

1.11. Des filtrations. — Comme on I’a ’expliqué, pour démontrer l'injectivité de la trans-
formée de Fourier pour (G?,w), on se rameéne, via la projection G4 (G%, w) — HI (G, w), a
’étude de sa restriction au sous-espace C¥%(G%,w) de €(G?,w). Cette réduction passe par la
comparaison de filtrations — combinatoires et topologiques — dont Cdis(G”,w) est le cran
minimal. Pour P? € P(G*), notons P(Mp) le tore complexe formé des caractéres non ramifiés
de Mp, et posons d(Mp) = dimP(Mp); ainsi P°(M2) est un sous—tore de P(Mp), et Ion
a d(M?%) < d(Mp). Pour chaque entier i > 0, on note:

— Scyi(Gb,w) le sous—espace de SC(G”,w) engendré par les wigE(SC(MItL,w) pour Pt

parcourant les éléments de P(G?) tels que d(Mp) > i;
— GL(G*,w) Vintersection des noyaux ker(wrgs) pour P? parcourant les éléments de
P(G?) tels que d(Mp) > i.

On note aussi Gc(G%, w); et Gc(G¥, w) les sous-espaces de Gc(G¥, w) obtenus en remplagant la
condition d(Mp) > i par d(M?%) > i dans les définitions ci-dessus. Les filtrations G o (G%, w)
et Ge(GY, w)e de S (G, w) sont décroissantes, tandis que les deux autres sont croissantes. On
a bien sr G ind(G*,w) = G¢,a(c)(G?, w). Les foncteurs induction parabolique et restriction
de Jacquet définissent de la méme maniére des filtrations décroissantes Co (G, w) et C(G¥, w)e,
et des filtrations croissantes €®(G%,w) et C(G*,w)*, de C(G¥, w). Chaque cran de ces filtrations
est en fait un sous—3(G)—module de €(G*,w). On a une autre filtration croissante F*C(G%, w)
de C(G*,w), dite topologique, définie comme suit: F'C(G?, w) est le sous—groupe de C(G¥,w)
— en fait un sous—3(G)-module — engendré par les paires [II, u] telles que la dimension de
supp(I1°) est <.



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 11

Pour chaque entier d > d(G), on montre, grace a la version tordue du lemme géométrique,
qu'il existe des nombres rationnels Ag(P?) pour P% € P(G*), d(Mp) > d, tels que I'opérateur

b b
Ag=id+ > Na(PH¥if o“rgs
Pi,d(Mp)>d

sur Gc(GY, w) vérifie les propriétés:
Ad (e} Ad = Ad, ker Ad = Scyd(Gh,w).

Pour chaque entier d’ > d(G%), le méme raisonnement entraine I’existence d’un opérateur By
sur SC(G”, w) vérifiant By o By = By et ker By = SC(G“, w)q . Ces opérateurs définissent
aussi des endomorphismes du 3(G)-module €(G¥, w), qui préservent la filtration topologique.

Une description relativement explicite du gradué de la filtration topologique F'C‘?(Gh7 w),
basée sur des techniques classiques en K—théorie, permet d’établir 1’égalité des filtrations
combinatoire et topologique suivante:

Puisque d(M?%) > d(G") pour tout P* € P(G*) tel que P* # G° (remarque 4 de 4.3), on a
en particulier

FUEC(GH, w) = €(GH,w)CY) = eB%(GF,w).

1.12. Plan de l’article. — L’article s’organise comme suit.
Dans la section 2, on reprend la théorie des représentations de GG dans le cas tordu. 11 s’agit
essentiellement de suivre laction de Z — donnée par (k,7) — w(k) — sur les principaux

objets de la théorie. Le cadre choisi est celui des w-représentations de G, qui sont reliées
aux représentations tordues de G via le foncteur d’oubli IT + I1°. Parmi les résultats obtenus
dans ce cadre tordu, signalons: le lemme géométrique, le théoréme du quotient de Langlands,
la description du centre de Berstein.

Le résultat principal de l'article est énoncé dans la section 3. On montre aussi comment
la description de l'image de la transformée de Fourier implique la “variante tempérée”
du théoréme de Paley—Wiener, c’est—a—dire la version en termes des w,—représentations
tempérées des sous—espaces de Levi de G¥; o1l w, est le caractére unitaire w|ou|71 de G.

Dans la section 4, on raméne ’étude de la transformée de Fourier & celle de sa restriction
A la partie “discréte” des représentations.

Dans la section 5, on démontre le théoréme de Paley—Wiener dans le cas discret. Pour cela
on adapte au cas tordu les techniques de [BDK]. Comme dans loc. cit., le point—clé consiste
a montrer que pour toute classe d’équivalence inertielle s dans G, I’ensemble @‘giyu(s) est
une partie constructible de ©(s).

Dans la section 6 — qui occupe prés de la moitié de I’article —, on décrit la méthode de
dévissage de Bernstein dans le cas tordu, c’est—a—dire pour le 3(G)—-module ﬁ(Gh,wL apres
Iavoir identifié¢ & un facteur direct du 3(G)-module C(G*,w). Comme dans [D], on introduit
les filtrations combinatoires Ce(G¥, w) et C*(G*,w) et leurs variantes C(G*,w)e et C(G* w)*,
et une filtration topologique F*@(G%,w), de C(G*,w). On décrit le gradué de cette derniére,
puis on prouve l'égalité C(G?,w)* = F*C(G?,w). On étudie Papplication d’Euler—Poincaré,
en particulier on décrit son image et son noyau, ce qui nous permet finalement de prouver
I’injectivité de la transformée de Fourier dans le cas discret.
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1.13. Des choix. — Signalons briévement certaines hypothéses et conventions admises au
cours de 'article.

En 2.2, on fixe un point-base §; € G?, et Pon pose 6 = Intgy (01).

En 2.8, on fixe une mesure de Haar dg sur G et I’on note dd la mesure de Haar sur G*
image de dg par I'isomorphisme G — G%, g — g - § pour un (resp. pour tout) § € Gh.

En 2.10, on fixe un sous—espace parabolique minimal P! de G*, et une décomposition de
Levi Pl = M& - Us. Le groupe P, sous—jacent & PJ est un sous—groupe parabolique minimal
de G, et P, = MU, (décomposition de Levi ) ot M, est le groupe sous—jacent a M3,

A partir de 2.10, on suppose que 8; appartient a MZ. La paire parabolique minimale
(Po, M,) de G est donc f-stable.

A partir de 2.20, on suppose que 6 stablise un sous—groupe d’Iwahori de G en bonne
position par rapport a (Ps, M,).

En 4.7, on fixe un sous—groupe compact maximal spécial K, de G en bonne position par
rapport & toute paire parabolique de G contenant (Po, M, ). Ce groupe K, n’est pas supposé
O—stable.

A partir de 4.7, on suppose que toutes les mesures de Haar utilisées sont celles normalisées
par Ko.

Nous remercions vivement le rapporteur pour ses nombreuses remarques et corrections,
qui nous ont permis d’améliorer ce texte, et d’éviter des erreurs embarrassantes.

2. Représentations des espaces tordus

2.1. Conventions. — Pour éviter de tomber dans les piéges habituels, on fixe un univers
de Grothendieck assez grand i, cf. [G, chap. I]. Toutes les catégories considérées dans cet
article sont implicitement des il-catégories: les objets d’une catégorie C sont les éléments
d’un ensemble qui appartient & I'univers 4, noté Ob(C), et pour M, N € Ob(C), les fleches
M — N dans € sont les éléments d’un ensemble qui appartient lui aussi & 'univers i, noté
Home (M, N). En particulier, on appelle simplement “ensemble” un ensemble qui appartient
4 'univers 4. Toutes les conventions de loc. cit. sont adoptées ici. Par exemple, quand on
parle de systeme inductif (resp. projectif) d’objets d’une catégorie, on suppose implicitement
que ce systéme est indexé par un ensemble appartenant & i; idem pour les sommes directes
et les produits directs.

Sauf mention expresse du contraire, les modules sur un anneau A sont des modules a
gauche. Rappelons que tout anneau A posséde une unité, disons 14, et que tout A—module
X vérifie 14 -z =z, z € X. On note Mod(A) la catégorie des A—modules.

2.2. Les données. — Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien
(de caractéristique quelconque). On note o ’anneau des entiers de F, p 'idéal maximal de
F, et  le corps résiduel o/p.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, et soit G* un G-espace algébrique tordu
(au sens de J.-P. Labesse) lui aussi défini sur F'. Rappelons que G" est une variété algébrique
affine définie sur F, munie:

— d’une action algébrique de G & gauche définie sur F'

GxG" =G (9,8)—g-6

telle que pour tout § € G¥, 'application G — G, g — g - & est un isomorphisme de
variétés algébriques;
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— d’une application
Intgs : G* — Aut(G)

ou Aut(G) désigne le groupe des automorphismes algébriques de G, telle que pour
tout g € G et tout § € G¥, on a

Intey (g 6) = Inte(g) o Intgy (9).
Cela munit G d’une action algébrique de G & droite définie sur F, donnée par
G 'xG— G (8,9)— 6 g=Intg:(8)(g) - 0.

On suppose que l'ensemble G¥ = G*(F) des points F-rationnels de G* est non vide,
et Pon munit G = G(F) et G de la topologie p-adique, ce qui fait de G¥ un G-espace
topologique tordu, cf. [L2, 2.4]. La donnée de I’espace topologique tordu (G, G%) équivaut a
celle d’un groupe topologique Z-gradué¢ G =[], ., G tel que Go = G et G1 = Gf. Pourk € Z,
Gr est un G—espace topologique tordu, et le groupe des points F-rationnels d’un G—espace
algébrique tordu Gy défini sur F'. Les Gj sont reliés entre eux par des F—morphismes de
transition

O P G X Gt = Grypr

vérifiant
er(g- 7.9 7") = glnte, (M(g) - era (1,7)
et
Intg,,,, (Pew (1,7) = Intg, (7) o Inte,, (7).
Pour k' = —k, on dispose d’'un F—morphisme “inverse”
Gr— Gy
donné par

oe—k(7,77 ) = la.

On a donc Intg_, (y™!) = Intg, (7). Ces données définissent un F-schéma en groupes
lisse de composantes connexes les Gy, dont G est le groupe des points F—rationnels.

Fixons un point-base §; € G, et notons # le F—automorphisme Intqe(61) de GP. Le
sous—ensemble GO = G x 0 de G x Autr(G) est naturellement muni d’une structure de G-
espace topologique tordu (cf. la remarque 1 de [L2, 3.4]); ici Autz(G) désigne le groupe des
F-automorphismes algébriques de G. On peut bien siir identifier G* & G via 'application
g+ 61 — g0, mais on préfére ne pas le faire car cette identification n’est pas canonique (en
général elle dépend du choix de 1, cf. la remarque 3 de loc. cit.).

On fixe aussi un caractére w de G = G(F), c’est—a—dire un morphisme continu de G dans
C*. Notons C(G) la composante neutre du centre Z(G) de G. C’est un tore défini sur F.

REMARQUE. — La restriction de 6 & C'(G) ne dépend pas du choix de 1, et on ne suppose
pas qu'elle est d’ordre fini. En d’autres termes, on ne suppose pas que G est isomorphe a
une composante connexe d’un groupe algébrique affine. On ne suppose pas non plus que w
est unitaire. |
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2.3. w-représentations de G°. — Pour un groupe topologique totalement discontinu
H, on appelle représentation de H, ou H-module, une représentation lisse de H & valeurs
dans le groupe des automorphismes d’'un espace vectoriel complexe. Les représentations
de H forment une catégorie abélienne, notée R(H). On note Irr(H) I'ensemble des classes
d’isomorphisme de représentations irréductibles de H.

On s’intéresse aux représentations m de G telles que wm = w® est isomorphe a 7% = 7o#.
Si 7 est irréductible, alors d’apreés le lemme de Schur, ’espace Homg (wr, 7r9) des opérateurs
d’entrelacement entre wr et 7¥ est de dimension 1, mais en général il n’y a pas de vecteur
privilégié dans cet espace — sauf si le groupe G est quasi—-déployé sur F', mais méme dans ce
cas il faut faire des choix. On a donc intérét a travailler dans une catégorie de représentations
englobant cet espace, par exemple celle des w-représentations (lisses) de G* introduite dans
[L2, 2.6].

Une w—représentation de G — ou (Gh7 w)—module —, est la donnée d’une représentation
(m,V) de G et d’une application II : G* — Autc(V) telle que, pour tout § € G¥ et tous
z,y €G,ona

II(z-6-y) =w(y)r(z) o II(d) o m(y).
Pour z € Get § € G%, on a
m(x) =1(z-6) o o) "' = w(m)_IH(S)_l oII(¢ - z).

La représentation 7 est déterminée par I, et notée II° comme dans loc. cit. Remarquons que
Popérateur A = II(d1) est un isomorphisme de wr sur 7%, L’espace d’une w-représentation
I de G, c’est—a—dire celui de la représentation II° de G sous—jacente, est noté Vir = Vipo.

Les w-représentations de G¥ s’organisent naturellement en une catégorie, notée ER(Gh, w).
Un morphisme u entre deux w-représentations I et II' de G¥ est une application C—linéaire
u: Vit — Vip telle que uoTI(6) = IT'(§) ou pour tout § € G* — de maniére équivalente, u est
un morphisme entre I1° et T1’° tel que w o I1(§1) = IT'(61) o u. L’application II — TI° définit
un foncteur d’oubli de |(G, w) dans R(G), et ce foncteur est fidele. Notons que s'il existe
une w-représentation IT de G¥ telle que II° est irréductible, alors le caractére w est trivial
sur le centre Z* = Z(G") de G*, défini par

Z'={z€ Z(Q): 0(z) = z}.

En d’autres termes, si w|,y # 1 alors la théorie qui nous intéresse ici est vide.

On a des notions évidentes de sous—w-représentation (resp. de w—représentation quotient)
d’une w-représentation de G%, et de suite exacte courte de w-représentations de GF (cf.
loc. cit.). Si u est un morphisme entre deux w-représentations IT et TI' de G*, le noyau ker u
et 'image Im u sont des sous—w-représentations de II et II' respectivement, et ’on a la suite
exacte courte de w-représentations de G*:

0 — keru — IT — II'/Tmu — 0.

Cela fait de |(G*, w) une catégorie abélienne.

Une w-représentation IT de G? est dite srréductible si Viy est Punique sous—espace non nul
G*—invariant de Vi, et G—irréductible (ou fortement irréductible [L2]) si la représentation
I1° de G est irréductible. On note Irr(G*,w) I'ensemble des classes d’isomorphisme de w—
représentations irréductibles de G, et Irro(G*,w) le sous—ensemble de Irr(G", w) formé des
w-représentations qui sont G—irréductibles.

On a une action naturelle de C* sur Irr(G¥,w), notée

C* x Irr(Gu,w) — II"I"(Gh7(u)7 (A ID) = A -T1L
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Cette action stabilise Irro(G*,w), et le foncteur d’oubli I + II° induit une application
injective
Irro(G?, w) /C* — Irr(G)
1.6

d’image le sous—ensemble Irrgy ,(G) de Irr(G) formé des 7 tels que w™ 7" = 7.

2.4. Les représentations (k) pour k € Z. — Si 7 est une représentation de G, pour
chaque entier £ > 1, on note wy le caractére de G défini par
wr =woNpk, Nog(z)=z0(z)---0"(z), zeG,
et (k) la représentation de G définie par
(k) = w,c_lﬂek,

Le caractére wy ne dépend pas du choix du choix du point—base 1, alors que (contrairement
a ce que la notation pourrait faire croire) la représentation 7(k) en dépend. Pour k, k' > 1,

on a w(k)(k') = w(k + k’). Pour chaque entier k > 1, notons w(—k) la représentation de G
-1_p~Fk

telle que m(—k)(k) = m. Précisément, on a m(—k) = w",7° ol w_k est le caractére de G
défini par
wr=wy 00 F=wTloh o No-1 -
On vérifie que m(k)(—k) = 7. Par suite posant w(0) = 7, on a
k) K)=nk+Ek), k kK ez

On l'a dit plus haut, la représentation (k) dépend du choix du point-base d1. En effet,
remplacer 61 par §; = x - 61 pour un = € G revient & remplacer 6 par le F—automorphisme
0’ = Intg(z) o 6 de G, et pour chaque entier k > 1, & remplacer (k) par

wiln?" = Wt @ (o Inte (Nox(2)) 0 6%),

qui est isomorphe a 7(k), et m(—k) par

w:iwg/ik =w i@ (@0l " olntgWNox(z)™h)),

qui est isomorphe a 7(—k). Pour k € Z, w(k) ne dépend donc a isomorphisme prés que de
G, de w, et de la classe d’isomorphisme de .

2.5. Le foncteur ¢ pour k > 1. — Soit un entier k > 1. Pour § € G*, on définit comme
en 2.4 une application N5, =N : G — G, 7 = Intg(d): pour z € G, on pose
Ns,x(x) = z7(x) - - - kal(x).

L’application Ns j ainsi définie est un morphisme de variétés algébriques, et si 7 est défini
sur F (e.g. si 0 € G%) alors N5 5 Pest aussi.
Le G—-espace algébrique tordu G? est muni d’un F-morphisme de variétés algébriques

G* > Gk, §— 6°
défini comme suit: on pose 8! = § et 6* = ©1,6—1(0, 5’“71) sik>1.Pourde G etge G,

on a
(9-0)" =Nsx(g) - 6",
etsik>1,ona
gE1 = ¢k7_1(5k’571) _ So_l,k((sfl’ék).
Le choix d’un point—base é;1 de G? fournit un point—base dx de Gi: on pose

ok = (61)".
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On définit comme suit un foncteur
ti 2 R(Gr, wi) — %(Gh7w).

Pour une wy-représentation ¥ de Gi, on note tx(X) = II la w-représentation de Gt définie
par:

— la représentation I1° de G sous—jacente a II est @5;0120(2'),

h— H((Sl)(vo, ey 'kal) = (’Ul7 ey V—1, 2(5k)(vo))
Pour un morphisme u entre deux wy-représentations ¥ et ¥’ de Gy, on note te(u) le
morphisme u X -+ X u entre ¢, (X) et 15 (Z').

Pour k =1, on a G1 = G? et v1 est le foncteur identique de SR(G’h,w). Notons que pour
k > 1, la w-représentation ¢ (X) dépend du choix de 41, mais sa classe d’isomorphisme n’en
dépend pas.

REMARQUE. — Pour des entiers k, k¥’ > 1 tels que k' divise k, on définit de la méme
maniére un F-morphisme de variétés algébriques

Gy — Gy, 5+ 5"/
et — grace aux points—base ./ de Gy et dp = (6k/)k/k/ de Gr, — un foncteur
L,}g/ : R(Gr, wr) = R(Grr, wrr ).
Pour k, k', k" > 1 tels que k' divise k et k" divise k', on a

" k/ k//
Lt Ol =L .
’
En particulier pour k" =1, on a 1 0 tf = 1. [ ]
2.6. L’invariant s(II). — Si 7 est une représentation irréductible de G, on lui associe

comme suit un invariant s(m) € Z>1 U {4o00}. S’il existe un plus petit entier kg > 1 tel que
7(ko) est isomorphe & 7, on pose s(m) = ko, sinon on pose s(m) = +o0o0. Notons que cet
invariant s(m) ne dépend que G, de w, et de la classe d’isomorphisme de 7. Si nécessaire,
on le notera aussi sgs (7). Pour k € Z, on a

s(r(k)) = s(m).

D’aprés [L2, A.2|, pour une w-représentation irréductible II de G"*, les deux conditions
suivantes sont équivalentes:

— il existe une sous—représentation irréductible mo de II°;

— la représentation II° de G est semisimple (on dit alors que II est G-semisimple).
Si II est une w-représentation irréductible de G* vérifiant les conditions ci-dessus, on lui
associe comme en [L2, A.2] un invariant s(I) € Z>, U {+o0}. Rappelons la construction.
On choisit une sous-représentation irréductible mo de II°, et I’on pose

s(II) = s(mo).

L’invariant s(II) est bien défini (i.e. il ne dépend pas du choix de o), et il dépend seulement
de la classe d’isomorphisme de II. On a

o Drez mo(k) si s(mo) = +o0
IT" ~ s(mp)—1 .
@y’ “mo(k) sinon
En particulier la représentation II° de G est de type fini si et seulement si s(II) < +oo,

auquel cas elle est de longueur finie. Si s = s(II) < 400, alors d’aprés loc. cit., il existe une
ws—représentation G—irréductible ¥ de G, telle que ¥° = 7 et 15(X) est isomorphe a II.
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Pour k € Z>1, notons Irrg—1 (G*, w) le sous-ensemble de Irr(G?, w) formé des IT tels que I1°
est semisimple et s(IT) = k (pour k = 1, les notations sont cohérentes), et Irry(Gx, wr) le sous—
ensemble de Irro(Gr,wy) formé des X tels que s(X°) = k. Ici Irro(Gr, wk) est Pensemble des
classes d’isomorphisme de wy-représentations G-irréductibles de G, et s(X°) = sgy ,(X°).
Les wg-—représentations G—irréductibles de G dont la classe d’isomorphisme appartient a
Irr) (Gr, wy) sont dites (G*, w)-régulieres.

REMARQUE. — On peut, pour toute représentation irréductible o de GG, définir 'invariant
56(0) = 8G; wy, (0) € Z>1U{+00} en remplacant dans la définition de s(o) la paire (G¥,w) par
la paire (Gr,wk). On a si(0) = +oo si s(o) = 400, et sp(o) = inf{i € Z>1 : o(ki) ~ o(k)}
sinon. En d’autre termes, on a

si(o) = %ppcm(k, s(0))

Pour une wy-représentation irréductible Gy—semisimple ¥ de Gy, linvariant s(X) associé
comme plus haut & ¥ est donné par

s(X) = sx(00)

pour une (resp. pour toute) sous-représentation irréductible oo de X°. Ainsi ¥ est G-
irréductible si et seulement si s(X) = 1. |

On définit comme suit une action de Zy = Z/kZ sur Irr(Gg,ws). Rappelons que l'on a
posé 0, = ((51)’C € Gi. Pour une wi-représentation ¥ de Gy et un entier ¢ > 1, on note (1)
la wi-représentation de Gx donnée par

B(i)(g- o) = X°(i)(g) o X(dk), g€G.

La représentation de G sous—jacente est 3(7)° = X°(i), et a isomorphisme prés, X(i) ne
dépend pas du choix de §;. Comme Intg, (5x) = 6%, la wy-représentation X (k) de Gy est
isomorphe & X. On obtient ainsi une action de Zj sur Irr(Gi,wyr) qui stabilise Irro(Gr,wk),
et Irro (G, wr) est le sous—ensemble de Irrg (G, wy) formé des 3 dont le stabilisateur sous Zj
est trivial. Le lemme suivant est une simple généralisation de [R, lemma 2.1].

LEMME. — Le foncteur v, induit une application bijective

II‘I‘E)(gk, wk)/Zk — II‘I‘}€,1(Gh7 w).

Démonstration. — Soit II une w-représentation irréductible G—semisimple de G d’invariant
s(IT) = k. On a vu que pour toute sous—représentation irréductible mo de II°, il existe une
wg—représentation G—irréductible ¥ de Gy telle que X° = g et II ~ (,(X). Par définition de
s(II), les représentations mo (i) de G, i =0, ...,k —1, sont deux—a—deux non isomorphes. Par
suite les wy—représentations X(z) de G, ¢ =0, ...,k — 1, sont deux—a—deux non isomorphes.
Elles définissent donc un élément de Irro(G,ws)/Zr. Réciproquement, soit ¥/ une wy—
représentation G—irréductible de G dont le stabilisateur sous Zj est trivial, telle que Lk(E') ~
I1. Puisque 14 (%) ~ @F 1%/ (1)° et TI° ~ @} ¥(4)°, il existe un indice j € {0,...,k — 1}
tel que X'° ~ (4)°. On en déduit que X’ est isomorphe a X - ¥(j) pour un nombre complexe
non nul A\, mais comme tx(A-X(5)) = Atk (X(5)) = Atk (X), ce A vaut 1. D’ou le lemme. [

2.7. L’espace G¢c(G" w). — L’action de C* sur Irr(G", w) provient d’une action foncto-
rielle sur R(G!, w), triviale sur les fleches, encore notée (A, II) — X - IL Soit Gc(Gf,w) le
C—espace vectoriel engendré (sur C) par les w—représentations IT de G telles que II° est de
longueur finie, modulo les relations:
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— pour toute suite exacte 0 — II; — Ilz — II3 — 0 de w-représentations de G" (telles
que les II§ sont de longueur finie), on a I13 = Iy — Ily;

— pour tout A € C*, on a A-II = MI;

— pour tout entier k > 1, on a tx(Gr,wr) = 0.
Pour une w-représentation IT de G* et un nombre complexe non nul X, on a (A - I1)° = II°
mais A - IT 2 IT si A # 1. La deuxiéme relation signifie que si Ai,..., A, sont des nombres
complexes non nuls tels que >, A\; = 0, alors pour toute w-représentation II de G" telle
que II° est de longueur finie, on a )" | A\JII = 0 dans SC(Gh,w)‘

Notons Irt « 1 o (G?, w) le sous—ensemble de Irr(G¥, w) formé des II qui sont G-semisimples
et tels que s(II) < +o0o0. On a donc

e 4o (GP,w) = H Irri (G*, w),

k>0

et action de C* sur Irr(G*, w) stabilise chacun des espaces Irry(G¥,w). D’autre part on a
une action de Z sur Irr(G), donnée par (k, ) — (k). D’aprés 2.6, application II — g, ou
mo est sous—représentation irréductible de II°, induit une application injective

It 4 oo (G2, ) /C* = Irr(G) /Z

d’image 'ensemble des Z-orbites des m dans Irr(G) tels que sgy ,(7) < +o00.

On note:

— G(G% w) le Z-module libre de base Irr < o0 (G%, w),

— Go(G*,w) le sous-—groupe de §(G*,w) engendré par Irro(G*, w),

— G50(G% w) le sous—groupe de §(G* w) engendré par [ [, Irrx(G?, w).

On a donc la décomposition -
5(GF,w) = Go(G*,w) ® §>0(G*,w)
Soit aussi §(G) le Z—module libre de base Irr(G). Le foncteur d’oubli II +— II° induit un
morphisme de groupes
5(G*,w) = §(G),
encore noté II — II°.

On peut aussi, pour chaque entier k > 1, remplacer la paire (G%,w) par la paire (Gk,ws)
dans les définitions ci—dessus (cf. 2.6, remarque). Le foncteur ¢f : R(G) — R(G) sous—
jacent a ¢y envoie représentation de longueur finie sur représentation de longueur finie, par
conséquent ¢x induit un morphisme de groupes

S(Gr,wr) — G(G*,w),

encore noté vy.

Le quotient Go(G%,w) = G(G*,w)/G>0(G*, w) est encore trop gros: il contient des éléments
qui ne contribuent en rien & I'affaire qui nous intéresse (cf. 2.9). Soit donc G+ (G¥, w) le sous—
groupe de §(G*,w) engendré par G-0(G? w) et par les éléments de la forme 37 | A; - II pour
un élément II de Irrg (Gh, w), un entier n > 1, et des nombres complexes non nuls A1,..., A,
tels que -7, A = 0.

LEMME. — Pour tout entier k > 1, on a l'inclusion
1k (G(Gr, wr)) C G+ (G, w).
Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour toute wi—représentation irréductible ¥ de

Gi telle que la représentation X° de G est de longueur finie, la classe d’isomorphisme de
la w-représentation ¢4(X) de G* appartient a So+(G% w) (rappelons que la représentation
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tx(X)° de G est semisimple et de longueur finie). D’aprés la remarque de 2.5 et le lemme
de 2.6, il existe un entier a > 1 et une wy,—représentation G—irréductible ¥’ de G, tels que
¥ est isomorphe & ¢§,(X'). Par suite t(Z) est isomorphe a 1x(tF, (2) = tra(X), et quitte
a remplacer k par ka et ¥ par ¥/, on peut supposer que ¥ est G-irréductible. Soit alors
o =X° et s = s(0). Puisque o(k) ~ o, s divise k. Si s = 1, alors d’aprés le lemme de 2.6,
1x(X) est une w-représentation irréductible G-semisimple de G* d’invariant s(ux (X)) = k,
et son image dans §(G*, w) appartient & G50(G%,w). On peut donc supposer s > 1. Posons
A = 3(3). C’est une w,s—représentation de G, telle que

A =c®a(s)®-- - Do((k —1)s), k' =k/s.

Choisissons un isomorphisme B de o sur o(s). Alors B* est un isomorphisme de o sur a(k),
et I'on peut choisir B de telle maniére que B = 3(dx). Notons Y la ws—représentation
(G—irréductible) de G, définie par £° = o et i(é ) = B. Soit y une racine primitive k'—iéme
de I'unité (dans C*). Posons A" = @k 71/1 . C’est une w,—représentation de Gs, telle que
A° = @k _10. Pour j =0,...,k" — 1, notons Va ; le sous—espace vectoriel de Va = @LBIVJ
formé des vecteurs de la forme

(v,ujé(v),u2j§2(v),...,,u(k/*l)jék/*l(v) , vEV,.

)
Il est stable sous 'action de G (via A°) et sous celle de A(ds), donc définit une sous—ws—
représentation de A, que l'on note A;. L’application

Vo = Vag, v (0,0 B),n B2 (v), .., n™ DI BY 71 0)
est un isomorphisme de p - ¥ sur Aj. On en déduit que A= @?;BlAj est isomorphe & A’.

Par conséquent ¢ (X) = ts(A) est isomorphe & @l 5t 1s(3), dont la classe d’isomorphisme
appartient a Go+ (G%,w). O

D’aprés le lemme, ’espace E’JC(Gh ,w) introduit au début de ce n° s’identifie canoniquement

au quotient G(G*, w)/SGp+ (G¥,w). De plus le dual algébrique
§¢(G*,w)" = Home (S (G*,w),C)
coincide avec I’espace des formes Z-linéaires ® sur Go(G*,w) vérifiant
O(A-II) = AP(1I)
pour tout II € Trro(G*, w) et tout A € C*.

NoOTATIONS. — La projection canonique §(G%, w) — Sc(G*,w) identifie Trro(G*,w) a un
sous—ensemble de Gc(G¥, w), que l'on note aussi Irrc(G*,w) — il engendre Gc(G%, w) mais
n’est pas une base sur C. D’autre part, I’action de C* sur S(Gh,w) est notée avec un “-”, que

I’on aura tendance & supprimer aprés projection sur SC(Gh, w).

2.8. (K", w)—modules et (%E(,w)—modules. — Pour un espace topologique totalement
discontinu X, on note H(X) l'espace des fonctions complexes sur X qui sont localement
constantes et a support compact. On pose H = H(G) et H* = H(G?).

Fixons une mesure de Haar dg sur G, et notons d§ la mesure de Haar sur G au sens
de [L2, 2.5] image de dg par l'isomorphisme G — G', g — g - 6 pour un (resp. pour tout)
8 € G". La mesure dg munit 'espace H d’un produit de convolution, et I'espace H® d’une
structure de H-bimodule [L2, A.3]: pour f, f' € H, ¢ € H" et § € G¥, on pose

(f *6)(6 /f “.5)dg, (6% )0 /¢6 9)f(g™")dg
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Comme dans loc. cit. on appelle (U{h,w)fmodule un H-module V muni d’une application
H% — Endc(V), ¢ — (v +— ¢ -v) telle que pour tout ¢ € H¥, tous f, f € H et tout v € V,
on a
(froxf)v=F(¢-(wf v)).

Les (%, w)-modules forment une sous—catégorie (non pleine) de la catégorie des H-modules
& gauche: un morphisme entre deux (ﬂ{h, w)-modules Vi et V2 est une application C-linéaire
w: Vi — Vs telle que u(¢-v) = ¢-u(v) pour tout ¢ € H¥ et tout v € Vi (une telle application
est automatiquement H-linéaire).

VARIANTE. — Soit K% = %(Gh,w) l'espace vectoriel H! muni de la structure de H—
bimodule donnée par (pour ¢ € Hiet fe H):

f-o=Ffxd, ¢-f=¢rw 'f.

Par définition, la notion de (H*, w)-module équivaut & celle de Hf,~module (c’est—a—dire de
(HE, € = 1)-module). [ |

EXEMPLE. — L’application H — K5, f — u(f) = us, (f) définie par u(f)(g- 1) = f(g)
(g € G) est un isomorphisme C-linéaire vérifiant u(f * h* f') = f-u(h) - wf’?. Pour ¢ € H"
et f € H, posons
pef=ul(¢-f) €KX
Pour f, f',he Het ¢ € H* ona
(fxoxf)eh=Ffx(po(wf «h)).
En d’autres termes, H est muni d’une structure de (ﬂ{h,w)fmodule. A isomorphisme prés,

cette structure ne dépend pas du choix de 6; € G*: remplacer §; par §; = - § revient a
remplacer u par v’ = &, o u, ot on a posé §.(f)(g9) = f(gz), f € H, g € G. [ ]

Pour une w-représentation IT de G¥ et une fonction ¢ € H*, on note I1(¢) le C-endo-
morphisme de ’espace V' de II donné par

) = [ OO s, veV.

Gh

Puisque ¢ est localement constante et a support compact, et que II° est lisse, I'intégrale
est absolument convergente (c’est méme une somme finie). Cela munit V' d’une structure de
(H', w)-module non dégénéré, c’est—a—dire tel que H? -V =V, et lapplication (IL, V) — V
est un isomorphisme entre 91(G%, w) et la catégorie des (H?,w)-modules non dégénérés —
une sous—catégorie pleine de celle des (th, w)-modules.

Pour un sous-groupe ouvert compact K de G, on note Hx = Hx (G) la sous-algébre de
H formée des fonctions qui sont bi-invariantes par K. On note ex 1’élément unité de Hx,
c’est—a—dire la fonction caractéristique de K divisée par vol(K,dg), et ’'on pose

f}CE( = U{K(Gb) —ex xH xeg.

Clest le sous—Hx—bimodule de H* formé des fonctions qui sont bi-invariantes par K. Si
de plus w est trivial sur K, on définit comme ci-dessus les notions de (Q{E(,w)fmodule et
de (f}{aﬁ w)-module non dégénéré, ainsi que les catégories correspondantes. Alors pour toute
w-représentation (IL, V) de G, le sous—espace VX = ex - V de V (formé des vecteurs qui
sont fixés par K) est naturellement muni d’une structure de (H’%,w)-module.

Soit K! un sous—espace tordu ouvert compact de G¥, c’est—a—dire un sous—ensemble de la
forme K = K -§ pour un sous—groupe ouvert compact K de G et un élément ¢ de G" tel que
Intg: (§)(K) = K. Le H—bimodule H¥% est un H—module a gauche (resp. a droite) libre
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de rang 1: notant ey la fonction caractéristique de K*# divisée par vol(K?, dd) = vol(K, dg),
on a

fH'fK =Hi *exy = epy * Hr.

Si de plus w est trivial sur K, alors pour toute w-représentation (II, V) de G, le (}Ci(,w)f
module V¥ est automatiquement non dégénéré: on a

vE =38 vE (=9 V).

En particulier il coincide avec le sous—espace VX e gt -V deV.
Un (U{h,w)fmodule non dégénéré V est dit simple s’il est non nul et si le seul sous—espace
non nul H—invariant de V est V lui-méme, et il est dit H—-semisimple (resp. H-simple) s’il
est semisimple (resp. simple) comme H-module. On définit de la méme maniére les notions
de (ﬂ-fi(,w)fmodule (non dégénéré) simple, H x—semisimple et Hx—simple.
D’aprés [L2, A.4, A.6], une w-représentation non nulle (I, V) de G" est irréductible
(resp. G-irréductible) si et seulement si pour tout sous—espace tordu ouvert compact K b
de G" tel que w est trivial sur K, le (ﬂ{i,w)fmodule VE est nul ou simple (resp. Hx—
simple); ot K est le sous—groupe de G sous—jacent & K 5. Soit un tel K* vérifiant la condition
supplémentaire suivante: il existe une base de voisinages de 1 dans G formée de sous—groupes
ouverts distingués K’ de K tels que Intgy(8)(K') = K’ pour tout (i.e. pour un) § € K°.
D’apres loc. cit., application (II, V) — VE" = VX induit une bijection entre:
— l’ensemble des classes d’isomorphisme de w-représentations irréductibles G—semisim-
ples (resp. G-irréductibles) (IL, V) de G telles que V¥ #£ 0,

— et ’ensemble des classes d’isomorphisme de (j'fi(,w)fmodules simples H g—semisim-
ples (resp. Hx—simples).

Elle induit aussi une bijection entre:

— D’ensemble des classes d’isomorphisme de w-représentations irréductibles (I, V) de G*
telles que la représentation II° de G est admissible et VX £ 0,

— et 'ensemble des classes d’isomorphisme de (G{E(,w)fmodules simples de dimension
finie (sur C).

REMARQUE 1. — Les résultats ci—dessus sont vrais pour tout espace topologique tordu
localement profini (G, G*) vérifiant la propriété (Pz2) de [L2, A.4], ¢’est-a—dire tel qu’il existe
une base de voisinages de 1 dans G formée de sous—groupes ouverts compacts et un élément
§ € G* normalisant chacun des éléments de la base (on peut alors prendre K* = K§ pour
n’importe quel élément K de la base tel que w|x = 1). Dans le cas qui nous intéresse ici, on
a veérifié [L2, A.6] que si I % est un sous—espace d’Iwahori de G, ¢’est—a-dire un sous—espace
tordu de la forme I? = I-§ pour un sous—groupe d’Iwahori I de G, alors tous les sous-groupes
de congruence de I sont normalisés par § (voir 2.20). Notons que puisque les sous—groupes
d’Twahori de G sont tous conjugués dans G, il existe un sous—espace d’Iwahori de G*. |

REMARQUE 2. — Soit K% un sous—espace tordu ouvert compact de G tel que w est trivial
sur le groupe K sous—jacent a K. A tout (U—Ca(,w)fmodule simple H x—semisimple W est
associé comme en 2.6 un invariant s(W) € Zs1U{+oo}. Puisque H’ = K *epn = epes xHxe,
lapplication x +— ey -  est un C-automorphisme de W. Choisissons un sous-Hx-module
simple Wy de W, et pour chaque entier k > 1, notons Wy et W_j les sous—H x—modules de
W définis par Wy, = egy - Wi—1 et ey - W, = W_j11. Pour k € Z, le Hg—module Wy, est
simple. On distingue deux cas: ou bien dimc(W) = 400, auquel cas on pose s(W) = +o0,
et 'on a W = @rezWi; ou bien dime(W) < +oo, auquel cas il existe un plus petit entier
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s = s(W) > 1 tel que W, = Wo, et 'on a W = @;_Wj. Bien str si (II,V) est une w—
représentation irréductible de G¥ telle que le (J—Ci(, w)—module VE est isomorphe & W, on a
s(IT) = s(VE). [ |

REMARQUE 3. — Puisque G est dénombrable a l'infini, la démonstration du lemme de
Schur donnée dans [BZ2, 2.11] est valable ici: pour toute w-représentation irréductible (pas
forcément G-semisimple) II de G*, lespace des Gi—endomorphismes de II est de dimension
1. En particulier, IT posséde un caractére central wyr : Z(G) — C*. Si II est G-semisimple,
alors pour toute sous-représentation irréductible g de I1°, la restriction a Z(G h) du caractére
central wx, : Z(G) — C* de my coincide avec wr. Si de plus IT est G-irréductible, on a
wHwne)? = wrre. [ ]

2.9. Les caractéres O. — Pour toute w—représentation IT de G” telle que TI° est admis-
sible, on définit comme suit une distribution O sur GY, appelée caractére—distribution ou
simplement caractére, de II: pour ¢ € K", Popérateur I1(¢) sur l'espace de II est de rang fini,
et 'on pose
On(¢) = trace(Il(¢)).
La distribution O ne dépend que de la classe d’isomorphisme de II (et bien str du choix
de do), et vérifie
O = XOmn, AeC*.
Pour tout élément II de Q(G“,w), on définit par linéarité une distribution O sur K", qui
vérifie
— O\ = A0 pour tout A € C*,
— On =0siII € 14(9(Gk,wr)) pour un entier k > 1.
On en déduit que pour ¢ € H?, I'application
G(G",w) = C, I — On(¢)
se factorise a travers Gc(G”,w). Clest donc un élément du dual algébrique Gc(G* w)* de
Sc(Gh,w), que 'on note ®4. Notre théoréme principal — cf. 3.1 pour un énoncé précis —
est une description de ce morphisme C-linéaire
H* — Ge(GHw)*, ¢ — Dy

Le théoréme de Paley—Wiener décrit son image, et le théoréme de densité spectrale son
noyau.

2.10. Induction parabolique et restriction de Jacquet. — Soit P? un sous—espace
parabolique de Gf, muni d’une décomposition de Levi
P'=M".U.

On note avec les mémes lettres sans ’exposant “f” les groupes topologiques sous—jacents a
P! et M%: P est un sous—groupe parabolique de G de radical unipotent U, et M est une
composante de Levi de P. Soit

% R(M) — R(G)
et

& R(G) — R(M)
les foncteurs induction parabolique et restriction de Jacquet normalisés. On considére w
comme un caractére de M par restriction. Dans [L2, 5.9 et 5.10] sont définis les foncteurs
induction parabolique normalisée

“ifjﬁ cR(M?, w) = R(GH, w)
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et restriction de Jacquet normalisée
b
“rle  R(GHw) —» R(M?,w).

. .Gl b .
Ils vérifient (‘”zgh)o =8 et (“r5;)° = r&, et commutent aux foncteurs 1. Comme i& et r&
préservent la propriété d’étre de longueur finie, on obtient des morphismes de groupes

w.Gh
ips : S(M*,w) = §(G*,w)
et ;
“reg: 9(Ghw) = G(M*,w).
Par passage aux quotients, ces derniers induisent des morphismes C—linéaires
w .GH
% Ge(M?,w) — Sc(Gh,w)

et
“rPl L Go(GRw) — Ge(MF,w).

REMARQUE. — L’espace tordu M? et le groupe M ne sont pas spécifiés dans les notations,
mais cette ambiguité disparaitra plus loin puisque nous n’aurons & considérer que des sous—
groupes paraboliques “standard”, c’est—a—dire contenant un sous—groupe parabolique minimal
de G fixé une fois pour toutes. Notons aussi que pour que ’espace SC(Mh,w) soit non nul,
il faut que w soit trivial sur le centre Z(M?*) de M* |

Fixons un sous—espace parabolique minimal P! de G*, et une décomposition de Levi
P! =M U..
Notons P(G h) I’ensemble des sous—espaces paraboliques de GY contenant P! — onles qualifie
de “standard” —, et P(G%,w) le sous—ensemble de P(G?) formé des P tels que w est trivial
sur Z(Mﬁ,). Pour P% € P(G%), on note M? Punique composante de Levi de P? contenant

ME, P et Mp les groupes topologiques sous—jacents a P? et M ,h’, et Up le radical unipotent
de P. On a la décomposition de Levi

P* = M. - Up.
Pour Pf, QF € P(G?) tels que Q% C P*, on note “’igi le foncteur
wMp b h
Lornndt, R(MS,w) = R(Mp,w)
b
et ‘”Tgu le foncteur
w, QNM]
v PoR(ME,w) — R(ME,w).

On obtient comme plus haut des morphismes de groupes
w.ph w Of
ige t G(ME,w) = G(ME,w), “r : G(ME,w) — G(MY,w),
et des morphismes C—linéaires
w . Pl w o
Zgh : SC(M(hgaw) — SC(M}an% Tgu : S(C(M}h)7w) — 9C(ME)7L‘))5

. . w-pPh b L. e e
que l’on notera parfois aussi Wzgh c et “’rgh ¢ bour éviter toute ambiguité.

Pour P! ¢ fP(G”)7 on note P! le sous-espace parabolique de G¥ opposé o P par rapport &
Mj“j Le groupe topologique sous—jacent & Pboest le sous—groupe parabolique P de G opposé
a P par rapport a Mp. Notant U le radical unipotent de P, on a la décomposition de Levi

PP =M - Up.



24 GUY HENNIART & BERTRAND LEMAIRE

En remplagant P* par P?, on définit comme plus haut (i.e. comme en [L2, 5.9 et 5.10]) les
foncteurs induction parabolique normalisée

w i w . b
9y = “i%  R(ME,w) > R(G,w)
et restriction de Jacquet normalisée

ngi = “rgi R(GF,w) = R(ME, w).

De méme pour P?, Q% € P(G") tels que Q% C P*, on note “’fgi = “’iga le foncteur

w=Mb, .

3 w M
p =
QFnM},

. i i
Z@QM; FR(MG,w) = R(M],w)

b _
et “’fgh = “’r%; le foncteur

B Bt

“ffﬂ“ P wrfﬂ” PR(ME, w) — R(Mb, w).

P P
Comme plus haut ces foncteurs définissent des morphismes de groupes entre les groupes de
Grothendieck G, et des morphismes C-linéaires entre les espaces vectoriels Gc.
PROPOSITION. — Soit P%, Q% R' € P(G%) tels que R C Q% C P%. Soit ¥ une w-
représentation de Mli, et soit I1 une w—représentation de MED.

(1) On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en X,

.ph .0b .ph
“igs 0“i% (8) = Yiks ().

(2) On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en 11,
“rB 0wy (IT) ~ “rE; (ID).
(8) On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en ¥ et 11,
Hom g, (“r (1), ) ~ Homags, (IT, “i%; (5)).
(4) On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en ¥ et II,
Homags, (Yt (%), TT) ~ Homygs (3, “7E; (D).

Démonstration. — Les propriétés de transitivité des foncteurs induction parabolique et
restriction de Jacquet normalisés sont conséquences directes des définitions. On épargne au
lecteur leurs vérifications. Quant au point (3), on sait (théoréme de réciprocité de Frobenius)
que le foncteur r§ = (“’rﬁi)o est un adjoint a gauche du foncteur i, = (“’iga)oz on a un

isomorphisme naturel, fonctoriel en X° et II°,
Hom s, (5 (T1°), £°) =~ Homaz,, (I1°, i (2°)).

Il induit par restriction un isomorphisme de Homy?, (“’rgi (IT), 3) sur Hompst, (H,“’igi(E)),
fonctoriel en X et II. Le point (4) s’obtient comme le point (3), a partir du théoréme de
“seconde adjonction” de Bernstein [B1, Bu]. O

On note £(G*) 'ensemble {M% : P* € P(G%)}, et L(G?,w) le sous—ensemble de £(GY)
formé des M? tels que w est trivial sur le centre Z(M%) = Z(Mp)® de M%. Pour P € P(GY),
on a P' = MY - U, par conséquent I'application P(GY) = L(GY), P — M? est bijective, et
elle induit une bijection P(G*, w) — L(G*, w).
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Le groupe P, est un sous—groupe parabolique minimal de G, et I'on définit de la méme
maniére P(G), Mp pour P € P(G), ig et rg pour P, Q € P(G) tels que @ C P, et L(G).
L’application P(G) — £L(G), P — Mp est bijective.

HyPOTHESE. — On suppose désormais que le point—base 01 est choisi dans M¢.

Puisque 6 = Intg:(01) stabilise Po, il opére sur P(G) et application P* — P est une
bijection de P(G?) sur le sous—ensemble P(G)? de P(G) formé des P qui sont f-stables. Pour
P € P(G), on a O(Mp) = Mypy et O(Up) = Ug(py. En particulier 6 opére aussi sur £(G).
On note £(G)? le sous—ensemble de £(G) formé des M qui sont §-stables. Pour P € P(G),
puisque P = MpP,, on a

O(P) = 6(Mp)Ps.
On en déduit que Papplication P(G)? — £(G)?, P — Mp est elle aussi bijective.

REMARQUE. — Le couple (Ps, M,) (ou M, = Mp,) est une paire parabolique minimale
de G, PJ est le normalisateur de P, dans G, et M? est le normalisateur commun de P et
M¢ dans G*. En particulier 'espace tordu M2, tout comme les ensembles P(G) et £(G), est
déterminé par (Po, M.,), et les opérations de 6 sur P(G) et sur £L(G) ne dépendent pas du
choix de 41 dans Mf | |

2.11. Contragrédiente. — Si II est une w-représentation de G7, sa contragrédiente IT
est définie comme suit. Notant V' 1’espace de m = II° et V celui de la contragrédiente 7 de
T, on pose

(v, I1(6)(0)) = (H(6)_1(U),13>, (v,0) €V x V.
Cela définit une w™'-représentation II de G, telle que II° = #. L’application naturelle

I — I, v (5 (v,3))

est un morphisme de (G¥, w)-modules. Si de plus 7 est admissible, d’apres [BZ1, prop. 2.15],
c’est un isomorphisme.

1

LEMME. — Soit Il une w-représentation de G¥, et soit II' une w™ ' —représentation de Gb.

On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en I et IT’,
Hom g (IT', IT) ~ Hom g (11, IT').
Démonstration. — Posons Vi = Home (Vir, C). C’est un espace vectoriel sur C, muni d’une
action IT* de G* dont (IT, Vy;) est la partie lisse. On a
Homgy (I, 11) = Homg (Virr, Vi) =~ Homgs (Vi ®c Vi, C)
Home (Vir, Viir) = Homge (IL IT'),

car 'image d’un vecteur lisse par un G*-morphisme est un vecteur lisse. O

R

PROPOSITION. — Soit P* € P(GY).
(1) Soit ¥ une w—-représentation de M}h,. On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en X3,
LA;‘Gh wl.gl ¢
ipa(B) = i ().
(2) Soit II une w-représentation de G°. On a un isomorphisme naturel, fonctoriel en I,

w i w1l i
rgu (H)v >~ rgh (H)

Démonstration. — Montrons (1). Soit S(P\G) l'espace des fonctions ¢ : G — C vérifiant
les conditions:
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— ¢(pg) = dp(p)¢(g) pour tout p € P et tout g € G,
— il existe un sous—groupe ouvert compact Ky de G tel que ¢(gk) = ¢(g) pour tout
g€ Gettout ke Ky.
Ici 6p : P — Ry désigne le caractére module habituel (c’est-a—dire le caractére A;l de
[BZ1, 1.19], noté aussi mody, dans [BZ2, 1.7]). Soit pp\¢ : S(P\G) — C une mesure de
Haar sur P\G, c’est—a—dire une fonctionnelle linéaire non nulle vérifiant:
— pp\c(p=(P)) = np\a(¢) pour tout ¢ € S(P\G) et tout = € G, ot p.(¢) € S(P\G)
est la fonction donnée par p.(¢)(g) = ¢(g9z), g € G;
— pp\c(¢) > 0 pour tout ¢ € S(P\G) tel que ¢ > 0.
On sait qu’une telle fonctionnelle linéaire existe, et qu’elle est unique a multiplication prés
par un élément de Rso [BZ1, theorem 1.21]. Notons V l’espace de II = “’igi (2) et V' celui
de II' = Wiligi (X). Rappelons que V est 'espace de i%(X°), et que I'action de &, sur V est
donnée par

T1(51)(v)(g) = (0" ()3 (BE@E) (w0 (9)), veEV.g€eG.

Ici 6py : P? — R est Iapplication définie par 6ps (8) = Apy (5) ™' (elle se factorise a travers
P%/Up). Pour (v,v') € V x V', la fonction ¢,, .+ : G — C définie par

bu.(9) = (v(9),v"(9))

est un élément de S(P\G), ou (-,-) : V5 X V& — C est I'accouplement canonique (donné par
I’évaluation). D’oil un accouplement (-,-) : V x V' — C, défini par

(v,0') = bo (9)dupa(9),  (v,0) €V x V"
P\G
Puisque ¢rio()(v), 1170 () (') (9) = @o,0(gx) Pour tout (v,v’) € V x V' et tous g, z € G, cet
accouplement est G—équivariant. Montrons qu'il est Gi—équivariant. Puisque (P) = P et
dp 00 =6p (cf. [L2, 2.1, lemme 1]), pour ¢ € S(P\G), la fonction % = ¢ 0 6~ appartient
a S(P\Q), et lapplication ¢ — % est un C-automorphisme de 'espace S(P\G) tel que
¢ > 0 si et seulement si % > 0. D’ou une autre mesure de Haar u‘;\c sur P\G, donnée
par ,LL?J\G(QS) = up\c(%p). D’aprés [L2, 2.1, lemme 2|, on a légalité ,u?;\G = pp\g- Pour
(v,v") €V x V' et g€V, posant ¢’ =67 '(g), on a

P enen(9) = (W(g)S1)(v(g),w  (g")S(61) (' (9))
= ¢ (g),
d’ou
(I1(01) (v), ' (81) (v")) = e G, (071 (9))dpp\c(9) = (v,0').

L’accouplement G—équivariant (-,-) : V x V' — C induit un morphisme de G°~modules,
fonctoriel en X,

w™lL. b &0 w - b o
125 (5°) = “i%:(2°)Y,
et d’aprés [BZ1, prop. 2.25], c’est un isomorphisme. Son inverse donne ’isomorphisme du
point (1).
w-l.gt

Montrons (2). Soit %’ une w™'-représentation de M5, et soit I =~ G, (X'). D’aprés le
lemme, le point (1) que l'on vient de démontrer et le théoreme de réciprocité de Frobenius
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(proposition de 2.10, (3)), on a

R

Hom; (IT', IT) Hom; (I1, IT')

~ Homgs (1L “iS (5))
Homs (“rbs (I1), 5)
~  Homags (¥, “rEs (DY)
D’aprés le théoréme de seconde adjonction (proposition de 2.10, (4)), on a aussi
Hom: (T, TT) ~ Homs (3, 754 (IT)).

D’oti un isomorphisme naturel, fonctoriel en ¥’ et II,

w i w o b
Homags, (X, “rEs (1)) = Homags, (X',% 75, (I1)).

L’isomorphisme du point (2) est alors donné par le lemme de Yoneda. O

2.12. Caractéres non ramifiés. — Soit M un groupe topologique localement profini, et
soit M* un M—espace topologique tordu. On note M? le sous—groupe (ouvert, distingué) de
M engendré par ses sous—groupes ouverts compacts, et 'on pose

P(M) = Hom(M/M",C*).
Les éléments de PB(M) sont appelés caractéres non ramifiés de M.

REMARQUE 1. — Si M est le groupe des points F-rationnels d’'un groupe algébrique
réductif connexe M défini sur F, alors il est connu que M* est le noyau de ’homomorphisme
d’Harish—Chandra Hys (cf. 4.2), c¢’est—a—dire U'intersection des noyaux des caractéres de M
de la forme m — |¢(m)|r ot ¢ parcourt le groupe X7 (M) des caractéres algébriques de M
(i.e. de M) qui sont définis sur F, et | |r est la valeur absolue normalisée sur F'. Comme
nous n’avons trouvé aucune preuve de cette affirmation dans la littérature, on en donne
briévement une.

Notons M° le noyau de Har. On a clairement Iinclusion M € M°. Soit A, (= Ao(F))
un tore déployé maximal de M, et soit Mo = Zn(Ao) (= Mo(F)) le centralisateur de Ao
dans M. Pour i = 0,1, on définit de la méme maniére les sous-groupes AL C A% de A, et
ML c M2 de M,. Puisque A2 (resp. M2 ) est Punique sous—groupe compact maximal de Ao
(resp. M), ces deux inclusions sont des égalités (et on a aussi Iégalité AS = M2 N Ao). En
particulier si M = M, (i.e. si M est F-anisotrope modulo le centre), on a bien I'égalité
M' = MP°. En général, notons M? C M le sous-groupe engendré par les sous-groupes
parahoriques (connexes) de M. On a donc M? C M*. Soit J un sous—groupe d’Twahori de M
correspondant & une chambre de I'immeuble affine de M dans I'appartement associé a A,.
Notons N = Ny (J) le normalisateur de J dans M. D’aprés la théorie de Bruhat—Tits, on a
M = M*N et NN M? = MJ. Le quotient Q = N/MJ est un groupe discret. D’aprés [HR],
I’homomorphisme de Kottwitz was induit un isomorphisme de Q sur was (M ): cela s’obtient
par descente (cf. loc. cit., remark 9) & partir du lemma 14 de loc. cit. On en déduit que 2 est
abélien de type fini. Il s’ensuit que N a un unique sous-groupe compact maximal N* (> My),
et que le groupe N/N* est abélien libre de méme rang que celui de was(M). D’aprés [HV,
3.2, lemma (proof)|, ce rang commun est aussi le rang de Has (M), qui est le rang de X5 (M).
Puisque M = M?N, on a Hyy (M) = Hy(N) et Hy induit un isomorphisme de N/fN1 sur
Hy(M). Par conséquent MONN =N et M° = M2N = ML, |
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EXEMPLE. — Soit A le groupe des points F—rationnels d’un tore déployé et défini sur I,
et soit X = X*(A) le groupe des caracteres algébriques de A. On a A = Hom(X, F*) et
A' est le sous—groupe compact maximal Hom(X,0*) de A. Le choix d’une uniformisante
w de F* définit un sous—groupe fermé (discret) A¥ = Hom(X, (w)) de A. L’application
produit A% x A' — A est un isomorphisme de groupes topologiques; d’ott un isomorphisme
A® ~ A/A", qui identifie Hom(A®,C*) au groupe P(A). [ ]

Pour tout caractére x de M, le caractére x” = x o7 de M, ou 7 = Int,,;(4) pour un
8 € M*, ne dépend pas du choix de § € M?. On note P(M?) le sous-groupe de P(M) formé
des 9 tels que ¢ o Intg: (§) = 1 pour un (i.e. pour tout) § € M?. Les éléments de P(M?)
sont appelés caractéres non ramifiés de M*. Pour § € M*, on pose aussi P(M)T = ‘,B(Mh),
7 = Int (5)

REMARQUE 2. — Supposons de plus que M est un sous—espace tordu de G¥, par exemple
une composante de Levi d’un sous—espace parabolique de G*. On peut alors définir un autre
sous—groupe de P(M), qui contient P(M?). Soit P(M,G?) le sous—groupe de P(M) formé
des v vérifiant la propriété suivante: il existe un élément w de Ng(M)/M tel que pour un
(i.e. pour tout) § € M*, posant 7 = Int,,; (), on a

YT ="y, P =golntw
ol Ng (M) désigne le normalisateur de M dans G. En d’autres termes, (M, G¥) est le sous—
groupe de (M) formé des ¥ tels que ) o Inty (6)|ar = ¢ pour un § € G* normalisant M.
Ce groupe B(M, Gh) dépend bien sir de M et de G, mais il ne dépend pas de M*. On a
P(M?) = P(M, M*). n

Soit Pe(M?) le sous—ensemble de Irrc(M?) = Irre(M?,w = 1) formé des II tels que IT°
est un caractére non ramifié de M. Ce caractére est alors un élément de (M), D’ailleurs
le foncteur d’oubli IT — II° induit une application bijective

Pe(M*)/C* — PM*).
Pour ¥ € Pc(M?) et § € M*, ¥(5) est un C-automorphisme d’un espace vectoriel complexe
de dimension 1, c’est—a—dire la multiplication par un nombre complexe non nul, et 'on
identifie ¥(d) a ce nombre. Cela munit I’ensemble ‘BC(M”) d’une structure de groupe: pour
U, U € Pe(M?) et § € M?, on pose

(TT')(8) = W(6)T'(5).
Tout élément § de MY définit un scindage du morphisme Pe(M?) — B(MY), ¥ — T°: pour
¥ € P(M"?), on note 1° I'élément de Pe(M?E) défini par °(g - 6) = ¥(g), g € G. Pour tout
caractére 1 de M, le groupe P (M h) opére sur ensemble des n-représentations de M®: pour
U € Pe(MY), II une n-représentation de M¥ et § € M7, on pose

(¥ -10)(8) = w(O)II(5), &€ M~

On a
(U -11)° = T°II°.

REMARQUE 3. — Pour P € P(GY), le groupe P(Mp) est un tore complexe (de groupe
des caractéres algébriques Mp/Mp), et &B(Mfg) = P(Mp)?. Par suite les groupes ‘D(M}h,)
et Pe(M E:,) sont des variétés algébriques affines complexes, en fait des groupes algébriques
affines diagonalisables sur C. Le morphisme Pc(M2) — P(MZL), ¥ — W° est algébrique,
et pour § € M5, le morphisme P(M2) — Be(M2), ¢ — ° est lui aussi algébrique. On
note PO (M2) et P2(M?Z) les composantes neutres de P(M?E) et Pe(M2). Ce sont des tores
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complexes, et le morphisme Pe (M E:) — P(M }h;) induit par restriction un morphisme surjectif
PA(ME) — B°(M?E) de noyau C*. m

On aura aussi besoin de la variante suivante des constructions précédentes. Pour un
caractére non ramifié & de M, on note B(M?, €) le sous—groupe de P(M) formé des ¢ tels que
¥ o Intgy () = €4 pour un (i.e. pour tout) § € M¥, et 'on note Pe(M?, ) le sous—ensemble
de Irrc(Mh,é) formé des II tels que II° est un caractére non ramifié de M. Ce caractére
appartient a (M7, €), et le foncteur d’oubli IT +— II° induit une application bijective

Po(MF,€)/C = P(M*, ).

L’ensemble Pc(M?, €) est un espace principal homogene sous Pe (M?), et pour ¥ € Pe (M7, €)
et § € M?, on peut comme plus haut identifier ¥(4) & un nombre complexe non nul. Enfin
pour tout caractére n de M, toute n-représentation IT de M et tout ¥ ‘BC(M”, £), on note
U - II la £n-représentation de M? définie comme ci-dessus. On a encore

(W -10)° = U°TI°.

2.13. Quotient de Langlands. — Soit |w]| le caractére non ramifié de G donné par

lwl(g) = lw(g)l, g€G,
et soit wy le caractére unitaire de G tel que
w = wyl|w|.

Soit IT une w-représentation G—irréductible de G*. D’apreés la classification de Langlands,
il existe un triplet (P, 0,£) formé d’un sous-groupe parabolique standard P de G, d’une
représentation irréductible tempérée o de Mp et d’un caractére non ramifié £ de Mp a valeurs
dans R~ qui est positif par rapport & Up, tels que X° est isomorphe a I'unique quotient
irréductible de i&(£0). L unicité de la décomposition de Langlands implique que §(P) = P
et que w™*(£0)? est isomorphe & . Comme la représentation wy 'o? et le caractére |w|~'¢?
de Mp sont respectivement tempérée et positif par rapport & Up, wy'o? est isomorphe a o
et |w\71§9 = £. On en déduit qu’il existe une wy,—représentation M p—irréductible X de M}hp et
un élément = de ‘Ix‘c(Mﬁ,, |w]) tels que X° = o, 2° = &, et II est 'unique quotient irréductible
de “’igi (2 - X). De plus, quitte a remplacer = par A"l.Z et ¥ par A -3 pour un nombre
complexe A\ de module 1, on peut toujours supposer que = est & valeurs dans Rsg.

DEFINITION. — Une w-représentation G-irréductible IT de G? est dite unitaire s'il existe
un produit scalaire hermitien G*-invariant sur espace de II, ce qui n’est possible que si le
caractére w est lui-méme unitaire. Un tel produit, s’il existe, est a fortiori G—invariant, et la
représentation I1° de G sous—jacente & II est unitaire.

Supposons que m = II° est unitaire, et fixons un produit scalaire hermitien G—invariant
sur ’espace V de m. Posons

(0,0)F = () (v), LE)(V)), v, v €V,

pour un (i.e. pour tout) § € G". Si w est unitaire, c’est un autre produit scalaire hermitien
G-invariant sur V, par suite (-,-)* = A(-,-) pour un nombre réel A > 0, et II est unitaire si et
seulement si A = 1. On en déduit (toujours si w est unitaire) que pour tout nombre complexe
w tel que pfi = A, la w-représentation p =t - II de G* est unitaire.
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REMARQUE. — Soit II une w-représentation de G°. Notons V Iespace de II, et V celui de
sa contragrédiente IT. Supposons que 7 = II° est irréductible et unitaire. Notant (II, V) la
conjuguée complexe de II — c’est une w-représentation G-irréductible de G* —, 'opérateur
v Ay, = (v,-) de V dans V est un isomorphisme de 7 sur #, et ¢’est un isomorphisme de
TI sur 1T si et seulement si IT est unitaire (auquel cas on a forcément @ = w™'). |

D’apres ce qui précede, & toute w-représentation G—irréductible II de G¥ est associée un
triplet (P%, %, Z) ou:
— P est un sous—espace parabolique standard de G¥,
— X est une wy-représentation Mp—irréductible tempérée de M E:., c’est—a—dire unitaire
et telle que X° est tempérée,
— E est un élément de mc(Mﬁ,, |w|) & valeurs dans R¢ tel que Z° est positif par rapport
aUp.
Un tel triplet est appelé triplet de Langlands pour (Gh,w), et I est I'unique quotient G—
irréductible, donc aussi I'unique quotient irréductible, de ’induite parabolique “’igi (E-1I).
Réciproquement, & tout triplet de Langlands p = (P%, %, ) pour (G%, w) est associée
une w-représentation G-irréductible II = II,, de G": ¢’est 'unique quotient irréductible de
ﬁu = “’iPE (E-X). En effet, puisque p° = (P,X°,Z°) est un triplet de Langlands pour G, la
représentation
{F(2°%7) = 1I;
de G a un unique quotient irréductible, disons . Comme la représentation

iS(E°E)(1) = w g (EE)?
de G est isomorphe a i%(Z°%°), on a nécessairement
w(1l) ~ .

On en déduit qu’il existe un quotient II de ﬁu tel que TI° = 7. Ce quotient est 'unique
quotient irréductible de TI,,.

Deux tels triplets de Langlands (Pf7 ¥1,21), (ch, ¥, Z2) pour (GF, w) sont dits équivalents
si Pf = P;, Y1 >~ Yo et 21 = Z2. Comme dans le cas non tordu, I’application

w1,

induit une bijection de ’ensemble des classes d’équivalence de triplets de Langlands pour
(G*,w) sur Irrg (G, w).

2.14. Décomposition de Langlands. — Le sous—ensemble de Irro(G“,wu) formé des
éléments (unitaires) tempérés est noté Irrg (G, wy). Il s’identifie & un sous-ensemble de
IrrC(Gh,wu), que I'on note Irrc,t(Gh,wu) — cf. 2.7 (notations). D’aprés 2.13, le Z-module
SO(G“, w) est somme directe des Z—modules ZII,, pour p parcourant les classes d’équivalence
de triplets de Langlands pour (Gh, w). On en déduit la version tordue suivante du théoréme de
la base de Langlands (qu’il convient d’appeler “décomposition de Langlands”, cf. la remarque
ci-dessous).

LEMME 1. — On a la décomposition dans G(G*,w)
§(G*w) = > ZH, + G0(GF,w)
©w

ol p parcourt les classes d’équivalence de triplets de Langlands pour (G“,w).
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Démonstration. — Puisque §(G*,w) = Go(G,w) ® G=0(G* w), il suffit de montrer que
So(Gh,w) est contenu dans l’expression & droite de ’égalité dans I’énoncé. Soit donc II
une w-représentation G—irréductible de G7, et soit (P“, 3, E) un triplet de Langlands pour
(G*,w) associé a II. Posons o = X°, £ = 2°, et soit (Mps,0’) une paire cuspidale standard
de G telle que P’ C P et &0 est isomorphe a un sous—quotient de I'induite parabolique
ig/(a'). Chaque composant — i.e. classe d’isomorphisme d’un sous—quotient irréductible —

o
de i§(¢0) = “’igg (2-%) est aussi un composant de i% (¢’). Dans §(G¥,w), écrivons

M=% (E-£) -3 I (mod §-0(G*,w))
=1

ol les TI; sont des éléments de Trro(G*, w) tels que 0 (I15) = [Mps,0']. On refait ensuite la
méme chose avec chacun des II;:

i

w0 G Z”
Hi = Zgu (:.7; . Ez) — Hi’j (HlOd 9>0(Gh,w)).
=1

Puisque Papplication 0 : Irr(G) — O(G) est a fibres finies, d’aprés le résultat bien connu
de Borel-Wallach [BW, 4.3], le processus de décomposition s’arréte au bout d’un nombre
fini d’étapes. On obtient donc une décomposition de la forme

In= Zﬁm (mod G>0(G*,w)),
i=1

ot les p; sont des triplets de Langlands pour (G h,w) (qui ne sont pas forcément deux—a—deux
non équivalents). O

REMARQUE. — D’aprés le théoréme de la base de Langlands pour G, la somme 71,
est directe, mais sa projection sur Go(G?,w) = G(G%,w)/G>0(G%,w) ne l'est en général pas.
En effet si p est un triplet de Langlands pour (Gh, w) tel que la w-représentation II,, de G*

est réductible, les composants irréductibles de II,, ne sont pas forcément G-irréductibles. B

Un triplet de Langlands (P, %, Z) pour (G w) est dit induit si P? # G*. Une w—
représentation G—irréductible IT de GF est dite essentiellement tempérée s'il existe un ¥ €
PBe(GY, |w| ™) tel que la wy-représentation W - I de GF est tempérée, c’est-a—dire si IT est
isomorphe a II,, = ﬁu pour un g non induit. De maniére équivalente, II est essentiellement
tempérée si II° est une représentation essentiellement tempérée de G. On note Irrg o (GF, w)
le sous—ensemble de Irro(G*, w) formé des éléments essentiellement tempérés. On note aussi:

— Se,t(Gh,w) le sous—groupe de S(Gh7w) engendré par les ti(Irro,e.s(Gi,wrk)) pour un

entier k > 1 — il est stable sous C*;
— G _ima(G*, w) le sous-groupe de §(G*, w) engendré par les vx(I1,,) pour un entier k > 1
et un triplet de Langlands induit g pour (Gi, wi) — lui aussi est stable sous C*;
— Scye‘t(Gh,w) et 9@7L,ind(Gh7w) leurs projections respectives dans Sc(Gh7w) — deux
sous—espaces vectoriels de Gc(G#, w).
D’aprés le lemme de 2.7, Gc.c.t(G%, w) est le sous—espace vectoriel de Gc(G?, w) engendré par
Irrc,e,t(G”,w) = Irroye_t(G“,w), et Sc,L,ind(G”,w) est le sous—espace vectoriel de SC(G”,w)
engendré par les projections des ﬁu dans Sc(Gh, w), ou y parcourt les triplets de Langlands
induits pour (G¥,w).

D’aprés le lemme 1 et le théoréme de la base de Langlands pour G, on a la décomposition

en somme directe

G(G*,w) = Get(G%,w) @ G1_ina(G*,w).
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On en déduit le

LEMME 2. — On a la décomposition en somme directe
5c(GF,w) = Se,et(GFw) ® S p—ima (GF,w).
Démonstration. — Pour alléger I’écriture, posons o+ = G+ (Gh,w), Get = Se‘t(Gh,w), ete.
Il s’agit d’établir I’inclusion
(*) Go+ C (Ge.t N Gp+) + (SL—ina N Go+)-

Soit un élément II de Irrk_l(Gh,w) pour un entier k > 1, et soit ¥ € Irro(Gr,ws) tel
que IT = (,(X). Dans §(Gk,wk), X se décompose en ¥ = 31 + Xz, ot X1 € Ge.t(Gr,wi) et
Y2 € Gr—ind(Gk,wk). Alors I = 15 (X1) + tx(X2), et d’apreés le lemme de 2.7, II appartient a
la somme & droite de I'inclusion ().

Soit un élément IT’ de II‘I‘o(Gh7 w) et des nombres complexes non nuls A1, ..., An, n > 1, tels
que Y7, A; = 0. Ecrivons I' = I} +115, ot I} € Gex et Iy € Gp—ina. Alors IT=S"1 | A, I
s’écrit IT =TIy + 11, ou Iy = >0 | As-IIj et [T = >0 | ;- II5, par conséquent IT appartient
a la somme & droite de I'inclusion (x).

L’inclusion (*) étant vérifiée, le lemme est démontré. O

2.15. Support cuspidal et caractéres infinitésimaux. — Soit A, le tore déployé
maximal (du centre) de M. On a Zg(Aos) = Mo, et le normalisateur Ng(Ao) de Ao dans G
coincide avec Ng(Mo). On note Wg le groupe de Weyl de G défini par

Wea = Na(Ao) /M.

Soit 7 une représentation irréductible w de G. A 7 est associée une paire cuspidale standard
(Mp,p) de G, ou P € P(G) et p est une représentation irréductible cuspidale de Mp, telle
que 7 est isomorphe & un sous—quotient de i%(p). Si (Mps, p’) est une autre paire cuspidale
standard de G telle que 7 est isomorphe & un sous—quotient de i}G;/ (p'), alors il existe un
élément w de W tel que w(Mp) = Mp: et "p ~ p/, ot

— ny est un représentant de w dans Ng(Ao),

— ™wp est la représentation p o Intg(ny') de w(Mp) = Intg(nw)(Mp).

Pour X C G et g € G, on pose X = Inte(g)(X). Deux paires cuspidales — standard ou
non — (M, p) et (M’,p") de G telles que M’ =9M et p' ~ 9p pour un g € G sont dites G-
équivalentes ou simplement équivalentes, et 'on note [M, p] = [M, p]c la classe d’équivalence
de (M, p). Toute paire cuspidale de G est équivalente & une paire cuspidale standard. La
classe d’équivalence d’une paire cuspidale standard (Mp, p) de G telle que 7 est isomorphe
a un sous—quotient de i€ (p) est appelée support cuspidal de w, et notée g ().

Pour une paire cuspidale (M, p) de G, on note p(1) la représentation w™*p? de §7(M).
On obtient ainsi une autre paire cuspidale

(M, p)(1) = (67" (M), p(1))
de G, dont la classe de G—équivalence, notée [M, p](1), ne dépend pas du choix de §; € ME.
Notons que si (M, p) est standard, i.e. si M = Mp pour un P € P(G), alors (M, p)(1) est
aussi standard, puisque 6" (P) € P(G) et 6~ (Mp) = My-1(p).

Soit IT une w-représentation G-irréductible de G*. Posons m = II°, et soit (Mp, p) une
paire cuspidale standard de G telle que Og(7) = [Mp, p]. Puisque 7 est isomorphe a 7 (1),
c’est un sous—quotient de ig,l(P) (p(1)) = i90*1(Mp)PO (p(1)). Par suite les paires cuspidales
standard (Mp,p) et (Mp,p)(1) de G sont équivalentes: il existe un élément w € Wg tel
que w(Mp) = 071 (Mp) et " p ~ p(1). En d’autres termes, posant 7 = 6 o Intg(n.), on a
T(Mp) = Mp et w™'p™ ~ p.
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On note ©(G) 'ensemble des classes d’équivalence de paires cuspidales de G, et ©1(G) le
sous—ensemble de O(G) formé des [M, p| tels que [M, p](1) = [M, p]. L’application support
cuspidal

Oc : Irr(G) — ©(G)
induit une application
Irro (G*,w) /C* = ©1(G), I+ g, (IT) = 0 (11°),

dont I'image est notée O4: ,(G). Notons que pour qu'une paire cuspidale standard (Mp, p)
de G telle que [Mp, p](1) = [Mp, p] soit dans I'image de O ,, il faut et il suffit que I'induite
parabolique m = i€ (p) — qui est isomorphe a 7(1) — posséde un sous-quotient irréductible
7’ tel que 7'(1) ~ 7'.

L’application [M, p] — [M, p](1) définit comme en 2.6 une action de Z sur ©(G). On note
©(G)/Z Vensemble des orbites de Z pour cette action, et I'on identifie ©1(G) & un sous—
ensemble de ©(G)/Z. L'application 0 est Z-é-quivariante, et I’application IT + 054 ., (IT) se
prolonge en une application surjective

Oct Irr(GF,w)/C* — ©(G)/Z,

définie comme suit. Pour une w-représentation irréductible IT de G?, on choisit une sous—
représentation irréductible 7o de II°, et I'on note 0y , (IT) la Z-orbite de 0 (mo) dans ©(G).
Cette Z—orbite est bien définie — i.e. elle ne dépend pas du choix de mp — et dépend
seulement de la classe d’isomorphisme de II.

2.16. Support inertiel. — Deux paires cuspidales (M, p) et (M’',p’) de G sont dites
inertiellement équivalentes s’il existe un caractére non ramifié ¢’ de M’ tel que IM = M’ et
9p~'p pour un g € G.

Soit B(G) I'ensemble des classes d’équivalence inertielle de paires cuspidales de G. Pour
s € B(G), on note O(s) C O(G) la fibre au-dessus de s. Si s est la classe d’équivalence
inertielle d’une paire cuspidale (M, p) de G, alors ©(s) est un espace homogéne sous le tore
complexe P(M) — pour ¢ € P(M), on pose ¢ - [M, p| = [M,)p] —, et en particulier une
variété algébrique affine complexe. Précisément, notons B(M)(p) la P(M)—orbite de p dans
Irr(M), c’est—a—dire I'ensemble des classes d’isomorphisme de représentations de M de la
forme 1p pour un ¢ € P(M). C’est une variété algébrique affine complexe (le quotient de
B(M) par un groupe fini). Posons

Wa(M) = Na(M)/M
et
Ws ={w € Wa(M): " p~p, I € B(M)},

ol n,, désigne un représentant de w dans N (M). Le groupe W, opére sur la variété PB(M)(p),
et application ¢p — [M,1p] est un isomorphisme de la variété quotient P(M)(p)/Ws sur
O(s).

L’action de Z sur ©(QG) préserve les fibres de application O(G) — B(G), donc induit une
action sur B(G), notée (k,s) — s(k): si s est la classe inertielle d’une paire cuspidale (M, p)

de G, alors 5(k) est la classe inertielle de (67 %(M), p(k)). On note B1(G) le sous—ensemble
de B(G) formé des s tels que s5(1) = s, i.e. tels que la fibre O(s) au-dessus de s est Z-stable.

LEMME. — Pour s € B1(G), l'ensemble
@1(5) = @(5) N @1(G)

est une sous—variété algébrique fermée (éventuellement vide) de O(s).
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Démonstration. — On peut supposer ©1(s) non vide sinon il n’y a rien a démontrer. Soit
(Mp, p) une paire cuspidale standard de G telle que [Mp, p] € ©1(s), et soit w € Wg tel que
p(1) ~ ™ p. D’aprés 2.15, posant 7 = folntg(nw, ), ona7(Mp) = Mp et w™'p™ ~ p. De méme
pour ¥ € B(Mp), la classe [Mp,1p] appartient a ©1(s) si et seulement s’il existe un élément
wy de We tel que, posant 74 = 0 o Intg (1w, ), on a 74(Mp) = Mp et w™ (p)™ ~ 4p.
Puisque

»

w(Mp) = 60" (Mp) = wy(Mp),

il existe un sy € Ng(Mp) tel que ny, = nwsy. On a donc 7y = 7 o Intg(sy), et comme

W wp)™ = (YTwT 7)) (Tp) )
est isomorphe & 1p, on a
o ()T,
En particulier, 5, = sy (mod Mp) appartient au sous-groupe W, de Wa(Mp), et (S¢1p) " 1eh™

stabilise [Mp, p]. Réciproquement, supposons qu’il existe un s € Ng(Mp) tel que °p est
isomorphe & (*1) ' p. Alors

*Wp) =T p =T (w ) =w (1),

et [Mp,vp] appartient a ©1(s). En définitive, on a montré quun élément [Mp,1)p] de O(s)
appartient a ©1(s) si et seulement s’il existe un s € Ng(Mp) tel que °(yp) ~ ¥7 p. Puisque
le groupe Wg(Mp) est fini, cette condition définit une sous—variété algébrique fermée de
U (Mp)(p). Comme le morphisme ¥(M)(p) — ©O(s), ¥p — [Mp,1p] est quasi—fini, il est fini
(par homogénéité), donc fermé. D’ou le lemme. O

L’application support inertiel
Ba : Irr(G) — B(G)
induit une application
Irro (G%, w) /C™ = B1(G), IT = Bge ,(IT) = B (IT°%),

dont I'image est notée B ,(G).

REMARQUE. — Soit s € B1(G), et soit (Mp, p) une paire cuspidale standard de G telle que
[Mp, p] € O(s). Pour [Mp, p'] € O(s), I'élément [Mp, p'](1) = [Mg—1(py, p'(1)] est encore dans
O(s). Il est donc équivalent a [Mp, p’’] pour une représentation irréductible cuspidale de Mp,
et la représentation i%(p') de G — définie seulement & isomorphisme prés — est irréductible
si et seulement si la représentation i (p") Test. On sait qu’il existe un sous—ensemble Zariski—
dense V de O(s), que I'on peut supposer Z-stable, tel pour tout [Mp, p'] € V, la représentation

i%(p') est irréductible. Si intersection V N ©1(G) est non vide, alors s est dans 'image de

ﬂGh,w‘ |

Comme en 2.15, on note B(G)/Z 'ensemble des orbites de Z dans B(G), et on identifie
B1(G) a un sous—ensemble de B(G)/Z. L’application B¢ est Z—équivariante, et 'application
IT+ Bge , (IT) se prolonge comme en loc. cit. en une application surjective

Banw : Iir(GHw) /C* — B(G)/Z.
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2.17. Le “centre” (rappels, cas non tordu). — Le centre d’une catégorie abélienne A
est par définition 'anneau des endomorphismes du foncteur identique de A. On le note 3(A).
Un élément de z de 3(A) est la donnée, pour chaque objet E de A, d’une fleche zg : E — FE
dans A, de sorte que pour toute fléche u : E1 — E5 dans A, on ait

UOZE, = ZE, O U.

Notons 3(G) le centre de la catégorie R(G). Rappelons que H = H(G) est une C—algébre a
idempotent (cf. [BD, 1.1]), et que application (7, V) — V est un isomorphisme de R(G) sur
la catégorie des H-modules (& gauche) non dégénérés. On peut voir H comme un H-module
non dégénéré pour la multiplication a gauche. Pour chaque élément z € 3(G), on a donc
un élément zgc € Endg(H). D’aprés [BD, 1.5], lapplication z — z3¢ est un isomorphisme
de 3(G) sur le commutant Endscxgcor (3) dans Endz(H) des multiplications a gauche et a
droite. Pour z € 3(G) et f € H, on pose z - f = zsc(f).

Pour s € B(G), notons Rs(G) la sous-catégorie pleine de R(G) formée des représentations
7 telles que Be(n’) = s pour tout sous-quotient irréductible ' de 7. D’aprés [BD, 2.10],
R(G) est le produit des catégories Rs(G) pour s parcourant les éléments de B(G). En
d’autres termes, toute représentation w de GG s’écrit comme une somme directe m = @s7ms ol
s parcourt les éléments de B(G) et s est un objet de R:(G), et si 7' = Py, est une autre
représentation de G, on a

Homg (7, 7") = @sHome (7, ).

On note 35 = 3s(G) le centre de la catégorie Rs(G). On a la décomposition en produit
d’anneaux

3G =] 3-
Pour toute partie & de B(G), on pose

Re(G) = [[ Re(G), 36(G) = [ 3

€6 €S
Fixons un élément s € B(G), et choisissons une paire cuspidale standard (Mp, p) de G
telle que [Mp, p] € O(s). Rappelons que M} est le sous—groupe de Mp engendré par ses
sous—groupes ouverts compacts. Posons Ap = Mp/Mp. C’est un Z-module libre de type
fini, et 'on a P(Mp) = Homz(Ap,C*). En d’autres termes, Ap est le groupe des caractéres
algébriques du tore complexe P(Mp). Soit Bp = C[Ap] lalgebre affine de P(Mp), et soit

@p : Mp — Bp le “caractére universel” donné par I’évaluation:

ep(m)(¥) =d(m), mec Mp, ¢ c P(Mp).

C’est aussi le composé de la projection canonique Mp — Ap et de Uinclusion Ap < Bp.
Soit pB, la représentation de Mp définie comme suit: I'espace de pp, est W =V, ®c Bp,
et pour m € Mp,v €V, et b€ Bp, on pose

pBp(m)(v@b) = p(m)(v) @ pr(m)b.

Notons 7 la représentation ig(pBP) de G. L’anneau Bp opére naturellement sur ’espace V'
de 7, et pour ¥ € P(Mp) correspondant & u € Home(Bp,C) — i.e. tels que ¥ = uwo pp —
la spécialisation 7y de 7 en 9, c’est-a—dire la représentation de G déduite de 7 sur ’espace
Vi = V @pp.u C, est isomorphe a i%(1)p). Soit maintenant z un élément de 3,. D’aprés
[BD, 1.17], 'endomorphisme zr de 7 est la multiplication par un élément de Bp, disons b,
et pour chaque ¥ € P(Mp), 'endomorphisme 2, de 7y est la multiplication par b(v). De
plus (loc. cit.), si 9, ¥ € P(Mp) sont tels que " (pp) ~ ¥’'p pour un w € We(Mp), alors
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b(¢)) = b(¢'). Par conséquent la fonction 1 +— b(1)) sur P(Mp) se descend en une fonction
réguliére sur la variété O(s), disons f.. Le théoréme 2.13 de [BD] dit que l'application

3. = COs)], 2 > f-

est un isomorphisme d’anneaux.

REMARQUE. — Soit z € 3(G), décomposé en z =[], zs, 25 € 3. Pour toute représentation
irréductible 7 de G telle que Sg(m) = s, on a

Zr = f2, (0(;(7‘('))1(1\/7(. ]

2.18. L’anneau 3(G% w). — On I'a dit plus haut, I'action de C* sur Irr(G*,w) provient
d’une action fonctorielle sur R(G", w), triviale sur les fléches. Par fonctorialité on obtient une
action sur anneau des endomorphismes du foncteur identique de R(G*,w). Soit 3(G*,w)
l’anneau des endomorphismes C* —invariants du foncteur identique de SR(Gh ,w). Un élément
Z de 3(Gh7w) est par définition la donnée, pour chaque w-représentation II de G*, d’un
endomorphisme Zr de II tel que Zy.m = Zn pour tout A € C*, de sorte que pour tout
morphisme w : IT — IT’ entre deux w-représentations I et II' de GF, on ait

woZng = Zm o u.
Soit (I, V) une w-représentation de G*. Décomposons II° en
IM° = s (11%)s
ot & parcourt les éléments de B(G)/Z, et (II°)s est un objet de Re(G). Pour chaque Z—
orbite & dans B(G), 'opérateur II(d;) envoie IIg sur IIg(1) = IIg, par conséquent II se
décompose en
II = @6H67 H?G = (HG)O,
et si II' = ®ell est une autre w-représentation de G?, on a
Hom gy (IT, IT') = @eHom gy (s, ITs).

Pour une partie & de B(G)/Z, on note Re(G,w) la sous—catégorie pleine de R(GH,w)
formée des II tels que II° est un objet de Re(G), ou — ce qui revient au méme — tels
que S (') € 6 pour tout sous—quotient irréductible II' de II. Elle est stable sous
Iaction de C*. On note 3&(G" w) le sous-anneau de 3(G* w) formé des endomorphismes
C*—invariants du foncteur identique de Re(G?,w). D’aprés ce qui précéde, R(G", w) est le
produit des catégories Re (G, w) pour & parcourant les éléments de B(G)/Z. Par suite on
a la décomposition en produit d’anneaux

3G w) = [ 3s(Ghw).
GeB(G)/Z
Posons
No(G*,w) = NRe, (GFw), Go=Bg ,(G).

Toute w-représentation G-irréductible de G7 est un objet de Ro(GY, w), et Ro(GY, w) est le
produit des catégories :Ms(G¥,w) pour s parcourant les éléments de Bss ., (G). Ainsi, pour
décrire I’anneau
30(Ghw) = [ 3+(G* w)
EISIG)
des endomorphismes C*—invariants du foncteur identique de %o(Gh,w), il suffit de décrire
chacun des anneaux 3,(G%, w).



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 37

2.19. Action de Z sur le “centre”. — L’application (k,n) +— m(k) définit une action
fonctorielle de Z sur R(G), triviale sur les fleches. On en déduit une action (k, z) — z(k) de
Z sur 3(G): pour z € 3(G) et k € Z, z(k) est I’élément de 3(G) donné par

Z(k‘)w = Zn(k)-
Pour k € Z, lapplication 3(G) — 3(G), z — z(k) est un automorphisme d’anneau (et méme

de C-algebre). On note 31(G) le sous—anneau de 3(G) formé des z tels que z(1) = z. Pour
z € 3(G) et 1T une w-représentation de G, on a

ZHO(l) ¢} H((Sl) = H(51) O Z11°0.

En particulier si z(1) = z, alors zro(1) = zme est un endomorphisme de II.

REMARQUE 1. — L’application K — H, f — wf? est un automorphisme d’anneau, disons
7. Pour toute représentation m de R(G), on a w(k)(f) = 7(77*(f)), k € Z, f € H. On en
déduit que laction de Z sur 3(G), identifié & Endgc gcop (3) via isomorphisme z — zg, est
donnée par z(k)sc = 7% 0 zsc o7, et que 31(G) est le sous—anneau de 3(G) formé des z tels

que T o zg 0T+ = zy¢, c’est—a~dire le commutant de 7 dans 3(G). [ ]

Soit s un élément de B1(G). L’anneau 35 est Z-stable, et I'on note 3s1 = 34,1(G) le
sous—anneau de 3, formé des z tels que z(1) = z. La variété O(s) est elle—aussi Z—stable, et
I'isomorphisme 35, — C[O(s)], z + f. se restreint en un isomorphisme d’anneaux

3a1 = CO(s))%,
ot C[O(s)]* désigne le sous—anneau de C[O(s)] formé des fonctions Z-invariantes.
On définit comme suit une application
35,1 — BE(GEWU), Z L(Z)

Pour z € 3,1 et II un objet de %E(G“,w), I’endomorphisme zro de II° est en fait un
endomorphisme de II, et puisque (A - II)° = II° pour tout A € C*, c’est un élément de
3,(G%, w). On pose ¢(z)n = zre. L’application ¢ ainsi définie est un morphisme d’anneaux,
et il est bijectif. En effet, on définit comme suit son inverse Z — Z°. Pour Z € 3,(G%,w) et
7 un objet irréductible de Rs(G), onpose T=7dT(1) B --- D w(s — 1) si s = s(7) < 40
et T = @rezm(k) sinon. La représentation 7(1) de G est isomorphe a 7, et il existe une w—
représentation IT de G7 telle que TI° = 7. Cette représentation est irréductible, et d’apreés le
lemme de Schur, I’endomorphisme Zr de II est la multiplication par une constante u € C*.
On pose (Z°)r = pidy, . Par construction, on a (Z°).x) = (Z°)~ pour tout k € Z. D’aprés
[BD, 1.8], cela définit un élément Z° de 3(G), qui vérifie Z°(1) = Z°. L’application

3(Gh W) = 301, 2 2°

ainsi définie est un morphisme d’anneaux, et pour z € 341 et Z € 3,(G%, w), on a bien
W(2)° =2z, (2°)=2.

En composant 1'isomorphisme E;E(G’h7 w) = 35,1, 2 — Z° avec I'isomorphisme

301 > COG), 2 £,
on obtient un isomorphisme d’anneaux

3:(G%w) = COE), 2 fa.

REMARQUE 2. — La description de I'anneau 3.(G%,w) ci-dessus est valable méme si la

variété ©1(s) est vide, et a fortiori méme si aucun objet de R.(G%,w) n'est G-irréductible
(on n’a pas supposé que s appartient & By ,(G)). ]
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REMARQUE 3. — Si l’action de Z sur ©(s) se factorise a travers un quotient fini de Z,
alors l'ensemble ©O(s)/Z des Z-orbites dans ©(s) est un quotient géométrique de ©(s). En
particulier c’est une variété algébrique affine, d’algébre affine C[0(s)/Z] = C[O(s)]*.

En général, cela n’est pas vrai: ensemble O(s)/Z des Z-orbites dans ©O(s) n’est pas un
quotient géométrique de O(s). Par exemple si G = G, 0 = id et w est un caractére non
ramifié unitaire de G = F* dont les puissances sont denses dans le tore P(F*) ~ C*, alors
les Z—orbites dans PB(F*) ne sont pas fermées, et toute fonction réguliére Z-invariante sur
P(F™) est constante. [ ]

2.20. “Bons” sous—groupes ouverts compacts de G. — Si J est un sous—groupe ouvert
compact de G, on note Irr;(G) le sous—ensemble de Irr(G) formé des m tels que V;J # 0.
D’aprés [BD, 3.7 et 3.9], Sa(Irr s (G)) est un sous—ensemble fini de B(G). On dit que J est
un “bon” sous—groupe ouvert compact de G si

Be' (B (e (G))) = Ly (G),

auquel cas on pose &(J) = B¢ (Irr;(G)). De maniére équivalente, J est un bon sous—groupe
ouvert compact de G si et seulement si toute représentation 7w de G admet une décomposition
en somme directe
1
T=7my D7y

otl w; désigne la sous-représentation de 7 d’espace 7(G)(V”) de V, et 77 la sous-représen-
tation de m d’espace la somme de tous les sous—espaces G—stables V' de V tels que V'/ =0
(c’est—a—dire que 7+ est la plus grande sous-représentation 7’ de 7 telle que 7’y = 0). SiJ
est un bon sous—groupe ouvert compact de G, on note R;(G) la sous—catégorie pleine de
R(G) formée des représentations 7 telles que m; = 7. Elle est stable par sous—quotient, et
coincide avec R () (G) [BD, 3.9]: on a

Ty = Bsca(J)Tss 7Tj' = DseB(G)~6(J)Ts-

De plus (loc. cit.), le foncteur V + V7 est une équivalence entre :;(G) et la catégorie
des H sj—modules (a gauche), de quasi—inverse le foncteur qui a un H;—module W associe le
H-module non dégénéré (H * ey) Qgc, W.

D’aprés [BD, 2.9], pour qu’un sous—groupe ouvert compact J de G soit bon, il suffit qu’il
vérifie les conditions (a) et (b) suivantes — notées (3.7.1) et (3.7.2) dans [BD, 3.7] —, pour
tout sous—groupe de Levi M de G et tout sous—groupe parabolique P de G de composante
de Levi M:

(a) pour tout conjugué J' de J dans G, la classe de conjugaison de Jp = (J'NP)/(J'NUp)
dans M ne dépend pas de P ni de J'; ott Jp est identifié¢ & un sous—groupe de M via
lisomorphisme canonique M — P/Up.

(b) pour toute représentation (w,V’) de G, la projection canonique V. — Vp = V/V(Up)
induit une application surjective V7 — (Vp)'P; ot V(Up) est le sous—espace de V
engendré par les vecteurs 7(u)(v) — v, u € Up, v € V.

Soit I un sous—groupe d’Iwahori de G, c’est—a—dire le fixateur connere d’une chambre de
Iimmeuble (affine) étendu de G. Rappelons que I est le groupe des points o—rationnels d’un
o—schéma en groupes affine lisse connexe J de fibre générique G. Pour chaque entier n > 1,
on note I" le n-iéme sous—groupe de congruence de I, c’est—a—dire le noyau de la projection
canonique (réduction modulo p™) J(o) — J(o/p™). On pose aussi I° = I.

PROPOSITION. — Pourn >0, I" est un bon sous—groupe ouvert compact de G.
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Démonstration. — Le résultat est connu mais nous n’en avons trouvé aucune démonstration
dans la littérature. Puisque G opére transitivement sur les chambres de son immeuble étendu,
quitte & remplacer I par 'un de ses conjugués dans GG, on peut supposer que la chambre fixée
par I est contenue dans ’appartement associé & A,. En ce cas I est en “bonne position” par
rapport a la paire (Ps, M,), c’est—a—dire qu’il vérifie la décomposition triangulaire

I=(INU)INM)INU,),

ot U, est le radical unipotent du sous-groupe parabolique de G opposé & P, par rapport &
M,. Drailleurs (cf. [BT]) cette décomposition est une “décomposition schématique” au sens
ot il existe des o—schémas en groupes affines lisses connexes Mo, s, Lo de fibres génériques
M,,U,, U, et de groupes des points o-rationnels INM,, INU,, INU, tels que I'application
produit £lo X, 96 X o8ho — T est un isomorphisme de o-schémas. Ici Mo, U,, U, désignent les
groupes algébriques définis sur F' dont Mo, Us, U, sont les groupes des points F-rationnels.
On en déduit que pour chaque entier n > 1, I"™ est en bonne position par rapport & (Po, Ms).

Fixons un entier n > 0 et posons J = [". Fixons aussi un sous—groupe de Levi M de
G et un sous—groupe parabolique P de G de composante de Levi M. Notons U le radical
unipotent de P, et U le radical unipotent du sous—groupe parabolique de G opposé a P par
rapport & M.

Supposons pour commencer que M contient M,. Soit g € G tel que IP = gPg~*

contient
P,. Rappelons que A, est un tore déployé maximal de G. Puisque A, et ? 71Ao sont contenus
dans P, il existe un p € P tel que gile =PA,. Alors = = gp appartient & No = Ng(A,), et
I'on a 9P = “P. Puisque x stabilise ’appartement de I'immeuble étendu de G associé a A,
la chambre fixée par “I est encore dans cet appartement, par conséquent “J est en bonne
position par rapport a (P,, M), donc aussi par rapport a (P, Mp/) pour tout P’ € P(G).
Puisque P’ =*P € P(G) et *M D *Mo = M, on a Mp: = *M, d’oil

J=INnTU) (I NTM)(INTU).
En conjuguant par £ ', on obient la décomposition triangulaire
(*) J=[JnU)(JNM)(JNU).

D’aprés [BD, 3.5.2|, la propriété (x) implique la condition (b) pour la paire (P, M). Quant
a la condition (a), soit J' = 9y pour un ¢’ € G. Puisque P, C *P pour un = € N, la
décomposition d’Iwasawa G = PoNoI implique la décomposition G = PN,I. Comme par
ailleurs I normalise J, on peut supposer que ¢’ = py pour un p € P et un y € N,. Ainsi
J NP =PUNP)et Jp est conjugué dans M a (%J)p. Or le groupe Y%J est en bonne
position par rapport & (Po, M,), par conséquent lui aussi vérifie (x). En particulier on a la
décomposition
YINP=FInM)(*JNU),

laquelle implique ’égalité (YJ)p = YJ N M. Par récurrence sur la longueur des éléments de
Wea = No/M,, on en déduit comme dans la démonstration du lemme 1.3.2 de [L1] qu’il
existe un élément yar € Ny (Ao) tel que YJNM =¥ (J N M). Cela prouve que la condition
(a) est vérifiée.

Passons au cas général: on ne suppose plus que M contient M,. On procéde alors exacte-
ment comme dans les démonstrations des lemmes 1.3.2 et 1.3.3 de [L1]. O

REMARQUE. — On suppose toujours que le groupe I est en bonne position par rapport a
(Ps, M,). Le groupe 6(I) est un autre sous—groupe d’Iwahori de G, et puisque 1 appartient
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a Moh7 il est lui aussi en bonne position par rapport a (P.,M,): on a la décomposition
triangulaire

O(I) = (1) NT)(O(I) N M) (O(I) N Us).
Par suite il existe un élement mi € M; tel que 0(I) = ml_lfml. Quitte & remplacer 1 par
my - 61 € M2, on peut supposer 6(I) = I. Alors §(I™) = I" pour chaque entier n > 0. [ |

D’aprés la remarque, on peut supposer vérifiée ’hypothése suivante.

HypPoTHESE. — On suppose de plus que le point-base §1 € MY est choisi de telle maniere
que le F—-automorphisme 0 = Intg;(01) de G stabilise un sous—groupe d’Iwahori de G en
bonne position par rapport a (Po, Mo,).

D’apreés la proposition et la remarque ci-dessus, il existe une base de voisinages de 1
dans G formée de sous—groupes ouverts compacts qui sont tous bons, 6—stables et en bonne
position par rapport a (P, M,). Cette propriété sera trés utile pour la suite.

2.21. “Bons” sous—espaces tordus ouverts compacts de G'. — Un sous-espace tordu
ouvert compact J* de GF est dit “bon” si le sous—groupe ouvert compact de GG sous—jacent
a Jf est bon. D’aprés 2.20, il existe des bons sous—espaces tordus ouverts compacts de GF
aussi petits que l'on veut.

Soit J® = J - § un bon sous—espace ouvert compact de G' tel que w|y = 1. Si II est une
w-représentation de G¥, puisque

VI =m(en)(V) =eys)(V) = LE)(V),
la décomposition de V en V = V; @ Vi (cf. 2.20) est Gi—stable: pour g € Get v € V, on a
(g - 0) om(es)(v) = 7(g) o 11(6) o w(es)(v) = w(g) o I(e ss)(v).
En d’autres termes, II se décompose en
=T, ®I7,

ou Il est la restriction de II sur V; et Hf la restriction de II sur VJl. On note %J(G“,w) la
sous—catégorie pleine de R(G, w) formé des w-représentations II telles que II; = II. Puisque
le foncteur d’oubli IT +— II° envoie R} (G*,w) dans R, (G), la catégorie Ry (G, w) est stable
par sous—quotients.

Posons & = &(J). C’est une partie (finie) Z-stable de B(G), et la catégorie R (G*,w)
coincide avec Re (G, w). De plus, le foncteur V — V7 est une équivalence entre R (G%, w)
et la catégorie des (ﬂ-f?,,w)fmodules non dégénérés. En effet, pour un (ﬂ-f?,,w)fmodule non
dégénéré W, espace V = (H xes) ®3c, W est un H-module non dégénéré, tel que vi=w
et V; = V. Il définit donc une représentation de G, disons 7. Pour g € G et v € V de la
forme v = (f*es) @w, ot f € H et w € W, on pose

(g - 8)(v) = m(g) o 11(8)(v), T(8)(v) = ("(w ™" f) *es) ® w;

! 7 =TIntg:(8). Notant ,f la fonction z — f(g™ '), on a

ot 'onaposé¢ "f = for™
H(6) om(g)(v) = H(8)(of *es @ w)
= T(wlf)xesuw
= w (gn(r(9) o (B)(v) = w™  (9(S - g)(v).
On obtient ainsi une w-représentation (I, V) de GY, telle que II° = . Puisque le foncteur
d’oubli IT — TI° est fidele, cela définit un quasi-inverse du foncteur V +— V7 entre % ;(G%, w)
et la catégorie des (H%,w)-modules non dégénérés.
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NOTATION. — Soit J(Gh,w) 'ensemble des bons sous-espaces ouverts compacts J? de G¥
tels que w est trivial sur J, et soit J g4 ,(G) Pensemble des sous—groupes ouverts compacts
J de G tels que J est le groupe sous—jacent a un élément J* de J(G?, w).

D’aprés 2.20, si I est un sous—groupe d’ITwahori de G* normalisé par 1, notant ng le plus
petit entier > 0 tel que w|mo = 1, on a I'inclusion

{I" :n>no} C Jgi ,(G).

En particulier, Jgs ,(G) est une base de voisinages de 1 dans G.

2.22. (H®,w, B)-modules admissibles. — La représentation i%(pp,) de G introduite
en 2.17 est un (G, Bp)-module admissible au sens de [BD], c’est-a—dire un Bp-module V
muni d’une représentation 7 : G — Autc(V) telle que l'action de G sur V commute a celle
de Bp, vérifiant la condition d’admissibilité: pour tout sous-groupe ouvert compact J de G,
le Bp-module V7 est projectif et de type fini. Plus généralement, on a:

DEFINITION. — Soit H un espace topologique tordu de groupe sous-jacent H localement
profini, et soit X une variété algébrique affine sur C d’algébre affine B = C[¥]. On appelle
(Hh,(.u7 B)-module admissible la donnée d’un B—module V' et d’une w-représentation de HE
d’espace V telle que laction de H? sur V commute a celle de B, vérifiant la condition
d’admissibilité: pour tout sous-groupe ouvert compact J de H, le B-module V7 est projectif
de type fini — i.e. le (H, B)-module sous—jacent est admissible.

REMARQUE. — Si H' vérifie la propriété (P1) de [L2, A.4], c’est-a~dire s’il existe une
famille de sous—espaces tordus ouverts compacts de H? telle que les sous—groupes de H
sous—jacents aux éléments de cette famille forment une base de voisinage de 1 dans H, alors
la condition d’admissibilité est équivalente a: pour tout sous—espace tordu ouvert compact
J% de H*, le B-module VI est projectif de type fini. |

Soit V un (H“,w, B)-module admissible, ou B est ’algébre affine d’une variété algébrique
affine X sur C et HY opére sur V via une w-représentation II. Tout morphisme de variétés
algébriques u : X’ — X définit comme suit un (HY, w, B')-module admissible V,, = V®p,a B,
ot B’ = C[X'] et @ : B’ — B est le morphisme d’algébres correspondant & u. En particulier
pour tout point z € X, vu comme un morphisme z : Spec(C) — X, la spécialisation
Ve =V ®B,s C de V en = est une w-représentation de H b notée Il,, et la représentation
sous—jacente Iy de H est admissible et de longueur finie.

Soit P € (P(Gh), et soit ¥ une w-représentation de M f; telle que la représentation sous—
jacente 3° de Mp est admissible. Rappelons que B (M, ﬁ,) est un groupe algébrique affine,
diagonalisable sur C (cf. la remarque 3 de 2.12). Notons B = Bp; I'algébre affine C[Bc(M32)],
et ppy : M }h; — B le “caractére universel” donné par I’évaluation:

pp:(0)(E) = E(5), &€ M, E € Pe(Mj).

On définit comme en 2.17 une w-représentation Xp = X ® ppy de Mf;: I'espace de ¥Xp est
W = Vs ®c B, etpouréeME,veWetbeB, on pose

S5(8)(v @ b) = £(8)(v) @ ¢ ps (8)b.

Posons
(ILV) = “i% (S5, W).
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C’est une w-représentation de G. L’anneau B opére naturellement sur I’espace V, ce qui le
munit d’une structure de (G*,w, B)-module admissible. Pour Z € Pe(M2) correspondant a
u: B — C, la w-représentation Il= de Gt d’espace V= = V®p,,, C est isomorphe a “’i}G,E (E-%).

Soit une fonction ¢ € H*. Rappelons qu’on a noté ®, I'élément de Gc(G*, w)* défini par

Dy(I1') = O (¢), M € Irre (G w).

Soit J* un sous-espace tordu ouvert compact de G¥, de groupe sous—jacent J, tel que w|y =1

et ¢ € .’th. L’opérateur I1(¢) est un B-endomorphisme du sous—espace V7 = V‘]n de V formé
des vecteurs fixés par J. Puisque V7 est un B—module projectif de type fini, on dispose d’une
application trace trp : Endg(V’) — B. On pose

b= tI‘B(H(Qﬁ)) € B.
Pour E € Pe(M2) correspondant a u : B — C, I'endomorphisme I1(¢) @5, C de
(V®puC) =V ®54C

(*),L-Gh

est isomorphe & “i7; (2 - X)(4), par conséquent

b(E) = By (“i% (E - D).

e G e PRI .
En d’autres termes, 'application = — ®4(*i%; (Z-%)) est une fonction réguliére sur la variété

Pe(M}).

3. Enoncé du résultat

3.1. Le théoréme principal. — Soit F(G" w) le sous-espace de Gc(G?, w)* formé des
formes linéaires ® qui vérifient les conditions (i) et (ii) suivantes:

(i) Il existe un ensemble fini & C B ,(G) tel que S(IT) = 0 pour tout II € Irre (G*, w)
tel que fgz , (IT) ¢ ©.

(ii) Pour P € P(G%) et ¥ € Irre(M?, w), application E @(“’igi (EX)) est une fonction
réguliére sur la variété Pe(M2).

REMARQUE 1. — D’aprés [BD, 3.7 et 3.9], la condition (i) est équivalente a la condition
(I’) suivante: il existe un sous—groupe ouwvert compact J de G tel que ®(II) = 0 pour tout
ITe Irrc(Gh,w) tel que Vi§ = 0. D’ailleurs d’apreés 2.8 cette condition (i’) est équivalente & la
condition suivante: il eziste un sous—espace tordu owvert compact J* de G? tel que (1) =0
pour tout I1 € Irre(GY, w) tel que Vﬁ'n =0.

Dans la condition (ii), on peut bien str remplacer le groupe algébrique affine &BC(ME)) par
sa composante neutre P(M?%). Notons Bpy = C[&B(%(Mfg)] I’algebre affine du tore PL(M?E),
et soit B}, le sous—espace vectoriel de Bpy formé des b € Bpy tels que b(AE) = Ab(Z) pour
tout A € C* et tout = € P2(M%2). La condition (ii) est équivalente a la condition suivante:
pour P* € P(GY) et ¥ € Irrc(M2,w), Uapplication B2(M2) — C, E @(“igi (EX)) est une
fonction dans Bp;. [ |

Soit aussi Fir (G, w) le sous-espace de F(G*,w) formé des ® de la forme ®4 pour une
fonction ¢ € HA.

Soit enfin [}Ch, H]., le sous—espace vectoriel de HE engendré par les fonctions de la forme
¢x f—wf*¢pour ¢ € H et f € H. On note H, = H(G*, w) Pespace quotient H*/[H?, H].,.
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En d’autres termes, 3%, est le quotient de I’espace K, = H(G*, w) introduit en 2.8 (variante)
par le sous—espace [5{5,, H] engendré par les commutateurs ¢- f — f - ¢ pour ¢ € HY et f € H.

THEOREME. — L application H(G®) — Gc(G,w)*, ¢ — By induit un isomorphisme de
C—-espaces vectoriels o
H(G, w) — F(G*,w).

D’aprés 2.22, on a inclusion F,(G*, w) C ff"(Gh7 w). Si IT est une w-représentation de G¥,
pour ¢ € Hiet f € H, onaOn(pxf) =On(wf *¢) et donc On(¢ f —wf *®) = 0. Ainsi,
la transformée de Fourier H* — Gc(G?,w)*, ¢ — Py induit bien une application C-linéaire

H(GH, w) = F(G,w),

et il s’agit de prouver qu’elle est surjective (théoréme de Paley—Wiener) et injective (théoréme
de densité spectrale). La suite de larticle est consacrée a la démonstration de ces deux
résultats. Par récurrence sur la dimension des sous—espaces paraboliques de G?, on se raméne
dans la section 4 &4 démontrer un théoréme analogue (4.8) sur la partie “discréte” de la théorie.
La surjectivité de 'application du théoréme de 4.8 est prouvée dans la section 5, tandis que
son injectivité est prouvée dans la section 6.

On peut voir H* comme un H-module non dégénéré (a gauche). Pour chaque élément z de
3(G), on a donc un élément zy; € Endg (7). Reprenons le C—isomorphisme u : 3 — HZ, de
I'exemple de 2.8 (rappelons que HY, = H* comme H-module a gauche). Pour f, h, f’ € K,
il verifie u(f * h* f) = f-u(h) - 7(f"), ot on a posé 7(f’) = wf’®. On a donc

wozy = zgy ou, 2z € 3(G).

En particulier pour f, f' € H et ¢ € HY,, posant h = u~(¢), on a

za(f-¢- ) = zeoulfxhxr ' (f))
wo zoc(fxhx 7 (f))
u(f * zac(h) * 77 (F) = [ - 2905(0) - f.
L’application z + 2z est donc un isomorphisme de 3(G) sur Endgexacor (3%). De plus
[F%, H] est un sous—espace vectoriel 3(G)-stable de H, i.e. [H* H], est un sous-espace
vectoriel 3(G)-stable de H".

L’anneau 3(G) opére sur espace Gc(G* w)*: pour z € 3(G) et ® € Sc(G*,w)*, on note
z - ® 1’élément de SC(Gh,w)* défini par

(z- @)(I1) = f(0gz o, (M) (), I € Irre(G7,w).

LEMME. — La transformée de Fourier H(G") — Sc(G*,w)*, ¢ — @y est un morphisme de
3(G)-modules.

Démonstration. — D’aprés [BD, 1.5], le centre 3(G) de R(G) est la limite projective des
centres Z(e* H x e) ol e parcourt les idempotents de H, pour les morphismes de transitions
Z *Hxe) = Z(exHxe), hshse siexHreCe xHxe

En d’autres termes, tout élément z de 3(G) est la donnée, pour chaque idempotent e de K,
d’un élément z(e) € Z(e * H * e), avec la relation z(e) = z(e’) * e si e = e x €’. L’action de
3(G) sur le H—module (& gauche) H est donnée par (pour z € 3(G) et f € H):

z-f=z(e)*xf siexf=f
De méme l'action de 3(G) sur H* est donnée par (pour z € 3(G) et ¢ € H?):
z-p=2z(e)xd siexep=0g.
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Si II est une w-représentation de G¥, pour z € 3(G) et ¢ € H", on a
(2 - ¢) =TI(z(e) * ¢) =1I°(2(e)) 0 T(¢) = 210 0 TI(¢),

ou II°(z(e)) est l'opérateur [, z(e)(g)II°(g)dg sur Pespace de II. Si de plus IT est G-
irréductible, on a zro = f,(6c(I1°))idvy . D’ou le lemme. O

REMARQUE 2. — Le lemme ci—dessus ne dépend pas du théoréme. Joint au théoréme, il
implique en particulier que le sous-espace F(G*, w) de Gc(G*, w)* est 3(G)-stable. [ |

3.2. Variante “tempérée” du théoréme. — Pour P¢ ¢ P(GY), Be(M?2,|w|) est un
espace principal homogéne sous B (M fg), donc en particulier une variété algébrique affine
complexe. Comme dans le cas non tordu, on peut remplacer la condition (ii) du théoréme
de 3.1 par la condition (ii’) suivante: pour P% € P(G%) et ¥ € Trre,o(M%, wy), Vapplication
2 @(“igi (EX)) est une fonction réguliere sur la variété Pe (M5, |w|). Cette affirmation
résulte du lemme suivant.

LEMME. — Soit ® € F(G*,w) tel que pour tout P* € P(G") et tout ¥ € Irre(M2,wy),
Uapplication Z +— @(“igs (X)) est une fonction réqulicre sur la variété Pe (ML, |w|). Alors
pour tout P* € P(G) et tout ¥ € Irrc(M%,w), Uapplication E @(Wigz (BX)) est une

fonction régulicre sur la variété Pe(M2).

Démonstration. — D’apres le lemme 1 de 2.14, il suffit de montrer que pour tout P? € T(Gb)
et tout triplet de Langlands u’ pour (M ﬁ,, w), notant f)u/ la w-représentation de ME. associée
au et ic,u’ son image dans Gc(M?%, w), Papplication 2 — @(Wigg (Eic,uz)) est une fonction
réguliére sur la variété Pe(M2). Le triplet g/ s'écrit g/ = (Q* N M5, %', Z') ot Q° est un
élément de P(G?) tel que Q° C P?, ¥ est une w, représentation Mq-irréductible tempérée

=/0

de Mg, et Z' est un élément de ‘B@(Mé, |w]) & valeurs danx Rsq tel que Z'° est positif par

w Pt =/

rapport & Ug N Mp. On a (par définition) 3,/ = ige(E-X) et
WGl o & w -G — —_
G (E-2) = th(:|ME):’ %), EePe(ME).
D’otu le résultat, puisque 'application

Y~]3C(JV1’E:») - ‘ﬁc(Mé, lw]), E— E M,

=)
Q

est un morphisme algébrique. O

REMARQUE. — Supposons le caractére w unitaire (i.e. |w| = 1). Pour P% € P(G*), notons
‘ﬁ%u(Mfg) le sous—groupe de ‘I?%(MED) formé des éléments unitaires. Rappelons que B2 (M }h,)
est un sous—ensemble de Irre(M%) = Irre(M2, ¢ = 1), et qu’une représentation de MY est
dite unitaire si son espace est muni d’un produit scalaire hermitien Mfrinvariant (cf. 2.13).
Alors on peut, comme le fait Waldspurger [W, 6.1], remplacer la condition (ii) du théoréme
de 3.1 par la condition (ii”) suivante: pour P% € P(G) et ¥ € Irrc, (M5, w), Vapplication
2 @(”igE(EZ)) est une “fonction de Paley—Wiener” sur ‘Ii%yu(Mﬁ.). Pour la notion de
fonction de Paley—Wiener, on renvoie a [W, 2.6] et 4.3. |
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3.3. Variante “finie” du théoréme. — Pour un sous—espace tordu ouvert compact
K% = K -6 de G tel que w est trivial sur K, on note [J{E(, Hk]w le sous—espace vectoriel de
Hi = Hi (G") engendré par les fonctions de la forme ¢ f —wf * ¢ pour ¢ € Hi et f € He,
et 'on note ﬁa{,w = H (G*, w) Vespace quotient H’ /[H%, Hi]o. En d’autres termes, notant
}CE(M = Hx (G, w) le Hxbimodule défini comme en 2.8 (variante) en remplagant la paire
(H%, H) par la paire (}CE(,HK), I’espace ﬁa(‘w est le quotient de ?CE()W par le sous—espace
[}Civw, H ] engendré par les commutateurs ¢ - f — f - ¢ pour ¢ € %E(,w et feHk.

D’autre part on note Fx(G?, w) le sous—espace vectoriel de F(G*, w) formé des éléments
® telles que ®(II) = 0 pour tout II € Irre(G¥, w) tel que ITX = 0, o IIX désigne la classe
d’isomorphisme du (K%, w)-module Hx-simple associé & IT (cf. 2.8).

Rappelons que Jgy ,(G) est I'ensemble des sous—groupes ouverts compacts J de G tels
que J est “bon” et normalisé par un élément de G, et wly=1

THEOREME. — Pour tout J € Jgu ,(G), Uapplication H(G,J) = Sc(Ghw)*, ¢ — Dy
induit un isomorphisme de C—espaces vectoriels

H(GF w) = Fs(G*w).

D’apres la remarque 1 de 3.1, ’espace ?(Gh,w) est la limite inductive des sous—espaces
F;(G*,w) pour J € J s, (G). D’autre part, pour J, J' € J i ,(G) tels que J' C J, on verra
plus loin (6.7) que l'inclusion H (G, w) C Hy (G, w) induit par passage aux quotients une
application injective ([K2, lemma 3.2] dans le cas non tordu)

g{J(th w) - ﬁJ’ (Ghvw)'
En d’autres termes, on a 'égalité
(+) (350, ] N 3G = 365, 3]

Drailleurs cette égalité est contenue dans le théoréme ci-dessus. Par conséquent si le théoreme
ci-dessus est vrai, I'espace H(G",w) est la limite inductive des sous—espaces H ;(G*,w) pour
JE€Jgn, (G%), et par passage aux limites inductives on en déduit le théoréme de 3.1.

REMARQUE. — Nous n’en aurons pas besoin par la suite, mais signalons quand méme que
la réciproque est vraie aussi: le théoréme de 3.1 implique le théoréme ci—dessus. En effet
d’aprés 2.21, pour J € J g ,(G), on a la décomposition en produit de catégories abéliennes

N(G*, w) = Ry (G*,w) x R7GHw),

otl M7 (G*,w) est la sous—catégorie pleine de R(G?,w) engendrée par les w-représentations
I+ de G* pour II parcourant les objets de %(Gb, w). D’ou la décomposition

F(G*,w) = F5(G"w) ® FF(G*,w),

ol F+(G¥, w) est le sous-espace vectoriel de F(G*,w) formé des éléments tels que ®(II) = 0
pour tout II € IrrE(G“,w) tel que II7 # 0. Via Pisomorphisme €(G%,w) ~ H(G!,w) de 6.7,
I’espace vectoriel }C(Gb, w) admet lui aussi une décomposition

TG w) = Ha (G, w) @ Ty (G, w)

qui, par définition, vérifie Onls, g4 ) = 0 pour tout II € Irre(G*, w) tel que TI7 # 0. On en
déduit que si le théoréme de 3.1 est vrai alors le théoréme ci—dessus 'est aussi. |
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4. Réduction a la partie “discréte” de la théorie

4.1. Le “lemme géométrique”. — Rappelons que l'on a posé Wg = Ng(Ao)/Ms. Pour
chaque w € Wg, on fixe un représentant n,, de w dans Ng(Ao). De la méme maniére, pour
P € P(G), on pose
Wnip = Nup(Ao) /Mo C We.
Pour P, Q € P(G), on pose
Wea(P,Q) ={w e Wg : w(Mp) = Mg}

et

WE? ={we W :w(Mp N P,) C Po, w (Mg N Ps) C Po};
o1, pour toute partie X de G normalisée par M, on a posé w(X) = Inta(nw)(X). D’aprés
[BZ2, 2.11], W5® est un systéme de représentants des doubles classes Wi \Wa /Warp
dans Wg. Notons que W (P, Q) N WCI;’Q est un systéme de représentants des classes de

WMQ\WG(P7 Q) =We(P,Q)/Whp.

Pour w € Wg’Q, on pose

Mpyuf, :]\4pf_1’u]71(]\4Q)7 MQ,w :w(Mpyw):w(Mp)ﬂMQ.

Ces groupes sont les composantes de Levi standard des sous—groupes paraboliques standard
Pg et Qu de G définis par

Py = MpUs, Quw= MqwUo.
Pour P* € P(G%), le F-automorphisme 6 = Intgy (1) de G opére sur Was,. On pose
Wit = {w € Wy : 0(w) = w}.
C’est un sous—groupe de Wi, qui ne dépend pas du choix de §; € M?E. D’autre part, pour
P Q% € P(GY), 6 opére sur We (P, Q) et sur WCI;’Q, et I'on pose
Wei(P,Q) = {w € Wa(P,Q) : 0(w) = w}, WE? ={we W :0(w)=uw}

On a donc

Was(P,Q) = Wa: N Wa(P,Q), Wi =Wa: NWET,
et tout comme Wiy, ces groupes ne dépendent pas du choix de §; € M¢E. De plus, WCI:QQ
s'identifie au sous-ensemble [Was,\Wg /Warp]? de Wag\We /W formé des doubles
classes qui sont stabilisées par 6. Pour w € WCI;QQ, les groupes Py et Q. sont H—stables,

donc définissent des sous—espaces paraboliques standard Py - 81 et Q. - 81 de G¥, notés Pﬁj et
QEU. Leurs composantes de Levi standard, Mﬁ,m = Mp -1 et ngw = Mq,w - 01, vérifient

w(M} ) = M.
o1, pour toute partie Y de G normalisée par M,, on a posé w(Y) =ny - Y -ngy'. Soit
w 2Ol
fw) =“F2 (w) : "M}, w) — R(MP, w)
le foncteur défini par
w -Qn N w P‘th]
flw) = i © (Z—>""%Y)o oY
ot " 3(8) = L(ny' -6 -ny), § € Mﬁ,,ﬂ,. Il induit un morphisme C-linéaire
w 20"
Felw) =“F2 o(w): Ge(Mp,w) = Se(Mé,w)

qui ne dépend pas du choix du représentant n.,, de w dans Ng(A4.).
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Soit aussi .
h=“h%, : R(M},w) — R(ME,w)
le foncteur défini par

bt
h = wrgh 0“i%,.

Il induit un morphisme C-linéaire

w b
he = hﬁim : Ge(Mb,w) = Ge(Mb,w).

PROPOSITION. — Pour ¥ € Sc(Mb%,w), on a légalité dans SC(Mé,w)

he(E) = fe(w)(D),

ot w parcourt les éléments de WéDgIQ.

Démonstration. — Dans le cas non tordu — i.e. pour # = id et w = 1 —, on sait d’aprés
[BZ2, 2.12] qu’il existe une filtration 0 = hg C hy C -+ C hx = h du foncteur

h =712 0if : R(Mp) — R(Mg)
telle que pour ¢ = 1,..., k, le foncteur quotient h; /h;—1 : R(Mp) — R(Mg) est isomorphe a
flw:) = lgw o(oc— "ig)o r?’i

pour un w; € Wg’Q. Les w; sont deux—a—deux distincts, et Wé)’Q =A{w; :i=1,...,k}.
Précisément, soit wi,...,wg les éléments de WCI;’Q ordonnés de telle maniére que pour
i=1,...,k—1, on ait

l(wi) 2 l(wiv),

oul: Wg — Zso désigne la fonction longueur. Alors pour i = 1,...k,
XZ‘ = H;zanij

est ouvert dans G (et Q—invariant a droite). Rappelons que pour une représentation o de Mp,
la représentation m = ig(a) de G opére par translations & droite sur l'espace des fonctions
¢ : G — V, vérifiant:

— p(mug) = 5113/2(m)a(m)90(g) pour m € Mp, u € Up, g € G;

— il existe un sous—groupe ouvert compact K, de G tel que p(gz) = ¢(g) pour g € G,

z € K,.
Ici p : Mp — R désigne le caractére module habituel. Pour ¢ = 1,...,k, on note V;(X;)
le sous—espace (@Q-stable) de V, formé des fonctions ¢ : G — V, a support dans X;. Il
définit une sous—représentation 7; de 7|g, dont on peut prendre la restriction de Jacquet
normalisée (d’espace le quotient de V(X;) par le sous—espace engendré par les m;(u)(v) — v
pour v € Vx(X;) et u € Ug): c’est une représentation de Mg, que 'on note h;(c). La
filtration 0 = ho C h1 C -+ C hy = h ainsi définie vérifie h; /h;—1 ~ f(w;) [BZ2, 5.2].
Passons au cas tordu. Notons 21,...,€Q; les f—orbites dans Wg’Q. Puisque [0 0 = I, on

peut supposer que les éléments de WCI; '@ ont été ordonnés de telle maniére que

Qj:{wij71+1,wij71+2,...,wij}, j:l,...,s (’L'OIO7 Zs:k)

b
Soit ¥ une w-représentation de G, et soit I = “’igh (X). Posons 0 = X° et 7 = II°. On a
7 =14%(0), et d’aprés [L2, 2.7], Paction de II(d1) sur V; est donnée par

I1(61) () (9) = w(0 ' (9))Z(51)(0(07 ' (9)), @ €V, g€QG.
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Pour j =1,...,s, puisque 0(X;,) = X;,, le sous-espace V; = V(X;;) de V; est stable sous
'action de TI(d1), donc définit une sous—w-représentation IT; de II|o: telle que I = ;.
Comme dans le cas non tordu, on peut prendre la restriction de Jacquet normalisée de II;
(cf. [L2, 5.10]): ¢’est une w-représentation de Mg, que l'on note h;(X). On obtient ainsi une
filtration 0 = ho C h1 C --- C hs = h du foncteur h qui vérifie h; = h;;, j =1,...,s. Soit
j€{l,...,s}. Notons h; le foncteur quotient

hj/hj_1: R(M5,w) = R(ME,w).

Posons k; =i; —ij—1. C’est le cardinal de ;. Pour a = 1,..., k;, posons wj,q = Wi;_,+a €t
notons Vj(a) le sous—espace de V; formé des fonctions ¢ : G — V,, a support dans

Xja = Xij—l Hpnwj,aQ'

Quitte & réordonner lorbite £, on peut supposer que w;,o = 0%~ (w;1) et 0% (w;1) = w;1.
L’automorphisme I1;(61) = I1(d1)|v; de V; permute les V;(a): on a

I1;(61)(Vj(a)) = Vi(a+1), a=1,...kj_1
et
I1;(61)(V; (kj)) = Vi(1).
On distingue deux cas: k; > 1 et k; = 1. Si k; > 1, la w-représentation IT;/II;_; de Q" est
dans I'image du foncteur ¢x; pour Q" (cf. 2.5), par suite la w-représentation h;(X) de MEJ
est dans I'image du foncteur ¢; pour ME). Sikj=1,1ie. si G(wij) = w;,, la w-représentation
h;(X) de Mé vérifie

hj(2)° = hi;(0)/hi;—1(0) ~ f(wi;) (o) = fwi;)(2)°.
L’isomorphisme ci—dessus n’est pas vraiment canonique: il dépend du choix d’une mesure
de Haar sur I'espace quotient (Ug N w(P))\Ug, ot 'on a posé w = w;,. Fixons une telle
mesure, disons du. Notons o : Vo, — 7’?5 (Vs) la projection canonique, et 3 : V,rij = Vi(w)(o)
Iopérateur défini par

B(p)(ma) = 652(m) / a(p(n umany))ds, mq € M.
Ugnw(P)\Uqg

D’aprés [BZ2, 5.5], 8 induit par passage au quotient I"isomorphisme cherché
Bt hij(0)/hi;-1(0) — f(w)(0).
Puisque 3 commute aux opérateurs h;(X)(d1) et f(w)(X)(61) — cf. Paction de TI(d1) rappelée

plus haut —, c’est un isomorphisme de h;(X) sur f(w)(X). En conclusion, pour ¥ €
G(ME,w), si || > 1 onah;(X) e 90+(Mg,w), et sinon on a 1’égalité dans S(Mg,w)

h;(2) = f(wi,)(%).

La proposition est démontrée. O

4.2. Les espaces ap, ag, ap, etc.— Pour P € P(G), on note X% (Mp) le groupe des
caractéres algébriques de Mp qui sont définis sur F'. On note aussi Ap le tore central déployé
maximal de Mp, et X*(Ap) = X% (Ap) le groupe des caractéres algébriques de Ap — ils sont
tous définis sur F. L’application X5 (Mp) — X*(Ap), x — X|ap est injective, de conoyau
fini, et I’on pose

ap = Homz(X}(Mp), R) = HOI?(lz()(*(AP)7 R)
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C’est, un espace vectoriel sur R, de dimension finie dim Ap. L’application Hp : Mp — ap
définie par
boHp(m) - Ix(m)|r, m€ Mp, XGX}(MP)v
a pour noyau Mp et pour image un réseau de ap, noté ap r. Rappelons que | |r est la valeur
absolue normalisée sur F'. Comme la restriction de Hp & Ap coincide avec Ha,, on peut
aussi poser a4, r = Hp(Ap). Cest encore un réseau de ap, et un sous—groupe d’indice fini
de AP,F.

Posons

(&

ap = Homg(ap,R), apc = Homg(ap,C) = ap @k C.
Pour tout sous—groupe fermé A de ap, on note AV le sous—groupe de a} défini par
A ={veap:(\v)€2nZ, ¥\ € A}
Pour v € ap ¢, on note 1), le caractére non ramifié de Mp défini par
¥, (m) = elHp(m)w)

L’application
* -V
apc/iapr — P(Mp), vy
est un isomorphisme de groupes. Il identifie ap au groupe des caractéres non ramifiés positifs
de Mp, et ia}/ia%ﬁp au groupe des caractéres non ramifiés unitaires de Mp. On obtient de
la méme maniére un isomorphisme de groupes

a},c/iﬂXP,F — PB(Ap), v — Xxu.
Le groupe a,V% r est un réseau de ap et un sous—groupe d’indice fini de a} p.F, et la projection
canonique apc/iap p — apc/iay, p correspond, via les isomorphismes v — 1, et v — xu,
a la restriction des caractéres de P(Mp) — P(Ap), Y — Y|ap.
Soit P, Q € P(Q) tels que @ C P. L’inclusion Mg C Mp induit une application injective
(restriction des caractéres) X (Mp) — X5 (Mg), et donc aussi une application surjective

Wg:aQ%ap,

dont le noyau est noté ug. D’autre part I'inclusion Ap C Ag induit une application surjective
(restriction des caractéres) X(Ag) — X*(Ap), et donc aussi une application injective

ap — aqQ,
qui est une section de 715 . On obtient les décompositions
ag =ap @ag, ay=ap®(ag)",
ot 'on a posé (a5)* = Home(ag, R).

Pour alléger ’écriture, on remplace l'indice P, par un indice o dans toutes les notations
précédentes. Ainsi pour QQ = P, et P = G, on a les décompositions

G G
aozaG®aoa aZ:a*G@(ao)*-

On fixe une forme quadratique (-,-)o sur l’espace a., définie positive et invariante sous
laction du groupe de Weyl Wg. Cela munit a, d’une norme, donnée par |v| = (v, 1/)1/2.
Par dualité l'espace aj est lui aussi muni d’une norme. Pour P € P(G), la décomposition
o = ap ® al est orthogonale, et la forme quadratique (-y+)o induit par restriction des
formes quadratiques définies positives sur les espaces ap et al’, notées (-,-)p et (-,-)r. Plus
généralement, pour P, Q € P(G) tels que Q C P, la décomposition ag = ap @ ag est
orthogonale, et la forme quadratique (-, )o induit par restriction une forme quadratique
définie positive sur ’espace ag7 notée (-, )g
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REMARQUE. — Les racines de A, dans Lie(G) sont des éléments de a3, nuls sur ag. Leurs
restrictions & a$ forment un systéme de racine, en général non réduit. L’ensemble des racines
simples relativement au sous—groupe parabolique minimal P, de G, noté AS, est une base
de (a§)*, et 'ensemble des coracines & pour o € AS est une base de aS.

Pour P € P(G), on définit de la méme maniére ’ensemble AL des racines simples de Ao
dans Lie(Mp) relativement & P, N Mp; c’est une base de (al’)*. On peut aussi considérer les
éléments de AL comme des formes linéaires sur ao, ce qui fait de ALY un sous-ensemble de
AS. Ainsi u,G: est le sous—espace de a$ intersection des noyaux des o € AP,

Pour P, Q € P(G) tels que Q C P, soit Ag I’ensemble des restrictions non nulles des
éléments de AL au sous—espace ug de a$. C’est une base de (ag)*, et a$ est le sous—espace
de ag intersection des noyaux des a € AS. Notons que Ag n’est en général pas la base d'un
systéme de racines. |

4.3. Les espaces apy, agi, bpy, by, etc.— L’automorphisme 6 = Intg; (61) de G induit

par restriction un automorphisme de A,, qui ne dépend pas du choix de ;1 € ME. Dot un
automorphisme de a, = Homz(X*(Ao),R), déduit de 6|4, par fonctorialité et que I’on note
encore 6, donné par

<X79(U)> = <X09|Ao7u>7 U € do, XEX*(AO)'
On note encore # automorphisme de aj déduit de 6 par dualité:
(u,0(u*)) = (0" (u),u"), u€a, u* €al.

La décomposition o = ag @ a$ est Wg-stable. Elle est aussi 6-stable, et puisque 0 induit
une permutation de 'ensemble fini AS (cf. la remarque de 4.2), il induit un automorphisme
d’ordre fini de l'espace a$. On peut donc supposer — i.e. on suppose! — que la forme
quadratique définie positive Wg-invariante (-,-)§ sur a$, est aussi -invariante.

REMARQUE 1. — Il n’est en général pas possible de choisir la forme quadratique définie
positive Wg—invariante (+,-) sur da, de telle maniére qu’elle soit f—invariante. C’est possible
par exemple si la restriction de 6 au centre Z(G) de G est d’ordre fini.

Une hypothése moins restrictive consiste & supposer que ’application naturelle u?; — ag,e
est un isomorphisme, ot a% C ag désigne le sous—espace vectoriel des vecteurs f—invariants,
et ag ¢ 'espace vectoriel des coinvariants de ag sous 0, c’est—a—dire le quotient de ag par le
sous—espace vectoriel engendré par les u — 0(u), u € ag. En ce cas le sous—espace vectoriel
(a5)? C ag s’identifie au dual (aZ)* = Homg(a%,R) de a%. [ ]

Pour P € P(G%), les décompositions

P G
a,=ap®da,, ap=agDap,

sont f—stables. Soit apy = a% le sous—espace vectoriel de ap formé des vecteurs f—invariants.
1l coincide avec Homz(X*(Aps),R) ott Apy est le plus grand tore déployé du centre Z(M?5)
de M ,h;. — c’est un sous—tore de Ap, et l'inclusion apy; C ap est donnée par la restriction des
caractéres X*(Ap) — X*(Apy). On note:

— agi = (a§)? le sous—espace vectoriel de a$ formé des vecteurs §—invariants;

— &gh le sous—espace vectoriel de a¢ engendré par les u — 0(u), u € ag;

— by = ag,¢ 'espace vectoriel ag/ ag” des coinvariants de ag sous 6;

. . b
— bps Despace vectoriel produit bgy x a%,.
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L’espace dual b, = Homg(bgs, R) coincide avec le sous—espace vectoriel (ag;)? de af; formé
des vecteurs f—invariants. D’autre part, comme la forme quadratique (-, )Ic); sur % est 0-

. . b . . .
invariante, 'orthogonal de aIGDh dans a$ coincide avec le sous—espace vectoriel de a$ engendré
2 1s b i .
par les u — 0(u), u € a@. On en déduit que l'espace dual (a$,)* = Homg(a%,;,R) coincide
avec le sous—espace vectoriel (a8)*? = ((a£)*)? de (a8)* formé des vecteurs §-invariants. Par

suite I'espace dual b}, = Homz (b ps, R) coincide avec le sous—espace (ap)? = (ag)? @ (aB)*?
de ap. On note
b
wg ap — bpy
la projection naturelle, produit de la projection canonique ag — by et de la projection

orthogonale a§ — agi. Enfin comme plus haut, on pose
bps,c = Homg(bps, C) = bp; ®r C.

Pour P, Q € P(G?) tels que Q C P, on définit de la méme maniére 'espace agg = (ag)’.
On a les décompositions

Pl * * P
bor = bpy Dagy, boy = bpy @ (ag:)”,
N . b b .
ou l'on a posé (agh)* = HomR(agh,R). Soit
]
wg rag — bpy
" . Pt ph P
la projection naturelle, donnée par m;, = mp omg. Notant
ph
o bt = bpy
la projection orthogonale, on a ’égalité
Ph pl Q"
TQ = WQU e} 7TQ .

.. ~ph . N
REMARQUE 2. — Soit a5 le sous—espace de ap engendré par les u — O(u), u € ap, et apy

. . ph -
son orthogonal dans ap. Soit aussi b’ 'orthogonal de apy dans ap. Les espaces dps et ab ne
sont en général pas f-stables. Ils le sont par exemple si la forme quadratique (-, -)o sur ao est
f—invariante, c’est—a—dire si la forme quadratique (-,-)g sur ag est f—invariante, auquel cas

e~ & .ph , " . . b
on a les égalités apy = apy et ab’ =ab, et la décomposition f—invariante ap = apy @ ab.

b .
En ce cas bpy = apy, et 75 : ap — apy est la projection orthogonale. |

Pour P € fP(Gh)7 Papplication ap — PB(Mp), v — ¥, est f—équivariante. Elle identifie
b%; au groupe des caractéres non ramifiés positifs de M7. Pour tout sous-groupe fermé A
de bp;, on note AV le sous—groupe de bpy défini comme plus haut en remplagant la paire

(ap,ap) par la paire (bpy, bhy). Soit bpy p 'image de ap,r par I'application TrEn tap — bpy.
On a 'égalité
\% _ Vv *
bph,F =app Nbps,

et Papplication v — 1, induit par restriction un morphisme injectif
b*Ph,C/ibJVDh,F - ‘B(Mf;)

L’image de ce morphisme est un sous—tore (algébrique, complexe) de P(M%), de dimension
celle de P(M?E). Ce tore est la composante neutre B°(M%) de P(M?Z), et le morphisme
v+ 1, identifie b%, (resp. b}y /ibYy ») au sous—groupe de PO (ME) formé des caracteéres
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positifs (resp. unitaires). Soit aussi baps,r 'image de Hp(Apy(F)) par application wE“.
L’application v — X, induit par restriction un isomorphisme de groupes

b;h,c/ibXPﬂ,F = P(Apz), PB(Ap:) = Hom(APu/A})h7CX).
Comme en 4.2, la projection canonique b}y /ibhy o — bpy o/ib% 0 ¢ correspond, via les

isomorphismes v +— 1, et v — X,, & la restriction des caractéres ‘ﬁO(M}E) — PB(Apy).

REMARQUE 3. — Posons AE; = Ap - 61. Cest un sous-espace tordu de M, (isomorphe a
AY - § pour tout & € M}bg), et le groupe ‘B(AE:) des caractéres non ramifiés de A% est par
définition le sous—groupe de P(Ap) formé des éléments f—invariants. Notons b AL F I'image

de aa,,r par I'application 75" . (Pest un réseau de apy qui vérifie la double inclusion
baps,r Cbal,r Cbpy p.
La restriction des caractéres P (M }b;) — ‘ﬁ(AED) est un morphisme de variétés algébriques,
de noyau et de conoyau finis. D’aprés ce qui précéde, il induit un morphisme surjectif
PO(ME) — P°(AL) de noyau isomorphe au groupe (fini) ibXE;’F/ib;u [ ]
NotaTION. — Pour P € P(G), on pose
d(Mp) = dlm‘p(Mp) (: dimm l:lp)7
et pour P € P(G%), on pose
d(M}) = dimB(M}) (= dimPB° (M) = dimz bpz)).
REMARQUE 4. — Pour P? € P(G%), on a
P £ G* & d(M2) > d(GY).
En effet, d’aprés la remarque de 4.2, les restrictions non nulles des éléments de AS au
sous-espace a2 de a$ forment une base AE de (a8)*. Puisque P est §-stable, § induit une
permutation de Pensemble fini AG, et donc un automorphisme d’ordre fini [ de I'espace a$.
Une racine o € A§ définit par restriction une forme linéaire sur aIGDE = (al.Gp)e7 qui ne dépend
que de la §-orbite {#*(a) : i =0,...1— 1} de o. Notons Agi I’ensemble de ces f—orbites. Les
formes linéaires sur agg associées au éléments de Af;‘ﬂ forment une base de (agi)*. Comme
b
bpy = bgy X aﬁm on a

d(ME) — d(G*) = dimg(a$s) = #(A%)),

et A}G,E est non vide si et seulement si P # G, i.e. si et seulement si P% # G, |

4.4. Les morphismes “Tp; c. — Pour P ¢ P(G¥), on note “Tpy le foncteur
w - h w h
% 0 o R(GY,w) = R(G*,w).
Il induit un morphisme de C—espaces vectoriels
wTPu‘C : Sc(Gh,w) — 9@(Gh,w).

On note ¢ ind(G?,w) le sous—espace de Gc(G?, w) engendré par les wiIGDE (Sc(ME, w)) pour
Pf € P(GY), P* #+ G, et on pose

58°(G*, w) = Ge(G, w)/Se,ma (G, w).
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On définit comme dans le cas non tordu une filtration décroissante {Gc:(G" w)} de
S¢c(GY, w): pour chaque entier ¢ > —1, on pose

Geu(@hw)= 3 “iC(Sc(ME,w)),

P, d(Mp)>i
ot P? parcourt les éléements de P(G"). On a donc
c4(Ghw) = §(G%,w), i<d(G),

gcii(Gh’w) =0, > d(MO)y
et
9c,d(c)(Gh7w) = Gc.ina(GY,w).

PROPOSITION. — Soit d un entier tel que d(G) < d < d(M,). Il existe une famille de
nombres rationnels \g = {\a(P?) : P* € P(G%), d(Mp) > d} telle que le C-endomorphisme
Ag = Ay, de QC(Gh,w) défini par

Ag=id+ Y Na(PH)Tpsc
P, d(Mp)>d
vérifie les propriétés:
ker Ad = Sc,d(Gh,w), Ad o Ad = Ad.

Démonstration. — Elle nécessite d’établir quelques lemmes. Le lemme 1 étend au cas tordu
la propriété d’invariance du morphisme induction parabolique sous l’action de W par
conjugaison [BDK, lemma 5.4]. Le lemme 2 est la variante tordue de [BDK, cor. 5.4].

LEMME 1. — Soit PY, Q" € P(GY). Supposons que Mé = w(Mg) (= nw ME, “ny') pour
un w € Wey. Pour ¥ € Sc(Mﬁ,,w), on a légalité dans Gc(G*, w)
w .Gl jw w.Gh
'LQH( 2) = 1lph (Z)
Démonstration. — Par transport de structures, on a 1’égalité
el w .G
wzw(Ph),C(wE) = th,c@%
ou wzg(h piyc est le morphisme induction parabolique normalisé de Mg a G! par rapport au
sous—espace parabolique (non standard) w(P%) = Mé - Uy(py de G*. Rappelons que I'indice
C indique que 'on est dans G, cf. 2.10. 11 s’agit de voir que I’on peut remplacer w(P“) par
w(M3) - U, = Q.

La double classe WMQwWMP = WMQw = wWhy, est —stable. Quitte a remplacer w par
un élément de Was, w, on peut supposer que w € ngQ. Alors w(MpNP,) = MgNP,, et pour
tout sous—groupe parabolique standard R’ de Mp, w(R') est un sous—groupe parabolique
standard de Mg. On en déduit que pour R* € P(G?) tel que R* C P%, w(R* N M%) est un
sous—espace parabolique standard de Mg de composante de Levi standard w(M ,hz)

D’aprés le lemme 1 de 2.14, on peut supposer que ¥ = “igE,C(E'Z') pour un R € P(G%) tel
que R* C P%, une w, représentation ¥ € Irrc (M4, wy,) et un caractére &' € Pe (M5, |w|)
tel que ='° est positif par rapport & Ur N Mp. Par transitivité du morphisme induction
parabolique, on a 1’égalité “iIGDE c(X) = “’igi c(E'S") et (d’apres ce qui précede)

w .Gl (wz) _ w .G

—/ </
Lon e Zw(RhmM}”,)-UQ,C(w(:E))-
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Quitte & remplacer P? par R" et & par 'Y, on peut donc supposer que ¥ = Z'%’ pour une
wy-représentation X' € Irre o (M5, w,) et un caractére Z' € Pe (M5, [w|) tel que E'° > 0.

Supposons qu’il existe un sous—ensemble Zariski-dense 2 de la sous—variété irréductible
X = {0 : ¥ ePRL(M2L)} de Pe(ME, |w]|) tel que pour tout ¥ € Q, on a I'égalité

“iGh c(UE) = “iGs (Y (UY)).

Pour ¢ € H*, les fonctions ¥ — &4 (“i%, (\I'Z ) et U= Py (“i Gh(w(\IlE ))) sur Pe (M2, |w|)
sont réguliéres (2.22), d’ou 'égalité

.GH Nel
q’(#(wlph,c(z)) = ¢¢(leh,c(w2))~
Enfin la propriété d’indépendance linéaire des caractéres—distributions des w-représentations
G-irréductibles de G [L2, A.5, prop.| implique 1'égalité

.Gt el
wlgb,c(z) = wlgh,c(wz)-

Reste & prouver I'existence de (2. Pour v € by ., notons ¥, I'élément de PLML) défini
par ¥, = % (4.3, et remarque 3 de 2.12); on a donc U = 1), et w”"“ph = xu. Soit ¥’ une
wy-Teprésentation M p—irréductible de M }h, dans la classe d’isomorphisme ¥’. Puisque X’ est
unitaire (2.13, définition), son caractére central (cf. 2.8, remarque 3) I’est aussi. Choisissons
une uniformisante @ de F, et posons A%, = Hom(X*(Ap:),(w)). Via la décomposition
Aps = Apy x A%, la restriction a A%, du caractére central de ¥’ définit un caractére non
ramifié unitaire de Apy (cf. 2.12, exemple), i.e. de la forme xiu, pour un élément o € bpy.
Posons X = U_;,, - ¥'. C’est une w, représentation Mp—irréductible tempérée de Mf;,,
de classe d’isomorphisme 3j = ¥_;,, 3. D’autre part, le caractére w est trivial sur le
centre Z(Mn) de M?%, par conséquent la restriction de Z'° au tore Apy est un caractére
non ramifié posmf de Apy, ie. de la forme x,, pour un élément no € by, (cf. 4.3). Posons
Ep = W_p,-E'. Cest un élément de X vérifiant Eo(d1) = Z'(d1) et Egla,,, = 1. En particulier,

—/0o

=, se reléve en un élément = :0 € Pe(GY, |wl). Posons g = Zf-35. C’est une w-représentation
M p—irréductible de MED7 de classe d’isomorphisme X = Z,X. Pour v € b*Ph,@ d’aprés la
proposition de 2.10 ((3), réciprocité de Frobenius), on a isomorphisme naturel

(#)  Homgs (“iS (T, - Bp), “ie (" (T, - o)) = =~ Homyg, (h(¥y - 30),™™ (V0 - Xo));

. Gt . oy .
ou h désigne le foncteur rQh 0% th . D’apreés le lemme géométrique (4.1, proposition), 'image

hc(¥,X0) de h(T, - ) dans SC(Mé7w) est donnée par

() c(P,X0) Z.fcc (¥, X0),

ou s parcourt les éléments de WCI;;Q. Pour s € WgEQ, Pélément fe(s)(¥,%0) de Ge(Mb,w)
a un caractére central, et la restriction a AZ, (= w(AF;)) de ce caractere, identifiée comme
plus haut & un caractére non ramifié de Ay via la décomposition Agr = AZ; x Aém est
donnée par la projection orthogonale (cf. 4.3) de s(v) € s(b* Pl o) = th c
méme maniére, la restriction & A7, du caractére central de (\I/ Yo) est donnée par w(v).

sur by . De la

Comme s et w opérent isométriquement sur les espaces en question, on en déduit que pour v
générique, seul ’élément s = w dans la somme (x%) peut donner une contribution non triviale
a lespace Hom de droite dans 'isomorphisme (%), et comme "% (¥, - ) est un quotient de
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h(¥, -Xo) — cf. la démonstration de la proposition de 4.1 —, il en donne effectivement une.
On obtient que pour v € by, ¢ générique, on a

Gt
dim¢ HomME)( th (¥, - 32p),“ th (M (T, - X)) =

Le méme raisonnement entraine que pour v € by, - générique, on a
dimc EndMg(“ignVC(\I/l, S30)) =
et
dimc EndMﬂQ( th (T, -Z))) =1
D’aprés le raisonnement ci-dessus, on peut remplacer la condition “v € by, . générique”
par “v = ip, p € bpy générique”. Pour v € by, -, on a
el = Nel
“iG (U, - o) = Ep - “i (U, - 2p).
" ) . .Gt . o
Pour y € b%,, la représentation “i%, (s, - £6)° = i% (vi,(X0)°) de G est unitaire et donc

semisimple, par suite la w-représentation ‘“zgh (Uiu-X0) de G" est elle aussi semisimple (c’est—

a~dire somme directe de w-représentations irréductibles de G¥). De méme, toujours pour

b . .
i € by, law-représentation “’zgn (" (Vi - Xo)) de G* est semisimple. Par suite pour y € b,

générique, les éléments th,c(\l’iuzo) et “’ZIG,E (" (WinXo)) de Sc(G*,w) appartiennent a

Irre(G#, w), et sont égaux.
Pour p € by, on a WiyXo = ¥y i(u—pg)= X' On conclut en remarquant que

Q={AV_,tiu—po)Z : 4 € b}y générique, A € C*}
est un sous—ensemble Zariski-dense de X. O
LEMME 2. — Soit P%, Qf € P(GY).
(1) Pour ¥ € Sc(M%,w), on a légalité dans Gc(G*, w)

af b Pl
“Toaco“igs () = wllcai o “rpi (%),

ot w parcourt les éléments de W;Q.

(2) Pour 11 € Gc(G*,w), on a Uégalité dans Sc(G*,w)

WTQh,(C ° WTPE,C(H) = ZWTPE,”C(H)v

ot w parcourt les éléments de WC};;Q.

Démonstration. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible, pour w € Wy, on note “w” le
foncteur “X — "w3”. D’aprés la proposition de 4.1, on a ’égalité dans gc(Gh,w)
e w Pl
“Toeco” an Z tho owo“r (%),

w

ot w parcourt les éléments de W19, D’apres le lemme 1, pour w € Wpy on, on a l’égalité
p Gt PE,Q

dans SC(ME),w)
.Qt w PE .Qt P
wzgpw owo“r v(X) = wzgg 0 “r r (D).

Dot le point (1), par transitivité du morphisme induction parabolique.



56 GUY HENNIART & BERTRAND LEMAIRE

Quant au point (2), par transitivité du morphisme restriction de Jacquet, d’aprés la
proposition de 4.1, on a ’égalité dans SC(ME), w)

b .ot Pt
“rge 0 “Tps c(I) = Y “i% owo“rge(Il),
w

ot w parcourt les éléments de W%, On obtient le point (2) en appliquant le morphisme
Gl

eI . R e . . .
‘”zgh a cette expression (grace au lemme 1, et par transitivité du morphisme induction

parabolique). O

On peut maintenant démontrer la proposition. Pour alléger 1’écriture, on pose
Sc.i = 9ca(Ghw), i>-1.
D’aprés le point (1) du lemme 2, pour Q € P(G?), Popérateur “Tga ¢ préserve la filtration

{Sc.i}. Pour P*, Q% € P(GY), puisque Wa(P, Q) ﬂWéD’Q est un systéme de représentants des
classes de

Whaig \Wa(P,Q) = Wa(P,Q)/Whip,

Iensemble Wey (P, Q) N WgéQ paramétrise le sous—ensemble

[Wato \Wa (P, Q))° € Wi, \Wa(P,Q)

formé des classes @—invariantes, et s’il est non vide alors il est de cardinal
0
pas = |[Waig \Wa (Q, Q)|

D’aprés loc. cit. et le lemme 1, on en déduit que pour et 3 € Sc(Mfg,w), on a

w,Gh . P,Q
WTQh o wiIGDE (%) = Pgs“ipy (X) (mod gc,d(MQ)) s% Wen(P,Q)N Wi # 0
’ 0 (mod Sc,d(MQ)) sinon

Pour k > d, choisissons un ordre {P,i,17 e P]:'yn(m} sur ensemble des P* € P(G?) tels

que d(Mp) = k, et notons Uy : Gc(G*,w) — Gc(G¥ w) le morphisme défini par
Uik = (Then(k) = Prn(r)) © 0 (Tt — Pr1);
ou l'on a posé
T = WTPIE,WU Pe,i = pP}S,qﬁ’
D’aprés ce qui précéde, 'opérateur Uy préserve la filtration {Gc,;} et annule Sc¢ x—1/Sc k-
Posons
Al = Ui(agy © -0 Uay1.

On a Ay(Sc,a) C Sc,a(mo) = 0, et d’aprés le point (2) du lemme 2, il existe un p € Z \ {0}
et des \a(P?) € Q pour P% € P(G*), d(Mp) > d, tels que

Ay =pd+ > Aa(PH)Tpac).
P, d(Mp)>d
L’opérateur Ag = u~ 1A/ : Sc(Gh7w) — Gc(G*, w) vérifiant
Aq4(IT) =TI (mod Ge,q(G*, w)),

on a bien
ker Ad = gc,d(Gh,w), Ad o Ad = Ad.

Cela achéve la démonstration de la proposition. O
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VARIANTE. — On peut définir une autre filtration décroisssante {Gc(G?,w); } de Sc(G*, w),
en remplagant la condition d(Mp) > i par la condition d(M?) > i: pour chaque entier i > —1,
on pose

w.Gh
Sc(GHCli= > “ifa(Gc(Mp,w)),
Pt d(M%)>i
ot P% parcourt les éléments de P(G"). On a donc
Ge(GFw)i = §(G*,w), i < d(GF),
Ge(Ghw)i =0, i>d(MD).
On peut aussi, grace au lemme 2, établir la variante suivante de la proposition:

Soit d' un entier tel que d(G*) < d' < d(MZ). Il existe une famille de nombres rationnels
par = {pa (P : P* € P(GF), d(M%) > d'} telle que le C-endomorphisme By = B,, de
Sc(G*,w) défini par

By =id+ > pa(P)Tps e
Ph,d(M%)>d
vérifie les propriétés:

kerBd/ = Sc(Gh7w)d/7 Bd/ o Bd/ = Bd/.

D’aprés la remarque 4 de 4.3, pour d’ = d(G"), on a QC(Gh,w)d@u) = Sc.a(c) (G w). On
peut donc prendre ,ud(Gu)(P”) = Ao (P?) pour tout P* # G% et l'on a Bygny = Aae)-

4.5. Actions duales de 3(G) et de Pc(G?). — Commencons par quelques rappels sur
le “centre”. Pour P, Q € P(G) tels que Q C P, I’application naturelle

ip,g: O(Mg) — ©(Mp),

qui a [L, p]a, associe [L, plarp, est un morphisme fini de variétés algébriques. Par dualité il
induit un morphisme d’anneaux

irq : 3(Mp) = 3(Mg),
donné par
fiz o0 (@) = f2(irq(z)), 2z € 3(Mp), v € O(Mg).
Ce morphisme i} ¢ fait de 3(Mgq) un 3(Mp)-module de type fini, et d’aprés [BD, 2.13-2.16],
on a le
LEMME 1. — Soit P, Q € P(G) tels que Q C P. Soit z € 3(Mp) et t =ipo(z) € 3(Mg).

(1) Pour toute représentation o de Mg, I’endomorphisme ig,(t) de i (o) coincide avec z.

(2) Pour toute représentation © de Mp, Uendomorphisme r2(2) de 1€ () coincide avec

t.

Rappelons (3.1) que 'anneau 3(G) = [], 3s opére sur 'espace Gc(G?,w)*: pour z € Z(G)
et ® € Go(GF,w)*, z- ® est Pélément de Ge(GF,w)* donné par
(z- @)(IT) = f.(0c(II°)®(IT), II € Irre(GH,w).
D’aprés le lemme 1, pour P, Q° € P(G?) tels que Q% C P%, les morphismes (“zgs)* et
(“rg:)* sont des morphismes de 3(Mp)-modules, i.e. on a

(i) (2 ®) = iho(2) - (“i5) (@), ® € Ge(Mh,w)", = € 3(Mp),
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et
(78 (iha(2) @) = 2+ (*r2)"(@).
On a aussi une action du groupe Pe(G?) sur espace Sc(GF,w)*: pour ¥ € Pe(GF) et
® € Gc(G*, w)*, on pose
() (1) = S(PI), I € Irre (G2 w).
LEMME 2. — On a:
(1) 3(G) - F(G* w) = F(G*,w) et Pc(GHTF(G*,w) = F(G*,w).
(2) 3(G) - Fu(GF,w) = Fu(GF,w) et Pe(GF)Fu(GF,w) = Fur(GF,w).

Démonstration. — Soit P* € P(GY) et ® € Gc(GF,w)*. Pour z € 3(G) et & € Trre(M%, w),
posant t = ig; p(z) € 3(Mp), on a

(“i%) (z- 9)(®)
(t- (i) (@)(®)
F(Oat (52)(“352)" (@)(2).
Supposons que ® appartient & F(G', w). Alors (“zgg)*(‘b) appartient a ?(Mﬁ,,w), d’aprés
la propriété de transitivité du morphisme induction parabolique. Par suite ’application

s (2 ®)(“15 (2D)

(z- ®)(“i% (%))

est une fonction réguliere sur Pe(M2). Comme par ailleurs le “support inertiel” de z - ®
— c’est—a-dire I’ensemble des s € B ,(G) tels que 054 ,(IT) = s pour un II € Irre(G*, w)
vérifiant (z-®)(II) # 0 — est contenu dans celui de ®, on a I'égalité 3(G)-F(G*, w) = F(G', w).
La seconde égalité du point (1) est claire, puisque pour ¥ € Pe(GP) on a
w.Gh w .G
v Zlcjh (E) = Zgh (\I/|JME> E)

Quant au point (2), la premiére égalité résulte du fait que lapplication ¢ +— Dy est
un morphisme de 3(G)-module (lemme de 3.1), et la seconde du fait qu’elle est Pc(G*)—
équivariante pour 'action naturelle de Bc(G?) sur H* (donnée par (¥, ¢) — ). O

4.6. Induction parabolique et restriction de Jacquet: morphismes duaux. —
Pour P, Q% € P(G?) tels que Q% C P, le morphisme “’igi : Sc(Mé,w) — SC(MIE,,w) induit
par dualité un morphisme C-linéaire

w PY L« * *

(“ige)™ : G(ME,w)™ — Gec(Mp,w)™.
Précisément, on a

(i50)" (®)(2) = B(ifi (D), € Ge(Mb,w), T € Ge(Mf.w).

De la méme maniére, le morphisme “’rgs : SC(MFD,w) — SC(MEQ,W) induit par dualité un
morphisme C-linéaire
(“r2)" : Ge(Mgy,w)" — Sc(Mf,w)".
PROPOSITION. — Pour P%, Q" € P(G%) tels que Q" C P*, on a:
(1) (“i52)" (F(Mp,w)) € T(M,w).
(2) (79" (Fur (M, w)) C For (M5, ).
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Démonstration. — Le point (1) — déja utilisé dans la preuve du lemme 2 de 4.5 — résulte
de la propriété de transitivité du morphisme induction parabolique.

Quant au point (2), on procéde comme dans [BDK, 5.3], grace aux résultats de Casselman
reliant les caractéres—distributions aux foncteurs restriction de Jacquet [C] (dans le cas tordu,
voir aussi [L2, 5.10]). On peut supposer P? = G*. Fixons un sous—groupe d’Iwahori I de G* en
bonne position par rapport a (P, Mo) et tel que 8(I) = I, et notons J 'ensemble {I™ : n > 0}
des sous—groupes de congruence de J. Pour n > 0, posons %n(Mg) = Hinnmg (Mg) Puisque
H(ME) = U, o Hn(ME), il suffit de montrer que pour chaque n > 0, le sous—espace 5 (M3)
de F, (M%) formé des fonctions ¢’ telles que (“’rgs ) (®y) € Fu(G*,w), coincide avec
ﬂ-(n(Mg); o ®y est 'élément de ?tr(Mg,w) défini comme en 2.9 en remplacant G? par
Mg. Posons M = Mg, U =Ug et U =Ug.

Fixons n > 0, et posons J = I" et Jr = JNT pour tout sous—groupe fermé I de G. Pour
8 € G%, on note ¢ € ﬂ-CJ(Gh) la fonction caractéristique de la double classe J - ¢ - J divisée
par vol(J - § - J,d3). Pour § € M" = Mé, on définit de la méme maniére ¢5‘]M € Hy,, (MY).
Dans le cas non tordu (i.e. si G* = G), on pose f; = gbg‘] pour g € G, et fM = ¢IM pour
m € M. Fixons un élément a € A = Ag tel que Inta(a) contracte strictement U, ¢’est—a—dire
vérifiant

() Inte(a)* (U) = {1}.

k>1
Soit IT une w-représentation de G* telle que II° est admissible. Posons V = Vi et 7 = II°.
L’espace

V(U) = (r(u)(v) —v:veV,uel)

coincide avec ’ensemble des v € V tels que va m(u)(v)du = 0 pour un sous—groupe ouvert
compact €2, de U. Puisque 7 est admissible, ’espace V(U)ﬂVJ est dimension finie, et il existe
un sous-groupe ouvert compact Q de U tel que [, 7(u)(v)du = 0 pour tout v € V(U)NV~’.
Quitte & remplacer €2 par un groupe plus gros, on peut supposer que Jy est contenu dans €.
Soit ko > 1 un entier tel que Intgs (a)*0(Q) C Jy. Soit I = (5&“’1‘25 la w-représentation de
M?* déduite de II par passage au quotient sur 'espace V = V/V(U). D’aprés la proposition
3.3 de [C], pour tout entier k > ko, notant V,;'* le sous—espace 7(fJ)*(V) de V7, on a:

— la projection canonique p : V' — V induit par restriction un isomorphisme de C—

espaces vectoriels V,)F — V/m.

— w(f) V) = V.
D’autre part, pour tout v € M? tel que Intgn (7) contracte strictement U, d’apreés la démons-
tration du point (1) du lemme 2 de [L2, 5.10], on a

pIL(¢7)(v)) = TN (p(v), ve V.

Pour un tel v, et pour tout entier k > ko, on a q&;km{ = (fgl])*’“ * d);:, (fc‘lf)*’C =flw-oxf!
(k fois); de méme on a ¢fo7 = ( &IM)*k * ¢£M- Par suite H(d’ik,w)(v) C V,)F et puisque
poll(d;) =TI(61) op, on a
(g, ); V) = (M@, ); Vi)
= tr(M(a" - y); V) = (g0 ); V7).

b
Posant ¢ = ¢ka et ¢ = Zﬁ{w on a (‘“rgb)*(cbdy) = &y, par conséquent ¢’ € 35 (M?).
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Pour un § € M? arbitraire, il existe un entier m > 1 tel que Intgs(a™ - §) contracte
strictement U, et d’aprés la discussion précédente, pour tout entier £ > ko, la fonction

J J k+ J
a]k\{#mﬁ =( aM)*( ™ o™

est dans l'espace Hj, (M h). Puisque les fonctions ¢;;]M engendrent le C—espace vectoriel
Hin (M%), on obtient que pour toute fonction ¢’ € Hiw (M%), il existe un entier [ > 1 tel
que (f)* x ¢’ appartient a H7,, (M").

Rappelons que l'espace H,, (M), vu comme un H,, (M)-module non dégénéré pour la
multiplication & gauche, est un 3(M)-module de type fini [BD, cor. 3.4]. D’aprés 4.5, le
morphisme

ic.q : 3(G) = 3(M)
en fait un 3(G)-module de type fini. Puisque (“’rgs)* est un morphisme de 3(G)-modules
(4.5) et que Fir(M*, w) est un sous—3(M)-module de Gc(M?, w)* (lemme 2 de 4.5), H5, (M)
est un sous—3(G)-module de H,, (M). Par suite il existe un entier o > 1 tel que

(f(;f)*lo *¢/ G:}C;M(M)a ‘:bl GHJM(M)'
Puisque f; est inversible dans H, (M), on obtient le résultat cherché:
:H}M (M) = Hyp, (M).

Cela achéve la démonstration du point (2). O

4.7. Terme constant suivant P? et caractéres des induites paraboliques (formule
de descente de Van Dijk). — Rappelons qu’on a noté G' le sous—groupe de G engendré
par les sous—groupes ouverts compacts de G. D’aprés la remarque 1 de 2.12, G' coincide
avec le sous—groupe
m ker |x|r C G,
XEXT(G)

ou (rappel) X% (@) désigne le groupe des caractéres algébriques de G qui sont définis sur F.
Soit K, le stabilisateur dans G* d’un sommet spécial de 'appartement de 'immeuble de G

associé a A,. C’est un sous—groupe compact maximal spécial de G, en bonne position rapport
a (P, Mp) pour tout P € P(G): on a

G=K.,P, PNK,=(PnMp)(UprnKo,).

Notons qu’on ne suppose pas que 0(K,) = K, (d’ailleurs K, n’est en général pas 0-stable,
cf. la remarque (3) de [L2, 5.2]).

Pour ¢ € 3" et P* € P(G"), on note “¢ps x. € H(M?E) le terme constant de ¢ suivant
P relativement a (Ko, w), défini par [L2, 5.9]

“Gpi 1, (8) = 8/7(8) // w(k)p(k™ 8- uk)dupdk, &€ M-,
' UpXxKqo

ot les mesures de Haar dé, dup, dk sur G¥, Up, K, ont été choisies de maniére compatible.
Précisément, on peut supposer que toutes ces mesures sont celles normalisées par Ko, comme
suit.

DEFINITION. — Soit K un sous—groupe ouvert compact de G. Pour tout sous—groupe fermé
unimodulaire H de G, on appelle mesure de Haar sur H normalisée par K 'unique mesure
de Haar dh sur H telle que vol(HN K, dh) = 1. De méme, pour tout sous—espace fermé H de
G* de groupe sous—jacent H unimodulaire, on appelle mesure de Haar sur H® normalisée par
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K I'image de la mesure de Haar dh sur H normalisée par K par I'isomorphisme topologique
H — H" h— h-§ pour un (i.e. pour tout) § € H".

HyPoTHESE. — On suppose désormais que toutes les mesures de Haar utilisées sont celles
normalisées par K.

On a donc
vol(Ko - 01,dd) = vol(Ko,dg) = vol(Ko,dk) = 1,
et pour P € P(GY), on a
vol(M}p N (Ko - 61),doars,) = vol(Mp N Ko, dmp) = 1
et
VOl(Up n Ko,duP) =1.

Soit P% € P(G?). Pour toute w-représentation ¥ de MY telle que X° est admissible, on
note Ox, la distribution sur MED définie comme en 2.9 a 'aide de la mesure déMfa. On a la
formule de descente de Van Dijk [L2, 5.9, théo.]:

PROPOSITION. — Soit P? € P(GY). Soit & une w-représentation de MY telle que ©° est

admissible, et soit I = “’igi (X). Pour toute fonction ¢ € H', on a légalité

9H(¢) = 92(w¢Pb,Ko)

4.8. Le théoréme principal sur la partie “discréte”. — Une forme linéaire ® sur
Sc(G*,w) est dite “discréte” si elle est nulle sur Ge,ind(G?,w). On note G2*(G*, w)* l'espace
des formes linéaires discrétes sur SC(Gh,w), et 'on pose
F(GE, w) = F(G*,w) N GE°(G*,w)",
TP (G*w) = Fur (G, w) N GE°(GH,w)".
Une fonction ¢ € H* est dite “w—cuspidale” si pour tout Pf e P(GF) {G"}, 'image de
“bpu k, € J-C(Mltl) dans }C(Mﬁ,,w) est nulle; ou (rappel)
H(M},w) = H(ME)/[H(ME), H(Mp)]..
On note H4=(G¥, w) le sous—espace de H(G?,w) engendré par les images dans H(G%, w) des
fonctions w—cuspidales.

THEOREME. — L’application H(G*) — Gc(G*,w)*, ¢ — ®y induit par restriction un
isomorphisme de C—espaces vectoriels

ﬁdis(Gh,w) — 3dis(Gh,w).

D’aprés la proposition de 4.7, la transforméee de Fourier H% — ?(Gh, w), ¢ — Py induit
bien une application C—linéaire

HE(GH, w) — F(GH, w).

REMARQUE. — Si G = M,, c’est-a—dire si G est compact modulo son centre, alors on a
HU(GY, w) = H(GH,w) et FU(G w) = F(G*,w); en ce cas le théoréme ci-dessus coincide
avec le théoréme principal (3.1). En général, si le théoréme de 3.1 est vrai pour tous les
sous-—espaces tordus M5, P! € P(G")~{G"}, alors d’aprés la proposition de 4.7, une fonction
¢ € H* est w—cuspidale si et seulement si elle annule toutes les traces des représentations
WiIG;.E (2), P* € P(GF)~{G"}, = € Gc(M?%,w). On en déduit que si le théoréme de 3.1 est vrai
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en général — donc en particulier pour tous les espaces tordus Mﬁ,, Pt e fP(Gh) —, alors le
théoréme ci—dessus ’est aussi. |
4.9. Réduction du théoréme principal (3.1) au théoréme de 4.8. — Supposons

démontré le théoréme de 4.8 (en général, c’est-a—dire pour tout Gh) et déduisons—en le
théoreme de 3.1. D’aprés la remarque de 4.8, le théoréme de 3.1 est vrai pour G = M?. Par
récurrence sur la dimension de Mp pour P € T(Gh), on peut donc supposer que le théoréme
de 3.1 est vrai pour tout sous—espace M%, P* € P(G*) \ {G"}.

Commengons par le théoréme de Paley—Wiener, c’est—a—dire la surjectivité de 'application
H' = F(G*,w), ¢ — Pg. D’aprés la proposition de 4.4 pour d = d(G), il existe des nombres
rationnels A(P") pour P% € P(G") ~ {G*} tels que le C-endomorphisme de G¢ (G, w)

Ag=id+ > MP)Tpo ¢
Piz£GH
vérifie
ker Ad = 9@71nd(Gh,w)7 Ad [¢] Ad = Ad.
Le morphisme adjoint
* . w LI w .G\
Ap=id+ > AP (“rgs)" o (“Yigs)
Pi£GH
envoie Gc(G%,w)* dans G&5(G*, w)*. Soit ® € F(G*,w). Posons &' = A%(®) € §E5(G%, w)*.
Pour P° € P(G%) \ {G%), d’aprés la proposition de 4.6 et le théoréme de Paley~Wiener pour
M}h;, on a
w G\
(“ipe)"(P) € F(ME,w) = Fur (M}, w),

Ensuite, d’aprés le point (2) de la proposition de 4.6, on a
w LN w . LN
(“rgs)" 0 (Yi%:)"(®) € Fur(G*,w) C F(G*,w).

Par conséquent @' appartient a §&*(G*, w)* NF(GH,w) = F4(G%,w), et d’apreés le théoreme
de 4.8, il existe une fonction w—cuspidale ¢’ € HE telle que &' = &4/ . D’autre part, on vient
de voir qu’il existe une fonction ¢” € H! telle que

w b * w - b *
DM (i) o (Vi) (@) = By
Piz£GH

On a donc
o = q>¢l — <D¢N = (I>¢/,¢H S SFtr(Gh,w).

Passons au théoréme de densité spectrale, c’est—a—dire & l’injectivité de l'application
HE, — F(G*,w), ¢ — Dy. Soit ¢ € H* une fonction telle que @4 = 0. Pour P? € P(G?)
tel que P* #* G*, d’aprés la proposition de 4.7 et le théoréme de densité spectrale pour Mf;,,
le terme constant ¢p; = “@py ;. appartient au sous-espace [H(ME), H(Mp)]. de H(ME).
Par conséquent la fonction ¢ est w-—cuspidale, et d’aprés le théoréme de 4.8, elle est dans
[H*, H]., ce qu’il fallait démontrer.

Récapitulons. D’aprés ce qui précéde, par récurrence sur la dimension de G, la surjectivité
de l'application du théoréme de 3.1 est impliquée par la surjectivité de celle du théoréme
de 4.8; idem pour l'injectivité. Pour démontrer le théoréme principal (3.1), il suffit donc de
démontrer sa variante sur la partie discréte (4.8).
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5. Le théoréme de Paley—Wiener sur la partie discréte

D’apreés 4.9, le théoréme de Paley—Wiener est impliqué par la surjectivité de 'application
du théoréme de 4.8. C’est cette derniére que l'on établit dans cette section 5.

5.1. Support cuspidal des représentations discrétes. — Une w-représentation G—
irréductible IT de G? est dite “discréte” si son image dans Séis(Gh,w) n’est pas nulle;
ol (rappel) 85(G% w) = G¢(G%, w)/Yc.ina(G*,w). On note Irrg®*(G* w) le sous-ensemble
de Trro(G",w) formé des w-représentations discrétes. Il s’identifie & un sous-ensemble de

Irre(G*, w), que Pon note Trrds (G, w).

LEMME. — Soit I une w—représentation G—irréductible discréte de G*. Il eziste une wy-

représentation G—irréductible tempérée TI' de G* et un élément ¥ de ‘ISJE“'(G'J) tels que
eGh,w(H) = eGh,w(\Il ) H/)

Démonstration. — Soit (P, X, Z) un triplet de Langlands associé a II. Posons o = X°,
¢ = E°, et soit (Mps,0’) une paire cuspidale standard de G telle que P’ C P et £ -0
est isomorphe a un sous-quotient (irréductible) de I’induite parabolique i5,(¢”). D’aprés la

démonstration du lemme 1 de 2.14, on a une décomposition

IT

> T, (mod §50(G*,w))
1=1

ol les 1; sont des triplets de Langlands pour (G%, w) tels que 6¢ (II;,) = [Mpr, o']. Rappelons
que si = (P, %, E) est un triplet de Langlands pour (G* w), on a posé ﬁu = ‘*’igs (E-10).
Puisque II est discréte, 'un au moins de ces triplets, disons p;, est de la forme (Gb, I, ),

et Pon a O , (V- 11') = 0 (1T, ) = O, (TD). O
5.2. Un résultat de finitude. — Pour s € B(G), on note @‘gfyw(s) le sous—ensemble de
O gt ., (5) formé des 01, (IT) pour un IT € Irr§™(G*, w).

PROPOSITION. — Soit s € B(G). L’ensemble @g;w(s), s%l est non vide, est union finie
de P(G")~orbites.

Démonstration. — On reprend la méthode de [BDK] en l'adaptant au cas tordu, comme

le fait Flicker dans [F|. Cette méthode consiste & vérifier que Gdcii!w(s) est une partie
constructible de ©(s), c’est-a-dire une union finie de parties localement fermés (pour la
topologie de Zariski). Admettons pour l'instant ce résultat — il sera démontré en 5.5 —
et déduisons—en la proposition.

Notons w? le caractére w—1 de G. L’application II — IIT = II est une bijection de
Irro(G*, w) sur Trro(G#, w™), vérifiant (ITT)" = I1. Elle commute au foncteur d’oubli T + T1°:
en notant 7~ 1 Pinvolution de Irr(G) définie de la méme maniére, on a (I17)° = (II°)*.
De plus, l'involution 7 +— 7 de Irr(G) induit par linéarité une involution de G(G), qui
commute au morphisme induction parabolique i§, P € P(G). D’ou une involution “+” sur
la variété algébrique complexe O(s), qui commute & Papplication support cuspidal O¢: si
0c(m) = [M, p] € O(s) pour une paire cuspidale standard (M, p) de G, on a

Oc(n™) = [M,p"] = 0a(n)".
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On a aussi une involution t + ' sur B(M), donnée par 1+ = 1)=1. Les involutions + sur
P(M) et O(s) sont anti—algébriques, et compatibles: pour [M, p] € O(s) et ¥ € P(M), on a

(- [M, p]) " = [M, ($p) "] =" - [M, ]
Supposons que @dciiyw (s) est non vide. D’aprés le lemme de 5.1, tout élément = de G)éihs’w ()

est de la forme = = ¢ (¢)I1'°) pour une wy,-représentation G—irréductible tempérée 11’ de G*
et un élément ¢ de %(Gh). Puisque 7’ = II'° est tempérée, donc en particulier unitaire, on
an’t =71 et
et =0Ty =Ty 2

appartient a B(G?)-z. Ici P(G?) (= P(G)?) opére sur O(s) via la restriction des caractéres de
G a M. L’involution + sur ©(s) induit par passage au quotient une involution anti—algébrique
sur la variété algébrique quotient ¥ = O(s)/PB(G%), que 'on note encore “+”. D’aprés le
calcul ci-dessus, cette involution + sur X fixe les points du sous—ensemble O3 (s)/PB(G*).
Ce dernier est constructible, donc fini, ce qu’il fallait démontrer. 7 O

5.3. Décomposition des fonctions réguliéres. — On est donc ramené a vérifier que
pour 5 € B(G), 'ensemble O (s) est une partie constructible de ©(s). Posons © = ©(s)
et © = % (s). Comme dans [BDK, 5.1|, il suffit de montrer que la paire ©' C © satisfait

au critére suivant (loc. cit., p. 187):

(*) Pour toute sous-variété localement fermée X de O, il existe un morphisme dominant
étale ¢ : P — X tel que, notant (X N ©")¢ le complémentaire de X N O dans X,
I'ensemble ¢! ((X N ©")%) est vide ou égal & ) tout entier.

DEFINITION. — Soit X une variété algébrique affine complexe, d’anneau de fonctions
régulieres B = C[X]. Une application v : X — G(G*,w) est dite réguliere si elle est de la forme
z — II, pour un (G?,w, B)-module admissible (II, V), o II, désigne la (semisimplifiée de
la) spécialisation de II en & — cf. 2.22. Une application réguliére v : ¥ — G(G¥, w) est dite
irréductible si v(X) C Trr(G%, w), et G—irréductible si v(X) C Trro(G*,w). Deux applications
réguliéres (irréductibles) v, v/ : X — Irr(G¥, w) sont dites disjointes si v(z) # v/ () pour tout
x € X, et elles sont dites C*—disjointes si v(z) # X - v'(z) pour tout z € X et tout A € C*.

REMARQUE. — Pour chaque x € X, la spécialisation I, de Il en = est une w-représentation
de GY de longueur finie, et puisque la représentation IIS de G sous-jacente est elle aussi de
longueur finie, pour tout sous—quotient irréductible IT" de II,, on a s(IT') < 4o00. Choisissons
une suite de Jordan-Hélder de I1:

OZHI,OCHz,IC“‘CHz,n:HCb

Pour i =1,...,n, II;; est une sous—w-représentation de II, et le sous—quotient Il ;/Il; ;1
de II, est irréductible. La semisimplifiée de I, est par définition la somme sur i des classes
d’isomorphisme des 11, ; /T ;1. ]

Le lemme suivant est une variante tordue des constructions de loc. cit. (step 1 — step 2).
On aurait pu se contenter de la version non tordue (cf. la proposition de 5.4), mais comme
ces constructions sont au coeur du raisonnement, et qu’il nous faut de toutes fagons les
reprendre en détail, on préfére le faire dans le cadre tordu qui nous intéresse ici.

LEMME. — Soitv: X — S(Gh,w) une application réguliére. Il existe un morphisme domi-
nant étale ¢ : Y — X, des applications réguliéres pi, ..., 1m P — Irr(Gh,w) deuzr—a—deur
disjointes, et des entiers a1, ...,am >0 tels que vo ¢ =" aip;.
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Démonstration. — Posons B = C[X], et soit (II, V) un (G*, w, B)-module admissible tel que
v(z) = II;. Choisissons un sous—groupe ouvert compact J de G tel que V7 engendre V
comme H-module, i.e. tel que II°(G)(V’) = V. D’aprés 2.20, on peut supposer que J est
“bon”, 8(J) = J et w|s. C’est donc un élément de J gy ,(G), et J% = J - 61 est un élement
de J(G*,w). D’aprés 2.21, 'étude du (H*, w)-module non dégénéré V se raméne a celle du
(5—[5, w)-module non dégénéré V7 = V7 " En particulier, tout sous—quotient irréductible IT’
de II vérifie I"* # 0.

Quitte & remplacer la variété X par l'une de ses composantes irréductibles, on peut la
supposer irréductible. Soit K = C(X) le corps des fractions de B, et soit K une cloture
algébrique de K. Le (%%, w)-module V* est aussi un B-module de type fini. Par conséquent
W =K®g V"’ est un K—espace vectoriel de dimension finie, W =K ®g W est un Kfespace
vectoriel de dimension finie, et il existe une suite de K—espaces vectoriels

0=WoCWi1C---CWp=W

telle que pour i = 1,...,n:

— W, est un sous—(H?,w)-module de W;

— Wi/Wi_l est un ("H?,,w)fmodule simple sur K.
De plus, il existe une sous—extension finie K//K de K/K, un sous-K'—espace vectoriel W’ de
W de dimension finie, et une suite de K'~espaces vectoriels

O=WsCcWiC---CW,, =W

telle que pour i = 1,...,n:

— W/ est un sous—(H?%,w)-module de W,

— W»L :K®Kl WZ-,.
Ainsi pour i = 1,...,n, le quotient X, = W//W/_; est un (H?,w)-module simple sur K'.
D’aprés la remarque 2 de 2.8, X! est un H;—module semisimple sur K'. Précisément, on
choisit un sous—H ;—module simple (sur K') X7, de Xj, et pour chaque entier k£ > 1, on note
X 1 le sous—H ;—module simple de X défini par X;; = e - X, ;. Alors il existe un plus
petit entier entier s = s(i) > 1 tel que

X=X oD X 1D DX/ o 1.

D’aprés le théoréme de Burnside, H; engendre I’espace EndK/(XL ) sur K'.

Le corps K’ est une extension finie séparable de K, par suite il existe une variété algébrique
affine irréductible 9)’ étale sur X (c’est-a—dire un morphisme dominant étale )’ — X) telle
que K = C(9'). Notons B’ = C[9)’] l’algébre affine de 9)’.

Soit ¢ € {1,...,n}. Choisissons une K'-base de Xj,, et notons Y/, le sous—B'~module
de X/, engendré par cette base. On a donc K’ ®p/ Y/, = X/ . Rappelons que 3, est une
C—algébre de type fini. Puisque

Endg/ (Xio) = K' ®@p Endp (Y/)

et que H; engendre Endg/ (X ) sur K', il existe un ouvert dense 2); de 2’ (ce qui revient a
inverser certains éléments de B’) tel que, notant B; = C[2);] I’algébre affine de 9);, on a:

— Yi0 = B: ®ps Y/ est libre (de type fini) sur Bj;

— Hy C Endp, (Yio);

— H s engendre Endg, (Y;,0) sur B;.
Pour k =1,...,s(i) — 1, posons Y; = ey - Yi 0. C’est un sous—(H s ®c B;)—module de X{’k,
qui vérifie K' ® g, Yix = X/ ;.. On obtient ainsi un sous—(H5, w)-module (non dégénéré)

Yi=Yio® - ®Y;su)-1
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de X/, qui est aussi un B;—module libre de type fini, tel que U{hj engendre Endp, (Y;) sur
B;. Pour y € 2, la spécialisation (Yi o), de Yio en y est un Hy—module simple, et la
spécialisation (Y;)y de Y; en y est un (K%, w)-module simple. Notons II; la w-représentation
de G" d’espace H * e; ®a¢, Yi correspondant au (fH?,,w)fmodule non dégénéré Y; (2.21).
C’est un (GY, w, B;)-module admissible tel que pour y € 9);, la spécialisation II; , de II; en
y est irréductible (elle est G-irréductible si et seulement si s(i) = 1).

Notons 2) l'intersection des 2);, i = 1,...,n. C’est un ouvert dense de 2)’, étale sur X.
La composition des morphismes 2)' — X et 9 — 2)’ est un morphisme dominant étale
v:9 — %. Pour y € 9, on a 'égalité dans §(G*, w):

M) =Y Ty
=1

En regroupant les indices i tels que les fonctions ) — Irr(Gh,w), y — II; », sont égales,
I’égalité ci—dessus s’écrit

M) = > aip(y)
i=1

pour des applications réguliéres u; : ) — Irr(Gh,w) deux—a—deux distinctes et des entiers
a1,...,am > 0. Pour ¢ # j, Pensemble des y € 9 tels que u;(y) = u;(y) est fermé dans 9
pour la topologie de Zariski. Quitte a remplacer ) par un ouvert plus petit, on peut supposer
les fonctions u; deux—a—deux disjointes. Cela achéve la démonstration du lemme. O

5.4. Une conséquence du lemme de décomposition. — La définition de 5.3 s’applique
bien sir au cas non tordu: si X est une variété algébrique affine complexe, d’anneau de
fonctions réguliéres B = C[X], une application v : X — §(G) est dite réguliére si elle est de la
forme x — 7, pour un (G, B)-module admissible (7, V'), ou 7, est la (semisimplifiée de la)
spécialisation de 7 en x. Toute application réguliere v : ¥ — G(G¥, w) induit une application
réguliére v° : X — G§(G), donnée par v°(z) = v(z)°, x € X. Notons que deux applications
régulieres (G-irréductibles) v, v/ : X — Trro(G*, w) sont C*disjointes si et seulement si les
applications réguliéres sous—jacentes v°, v’° : X — Irr(G) sont disjointes.
Rappelons que le foncteur d’oubli I +— II° induit une application injective

Irro (G, w) /C* < Irr(G)

d’image le sous—ensemble Irr1 (G) = Irrgy ,(G) de Irr(G) formé des 7 tels que 7(1) = 7. Soit
91(G) le sous-groupe de §(G) engendré par Irri (G) — c’est aussi un quotient de §(G) — et

@ : 5(G) = 51(G)

la projection canonique. Par définition, le foncteur d’oubli IT — II° induit un morphisme de
groupes surjectif Go(G%,w) — G1(G), de noyau le sous-goupe de Go(G%, w) engendré par les
IT— X\ - II pour IT € Irro(G%,w) et A € C*.

PROPOSITION. — Soit v : X — G(G) une application réguliére. Il existe un morphisme
dominant étale ¢ : Y — X, des applications réguliéres p1, ..., um Y — I]r]ro(G”7 w) deuz—a—
deuz C* —disjointes, et des entiers ai,...,am >0, tels que quovop=>" aiy;.

Démonstration. — Soit B = C[X]. Par définition 'application v est de la forme z — 7,
pour un (G, B)-module admissible (7, V). On choisit un sous—groupe ouvert compact J de
G comme dans la démonstration du lemme de 5.3, i.e. tel que V7 engendre V comme H—
module, J est “bon”, 0(J) = J et w|; = 1. On peut aussi supposer X irréductible. D’aprés le
lemme de 5.3, il existe un morphisme dominant étale ¢’ : 9)" — X, des applications réguliéres
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Piyeooytn + Y — Irr(G) deux—a-deux disjointes, et des entiers af,...,a;, > 0, tels que
vo@ =3  aju;. Précisément, )’ est une variété algébrique affine complexe irréductible,
d’anneau de fonctions réguliéres B’ = C[Q)'], et pour i = 1,...,n, on a uj(y) = m; , pour un

(G, B")-module admissible (m;, V;) tel que:
— W; = (V;)J engendre V; comme G-module,
— s engendre Endpg:(W;) comme B’-module.
Pour chaque y € 9, le 3 ;-module W;_,, = (V;,,)” est simple, et pour i # j, les 3 ;~modules
simples W; , et W, , sont non isomorphes.
Pour i = 1,...,n, notons (m;(1), Vi(1)) le (G, B')-module admissible défini par V;(1) = V;
et (1) = w ™ (m)’. Pour y € 9, la spécialisation m;(1), de m;(1) en y est donnée par

mi(1)y = “—’_l(ﬂi,y)g = miy(1).
L’application

(1) 29" = §(G), y = mi(1)y
est encore réguliére. Notons W;(1) le (H; ®c B')-module Vi(1)7 = (V;)” déduit de m;(1)
par passage aux points fixes sous J. Soit K’ = C(2)’) le corps des fractions de B’. Pour
i=1,...,n, les Hy-modules W, x» = K' ®p W; et K' ®p5 W;(1) sont simples (sur K'), et
lon note Ip le sous—ensemble de {1,...,n} formé des indices ¢ tels qu’ils sont isomorphes.
D’apres [L2, A.3], pour ¢ € Io, il existe un K'-automorphisme A; g/ de W; ks tel que

Aixr(wf-v) = gf Ak (v), feHsveE Wik,

oit 'on a posé °f = fo#™!. Puisque W, x: est de dimension finie sur K, il existe un ouvert 2);
de 9’ tel que A; ks induit par localisation un C[9);]-automorphisme de W;, disons A4;. Cela
munit W; d’une structure de (9{5, w)-module non dégénéré, 'action de 3{?, commutant a celle
de C[2);]. Soit T1; la w-représentation de G* d’espace V; = (Hxe) ®3¢, Wi correspondant au
(K%, w)-module W; (2.21). Notons que A; coincide avec la restriction de II;(8;) & Wi = (Vi)”.
Par construction, (IL;, V;) est un (G%,w, C[9:])-module admissible tel que pour y € 9, la
spécialisation II; , de II; en y est une w-représentation G-irréductible de G".

L’intersection ) = ﬂieIO 2, est un ouvert (dense) de %', et pour ¢ € Iy, 'application
réguliére

Y — Trro(G,w), y = pily) = iy

vérifie u5 (y) = pi(y), ot pj : Y — Irr(G) est Iapplication réguliére introduite en début de
démonstration. La composition des morphismes ¢’ : )’ — X et ) — 2)’ est un morphisme
dominant étale ¢ : ) — X, et pour y € 9, on a

Govodly) = 3 alul(y).

i€lp

Puisque par construction les applications p; (pour ¢ € Iy) sont deux—a—deux C*—disjointes,
la proposition est démontrée. O

COROLLAIRE. — Soit V1,...,Um : X — G(G) des applications réguliéres, et pi, ..., ln :
X — Irro(G”,w) des applications réguliéres deuz—a—deus C* ~disjointes. Soit X' I’ensemble
des x € X tels que {p5(z), ..., puo(x)} est contenu dans le sous—groupe de G1(G) engendré par
qovi(x),...,q 0vm(x). Il existe un morphisme dominant étale ¢ = Y — X tel que ¢~ (X')
est soit vide soit égal a Q) tout entier.

Démonstration. — D’aprés la proposition, il existe un morphisme dominant étale ¢ : ) — X
et des applications réguliéres A1,...,As : 9 — Irro(G%,w) tels que pour i = 1,...,m,
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Papplication g1 ov; 0 ¢ : Y — G1(G) se décompose en
S
qoviop=y ai\
j=1

pour des entiers a;,; > 0. Quitte & remplacer ) par un ouvert plus petit, on peut supposer
que les applications A7,..., A : Q) — Irrgy ,(G) sont deux—a-deux disjointes, et que pour
pour tout k € {1,...,n} et tout j € {1,..., s}, les applications u, 0 ¢ et Aj sont soit égales
soit disjointes. Supposons ¢ 1 (X') # (} et soit y € ¢~ (X). On a forcément n < s et quitte
a réordonner les \;, on peut supposer que uy o ¢ = A (k= 1,...,n). Par hypothése, pour
k=1,...,n, il existe des entiers bx,; (i =1,...,m) tels que

PR oY) =D bri Y aiii(y)-
i=1 j=1

Pour k=1,...,net j=1,...,s, on a donc

Zbk,iai,j = 0k,j-

i=1
Par suite ¢! (X') = 9 et le lemme est démontré. O
5.5. La partie ©' = ©%; (s) de © = O(s) est constructible. — Montrons que la paire

©’ C O satisfait au critére () de 5.3. On peut supposer que O’ est non vide. Soit (Mp, p)
une paire cuspidale standard de G telle que [Mp, p] € ©. Pour Q € P(G) tel que P C Q,
notons n¢q : P(Mp) — G(Mg) lapplication réguliére définie par

QW) = iB(¥p).

Pour Q° € P(G"), on définit comme en 5.3 la projection canonique qq,1 : $(Mg) — G1(Mg),

ot §1(Mq) est le sous—groupe de G(Mq) engendré par les représentations o € Irr(Mgq) telles

que wle? = 0.

Soit X une sous—variété localement fermée de ©. Puisque le morphisme
B(Mp) — O, ¢ = [Mp,¢p)

est dominant (et méme fini) étale, il existe une sous—variété X de B(Mp) telle que ensemble
{[Mp,9p] : b € X} est contenu dans X et le morphisme

X=X, ¥ [Mp,vp]

est dominant étale. D’aprés la proposition de 5.4, il existe un morphisme dominant étale
¢ :9 — X tel que pour chaque Q° € P(G') contenant PY, Papplication réguliére

g =ngod:Y — G(Mgq)

composée avec la projection canonique ¢g,1 : S(Mg) — G1(Mg) se décompose en

m(Q%)
qQ,1017Q = Z agh; /'L(?Qh,i
i=1
ou:
— HQE1y - Ml m(at) P Y — Irro(Mg,w) sont des applications réguliéres deux—a—

deux C*-disjointes;
— gk GQhm(Qh) SOnt des entiers > 0.



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 69

Posons n = m(G?) et p; = pgt; (1=1,...,n).
Pour Q% € P(G*) \ {G"} contenant P et i = 1,...,m(Q"), Papplication

Vg, = zg ONZgh,i 1Y = 5(G)

est réguliere. La famille des v ; : 2) — G(G) obtenue en faisant varier Q% (# G%) et i de cette
maniére, est notée {v1,...,vm}. L’ensemble des points y € 9 tels que {u7(y), ..., pun(y)} est
contenu dans le sous—groupe de §1(G) engendré par g1 ovi(y),. .., q1 ovm(y) est exactement
I’image réciproque du complémentaire (I{ﬂ@')e de XN©’ dans X par le morphisme dominant
étale

p=X—=X)o0d:— X
On conclut grace au corollaire de 5.4. Puisque ©’ vérifie la propriété (x) de 5.3, c’est une
partie constructible de ©. Cela achéve la démonstration de la proposition de 5.2.

5.6. Décomposition des espaces T4°(G%, w) et T (G?, w). — Pour tout sous-ensemble
Y de ©(G), on note Sc(G* w;Y) le sous-espace vectoriel de Gc(G*,w) engendré par les
IT € Irrc (G*, w) tels que Ogs ,(IT) € Y. On a la décomposition

Sc(GF,w;Y) = @D Ge(G*w
Yy

ot y parcourt les éléments de I'ensemble Y N Oy ,(G). Dualement, pour Y C ©(G), on note
Fy (G*,w) le sous—espace vectoriel de Sc(G?,w;Y)* formé des restrictions a Gc(G¥,w;Y) des
éléements de F(G¥, w), et pour & C B(G), on pose

Fe(G*,w) = Toe) (G*,w =] oG

s€6

On a la décomposition
w) =P F(G"w)
5

ol s parcourt les éléments de By ,(GY).

REMARQUE. — Pour s € B(G), notant z, 1’élément unité de 'anneau 35, on a l'égalité
Fo (G w) = 2, - F(G*, w). [ |
Posons
Ogr.(G) = [T &
s€B(G)

Pour Y C ©(G), on note §&5(G*, w; Y) la projection de Gc(G¥,w; V) sur §2#(G¥ w), et 'on
pose

FVH(Gw) = Fy (GF,w) NFH(GF,w) C SE°(GF,w; V)"
Pour & C B(G), on pose

3:%ls(Gh>"~}) = gjgl(SG) (Gh7 w)'

Pour QF € P(G*)~{G"} et X € Irrc(Mé,w), l’élément “igE(Z) de S¢.ina(GY, w) appartient &
Sc(GY,w; O(s)), ou s € B(G) est la classe d’équivalence inertielle de iq,q(0mg (X°)) € O(G).
On a donc ’égalité

SCmd(G w Z 9C1nd G w)ﬂg(C(G UJ,@( ))

s€B(G)
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Puisque G&%(G*, w)* C Gc(G%, w; GdGiE' w(G))*, on en déduit la décomposition
1s Gh @g;dls

ol s parcourt les éléments de ’ensemble SBdGth!w (G) = Bas. ., (Irr§™ (G%,w)) — le sous—ensemble
de B(G) formé des s tels que O35  (s) est non vide.

En remplacant F(G*,w) par fﬂr(G“,w), on définit de la méme maniére le sous—espace
Sﬂr,y(Gh,w) de Sc(Gh,w;Y)* (pour Y C ©(G)), et 'on pose fﬂr,@(Gh,w) = fﬂr,@(m(Gh,w)
(pour & C B(G)). On a la décomposition

g:trG w) @?@IEG w)

ol s parcourt les éléments de By ,(G). De méme, posant
Ty (GFw) = Fuy (G0) T (Ghw), Y CO(G),

et
Fis (GFw) = ??rl,se(e)(Gh7w), & C B(G),

w) = PF(Gw
5

ol 5 parcourt les éléments de BLE  (G).

Pour démontrer la surjectivité dans le théoréme de 4.8, il suffit de démontrer que pour
chaque s € B (G), Vinclusion

on a la décomposition

ra(GFw) C TG w)

est une égalité. En effet, supposons cette égalité prouvée. Alors puisqu’on a la décompo-
sition F45(G%, w) = @:TI=(G*,w) o 5 parcourt les éléments de %giw(G), on a l'égalité
Fi(GF,w) = F1¥(G%, w). En d’autres termes, pour tout élément ® € FU(GF, w), il existe
une fonction ¢ € H telle que & = ®,. Puisque P est une forme linéaire discrete sur G (G G* ,w),
la fonction ¢ annule les traces de toutes les représentations an (), P* € P(G*) ~ {G*},
¥ € Gc(M?E, w). En supposant, par récurrence sur la dimension de G, que le théoréme de 4.8
est vrai pour tous les sous-espaces tordus M5, P" € P(G") ~ {G"}, on obtient (grace a la
proposition de 4.7 et au théoréme de densité spectrale pour M2, P% € P(GH) < {G'}) que la
fonction ¢ est w—cuspidale.

Le lemme suivant est impliqué par la propriété d’indépendance linéaire des caractéres—
distributions des w-représentations G-irréductibles de G [L2, A.5, prop.].

LEMME. — Pour tout sous—ensemble fini Y de ©(G), on a l’égalité
Feey (Ghw) = Ge(GF,w; V)"
REMARQUE. — Notons que si le groupe P(G?) est fini, alors pour chaque s € %dcii L(G),

I'ensemble ©%5 (s) est fini (proposition de 5.2), et on a l'égalité cherchée:

Firs(GF,w) = SE°(G,w; ©(s))" = T (G*, w).
En effet, posant Y = @dGiE ,(8), d’aprés le lemme on a ’égalité
Firy (GF,w) = G (Ghw; V)" = Fy (G, w).

1l suffit ensuite d’intersecter ces espaces avec le sous—espace §3°(G?, w)* de Ge(G%,w)*. M



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 71

5.7. Surjectivité dans le théoréme de 4.8. — L’idée consiste & se ramener au lemme
de 5.6, comme dans [BDK, 4.2].

Rappelons que A¢ est le tore central déployé maximal de G. Choisissons une uniformisante
w de F et identifions le groupe Hom(A&,C*) a P(Ae) comme dans 'exemple de 2.12. Pour
u € H(Ag), on note z(u) I’élément de 3(G) défini par

z(u)x :/A u(a)m(a)da, w € Irr(Q);

oil da est la mesure de Haar sur Ag qui donne le volume 1 a Ag. L’algébre C[R(Ag)] des
fonctions réguliéres sur la variété P(Ac), identifiée a I’algébre de groupe C[AE], est une sous—
algebre de H(Ag); d’ott un morphisme d’algébres C[PB(Ac)] — 3(G). Pour chaque s € B(G),
on peut composer ce morphisme d’algébres avec la projection canonique 3(G) — 3s. Le
morphisme de variétés correspondant 7, : O(s) — P(Ag) est donné par

1s(0G (7)) = wrlag, € Bg'(s).

Notons que ce morphisme 7, est B(G)—équivariant pour 'action (algébrique) de P(G) sur
PB(Ag) donnée par (1, x) = (Y]ag)x, pour ¥ € P(G) et x € P(Ag).

Comme pour Ag, on identifie le groupe Hom(AZ,,C*) a P(Ags); ou (rappel) Ags est le
tore déployé maximal du centre Z% de G*. L’action de PB(G) sur B(Ag) induit par restricion
une action (algébrique) de PB(G?) sur P(Ags). L’application P(GY) — P(Aqs), ¥ — Ylag,
est un morphisme surjectif de groupes algébriques, de noyau fini (cf. 4.3). En particulier c’est
un morphisme fini, donc étale (puisqu’il est lisse).

Fixons s € %gi,w(G) et posons Y = @Ccl:it?,w@)- Posons aussi X = PB(Aqy). Par restriction,

7 induit une application 9(G")—équivariante 1y : Y — %, donnée par
My (O (D) = wnlaz, TG (Y).
Pour II € ac_:hl,w (Y) et i € P(GY), elle vérifie

ny (¥ - O o, (I1) = Yla, -0y (Oge (1))

Comme Y est union d’un nombre fini de P(G*)-orbites (proposition de 5.2), et que pour
chacune de ces orbites le stabilisateur dans (G¥) est fini, 'application 1y est un morphisme
fini étale de variétés algébriques affines lisses. Ainsi le comorphisme C[X] — C[Y] fait de
C[Y] un C[X]-module de type fini. En particulier, 'espace &y = G&°(G?,w; Y)* est un C[X]~
module de type fini pour 'action de C[X] donnée par (¢ € C[X], P € &y, I € Qéhlw (Y))

(- @)(IT) = p(wn|az, )O(IT).

En d’autres termes, C[X] opére sur £y via le morphisme d’algébres C[X] — 35,1, ¢ — 2,
donné par (z,)me = gp(o.zn|,4ugu )idy;, pour tout objet irréductible IT de Rs(G?, w), cf. 2.19. On
en déduit que les espaces Fy = FE (G, w) et Fy = Fis, (G*,w) sont des sous—C[X]-modules
de &y . L’action de Pec(GH) sur Gc(G?, w)* définie en 4.5 induit une action sur & (G* w)*,
et les espaces €y, Ty et T4 sont stables pour cette action.

Soit z € X correspondant a u : C[X] — C. Pour tout C[X]-module E, on note E;, la fibre
E®c(x),.C de E au-dessus de x. Comme le morphisme 7y : Y — X est fini et lisse, I’ensemble
Y, = 13" () est fini et la fibre C[Y], coincide avec C[Y3], i.e. la “fibre géométrique” au-dessus
de z est réguliére. D’aprés le lemme de 5.6, on a légalité F5. = Ey,. En d’autres termes,
posant p, = keru, on a l'inclusion

Fy CFy +ps-Ey.



72 GUY HENNIART & BERTRAND LEMAIRE

Posons & = &y /Ty et F= Iy /Fy C &. D’aprés I'inclusion ci-dessus, on a F C p, - € pour
tout = € X. Puisque & est un C[X]-module de type fini, il est localement libre en presque tout
point de X. Comme d’aprés le lemme 2 de 4.5, & est ‘,BC(Gh)féquivariant, il est localement
libre en tout point de ¥, et linclusion F C ps - € (z € X) implique que F = 0; ce quon
voulait démontrer.

6. Le théoréme de densité spectrale sur la partie discréte

D’apreés 4.9, le théoréme de densité spectrale est impliqué par I'injectivité de 'application
du théoréme de 4.8. C’est cette derniére que l'on établit dans cette section 6.

Dans les numéros 6.1-6.8 on identifie H(G?, w) & un facteur direct d’une variante tordue,
notée €(G*,w), du cocentre de la catégorie R(G) [D, 5.1]. Pour cela, on commence par
établir des résultats assez généraux dans un “contexte a la Morita” tordu (6.1-6.4). L’espace
€(G%, w) est naturellement muni d’une structure de 3(G)-module, et donc d’une filtration
topologique (6.12). I’idée — due a Bernstein — est de comparer cette filtration topologique
avec la filtration combinatoire donnée par les foncteurs de Jacquet (6.11). Le principe de la
démonstration est exposé en 6.10 et les détails apparaissent dans les numéros 6.13—6.25.

6.1. Trace tordue pour les modules projectifs de type fini. — Soit A un anneau (a
unité, mais pas forcément commutatif), et soit A% un A-bimodule, libre de rang 1 comme
A-module & gauche et aussi comme A-module & droite. Tout élément o’ de A* qui engendre
A% a gauche sur A4, ie. tel que A" = A - a?, définit un endomorphisme .4 de anneau A,

donné par

i i

ca="g(a)-a’.
Si de plus a¥ engendre A% & droite sur A, i.e. si a’- A = A% alors Yqu €st un automorphisme.
L’ensemble des générateurs a gauche et & droite de A% sur A, s’il est non vide, est un A*—
espace tordu, ot A* désigne le groupe des éléments inversibles de A. On le note A®X.

a

HyPOTHESE. — On suppose que AP est non vide.

DEFINITION. — Comme en 2.8, on appelle A%—module la donnée d’'un A-module V et
d’une application A" — Endz(V), a = (v = df - v) telle que pour tout a® € Ab tous
a,a’ € AettoutveV,ona

(a-a*-a)(v)=a-(a* (a -v)).
Un A'-module V est dit non dégénérési A" -V =V.

REMARQUE 1. — Fixons un élément aﬁ € A et posons y = Yal . Soit V un A-module.
Pour a € A et v € V, on pose

a-v=5""a) 0.
Cela munit V' d’une autre structure de A-module, disons V;,, et 'application
V’y_>Ah®AV,U0—>a5®’U
est un isomorphisme de A-modules. On en déduit que pour tout A-module V', I'application
Hom(V, V') = Homa (A" @4 V, A" @4 V'), u s id @ u

est un isomorphisme de A-modules. On identifie HomA(Ah @4V, A" @24 V') a Homa (V, V')
via cet isomorphisme. En particulier, via lidentification naturelle A" = A® @4 A, on a
I’identification

Homa(A* ®4 V, A%) = Homa(V, A). ]
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NOTATION. — Soit 1 un automorphisme de ’anneau A. On note A-n le A—bimodule défini
par
a-(a'-n)-a" =aa'nd”")-n, a, d,d €A
11 est libre de rang 1 comme A-module & gauche (resp. a droite), 1’élément ai =1la-7
appartient & (A-n)*, et 'on a v : = 7. Pour tout Af—module V, on identifie A* ®4 V a V,
1

via I'isomorphisme de la remarque 1.

Soit V' un A-module (& gauche). On pose
Vi=A'®4V, V™7 =Homa(V,A".

On dispose d’un accouplement Z-linéaire

Vx VS5 AT (0,0%) = (0,07) = 0" (v),
et V*! est muni d’une structure de A-module & droite: pour v* € V*! et a € A, on pose

(v,v" -a) = (v,v")-a, veEV.

On a aussi une application Z-bilinéaire

V™ x V — Homa(V, V%), (v",0) — [v", 0]
donnée par [v*,v](v') = (v',v*) ® v, v € V. Elle induit un morphisme de groupes

[]: V" @4V — Homa(V,VH).

L’anneau Enda (V') opére naturellement & gauche sur V, a droite sur V*b 4 droite sur

Homa(V, V%) et, vu comme Enda(V?) via 'identification de la remarque 1, aussi & gauche
sur Hom4 (V, V). Pour v* € V*% v, v’ € V et u € Enda(V), on a

", u(®)](v') = uov",v](v)

et

[v* o u,v](v) = [v*,v] o u(v’

).
En d’autres termes, [-,] est un morphisme de Enda(V)-bimodules. D’ailleurs il est plus
naturel de travailler avec ’anneau opposé B = Enda(V)°P. Ce dernier opére a gauche sur
V*f et a droite sur V, et a gauche et a droite sur Homa(V, V%), et 'application [-,] est un
morphisme de B—bimodules. D’autre part, Paccouplement V x V% — A% v @ v* — (v,v™)
vérifiant
(a-v,v") =a-(v,0"), (v,v"-a)=(v,0") " aq,
il induit un morphisme de A-—bimodules
() : Ve VH o A%

REMARQUE 2. — Posons V* = Homa(V, A) (= Hom(V? A%)). On note encore (-, -) les
accouplements Z-linéaires V x V* — A et VF x V* — Af. Tout comme V*, le Z-module
V* est muni d’une structure de (B, A)-bimodule, et ’on est dans un “contexte a la Morita”
tordu (cf. [CR, def. 3.53]): pour tous v, v’ € V, tout v* € V% et tout v'* € V*, on a

([o", 0] (v),0") = (W', 0") @ v, ™) = (v, 07) - (v,0").
Les résultats ci-dessous sont des variantes des théorémes de Morita [CR, 3.54]. n
LEMME. — Si V est projectif de type fini comme A—module, alors l’application
[,]: V" @4V — Homa(V,V?)

est un isomorphisme de B-bimodules.
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Démonstration. — Fixons un élément ati € A%* et posons y = Ya%. Notons W le A-module
V tordu par v, c'est-a—dire le A-module V-1 (cf. la remarque 1), et identifions V, a vt
via Papplication v — a? ® v. De méme, identifions les A-modules (& gauche) A, et A via

I’application a a”1 - a. Alors on a les identifications

Hom (W, A) = Homa(V, A,) = V**

et
Hom (W, V) = Homa(V, V;) = Homa (V, V?).

D’aprés [CR, prop. 2.29], Papplication [-, -] est un isomorphisme de groupes additifs
HOH’IA(VV7 A) RaV — HomA(W, V)

D’ou le lemme. O

Notons Z(A) le centre de A, et pour z € Z(A), notons zy le A-endomorphisme de V
défini par zv(v) = z - v, v € V. L’application

Z(A) = B,z zv

identifie Z(A) & un sous—anneau de B.

Notons A° le Z(A)-module (a gauche) quotient de A% par le sous-groupe — en fait un
sous—Z(A)-module — engendré par les commutateurs a - b* — b° - @ pour a € A et b* € A",
L’action & droite de A sur A" munit aussi A® d’une structure de Z(A)-module a droite, qui
coincide avec la précédente: pour a € A et b € A% on a b* - a = a - b". D’autre part Z(A)
opére via B & gauche sur V*f et & droite sur V, et les deux actions induites sur yeh RaAV
coincident. L’accouplement Z-linéaire V*% x V — A% (v*,v) — (v,v*) induit, par passage
aux quotients, un morphisme de Z(A)-modules (& gauche ou a droite)

BV @4V — A%
Si V est projectif de type fini comme A-module, notant o application inverse (lemme)
[ ] : Homa(V, V%) - V¥ @4V,
on peut alors définir une application “trace tordue” :
trgx = try_gx - Homa (V, V) <5 V™ @, v 25 A%
C’est un morphisme de Z(A)-modules.

REMARQUES. —  (3) Dans le cas non tordu (A* = A), si V est un générateur projectif
de type fini de la catégorie des A—modules, e.g. un A—module libre de type fini, alors
Papplication (-,+) : V. ®p V* — A est un isomorphisme de A-bimodules [CR, 3.54].

Dans le cas tordu, lapplication (-,-) : V ®p V*E 5 A nest en général pas un
isomorphisme de A—bimodules, méme si V' est un générateur projectif de type fini de
la catégorie des A—modules. Elle l'est si de plus le A—module V# est isomorphe & V/,
c’est—a-dire si V est muni d’une structure de A*-module non dégénéré (cf. 6.2). Le
point, qui nous sera utile par la suite, est que I’on n’a pas besoin de cette structure
supplémentaire pour définir 'application trace tordue try. 4.

(4) L’application V +— V% = A"®4 V définit un automorphisme fonctoriel de la catégorie
Mod(A) trivial sur les fleches (cf. la remarque 1). En particulier, il préserve la propriété
d’étre:

— un A-module projectif de type fini;
— un générateur de Mod(A). |
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6.2. Trace tordue (suite). — Continuons avec les hypothéses et les notations de 6.1.
D’aprés la définition de 6.1, un A°~module V est un A-module muni d’un morphisme de
A-modules vy : VI = A"®@4 V — V. Si V est un A*—module, alors pour tout a® € A% et
tout v € V, on a ’égalité
v (a® @v) =d* v,
et V est non dégénéré si et seulement si vy est un isomorphisme. En ce cas, 'y;l appartient a
l’ensemble Isom(V, Vh) des isomorphismes A-linéaires de V sur V9, lequel est un Aut a(V)-

espace tordu. Pour tout A*~module V, on note
vy VO = Homa (VP A%) (= Homa(V, A))
I’adjoint de v, donné par
(@ @v, 5 (@) = (a*-v,0"), a"e AL veV, v e Vh
C’est, un morphisme de A—modules & droite, et un isomorphisme si V' est non dégénéré.
REMARQUE. — Fixons un élément ai € A" et posons v = Va4 . L’application
va: AY 5 A, aiwzb—)’y(a)

est un isomorphisme de A—modules, qui munit A d’une structure de A"~module non dégénéré.

Remplacer ag par a’lh = abl -y pour un u € A revient a remplacer v par 7' = yoInta(u) et

ya par v 1 AY = A, a® — ya(a®)y " (u). ]

LEMME. — Soit V un A*—module non dégénéré. Si V est un générateur projectif de type
fini de la catégorie des A—modules, alors lapplication

() Ve V™ - A"
est un isomorphisme de A-bimodules, ot l’on a posé B = End 4 (V)°P.
Démonstration. — D’aprés [CR, 3.54], les propriétés suivantes sont vérifiées:
— V* =Homa(V, A) est un B-module projectif de type fini,
— Tapplication V' — Hompg (V™ B), v — [, v] est un isomorphisme de B—modules,
— Dlapplication A — Endg(V*)°?, a — (v* + v* - a) est un isomorphisme d’anneaux.

Identifions ’anneau B a End4(V*)°P et le (B, A)-bimodule V* & Homy (V¥ A%) comme dans
la remarque 1 de 6.1. L’isomorphisme de A—modules & droite

W |ZARE Ve

est aussi un morphisme de B-modules & gauche, i.e. un isomorphisme de (B, A)-bimodules.
En particulier, V*f est un B-module projectif de type fini. D’autre part, Papplication

B—>B,ui—>7vouo'y‘;1

est un automorphisme d’anneau, que ’on note 1. Notons B" le B-bimodule B - n (cf. 6.1),
et posons X = V™. Le B-module X est muni d’une structure naturelle de B*~module non
dégénéré, donnée par ’isomorphisme de B—modules

nx B @ X = X, (u-n)@v =g (u) v =07 on T (u).
On peut donc lui appliquer le lemme de 6.1: "application
[-,-] : Homp(X, BY) ®3 X — Homp(X, B* @5 X)

est un isomorphisme de C—bimodules, o 'on a posé C' = Endp(X)°P. Reste a identifier ces
modules & ceux de I’énoncé.
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Pour v* € X et u € B, on a
((u) -v)oyv =u- (v o).
Notons W' le (B, A)-bimodule X, -1 (cf. la remarque 1 de 6.1), c’est-a-dire le A-module
a droite X muni de la structure de B-module (4 gauche) tordue par 1. D’aprés 1'égalité
ci—dessus, 'application
W — Horn,q(Vh7 Ah) =V v = v oy

est un isomorphisme de (B, A)-bimodules. Identifions W & V* via cet isomorphisme. On a
aussi les identifications naturelles B! = B, et B'®p X = X;,. D’ou les identifications

Homp (X, B*) = Homp(W, B) = Homp(V*, B),
Homp(X, B* ®p X) = Homg(W, X) = Homg(V*, X),

et
C = Endp(W)°? = Endp(V")°".

Or d’aprés les résultats rappelés au début de la démonstration, ’application
V — Homp(V™, B), v+ [, v]
est un isomorphisme de (A, B)-bimodules, et Papplication
A= Endg(V)®, a— (v" =" -a)
est un isomorphisme d’anneaux. On en déduit que ’application
A" = Homp (V5 V™), a% s (v° — 0™ - a?)
un isomorphisme de A—bimodules, ot I'on a posé
(v, 0" -a*) = (v,v")-a*, weV,v eV at e A"

D’ou le lemme. O

Pour tout A-module V, on note Hom4(V,V?) le Z(A)-module (& gauche) quotient de

Homa (V, V) par le sous—Z(A)-module engendré par les commutateurs o - u — u - o pour
a € Homa(V, V) et u € Enda(V)°P = Enda(V#)°P.

PROPOSITION. — Soit V un A*—~module non dégénéré. Si V est un générateur projectif de
type fini de la catégorie des A-modules, alors l’application trace tordue tr 45 = try, 4n induit
par passage au quotient un isomorphisme de Z(A)-modules

tr 4 :EV,Ah : Homa(V, Vh) — Af.

Démonstration. — Posons B = Enda(V)°P (= Enda(V%)°P). Notons [V*f @4V, B] le sous—
groupe de V**®4 V engendré par les commutateurs (v* ®v) -1 —u- (v* ®v) pour v* € V*F,
v € V, u € B. De méme, notons [V ®p \7ash A] le sous—groupe de V ®p V*f engendré par
les commutateurs (v ®p v*)-a —a- (v®p v*) pour v € V, v* € V* a € A. Posons
VSE@AV =V @aV/[VE@aV, B
et
Vep V=V V" /[Ves Vi Al
L’application
VXV 5V x VY (0%, 0) = (v,07)

induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes

Vi @4V -5V @p VE,
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D’autre part, l'isomorphisme de B—bimodules (lemme de 6.1)
[]: V" @4V — Homa(V,V?)
induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes
[ ]: V*E@a V — Homa(V,V?),
et isomorphisme de A-bimodules (lemme ci-dessus)
() : Vo V*F
induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes

(Y : Ve Vol - A

D’ott un isomorphisme de groupes
(,)0d oﬁil : Homa (V, Vh) — A%

qui n’est autre que tr44. On conclut en remarquant que puisque tr,; est un morphisme de
Z(A)-modules, tr 44 Pest aussi. O

6.3. L’isomorphisme €'(A%) ~ A°. — Dans ce numéro et dans le suivant, on continue
avec les hypothéses et les notations de 6.1 et 6.2. Rappelons que pour tout Af-module
V, on a noté vy le morphisme de A-modules Vf = A @,V = V,d* @ v — a® - v. Un
morphisme de A% modules u : V — V' est par définition un morphisme de A-modules tel
que uovyy = vy ou. Si de plus le A" module V est non dégénéré, alors pour tout A*~module
V' et tout morphisme de A-modules u : V — V', on peut poser

U=~y ouory € Homa(V? V%) = Homa(V, V).

C’est encore un morphisme de A-modules, et & = u si et seulement si u est un morphisme
de A*—modules. On note:
— Mod(A"?) la catégorie formée des A*~modules non dégénérés munis des morphismes
de A*-modules (c’est une catégorie abélienne);
— Mod(A4, Ah) la sous—catégorie pleine de Mod(A) formée des A*—modules non dégé-
nérés (c’est une catégorie additive, en général non abélienne).
On a donc
Ob(Mod(A%)) = Ob(Mod(A, A%)) C Ob(A),
et pour V, V' € Ob(Mod(A%)),
HomMod(Ah)(Va V') c HomMod(A,Ah)(Vz V') = Homyjoa(a) (V; V')

Si A® = A, les trois catégories Mod(A), Mod(A, A") et Mod(A?), coincident. En général ce
n’est pas le cas, ce qui est la source de difficultés nouvelles, aucune de ces trois catégories
n’étant vraiment adaptée aux constructions qui suivent: Mod(A) a trop d’objets, Mod(A")
n’a pas assez de fléches, et Mod(A, Ah) n’est pas abélienne.

Soit €'(A%) le groupe abélien — en fait un Z(A)-module, voir plus loin — défini comme
suit. C’est le groupe abélien libre de base les paires (V,u) ou V est un A*-module non
dégénéré, projectif @ de type fini comme A-module, et u est un élément de Enda(V),
quotienté par les relations:

— (Viu)+ (V') = (V,u +u'); ,
— (V,u' ou) = (V',wou) pour tous morphismes de A-modules V5% V' et V' 5 V.,

1. Le “? dans la notation €'(A%) correspond a I’adjectif “projectif”. On verra plus loin (6.4)
comment supprimer cette hypothése de projectivité.
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On note [V, u)’ I'élément de €'(A%) défini par une paire (V, 1) comme ci-dessus, et ’on munit
€’'(A%) de la structure de groupe abélien donnée par

Vi,ua] + [Va,uz) = [V X Va,ur X ug)'.

REMARQUE 1. — La seconde relation définissant € (A®) implique la relation suivante:
— (V,u) = (V',u') &'l existe un isomorphisme de A-modules V% V" tel que v/ 0 a =
aou.
En effet, on a v’ = (@ou)oa”
faible) suivante:

et a=! = @ *. En particulier, on a aussi la relation (plus

— (V,u) = (V',u/) 'l existe un isomorphisme de A%*modules V' % V' tel que
w oa=aou. [ ]

Le centre Z(A) de A opére sur €' (A%) via la formule:
z: [Vv u]/ = [Vvv zv © U]/, z € Z(A)7 [VY, U]/ € G(Ah)

Cela munit €'(A") d’une structure de Z(A)-module ®. Fixons un élément a? € AP* et
posons ¥ = .. L’automorphisme v de A induit par restriction un automorphisme de Z(4),
qui ne dépend pas du choix de a?. On note Zat = Z(A), l'anneau quotient de Z(A) par
I'idéal, disons Jz = Jz (A“)7 formé par les commutateurs tordus

v Ha)b—ba=b(y "(a) —a), a,be Z(A).
(Pest encore un anneau a unité, et puisque pour tout [V, u]’ € €'(Af) et tout z € Z(A), on a
V,2v ol = [Vyuo o] = [V, & oul' = [V,r(s)v o,

action de Z(A) sur €'(Af) se factorise & travers Z 4t.
Les principales propriétés de G’(Ah) sont décrites dans le lemme suivant. Son énoncé
nécessite d’introduire quelques notations:
— Soit un entier k > 1. Posons A = A - 4%, et soit W un Ap—module non dégénéré,
c’est-a-dire un A-module muni d’un isomorphisme 7, de W,k sur W. On définit
comme en 2.5 un A*~module non dégénéré (V,vv) = v (W,¥%,): on pose

V=WxW,-1x-.. x Wy—kt1
et ’on note vy = 1x(75,) isomorphisme de V sur V défini par

’YV(’U07 . ,kal) = (Ul, cee 7'0197177";/('”0))7

ol 'on identifie V, a V¥ via I'isomorphisme V, — Vi v a'i ® v. Si W est projectif
de type fini comme A-module, alors V' = ¢ (W) l'est aussi.

— Pour tout Amodule non dégénéré V et tout A"—automorphisme b de V, on note
b-V le A-module V muni de la structure de A°-module non dégénéré donnée par
YoV :bO’yV :’yvob.

LEMME. — (1) Soit un entier k > 1, et soit W un Ap—module non dégénéré, projectif de
type fini comme A-module. Alors pour tout A—endomorphisme de 1x,(W) de la forme
U X - X up—1, w; € Enda(W) = Enda(W,—), on a Uégalité dans €' (A%)

[Lk(W),uO X e X ukfl]/ = 0.

2. Notons que si A est muni d’une structure de R—algébre pour un anneau commutatif R, alors
(e (Ah) est a fortiori un R—-module. En pratique, nous n’aurons a considérer que des anneaux A qui
contiennent dans leur centre un anneau ncethérien R faisant de A un R—module de type fini.
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(2) Soit (V,u) une paire formée dun A"-module non dégénéré V, projectif de type fini
comme A-module, et d’un élément u de Enda(V'), et soit b € Aut 44(V). On a l’égalité
dans C'(A%)
[b-V,bou] =[V,u].
Démonstration. — Montrons (1). Posons V' = (W), et soit u = uo X - - - Xug—1 € Enda(V),

u; € Enda (W), comme dans I'énoncé. Posant i = fi; oug oy et (rappel) @ = vy ouo~y,, ',
on a

Pour ¢ =0,...,k—1, notons p; : V. — W,—i la projection canonique, et posons a; = u; o p;.
Cest un élément de Homa (V, W,~i) C Enda(V), et @ = yv 0 a; 0 vy, est un élément de
Enda(V, W,-i+1), ot 'on a posé¢ W, = W, —x+1. Comme @; op; =u; op; op; =0, on a

[V7 ai]l = [V7pl o ai]/ = [Vval opi}l =0.

Puisque © = ao + - - - + ax_1, d’aprés la loi d’additivité dans €’ (A"), on obtient
k—1
V,ul =) [V,ai] = 0.
i=0

Montrons (2). Posons V' = b-V et identifions u € End (V) & un élément de Hom 4 (V, V'),
disons u1. De méme, identifions idy & un élément de IsomA(V', V), disons usz. On a

Yvroui oy =uyt obol, U=ryvouoyy',
et d’aprés la relation de commutation dans €'(A%), on a
[V,u) = [V,ug our]) = [V, (ywr our oy ') oug) = [V, bodl]’;
ot 'on a identifié bow a uy ' o (bow)ous € Enda(V'). Puisque [V,u]’ = [V,yy' cuoyy], en

remplagant u par 7;1 ouoyy dans le raisonnement ci—dessus, on obtient ’égalité cherchée. [

REMARQUE 2. — Notons Z(A%) le commutant de A% dans Z(A). On a donc
Z(A) ={z € Z(A): y(2) = z}.
C’est un sous-anneau de Z(A). Pour z € Z(A%)* et V un A* module non dégénéré, on note

V. le A—module V muni de la structure de A°~module donnée par

h

dtov=z"(a"v)=d"(z-v), d"eAveW

Autrement dit on a
W =2y e =qvozy
D’aprés le lemme, pour toute paire (V, u) formée d’un A*—module non dégénéré V, projectif

de type fini comme A-module, et d’un élément u de Enda(V), et tout élément z de Z(A%)*,
on a l'égalité dans C(A%)

Va,u]’ = [z;l Vou) =[V,zvoul. [ |

PROPOSITION. — L’application (V,u) + tr 41 (u o ;") induit un isomorphisme de Z(A)-
modules

/ b ~oqh ’ —h
C(A") — A% [Viu] = q
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Démonstration. — Pour une paire (V,u) formée d’un Af—module non dégénéré, projectif de
type fini comme A-module, et d’un élément u de Enda(V), la fleche a,, = uo 'y;l (Vo VE
est un élément de Hom 4 (V, V%), et Pélément tr 45 (cv,) de A® est bien défini. Rappelons que
pour toute paire (V,u) comme ci-dessus, on a I'égalité dans €' (A%)

[Viu]" = [v,a]"

On en déduit — la vérification est immédiate — que application (II,u) — tr s (aw) se
factorise en un morphisme de Z(A)-modules

¢'(AY) = A%, Vo] = aly 0,

et il s’agit de montrer qu’il est bijectif.

Fixons un élément ai € A"* et posons y = Yab

Pour la surjectivité, reprenons le A°~module non dégénéré Vi = A de la remarque 2 de
6.1: on a Vi = A% et vy, : V¥ = Vi est donné par yv; (a - a) = y(a). Soit a* € A% Relevons
@ en un élément o’ = a - at'l de Ah, et notons u, le A—endomorphisme v — v -a de V;i. Alors
on a tr 4 (uq o'y;ll) =a’.

Quant a Uinjectivité, soit une paire (V,u) formée d’un A%-module non dégénéré, projectif
de type fini comme A-module, et d'un élément v de End4 (V). Puisque V est projectif de
type fini comme A-module, il existe un A-module de type fini W tel que le A—module V x W
est libre. Montrons que I'on peut choisir un tel W muni d’une structure de A*~module non
dégénéré. Choisissons un isomorphisme de A—modules i : V x W — A™. Posons V' = i(V),
W' = i(W), et notons e I'idempotent de M, (A) défini par e|ys = idy- et e(W’') = 0. On a
donc V' = e(A™) et W' = (1 — €)(A™). Pour chaque entier k > 1, Pautomorphisme v de A
induit un automorphisme de A* = A x --- x A (k fois) et un automorphisme de My (A), que
I’on note encore . Posons j = i|y : V. —= V' et

J=ro0jony 1V = a(V) = v(e)(A™).
D’otl un isomorphisme de A-modules
Joi Tl e(A") T a(e)(Am).
Plongeons [ = M, (A) x M,,(A) diagonalement dans Mz, (A), et notons e I'idempotent (e, 0,)
de I. On a donc e(A?™) = V' C A?" et y(e) = (y(e),0,). Montrons que e et y(e) sont
conjugués dans GLa,, (A). Notons a (resp. 3) le A—endomorphisme de A™ prolongeant joj ™!
(resp. j o j71) par 0 sur W’ (resp. sur v(W')). On a les relations
Boa=e, aof=r(e)
et
vyle)oa=aoe=a, eof=pLox(e)=0.

Notons s et t les matrices par blocs de taille n X n données par
_f 0n 1, [ 1—e 154
S_< ln On )’ t_( « 1—’}/(6) )

82 = 1ap t2:12n7 toeot=so~vy(e)os.

On a

Par suite, posant g = s ot € GL2,(A), on a bien

goeog ' =7(e).
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Posons W = (1 — e)(A*"). L’isomorphisme de A-modules A?" — A*", z + ~(z) induit un
isomorphisme de A-modules

W, = y(W) = (1-7(e))(A*") =go (1l —e)og ' (A™) = g(W).

D’ott un isomorphisme de A-modules

W, =W,z g "oy(z).
En le composant avec l'inverse de 'isomorphisme de A-modules

W, > Wiz=A"@i W,z d o2,
on obtient un isomorphisme de A-modules
yw o W W
L’application
VW = A (v,w) — j(v) +w

est un isomorphisme de A-modules, et le A—module V x W est muni d’une structure A°—
module non dégénéré donnée par vy xw = Yv X yw. Puisqu’on a ’égalité

V,u] = [V x W,u x 0w]’,
on peut supposer que V est libre comme A-module. Alors V' est un générateur projectif de
type fini de la catégorie Mod(A), et d’apreés la proposition de 6.2, si tr 44 () = 0 dans A%,
alors 'image de o, dans Hom(V,V?) est nulle, et [V,u]’ = 0 dans €'(A%). Cela achéve la
démonstration de la proposition. O

REMARQUE 3. — D’aprés la démonstration de la proposition, €' (A") est engendré (comme
groupe abélien) par les paires [V, u] o V est un A*-module non dégénéré, libre de type fini
comme A-module, et u € Enda (V). [ ]

6.4. Variante (sur la condition de projectivité). — L’isomorphisme €'(A%) ~ A% de
la proposition de 6.3 n’utilise pas vraiment la structure de A"-module non dégénéré sur
les A—modules projectifs de type fini V, mais seulement ’ensemble Hom 4 (V, Vh). Soit donc
@, (A% le groupe abélien libre de base les paires (V,a) out V est un A-module projectif de
type fini, et « est un élément de Homa (V, V?), quotienté par les relations:

— (Vi) +(V, CM/) =V,a+ CM/);

— (Vyuoa) = (V' aou) pour tout a € Homa(V,V'?) et tout u € Homa (V' V).
Comme pour €'(A?) — cf. la remarque 1 de 6.3 —, la seconde relation ci-dessus implique la
relation suivante:

— (V,a) = (Vo) 8l existe un a € Isoma(V, V') tel que o/ =aoaoa™".

On note [V, a], I'élément de €, (A?) défini par une paire (V, o) comme ci-dessus. Comme
en 6.3, on munit €, (A") de la structure de Z(A)-module donnée par:

— [Vi,aa] 4 [Vo, aa]i = [Vi X Vo, a1 X a2y

— z-[V,al, =[V,zv o]}, 2 € Z(A).

LEMME 1. — Soit (Vi,a;), i =1, 2, 3, des paires formées d’un A-module projectif de type
fini Vi et d’un élément a; de Homa(Vi, V), et soit
0=V 3 1 3V3—50

une suite exacte courte de A—modules telle que a1 o0a = aoag et azob = boas. On a l’égalité
dans €, (A%
Vi, a1l = [Va, a2l + [V3, as)’.
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Démonstration. — Puisque le A—-module V3 est projectif, la suite exacte est scindée: il existe
un morphisme de A-modules ¢ : V3 — Vi tel que bo ¢ = idy,. Posons Wy = a(V4) et
W3 = ¢(V3). On a la décomposition Vi = Wa x W3. De plus oy induit par restriction un
élément 2 de Homy (W, WQH), et coazob: Vi — Vi induit par restriction un élément 3
de HOH]A(W;;,W:E). Puisque les morphismes de A-modules Vo —— Wy et W3 LN V3 sont
bijectifs et qu’ils vérifient S2 ca = ao as et az ob = bo B3, on a les égalités

Va, azli = [Wa, B2]s,  [Va,asli = [Wa, Bs]i.
Notons 81 I'élément B2 x B3 € Homa(V4, Vlh). D’aprés la relation d’additivité dans €/ (A%),
on a ’égalité
V1, Bl = [Wa, aaly + [W3, as]’.
Posons p = a1 — 1 € Homy (V4, Vlh), et soit p : Vi — Wa C Vi la projection orthogonale par

rapport & W3 (on voit p comme un élément de Enda(V41)). On a plw, = 0 et u(Vi) C Wa,
et pour wz € W3, on a a;(w3) = po ai(ws) + B1(ws). On en déduit I'égalite

M =PpOx —Q10DP.
D’aprés les relations d’additivité et de commutation dans €, (A%), on a donc [Vi, u]}, = 0 et
[‘/17051]; - [‘/17ﬂ1 + ,LL]; - [‘/1761}; + [‘/17/1/]; = [Vhﬁl];’

D’ou le lemme. O

PROPOSITION. — L’application (V,a) — tr 45 (@) induit un isomorphisme de Z(A)-modules

CL(A") = A%, [Viall = ady -

Démonstration. — La démonstration est la méme que celle de la proposition de 6.3, en plus
simple puisque pour 'injectivité on n’a pas besoin de construire un supplémentaire W de
V qui soit muni d’une structure de A*—module non dégénéré. Précisément, pour une paire
(V, ) formée d’'un A-module projectif de type fini V et d’un élément o de Homa (V, V),
on choisit un isomorphisme de A-modules i : V x W —» A™ comme dans loc. cit., et 'on
munit V x W de la structure de A°-module non dégénéré déduite via i de celle sur A™.
Puisque [V, a], = [V x W,a x Ow],, si tr s (a) = 0 dans A?, alors d’aprés la proposition de
6.2, 'image de o dans Hom 4 (V, V?) est nulle, et [V, ], = 0 dans €, (A"). O

COROLLAIRE 1. — L’application (V,u) — (V, uov;l) induit par passage aux quotients un
isomorphisme de Z(A)-modules

(A" =5 CL(AY), [V,u] — [V,uory ']

COROLLAIRE 2. — Soit (Vi,u:), i = 1,2, 3, des paires formées dun A%-module non
dégénéré V;, projectif de type fini comme A-module, et dun élément u; de Enda(V;), et
soit

0*>V1i>V3*b>V2*>0

une suite exacte courte de A—modules telle que usoa = aouy et ugob = bo us. On a l’égalité
dans €' (A%)

[Vs,us) = [Vai,u1] + [Va,uz]’.
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On s’intéresse maintenant a la condition de projectivité. Soit (V, «) une paire formée d’un
A-module de type fini V et d’un élément o de Hom 4 (V, Vh). Supposons que V' posséde une
résolution projective bornée de type fini, c’est—a—dire qu'’il existe une suite exacte longue de
A-modules de la forme

0= Va—=Vig == Vi—=Vo SV =0,

ot les V; sont des A-modules projectifs de type fini. Le A-module V7 est lui aussi de type
fini, et la suite exacte ci-dessus donne une résolution projective bornée de type fini de V*:

0= Vi Vi, sV VESVIiso,

Choisissons un morphisme de chaines ce = (c;)% g, a; € Homa(Vi, Vi), qui reléve a au sens
oll o€ = €0 ap. Ce relévement est unique & homotopie de chaines prés, et 'on pose

d

(*) tr 44 () = Z(—l)itrm (a;) € A"

i=0
Pour i =0, ...,d, la paire (V;, ;) définit un élément [V;, i), de €, (A%), et 'on pose

d
() Viale =Y (—1)'[Vi, aull € €L(A%).

=0

Soit €,(A") le groupe abélien libre de base les paires (V,a) ot V est un A-module de
type fini, et @ est un élément de Homa (V, Vh), quotienté par les relations:
— (V,a) = (Vi,01) + (V2, a2) pour toute suite exacte courte de A-modules

0=Vis Va0

telle que coa=aoaj et asob="boq;
- (Vv a) + (Vv O/) = (V,CE + O/);
— (Vyuoa) = (V' aou) pour tout a € Homa(V,V'?) et tout u € Homa (V' V).
On note [V, a], I'élément de €, (A?) défini par une paire (V,a) comme ci-dessus, et comme
plus haut, on munit C,(A%) de la structure de Z(A)-module donnée par:
— V1, a1l + [V, @2]s = [Vi X Vo, a1 X azls;
— z-[Vial = [V,2v 0 als, 2 € Z(A).

COROLLAIRE 3. — Supposons que tout A-module de type fini V' posséde une résolution
projective bornée de type fini. L’application (V,a) — [V, ], induit par passage au quotient
un isomorphisme de Z(A)-modules

C.(A") =5 €L(AY), [V,al. = [V,all,

et Uapplication (V, ) — trn(a) induit par passage au quotient un isomorphisme de Z(A)-
modules
€A% =5 A, [Vialu s @y -

Démonstration. — D’aprés (%) et la relation sur les suites exactes dans €, (A%), Papplication
C.(A%) — €L(AY), [V,a]s — [V,a]. est bien définie, et c’est un morphisme surjectif de
Z(A)-modules. Il est scindé par application naturelle €, (A%) — C.(A?%), [V,a]. — [V, a4,
elle aussi surjective d’aprés la relation sur les suites exactes dans C, (Ah). D’ou la premiére
assertion du corollaire, et aussi la seconde (d’aprés le corollaire 1 et la proposition de 6.3). [
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Pour une paire (V,u) formée d’un Af-module non dégénéré V, de type fini comme A—
module, et d’un élément u € Enda(V), on pose

{V,u} = [Vuory ). € Cu(A%).

On note C(A%) le sous—groupe de C,(A?) — en fait un sous-Z(A)-module — formé des
éléments {V,u} comme ci—dessus.

COROLLAIRE 4. — Supposons que tout A—module de type fini V posséde une résolution
projective bornée de type fini. On a l’égalité

C(A%) = e, (A%).

Soit enfin C(A") le groupe abélien libre de base les paires (V,u) ott V est un A*module
non dégénéré, de type fini comme A-module, et u est un élément de Enda(V'), quotienté par
les relations:

— (V,u) = (Vi,u1) + (Va,u2) pour toute suite exacte de A*~modules

0=Vis Va0

telle que uoa =aowuy et ugob="bowu;
— (Vou) + (V') = (V,u+u');
— (V,u' ou) = (V',wowu) pour tout u € Homa(V, V') et tout u’ € Homa(V', V).
On note [V,u] 'élément de C(A") défini par une paire (V,u) comme plus haut, et ’'on munit
C(A%) de la structure de Z(A)-module donnée par:
— [Vl,’lL1] —+ [Vz,uﬂ = [Vl X Vz,al X az];
— z-Vyul =[V,zv oul, z € Z(A).
Soit aussi $(A%) le sous-groupe — en fait un sous—Z(A)-module — de C(A?) engendré
par les éléments de la forme
[V, u] — [V, u1] — [Va, ug]
ou
0VisV 5150
est une suite exacte de A—modules telle que uoa =aou; et ugob = bouw.
L’application [V,u] — {V,u} induit par passage au quotient un morphisme de Z(A)-
modules
C(A%) = C(A%), [Viu] = {V,u},
dont le noyau contient $(A%).

REMARQUE 1. — Le lemme de 6.3 reste vrai si 'on remplace €' (A") par €(A”). ]

REMARQUE 2. — Soit V un A-module de type fini. Supposons que V posséde une réso-
lution projective bornée de type finie

0= Va=sVig ==V SV 0.

Quitte a remplacer les V;, on peut supposer que pour ¢ = 0, ...,d—1, le A—module V; est libre.
Alors pour i = 0,...,d — 1, on peut choisir un isomorphisme de A-modules ¢; : V; — A™
et munir V; de la structure de A"*-module non dégénéré déduite via ¢; de celle sur A™ . Les
fleches Vi — Vi1 (i = 1,...d — 1) ne sont bien siir a priori pas des morphismes de A"
modules, et si de plus V et Vg sont munis d’une structure de A%module non dégénéré, les
fleches Vo = V et Vy — Va_1 ne sont a priori pas non plus des morphismes de A*—modules.
D’ailleurs si V est un A"~module non dégénéré, de type fini comme A-module, qui posséde
une résolution projective bornée de type fini, il n’est en général pas possible de choisir une
telle résolution qui soit en plus une suite exacte longue dans Mod(A“). |
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Considérons les propriétés P1 et P2 suivantes:
P1: pour tout A'—module non dégénéré V, de type fini comme A-module, il existe une
suite exacte longue de A-modules
0= Va=Vig— - =Vi=Vy SV =0,
ot les Vi sont des A"—modules non dégénérés, projectifs de type fini comme A-modules.
Py: pour tout A'—module non dégénéré V, de type fini comme A-module, il existe une
suite ezacte longue de A*-modules
0= Va—=Vig—-=Vi=sVy SV =0,
ot les Vi sont des A"—modules non dégénérés, projectifs de type fini comme A-modules.

On a donc l'implication
Py = P;.

Seul le point (1) du lemme suivant sera utilisé dans la suite. Quant aux points (2) et (3), il
nous a semblé utile de les énoncer pour fixer les idées, bien que nous n’ayons pas démontré
la propriété P2, ni la propriété P1, dans le cas qui nous intéresse ici (6.6-6.8).
LEMME 2. — Supposons que tout A-module de type fini posséde une résolution projective
bornée de type fini, et soit p le morphisme de Z(A)-modules C(A%) — C(A%), [V,u] — {V,u}.

(1) Le morphisme p est scindé par Uapplication naturelle @' (AF) — C(AY), V,u] — [V, u],

ot Uon identifie €' (A") a C(A") wvia les isomorphismes des corollaires 1 et 3.

(2) Supposons que la propriété Py est vérifiée. Alors ker p = S(A%).

(8) Supposons que la propriété Py est vérifiée. Alors p est un isomorphisme.
Démonstration. — D’aprés le corollaire 4, on a légalité C(A%) = €,(A%), et d’apres les
corollaires 1 et 3, Papplication €' (A%) — C.(A%), [V,u]' + [V,u o7y '], est un isomorphisme
de Z(A)-modules. Identifions C(A%) a €’(A%) via cet isomorphisme. L’application naturelle
1:C(A%) = @(A%), [V,u]' — [V, u] est un morphisme de Z(A)-module, qui vérifie

poulViu) ={V,u} = [Viuoyy '] = [V,ul'
D’ou le point (1).
Soit (V,u) une paire formée d’un Af-module non dégénéré V', de type fini comme A-—

module, et d’un élément u de Enda (V). Choisissons une résolution projective bornée de
type fini du A-module V:

0= Va=Vig = =V SV =0

Posons a = uo*y‘;l, et choisissons un morphisme de chaines ae = (a;)%1, a; € Homa(Vi, Vih),
qui reléve . On a I'égalité dans €, (V%)

d
S ()il = 0.
i=0
Supposons que la propriété P; est vérifiée. Alors on peut supposer que les V; sont des
Af~modules non dégénérés, et poser u; = a; oy, 1 =0,...,d. L’élément

d .

Vou] = > (=1 [Vi, wi]
i=0

appartient a 8(A%), d’ou I'égalité
C(A%) = 8(A%) + 1(C'(AY).
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Puisque S(Ah) C ker p, cette inclusion est une égalité, et la somme ci—dessus est directe.
Supposons que la propriété Po est vérifiée. Alors on peut supposer que la résolution
projective de V' choisie plus haut est une suite exacte longue dans Mod(Ah). En posant

toujours u; = a; 0 yy;, i =0, ..., d, on a Pégalité dans C(AY)
d d
Vo) = S (1) Viyus] = S (=1 u([Vi, wi)).
i=0 =0
Par suite on a C(A%) = 4(€'(A4%)), et donc ker p (= 8(A%)) = {0}. O
6.5. Les isomorphismes €'(A") ~ €'(A%) et €,(A") ~ €,(A%)/Q,. — On a vu que

'action de Z(A) sur A% se factorise & travers ’anneau quotient Z 4 (cf. 6.3) . Cette propriété
a des implications naturelles, qui sont regroupées dans ce numéro. Signalons qu’il ne sera pas
vraiment utilisé dans la suite, sauf si la propriété P est vérifiée (cf. la remarque de 6.17).

Soit A% un A-bimodule, libre de rang 1 comme A-module & gauche (resp. a droite), et tel
que 'ensemble A% * est non vide. Fixons un élément ai € A" et posons y = Va4 . Rappelons
que 7 induit par restriction un automorphisme de anneau Z(A), qui ne dépend pas du choix
de ai, L’automorphisme v de Z(A) induit par par passage au quotient I’automorphisme
trivial de Panneau Zat = Z(A)/Jz, ou (rappel) Jz = Jz(A") est I'idéal de Z(A) engendré
par les 77 (2) — 2, z € Z(A).

Notons A ’anneau défini par

A=AQz) Zs=A/d

oit J = J(A®) est I'idéal bilatére (y-stable) de A engendré par Jz, et identifions Z 45 & un
sous—anneau de A via I’application Z 44 — A, Z+— 1 ® z. On a l'inclusion
Zan C Z(A).

Posons

=7 A=A
Le A-bimodule quotient A% = A%/g% est un A-bimodule, libre de rang 1 comme A-module
a gauche (resp. a droite), et tel que AP est non vide. En effet, so1t 5 l’automorphlsme de
lPanneau A = A/J déduit de 7 par passage au quotient. L’image a1 de ‘11 dans A? est un
générateur & gauche et a droite de A% sur A, et 7 est 'automorphisme Ya? de A défini par
ai comme en 6.1.

On définit les Z(A)-modules €'(A"), €,(A%), etc., comme en 6.3 et 6.4. Pour une paire
(V,u) formée d'un A®~module non dégénéré, projectif de type fini comme A-module, et
d’un élément uw de Enda(V), on note [V,u]’ I'élément de C'(A*) défini par (V,u). On
définit de la méme maniére [V, o, € C,(A?), etc.

Soit V un A%—module non dégénéré. Notons V le A—-module A ®4 V. On a

V=V/3-V=V/izV,

et V est muni d’une structure naturelle de A°~module non dégénéré: posant VF = A* @4 V
et Vi=A"®aV,onaVl= V“/H VE et Yt V% — V est 'isomorphisme de A-modules
déduit de vy par passage aux quotients. L’application naturelle

& : Homa(V, V%) — Homa (V,V?)
induit par passage aux quotients une application

§ : Homa(V, V%) — Homa (V,V?)



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 87

qui est un morphisme de Z(A)-modules, ou la structure de Z(A)-module sur Homa (V, V")
est celle donnée par le morphisme Z(A) — Z(A) induit par la projection canonique A — A.
D’autre part, puisque J° est contenu dans le sous—Z (A)-module de Af engendré par les
commutateurs a’ - —a*-a’ pour a® € A% et @’ € A, la projection canonique A* — A" induit
par passage aux quotients une identification A" = A%, et le diagramme suivant

Hom (V, V%) . Homa (V, V)

gy l i“Ah

A — At
est commutatif. La catégorie Mod(A) est une sous—catégorie pleine de Mod(A), et si V
est un générateur projectif de type fini de Mod(A), alors V est un générateur projectif
de type fini de Mod(A). En ce cas, d’aprés la proposition de 6.2, le morphisme § est un
isomorphisme. D’autre part, Mod(A, A') est une sous—catégorie pleine de Mod(A, A%), et
d’aprés la démonstration de loc. cit., pour toute paire (V,u) formée d’un Af~module non
dégénéré V, projectif de type fini comme A-module, et d’un élément u de Enda(V), on a
légalitée dans €'(A%)

[V7 u}/ = [V?ﬂ]/?
ol @ est le A—endomorphisme de V' déduit de u par passage au quotient. En effet, on choisit
un A®~module non dégnéré W, de type fini comme A-module, tel que le A*~module (non
dégénéré) Vi =V x W est libre comme A-module, et 'on pose u1 = u X Ow € Enda(V1).
Alors on a I'égalité dans €'(AY)
V] = [Vi,u] = [Vi,m] =[V.a]".

Puisque A% = A%, d’aprés la proposition de 6.3 appliquée a A" et a A%, on a la
PROPOSITION. — L’application (V,u) — (V, @) induit un isomorphisme de Z st ~modules
€'(4%) = €'(AN), V,u]' = [V, 1]

D’aprés la proposition de 6.4 appliquée a A%, Iapplication (V,u) — (V,uo 'y;.l) induit
un isomorphisme de Z(A)-modules
C'(A%) =5 el(Ah).
Ici vy : VB = A" ®4 V = V est 'isomorphisme de A-modules donné par la structure de

Af-module non dégénéré sur V. D’aprés la proposition de 6.4 appliquée a A? et la proposition
ci—dessus, on en déduit le

COROLLAIRE 1. — L’application (V,a) — (V, @) induit un isomorphisme de Z A7 ~modules
CL(A%) = CL(A), [V,al} = [V, @,
ot @ est I’élément de Homa (V, Vh) déduit de o par passage aux quotients.

Si le morphisme d’anneaux A — A est plat, alors ’application (V, a) +— (V, @) induit un
morphisme de Z(A)-modules

C.(A%) — e (A",
qui par restriction donne un morphisme de Z(A)-modules
C(A") - e(Ah).

Ces deux morphismes sont surjectifs et scindés (par 1’application naturelle).
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En général c’est un peu plus compliqué: soit €2, le sous—groupe de G*(Ah) engendré par
les éléments de la forme

[V,al. — Vi, @l — [Va, @2].
pour des éléments [V, alx, [Vi,a1]x, [Va, 2], de €, (A?) tels qu'il existe une suite exacte de
A-modules

(S R ()
vérifiant coa = aoay et azob = boa. C’est un sous—Z(A)-module de C. (A%), et application
(V,a) = (V,@) induit un morphisme de Z(A)-modules
C.(A") = Cu(AY)/Qu, [V, a]. = [V,a]x + Qu,
qui par restriction donne un morphisme de Z(A)-modules
C(AY) - €AY /Q, {V,u} = {V,a} +Q, Q=Q,neAd),

ott 'on a posé {V,u} = [V, Ho'y%l]]*. Comme plus haut, ces deux morphismes sont surjectifs

et scindés (par 'application naturelle). Soit aussi € le sous-groupe de €(A") engendré par
les éléments de la forme

[V.a] = [Vi,a] = [V2,u]
pour des éléments [V, u], [Vi,u1], [Va,u2] de C(A%) tels qu’il existe une suite exacte de A%~
modules

(S R ()
vérifiant uoa = aou; et uzob = bou. C’est un sous—Z(A)-module de €(A"), et ’application
(V,u) = (V, @) induit un morphisme de Z(A)-modules
C(AY) = C(A%)/Q, [V,u] — [V, 1] + Q,

qui est surjectif et scindé par 'application naturelle. Le diagramme suivant

C(Af) —— e(A%)/Q

L

C(A%) —=e(AY)/Q

est commutatif, ot la fleche verticale de droite est le morphisme surjectif de Z(A)-modules
déduit de la projection C(A%) — C(A"), [V, u] — {V,u} par passage aux quotients.

Supposons que tout A—module de type fini posséde une résolution projective bornée de
type fini. Alors pour toute paire (V, ) formée d’'un A-module de type fini et d’un élément
a de Hom(V, V%), on a D'égalité dans C,(A%)

[V,al. = [V,d]..
En effet, choisissons une résolution projective bornée de type finie du A—module V
0=Vi—=Vig—=-=Vi=aVoSV =0
et un morphisme de chaines ae = (v)%g, i € Homa(V;, V{), qui reléve a. D’aprés ce qui
précéde, on a ’égalité dans G*(A“)
d

V.ol = S (-1 (Ve ail..

=0
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Or on a
d’ou

On en déduit le

COROLLAIRE 2. — Supposons que tout A—module de type fini posséde une résolution pro-
jective bornée de type fini. L’application

C(AY) = C (AN /., [V, alx — [V, a]x + O
est un isomorphisme de Z st —modules, et linclusion C(A") C C,(A") induit par passage auzx

quotient l’égalité

C(A")/Q = e, (A" /..

COROLLAIRE 3. — Supposons que tout A—module de type fini posséde une résolution pro-
jective bornée de type fini, et que A vérifie la propriété Py de 6.4. Les applications
C(AY) — (A" /Q, [Vyu] = [V, 7] + Q
et B
C(AY/Q = C(AN/Q, [V, u] + Q — {V,u} +Q

sont des isomorphismes de 7 a6 —modules.

6.6. Application aux algébres de Hecke finies. — Soit J! un sous—espace tordu ouvert
compact de G tel que w est trivial sur le groupe J sous—jacent a J*. D’apreés 2.21, un tel
J¥ existe et peut étre choisi aussi petit que 'on veut (on supposera plus que loin que J b est
“bon”).

On a vu (2.8) que HY est un Hy—bimodule libre de rang 1 (& gauche et & droite), qui vérifie
I’hypothése de 6.1: il est engendré, a droite et & gauche, par la fonction e ;. Rappelons qu’on
a noté ﬂ-C?,ww = %J(Gh,w) le C—espace vectoriel 9{5 muni de la structure de H ;—bimodule
définie comme en loc. cit. (variante) en remplacant la paire (H*, H) par la paire (%5,}(]).
L’élément e, engendre fH?,’w a droite et & gauche sur H;, et pour f € H;, on a I'égalité
dans 9{57“,

e f=w ' fontg(8) ' ey, Ji=J-6
L’application f — (w™'f) o Intgs(6) ™" est un automorphisme de anneau (et méme de la
C-algebre) H s, qui ne dépend pas du choix de § tel que J% = J-6; on la note Y ="Ys-
Soit W un H ;—module projectif de type fini. L’application

w, —>fH‘h,M R, W, w—em Qw
est un isomorphisme de H j;—modules (cf. la remarque 1 de 6.1), via lequel on identifie W5 a
fHF,,W ®g¢, W. Pour a € Homy, (W, W5), on peut comme en 6.1 définir ’élément
try () = tros () € 33,
T w

ou 'on a posé (rappel) ﬁ?,,w = ﬂf‘t',?w/[f}fkh,vw Hy].

Supposons de plus que J? est un “bon” sous—espace tordu ouvert compact de G7, i.e. que J
est un élément de J 54 ,(G). D’aprés 2.21, toute w-représentation II de G" se décompose en
I =11, ®IF, et le foncteur V — V7 est une équivalence de catégories entre R (G, w) et la
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catégorie des (9{5, w)—modules non dégénérés — c’est—a—dire la catégorie des J-C‘h,wamodules
non dégénérés (cf. 2.8, variante). Soit (II,u) une paire formée d'un objet de R (G*,w) tel
que la représentation I1° de G sous—jacente est un objet projectif de type fini de R;(G), et
d’un G-endomorphisme u de I1°. Pour f € H, on a

(&) (f) = T(v(/))-

En d’autres termes, I1() induit un isomorphisme de V,;] = ?C‘h,,w R3¢, V7 sur V7, et comme
V7 est un Hy-module projectif de type fini, on peut définir I’élément

Gl = tro(wo I(8) V7)) € 3T ..

Il ne dépend que de J, et pas du choix du sous—espace tordu ouvert compact J de G¥ de
groupe sous—jacent J (ni bien sar du choix de § € J¥).

REMARQUE. — D’aprés la proposition de 6.3, tout élément ¢ de W?,yw est de la forme
o= é{nm pour une paire (II, ) comme ci-dessus. Concrétement, notons W le H ;—module
JH s pour la multiplication & gauche (il est libre de rang 1), et munissons-le de la structure de
}C‘h,’wfmodule non dégénéré donnée par ey - f = y(f), f € Hy. On a donc yw = v (= v4)-
Pour f € H;, application uy : W — W, h — h * f est un élément de Endgc, (W), que I'on
note wuy, et tr,(us o vy’ ) est I'image dans ﬁbjw de la fonction f-e;; € U'C‘hij. On note V' le
H-module non dégénéré H x e; — c’est un objet projectif de S3(G) —, muni de la structure
de (.‘H“,w)fmodule non dégénéré défini comme dans I'exemple de 2.8 par

po(fres)=us'(¢-f)xes, HEIC, feIH.
On a en particulier e o (f) = v(f), f € Hs. Pour f € H;, Papplication
hxejr— (hxej)xf=(hxf)*es

est un H-endomorphisme de V, et sa restriction & W = ey * V' est '’endomorphisme uy. W

6.7. L’isomorphisme €'(G* w) ~ H(G* w). — Soit €' (G*,w) = C'(R(G*,w)) le groupe
abélien libre de base les paires (II,u) ou II est un objet de :(G" w) tel que II° est un
objet projectif de type fini de R(G), et u est un G—endomorphisme de II°, quotienté par les
relations:
— (M,u) = (I, ) &'l existe un isomorphime de (G* w)-modules a : II — IT’ tel que
uw oa=aou;
— (IL,u) + (1L, ul) = (Lu+ ul);
— (I,vou) = (I',u(1) o v) pour toutes fleches u : [I° — II'° et v : II'° — TI° dans
R(G), ot Pon a posé u(1) = IT'(8) o u o II(§) ™" pour un (i.e. pour tout) § € G.
On note [IT,u]) élément de €'(G",w) défini par une paire (I, u) comme ci-dessus, et 'on
munit €' (G*, w) de la structure de 3(G)-module définie par:
— [y, u1) + M2, ue]) = [y & 2, u1 & us]’;
— z-[u] = [0, zr0 o), z € 3(G).
Pour toute partie Z-stable & de B(G), on définit de la méme maniére le 3¢ (G)—module
Cs (G w) = ' (Me(GF,w)), ou (2.18) Re (G, w) est la sous—catégorie pleine de R(GY,w)
formée des II tels que II° est un objet de Me(G). Pour J € J g4 ,(G) on pose

€ (G, w) = Co () (GF,w) (= €' (Ry(G*,w) = €' (35(GF,w))-
C’est un 35(G)-module, ou
35(G) =Z(es * H(GQ) x ey)
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est le centre de H;(G) = es x H(G) * es; notons que 3;(G) coincide avec le centre 3 () (G)
de la catégorie abélienne R (G) = Re(s)(G). Via le morphisme d’anneaux
3(G) = 34(G), z = 2(ey),

€;(G*, w) est aussi un 3(G)-module.
La proposition suivante est une simple reformulation de celle de 6.3.

PROPOSITION. — Pour tout groupe J € J gy ,(G), Uapplication (II,u) — J){H’u) induit un
isomorphisme de 3;(G)—modules

CHGH w) = H(GPw).

Soit Ji1, J2 € Jgu ,(G) tels que J1 C Ja. La catégorie R, (G*,w) est une sous-catégorie
pleine de Ry, (Gh, w), et 'on a la décomposition en produit de catégories abéliennes
m.]l (Ghv w) = 9%‘72 (Gh7 w) X mif (Gh7 w)7 9‘{5? (Gh7 w) = mG(Jl)\G(Jz) (Ghz w)'
Notons que puisque G(J;) est une partie Z—stable de B(G), &(J1) \ &(J2) Vest aussi et la
catégorie 9{2 (G, w) est bien définie. Ainsi 'espace e, (G',w) est un sous—espace vectoriel
— en fait un sous—3(G)-module — de €, (G, w), et l'on a la décomposition en somme
directe de 3(G)-modules
€, (G*,w) = €, (G%w) ® €57 (Ghw), €52 (GF,w) = Cosy)ne () (G w).

D’autre part I'inclusion ﬂ-(hh,w — gf%,w induit par passage aux quotients un morphisme
de 3(G)-modules q = q7! : %

4w — F5 . Si (IT,u) est une paire formée dun objet II de

R, (G, w) tel que II° est un objet projectif de type fini de R, (G), et d’'un G—endomorphisme
u de HOi alors pour ¢ = 1, 2, on peut définir ¢; = ‘ZZIﬁu) S fH?n,m Par construction on a
¢1 = q(¢2). D’aprés la proposition, on a 1'égalité ([K2, lemma 3.2] dans le cas non tordu)

[}Ch Hao] = [Hoyw, Ho I 0 s

Jo,w? Jo,w*
En d’autres termes, ¢ est un morphisme injectif, qui identifie ﬁ?,{b » & un sous—3(G)-module
de ﬁ‘hjw. De plus, notant ﬁf (G*,w) le sous—3(G)-module de ﬁt}l’w image de C’/J‘?(G“,w)
par I'isomorphisme €, (G*,w) — ﬁgl,w on a la décomposition en somme directe de 3(G)-
modules
H, (GFw) =y (G°,w) @ HP(GFw).

Rappelons que action de 3(G) sur le H—module H? est donnée par (cf. la démonstration

du lemme de 3.1)
- ¢p=z()x¢, z€3(Q), ¢€IH,

ol e est un idempotent de 3 tel que ex¢ = ¢. Puisque 3(G) ~ Endgcxgcor (H), le sous—espace
[HE, H] de HT, est 3(G)-stable, et action de 3(G) sur H? se factorise en une action sur
I'espace quotient &, = HE, /[HE,, H]. Soit une paire (I, u) formée d’un objet II de (G, w)
tel que II° est un objet projectif de type fini de R(G), et d’'un G—endomorphisme u de II°.
Choisissons un groupe J € Jgy ,(G) tel que II; = IT — la condition “de type fini” assure

existence d’un tel J —, et un sous-espace tordu J% = J-§ de G? de groupe sous—jacent J.
Posant m = II°, on a

Zp ou o II(6) ™" lvs =m(z(es)) ouo H(6)71|V#.
On en déduit que

<7 <7 <7 <7
AL, zpou) = OlLm(z(es))ou) = 2(€7) " Pliu) = 2 - B11,u)-
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D’apreés ce qui préceéde, le B(G)fmoduleg’(Gu, w) (resp. H(G*,w)) est la limite inductive
des sous—3(G)-modules € (G, w) (resp. H;(G? w)) pour J parcourant les éléments de
I'ensemble J5: ,(G), et on a le corollaire suivant.

COROLLAIRE. — Les isomorphismes de 3.;(G)-modules €', (G", w) — H;(G*,w) induisent,
par passage aux limites inductives sur J € J g4 ,(G), un isomorphisme de 3(G)-modules

(G w) — FH(G*, w), [, ] — -

Concrétement, pour toute paire (II,u) formée d’un objet II de %(Gh7w) tel que TI° est
un objet projectif de type fini de R(G), et d’'un G-endomorphisme w de II°, on choisit un
groupe J € Jgy ,(G) tel que IT = II;, et I'on pose gz_ﬁ(nyu) = QE‘(JHYH). L’élément qg(n,u) est
bien défini — i.e. il ne dépend pas du choix de J tel que II = II; — et ne dépend que de la
projection [IT,u]" de (IT, u) sur €'(G*, w), laquelle est un élément de € (G*, w).

Pour J € Jg ,(G), on pose

€5 (G5 w) = €'(R7(G%,w)) (= Cis(aye () (G5 w))-

C’est un sous—3(G)-module de €'(G% w), et Pon a la décomposition en somme directe de
3(G)-modules

¢'(G*,w) = €5(G*,w) @ € (G, w)).
De méme, notant 37 (G% w) le sous-3(G)-module de H(G* w) image de CF(G* w) par
Iisomorphisme €' (G*,w) — H(G", w), on a la décomposition en somme directe de 3(G)-
modules

H(G*,w) = H (G, w) ® HT(GF,w).

REMARQUE 1. — D’aprés le lemme de 6.3, pour tout entier k > 1, tout objet ¥ de
R(Gk,wr) tel que la représentation sous—jacente 3° de G est un objet projectif de type
fini de R(G), et tous uo,...,ur—1 € Ende(X°), on a l’égalité dans C"(G’”,w)

[Lk(z),uO X o Xukfl]/:(). ]
REMARQUE 2. — Soit (II, u) une paire formée d’'un objet II de R(G¥,w) tel que II° est
un objet projectif de type fini de R(G), et d’'un G—endomorphisme u de II°. Soit aussi b un
G"—isomorphisme de II. Notons b - IT la, w—représentation de G donnée par
(b-1)(8) =boII(6) =II(8) o b, &€ G .
On a (b-II)° =1I°, et d’apreés le lemme de 6.3, on a ’égalité dans C"(Gh,w)
[b-T,bou]" = [I,u]". [

REMARQUE 3. — Identifions 7((G*,w) a €' (G*,w) via l'isomorphisme [IT,u] + ity
(corollaire). Alors la transformée de Fourier €'(G% w) — Gc(G%w)*, [, u]’ — P,y est
donnée par
O(11,0) (1) = O (Pyr1,y) = trace(ult ; Home (T1°, T°)), T € Trre (G, w),
ol 'on a posé
ufp (a) =T () caouoll(d)™, a e Homg(II°, I1°)

pour un (i.e. pour tout) § € G. La notation sous-entend que I'on a choisi une paire (II,u)
qui représente [T, u]’, et une w-représentation G-irréductible de G* dans la classe IT'. Cette
remarque servira de fagon cruciale a la fin de la démonstration (6.25), pour déduire par un

argument de dimension l'injectivité de la transformée de Fourier sur la partie discréte du
théoréme de Paley—Wiener. |
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6.8. La projection C(G*,w) — €'(G*,w). — On s’intéresse dans ce numéro a la condition
de projectivité dans la définition de €'(G% w). Contrairement au cas non tordu (cf. [D]), la
supprimer n’est pas complétement sans douleur! Soit C(Gf,w) = C(R(G?,w)) le groupe
abélien libre de base les paires (IT,u) ot II est un objet de R(G*,w) tel que II° est un objet
de type fini de R(G), et u est un G—endomorphisme de II°, quotienté par les relations:

— (M, u) = (IT1,u1) + (2, u2) pour toute suite exacte courte dans R(G?, w)

0—=ThH S-S, —0

telle que uoa =aowu et ugsob=>bou;
- (H’ u) + (H7 u/) = (H7 u+ ul);
— (I,vowu) = (I',u(1) o v) pour toutes fleches u : TI° — II'° et v : II'° — TI° dans
R(G), ot on a posé u(1) = II'(8) o w o II(8) " pour un (i.e. pour tout) § € G.
On note [II,u] Pélément de €(G*, w) défini par une paire (II,u) comme ci-dessus, et I’on
munit G(G%, w) de la structure de 3(G)—module définie par:
— [y, u1] + [z, uz] = 1L ® 2, us @ ual;
— 2z [ILu] = [II, zre o w], 2z € 3(QG).
On appelle €(G*,w) le cocentre tordu® de la catégorie R(GY, w).
Comme en 6.7, pour toute partie Z-stable G de B(G), on définit de la méme maniére le
36 (G)-module Cs(G*,w) = €(Re(G*,w)), et pour J € J g, (G) on pose

€ (G5 w) = Co() (G w) (= C(Rs(GF,w)) = C(F(G*,w))).
C’est un 35(G)-module, et un 3(G)-module via le morphisme d’anneaux
3(GQ) = 35(G), z— z(ey).

D’aprés loc. cit., le 3(G)-module €(G* w) est la limite inductive des sous—3(G)—modules
@s(GY, w) pour J parcourant les éléments de 'ensemble Jgi o, (G). D’aprés Bernstein [B2,
theorem 29|, la catégorie RR(G) est de dimension cohomologique finie. Tout objet de type
fini 7 de PR(G) posséde donc une résolution projective bornée de type fini, ¢’est—a—dire qu’il
existe une suite exacte dans R(G) de la forme

(*) 0=y —=Tg1— =T =m0 —=7—0

ou les 7; sont des objets projectifs de type fini de 23(G). Si J est un bon sous—groupe ouvert
compact de G tel que m = 77, on peut choisir les m; dans R;(G). Par passage aux points
fixes sous l'action de J, on obtient une suite exacte courte de H;(G)-modules

o 0=V, -v! —...osv. v Sv/oo
d d—1 1 0

ot les Vﬁ‘]i sont des H;(G)—modules projectifs de type fini. En particulier, tout H ;—module
de type fini posséde une résolution projective bornée de type fini, et 'on peut, par limite

3. Dans [D, 5.1] est défini le cocentre J{(A) d’une catégorie abélienne A “pas trop grosse”. Si de
plus la catégorie A est munie d’un foncteur v : A — A qui est une équivalence de catégories, on
définit comme suit une catégorie abélienne A!: les objets de A sont les paires (X, a) formées d’un
objet X de A et d’un A-isomorphisme a de X sur v(X), et une fleche u : (X,a) — (Y, 8) dans
A est simplement une fleche u : X — Y dans A telle que Y(u) o &« = B ou. On peut alors définir
comme ci—dessus le cocentre tordu C(A?): les deux premiéres relations sont évidentes, et la relation
de commutation est donnée par ((X,a),vou) = ((Y,8),% o v) pour toutes fleches u : X — Y et
v:Y — X dans A, ott 'on a posé @& = Bouoa ! Si Aest un anneau commutatif muni d’un
automorphisme 7, alors posant A% = A -7 et notant v Pautomorphisme de la catégorie A = Mod(A)
induit par n (i.e. (V) = V;;—1 pour tout V € Ob(A), et v(u) = u pour toute fleche v dans A), on a
Al = Mod(A) et C(A1) = €(AR).
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inductive sur les J € Jgu ,(G), définir comme en 6.4 un morphisme surjectif scindé de
3(G)—modules
GG, w) — €'(G*,w), [IL, u] — [IL,u]’.

Concrétement, pour une paire (II,u) formée d’un objet II de R(G?, w) tel que II° est un
objet de type fini de R(G), et d’'un G-endomorphisme u de II°, on choisit un groupe
J € Jg:,(G) tel que II; = TII, et un sous-espace compact J% = J -6 de G'. On choisit
aussi une résolution projective bornée de type fini (%) de m = II° telle que les m; sont des
objets de R (G). D’ou une résolution projective bornée de type fini (xx) du H;—module
V,J. L’élément ay = (u o H(5)_1)\V7Fr appartient a Homge, (Vy/, (V;)),), ott v = 7, est
lautomorphisme f + (w™'f) o Intg:(8)™" de 'anneau H; (cf. 6.6). Tl se reléve en un
morphisme de chaines ae = ()i, s € Homse, (Vi2, (Vi)),), et [ILu] € (G w)

est 'inverse de 1’élément
d

> (1) 'try (i) € 365,

i=0
par Iisomorphisme de la proposition de 6.6. Cet élément ne dépend pas du choix de J% de
groupe sous—jacent J, ni de celui de § € J 5. 1l ne dépend pas non plus du choix du groupe
J € Jgi ,(G) tel que Iy = II: on a [ILu]’ € € (G* w) pour tout J € Jr ., (G) tel que
IT; = II. Le morphisme de 3(G)-modules

C(G",w) — €'(G*,w), [T, u] + [IT,u)’
ainsi défini est surjectif, et il est scindé par I’application naturelle

¢ (G*,w) = €(G*,w), [T, u] + [IT,u].
Via cette derniére, on identifie €'(G¥,w) a un facteur direct de C(G", w).

REMARQUE 1. — Supposons démontrée la variante tordue suivante du résultat de finitude
de Bernstein [B2, theorem 29]: pour tout objet II de R(G",w) tel que II° est un objet de type
fini de R(Q), il existe une suite exacte longue dans R(G*,w) de la forme

0Ty =Ty — - =1 -1 ST —0

ot les TI{ sont des objets projectifs de type fini de R(G). En ce cas d’aprés le lemme 2 de
6.4, on a l'égalité
C(GHw) = €(G*w).

Nous n’essaierons pas dans cet article de démontrer cette propriété de finitude, ni méme

I’égalité ci-dessus. Nous nous contenterons ici de démontrer sur ’espace G(Gh,w) — plus
facile & manipuler — les résultats qui nous intéressent, puis d’en déduire par projection les
propriétés voulues sur €' (G?, w). |
REMARQUE 2. — On peut supprimer tous les “’” dans les décompositions de 6.7. D’autre
part les remarques 1 et 2 de 6.7 restent vraies dans G(Gh,w)7 c’est—a—dire sans ’hypothése
de projectivité. |
REMARQUE 3. — Reprenons les notations de la remarque 3 de 6.6. D’aprés le théoréme

de Paley-Wiener (démontré en 4.9 et 5.7), 'application
C(G*,w) = Gc(G*,w)", [T, u] > By s

est un morphisme de 3(G)—-modules d’image ff"(Gh,w)7 et il s’agit de montrer que son noyau
coincide avec celui de la projection C(G¥,w) — €'(G%,w), [II, u] — [II,u]". [ ]
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6.9. L’application d’Euler—Poincaré. — Rappelons que la composante neutre ‘B%(Gh)
de Pc(G*) est un tore complexe de dimension dim(Agt) + 1. Soit B = B2, l'algébre affine
C[PL(G?)] de ce tore — c’est un quotient de Bgy = C[Pc(G?)] —, et p = %y, : G* — Ble
“caractére universel” donné par I'évaluation (cf. 2.22): pour § € G% et ¥ € PL(G?), on a

P(0) () = W(d).
Ainsi ¢ est la composée de ¢y et de la projection canonique Bgy — B, et la paire (¢, B)
est une (w = 1)-représentation de G* — en fait un quotient de (pgs, Bgy) — pour 'action
par translations a gauche: pour § € G*, on identifie (5) au C-automorphisme b — (8)b
de B. Notons que la représentation sous—jacente ¢° de G est la composée de pg et de la
projection canonique Bg — B, ou pg : G — Bg = C[P(G)] est le “caractére universel”
donné par ’évaluation dans le cas non tordu.
Soit:

— B = C[P°(G)] l'algebre affine du tore P°(G"), identifiée a la sous-algébre de B

formée des b tels que b(AW) = b(¥) pour tout A € C* et tout ¥ € P2(G?);

— C = C[t,t™!] l’algébre affine du tore C*;

— B — C, b be le morphisme d’algebres correspondant a l'inclusion C* C B2 (G?).
Pour & € G, on note s : C — B le morphisme d’algébres correspondant au morphisme de
variétés PL(GY) — CX, ¥ — ¥(d). C'est une section du morphisme B — C, b — be, qui
définit une structure de C—module sur B, notée Bs. D’autre part, ’application ¢ +— 1 définit
un morphisme C' — C qui correspond & ’élément unité 1 du tore C*. Posons

Bs = Bs @151 C = Bs ®c C/(t — 1).

C’est Dalgébre affine C[9(G)] du sous-groupe fermé PY(G?) de P2(G?) formé des ¥ tels
que ¥(§) = 1, c’est-a-dire 'image du morphisme P°(G*) — P2(G%), ¥ — ¢° (cf. 2.12).
Pour b € B, on note bs I’élément de B défini par bs(¢) = b(9%), 1 € P°(GH). L’application

B — C®cB, b bc ® bs

est un isomorphisme d’algébres. Il correspond a I’isomorphisme de variétés (en fait de groupes
algébriques)

T x PG = PG, (A 9) = A’
Pour b € B et ¥ € P2(G?), on a donc

(%) b(¥) = bo (¥ (8))b(¥(8) D).

Soit B* le sous—espace vectoriel de B formé des b tels que b(A¥) = Ab(¥) pour tout
A e C* et tout ¥ € ‘Bg(Gh). D’aprés D’égalité (%), un élément b de B appartient & B* si et
seulement si b(¥) = W(§)bs(¥°) pour un (i.e. pour tout) § € G et tout ¥ e P&(GY), on
(rappel) ¥° € B°(G?) est le caractére non ramifié de G sous—jacent a W. L’espace B* est un
sous—B-module de B, libre de rang 1 comme B—module: pour tout § € G?, 'isomorphisme de
C-algébres B — C ®c B, b — bc ® bs induit par restriction un isomorphisme de B-modules
B* — Ct ®c B. Notons que pour §' € G¥, I’élément (8") de B appartient a B*.

Choisissons un point-base dy € G?, et notons Py - G* — B Dapplication &' — ©(8") s -
C’est une (w = 1)-représentation de G* pour laction par translations & gauche, et la
représentation ¢§, de G sous—jacente est donnée par le “caractére universel”

%:G — B,

c’est-a—dire la composée de o : G — B et de la projection canonique Bg — B. Pour
tout caractére £ de G et toute &-représentation II de G, on note Hgs, = 1 ® @5, la
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& représentation de G d’espace Vs =VuQc B définie par
Iz 5, (8)(v @ b) = T1(6)(v) ® s, (8)b.

Sila représentation I1° de G sous—jacente est admissible (e.g. irréductible), alors (Ilz 5., Vi1 5)
est un (G', ¢, B)-module admissible au sens de 2.22, et pour ) € ‘BO(G“) correspondant au
morphisme d’algébres u : B — C, la {&—représentation (g 5, ) de G* d’espace Vi 595,,Cest
isomorphe a 1% -II. Si de plus II° est irréductible, alors la représentation (Uz;,)° = I°®@pg,
de G est 3(G)—admissible. En effet, soit (Mp, p) une paire cuspidale standard de G telle que
0 (1) = [Mp,plc, et soit 5 € By ,(G) la classe d’équivalence inertielle de (Mp, p).
Notons 7 : ¥°(G¥) — B¢t ., (s) C O(s) le morphisme de variétés défini par

n(¥) = [Mp, ¥ple = Ogs ., (4 - 10).

Le morphisme d’algébres correspondant nﬁ : 3s — B muni B d’une structure de 3s—module
de type fini, et pour z € 3(G), 'action de z sur Vi g est donnée par la multiplication par
n*(z) € B. Ainsi (Il 5,)° est une représentation 3(G)-admissible de G' & support cuspidal
contenu dans ©(s); elle est donc de type fini [BD, cor. 3.10]. Pour b € B, I’élément bs, € B
définit un Gufendomorphisme VRb— VR l_)bts0 de HE,éo’ encore noté bs,; c’est a fortiori un
G-endomorphisme de (115 5,)°.

L’application d’Euler—Poincaré utilisée ici est la version tordue suivante de celle définie
dans [D, 1.3]:

EP: Ge(Ghw ) ®c B — €(G%w),
Db w— [z, bsl-

Précisément, soit II une w™'-représentation G—irréductible de G*. Sa contragrédiente IT est
une w-représentation G-irréductible de G%, et on forme la w-représentation fIR 50 = f[®g050
de G* comme plus haut. La représentation (IZIE 5,)° de G est de type fini, et pour b € B*,
l’élément bs, € B est un G*-endomorphisme de IZIE s,- Par conséquent I'élément [ﬁE 502 060]
de C(G?,w) est bien défini (cf. 6.8). D’apreés la remarque 2 de 6.7 (et celle de 6.8), il ne
dépend pas vraiment de (II, b) mais seulement de II' ®b, ol IT' est élément de Irre(G¥,w™?)

défini par II. L’application EP est bien définie (par linéarité).
Pour b € B et ¥ € PL(GY), on note by I'élément de B défini par

bo (') = b(WW'), W € PLGY).

L’application B — B, b +— by est un automorphisme d’algébre, qui stabilise le sous—espace
vectoriel B* C B.
LEMME. — (1) L’application EP ne dépend pas du choiz du point-base 8o € G*.

(2) Le sous—espace de Sc(G*,w™") @c B* engendré par les vecteurs I @b —I1® by pour

I € Irre(GH,w ™), b€ B* et ¥ € PL(GH), est contenu dans ker EP.
Démonstration. — Montrons (1). Soit 8 = z-0p € G* un autre point—base. Pour v € P (GY)
et § € G, on a ¢% (6) = w(x=H®(s), ie. Py = B(x ™ )ps,. D’autre part pour b € B* et
b € B(GY), on a
by (1) = b(°0) = b(w(x ™ )Y™) = (™ )bs, (1),

Le. by = B(z71)bs,. Pour II € Irre(G*,w ™), on a donc

[ﬁﬁ’(s(’), béé] = [@(m_l) ! H§,60,¢(l‘_1)b50]-
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On conclut grace a la remarque 2 de 6.7 (et & celle de 6.8).

Montrons (2). Soit IT une w™'-représentation G-irréductible de G*, et soit v e ‘Bg(Gf)
Posons ¢ = ¥° et soit A = Ay le C-automorphisme de V}; 5 donné par A(d ® b) = 9 ® by,
€ Vi, b€ B. Posons II' =W - et ' = by. Pour § € G, on a

Aoty , ()@@E) = AWE) TE)E) @ s (0)5)
= (5 I(8)(0) ® [s, (8)bls
= T(6)(2) @ ¥(8) s, (8)]uby

et
T(6) ™ 5o (8)]w = T(8) 9™ (8)ps0 (8) = ¥ (B0) "0, (9),
d’ou
Aol ;5 (8)(3@b) = W(6) ™" - Tl 45, (5) o A.
En d’autres termes, Ay est un isomorphisme de Hlﬁ,éo sur ¥(d) " - 1:[350, Quant a bet b,
pour b € B et ¢’ € P°(G*), on a

[bbso ]y (¥) by (' )b(1p04")
= by (¢)b(W(5o) " W)
b

(/d} )\II((SO)_ b&o( ),

d’out
Aobs, = W(5) 'bs, o A.
On a donc
[ﬁ/ﬁ,éo?b%] [\I]((SO) B 50° W(do)~ 1b50] = [ B,do ?bt?o]
ce qui achéve la démonstration du point (2). O

D’aprés le lemme, 'application d’Euler—Poincaré EP est bien définie, et notant
Kep = <\I/H®b—l_[®b\y 1T, b, \I/>

le sous—espace de Gc(G*,w™') ®c B* engendré par les vecteurs WII ® b — II @ by pour
I € Irre (GF,w™), b € B* et ¥ € PL(G?), elle se factorise en un morphisme C-linéaire

G (G w™) @c B* /Kep — C(GF,w).

6.10. Principe de la démonstration. — Avant de poursuivre, décrivons briévement
le principe de la démonstration — rappelons qu’il s’agit de d’établir 'injectivité dans le
théoréme de 4.8 — et l'utilité des constructions qui vont suivre. Par récurrence sur la
dimension de G, on peut supposer ce résultat d’injectivité vrai pour tous les sous—espaces
tordus M%, P* € P(G*)~ {G*}. On montre alors facilement (6.25, lemmes 1 et 2) que limage
réciproque de H®(G%, w) par 'isomorphisme de 3(G)-modules €' (G%,w) — H(G*,w) de
la proposition de 6.7, coincide avec le sous—3(G)-module 'V (G*, w) de €'(G*,w) défini par
(cf. 6.11)
eis(@ ﬂ ker “rgs (@GR w) = (MY, w))
Pi#GH

ot P? parcourt les éléments de P(G%). On définit de la méme maniére (en supprimant les “ry
le sous—3(G)-module C¥(G* w) de C(G¥ w). Alors €'¥(G* w) est I'image de C¥*(G*, w)
par la projection €(G*,w) — €' (G%,w), [r,u] — [r,u]’ (voir 6.11).
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On commence par établir la décomposition (corollaire de 6.22)

(1) e (G",w) = P ey (GFw)

ol Y parcourt les PB°(G")-orbites dans @dGiE"W (G), et Cy(G* w) est un sous—3(G)-module
de €¥#(G* w) défini comme suit. On note M|(G, w;Y) la sous—catégorie pleine de R(G?,w)
formée des w-représentations II de G' telles que:

— TI° est une représentation de type fini de G;

— Taction de 3(G) sur l'espace de 7 se factorise & travers le morphisme 3(G) — C[Y].
On définit le cocentre tordu C(G*,w;Y) = C(R(G*,w;Y)) comme en 6.8, et 'on pose

Cy (G w) = " e(G,w;Y),

ot ¥ : @(G%,w;Y) — C(G¥,w) est Papplication naturelle. '

On montre ensuite (corollaire 1 de 6.24) que pour toute B°(G*)-orbite Y dans O% (G),
I’application d’Euler—Poincaré EP induit un morphisme surjectif
(2) (GE(G W™ V) @c BY) /(WL @ b — 11 @ by : 11, b, ¥) — Cy (G2, w).
Notons que 1’e§pace quotient & gauche de la fleche ci—desssus est l’espacevdes coinvariants
(Sd#(GHw™Y) ®c B*)y0(gry pour laction de PL(GT) sur §E5(G%, w1 Y) @c B* donnée
par ¥ - (Il ® b) = VIl ® by—1. D’autre part, d’aprés la surjectivité dans le théoréme de 4.8
(établie en 5.7), la transformée de Fourier (cf. la remarque 3 de 6.7)

C(GH,w) — (G w)™, [I,u] = Pjruy

induit par restriction un morphisme surjectif
(3) Cy (GF,w) = F°(G", w).
De plus, d’aprés la définition de I'espace FE (G, w) = Fy (G, w) N F4=(G*,w), on a un
isomorphisme naturel (voir 6.25)
(4) TGP, w) - Home(GE°(GH, w; V), BY)FED,
En composant les morphismes (2), (3) et (4), on obtient un morphisme surjectif

is - Y, * is Bl (Gt
(5) (G2°(G%,w™ 1Y) @c B gy gy — Home(S8%(GF,w; V), BY) (Y,

qui d’aprés le lemme 3 de 6.25 est aussi injectif (c’est évident si B°(G?) = {1} puisqu’en ce cas
les espaces vectoriels de départ et d’arrivée ont méme dimension finie, et sinon on s’y raméne
par un argument de spécialisation). Au bout du compte on obtient que le morphisme (3) est
un isomorphisme, ce qui implique en particulier que Cy (G',w) est contenu dans €' (GY, w).
D’ou I’égalité

e (G, w) = €U (G, w),

et l'injectivité dans le théoréme de 4.8. Comme conséquence de la démonstration, on obtient
aussi que le morphisme (2) est un isomorphisme, ce qui entraine que Papplication d’Euler—
Poincaré se factorise en un isomorphisme

(585(G* w™) ®c BY) /(W @b —TI ® by : 11, b, T) — €'4(G%, w).

La démonstration de la décomposition (1) est longue et laborieuse: elle occupe les numéros
6.14-6.22.
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REMARQUE. — L’isomorphisme (5) fait apparaitre une forme bilinéaire sur ’espace

S8 (GHw™hY) @ 585 (GF w; ),
qui suggére un lien avec la formule des traces locale tordue. Rappelons que si le corps de base
F est de caractéristique nulle, et si I'automorphisme 6 de Z(G) défini par G¥ est d’ordre fini,
la formule des traces locale pour (G¥,w) a été démontrée par J.—L. Waldspurger [W]. Sous

ces hypothéses, on doit certainement pouvoir déduire de loc. cit. la plupart des résultats
contenus dans cette section 6 (voir aussi 1.5).

6.11. Filtrations combinatoires. — On a défini en 4.4 une filtration décroissante

{Sc,i(G*,w)}is—1 de Gc(G%, w):
Gei(GLC)= > “iSi(Ge(ME,w)),

PY,d(Mp)>i
ot P" parcourt les éléments de fP(G”). Rappelons aussi que ’on a posé
Sgis(Gh7 w) = SC(Gh,w)/SC,ind(Gh7 W), SC,ind(Gh7 W) - 9C,d(G) (Gh7 W)

On peut définir de maniére analogue une filtration croissante {G&(G*, w)}i>—1 de Sc(G*, w):

i w i
Ge(Gh w) = ﬂ ker Tgh,c,

P, d(Mp)>i
ot P® parcourt les éléments de P(G?).

REMARQUE. — Soit d un entier tel que d(G) < d < d(Mo,). Pour II € G&(G*,w), d’aprés
le proposition de 4.4, on a A4(II) = II, par suite I'espace G&(G*,w) est contenu dans
A4(Sc(G*,w)) et la somme Ge,a(G*, w) + SE(G?, w) est directe. Mais I'inclusion

§c,4(G*,w) @ G2(G*,w) C Gc(G*,w)

est en général stricte, méme dans le cas non tordu.
On donne un exemple trés simple dans le cas non tordu. Prenons le groupe G = GL(2, F),
et notons Gc(G) le C-espace vectoriel de base Irr(G). Notons B le sous—groupe de Borel de G
formé des matrices triangulaires supérieures, et 1" le tore maximal de B formé des matrices
diagonales. Soit Stg la représentation de Steinberg de G. On sait que rg (Stg) =~ 5]13/2. D’autre
part on sait aussi (d’aprés le lemme géométrique) que si x est un caractére de 7', notant my
la représentation i%(x) de G, on a Iégalité dans Gc(T)
rG(m) = X +°x;

N . 0 1
ou s est la matrice ( 10
que Stg se décompose (dans G¢c(G)) en Stg = m + 7’ avec ™ € Ge.a(G) et 7' € G4(G). On a
donc 7§ (') = 0 et r&(m) = 31", Ai(xi + *xi) pour des caractéres x; de T et des nombres
complexes \;. La représentation (virtuelle) 7& (7) de T est invariante sous ’action du groupe
de Weyl W¢ = {1, s}, ce qui est impossible puisque le caractére 5]13/ 2 de T nest pas invariant
sous l’action de Wg. | ]

) € G. Prenons d = d(G) (= 1), et supposons par I’absurde

Rappelons que pour P, Q € P(G) tels que @ C P, les foncteurs ig :R(Mg) = R(Mp) et

rg :R(Mp) — R(Mg) sont exacts et préservent les propriétés d’étre:

— un objet de type fini: [BD, 3.11] pour ig, et pour Tg c’est immeédiat (& partir de la

définition);
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— wun objet projectif: pour ig c’est une conséquence du théoréme de seconde adjonction
de Bernstein [B1, Bu], et pour rg cela résulte de I'isomorphisme de réciprocité de
Frobenius.

Rappelons aussi (4.5) que le morphisme d’anneaux ip g : 3(Mp) = 3(Mq) fait de 3(Mg)
un 3(Mp)-module de type fini. D’aprés le lemme 1 de loc. cit., pour P% Q' € P(G?) tels
que Q% C P*, les foncteurs “’iga : %(Mé,w) — R(ME,w) et “7“12: CR(ME, W) — %(Mé,w)
induisent des morphismes de 3(Mp)-modules

“ibl L C(MY,w) = C(Mb,w), “r% : C(Mb,w) — C(Mb,w).

On définit comme ci—dessus (c’est—a—dire en remplacant Gc par C) une filtration décrois-
sante {C;(G%,w)}i>o et une filtration croissante {C'(G* w)}i>o du 3(G)-module C(G*,w).
On pose

e (GR w) = €1 (GR, w).

VARIANTE. — On a défini en 4.4 (variante) une filtration décroissante {Gc(G%,w);}is>—1
de gc(Gh,w). On peut aussi définir une filtration croissante SC(Gh,w)i}iZ,l de Sc(Gh,w):
i w Ph
9e(G:,0)' =[] ker*rgic,
P, d(M%)>i

ot P? parcourt les éléments de P(G?).

On définit enfin, de la méme maniére, une filtration décroissante {C(G%,w); }i>_1 et une
filtration croissante {C(G* w)'}i>_1 de €(G*,w). D’aprés la remarque 4 de 4.3, le cran d(G")
de ces filtrations coincide avec le cran d(G) des précédentes: on a

i
C(G",w) yany = Caie)(Ghw),  C(G%w) ) = e”(G*,w).

Bien str si 6 = id, ces filtrations coincident avec les précédentes: on a C(G,w)e = Co(G,w)
et C(G,w)® = C*(G,w). [ ]

Pour P% Q° € P(G) tels que Q° C P', les foncteurs “iga : %(Mg,w) — iR(ME;.,w) et

b . . . .
wrgu CR(ME, W) — %(MHQ, w) induisent aussi des morphismes de 3(Mp)-modules

b b
Yige t € (My,w) — €' (Mp,w), “r%, : C(Mf,w) — €' (Mf,w),

qui coincident avec ceux déduits par restriction des morphismes précédents (ceux sans les
“”). De plus, puisque les foncteurs ig et rg sont exacts, ces morphismes sont compatibles

aux projections G(ME,, w) = G’(ME,, w) et (?(ME), w) = G'(Mg, w), au sens ou les diagrammes
suivants

w Pl w.Qf
3 h T
C(Mp,w) —Z>e(Mh,w) ,  C(ME,w) —> e(Mb,w)
¢/ (Mf,w) — €' (M}, w) (M}, w) — €' (M}, w)
u.;z-PE wrQE
Q P

sont commutatifs.

Les filtrations {Ci(G", w)}i>0 et {€(G*,w)}i>0 donnent par restriction une filtration
décroissante {€;(G*,w)}i>o et une filtration croissante {C*(G* w)}i>o du 3(G)-module
G'(Gh,w). D’aprés la commutativité des diagrammes précédents, ces filtrations coincident
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avec celles déduites de {Ci(G* w)}iso et {€(G* w)}i>0 par projection. En particulier, po-
sant

(G w) = €M (G w),
on a l’égalité

(G w) = Im(C¥ (G, w) — €/ (G, w), [IL,u] — [IT,u]).

De méme, les filtrations {C(G*,w):}i>_1 et {€(GY, w)*}i>_1 (variante) donnent par restric-
tion une filtration décroissante {€'(G%,w)i}i>0 et une filtration croissante {€'(G% w)'}i>0
du 3(G)-module €' (G*, w), qui coincident avec les filtrations déduites de {€(G%,w);}i>_1 et
{C(G*,w)}i>_1 par projection.

6.12. Filtration topologique. — Nous focalisons maintenant notre attention sur la struc-
ture de 3(G)-module sur €(G*,w). Rappelons que 'action de 3(G) sur C(G*,w) est donnée
par

2'[H7u] = [H,Zno Ou]’ ZES(G)v [H,U] GC(G”,w).
Elle se factorise & travers 'anneau 3¢ , quotient de 3(G) par I'idéal engendré par les z(1)—z,

z € 3(G).
REMARQUE 1. — L’application
G(Ghv OJ) - ﬁ(Gha w)? [H7 u] = é[l’[,u]’

est un morphisme de 3(G)-modules pour I’action naturelle de 3(G) sur H(G?,w), c’est—a—
dire celle déduite par passage au quotient de ’action naturelle sur G{(Gh7w), cf. 6.7-6.8.
L’action de 3(G) sur H(G?,w) se factorise elle aussi & travers Panneau quotient 3gh ., €t
I’application ci—dessus est un morphisme de gcuwamodules. |

Pour un objet de type fini © de R(G), on note Supp(w) C ©(G) le support du faisceau
quasi—cohérent associé au 3(G)—module V. Si J est un “bon” sous—groupe ouvert compact
de G tel que m; = m, c’est aussi le support du faisceau cohérent associé au 3.;(G)-module
de type fini V7. En particulier, c’est une sous—variété fermée de O (G) = Hseeu) O(s),
d’idéal associé le radical de ’annulateur

Anns ) (Vi) ={z € 3,(G) : - V;] = 0}.

Pour chaque entier ¢ > 0, on note R(G?, w; i) la sous—catégorie pleine de (G, w) formée
des w-représentations I de G* telles que II° est un objet de type fini de :(G) tel que
dim(Supp(II°)) < ¢, et I'on pose

C(G*, ws i) = C(R(G*, w; ),
otl C(M(G*, w; 1)) est défini comme en 6.8 en remplacant R(GH, w) par R(G*, w;i). On munit
€(G% w;i) d’une structure de 3(G)-module comme en loc. cit. Pour J € Jon o (G), on
définit de la méme maniére la catégorie abélienne R, (G*, w; i) et le 3(G)-module — en fait
un 37(G)-module — C;(G* w;i) = C(Ms(G", w;i)). Comme en loc. cit., on a I’égalité

B =1 LI

C(G",w;i) = h_§>nCJ(G ,w; i),
ot la limite inductive est prise sur les J € Jgu ,(G). Soit F'e(G" w) le sous-3(G)-module
de €(G", w) défini par

F'e(G?, w) = Im(C(G*, w; i) — C(GY, w)),
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ott €(G",w;i) — C(G%,w) est Papplication naturelle, c’est-a—dire le morphisme de 3(G)-
modules induit par I'application identique (IT,u) + (IT,u). Pour J € Jgx ,(G), on définit
de la méme maniére le sous—3(G)-module F'€;(GY, w) de €;(G,w). On a donc 'égalité
F'e(G* w) = li%}nFiGJ(Gh,w),
ot la limite inductive est prise sur les J € J gy ,(G).
On obtient une filtration croissante {F'C(G*,w)}i>0 de C(G?,w). Pour i > 0, on pose

Fe(Ghw) = F'e(GY w)/Fe(G%,w), F G w)={0}.
Les F'€(G, w) sont encore munis (par passage au quotient) d’une structure de 3(G)-modules.

Pouri > 0et J € J gt ,(G), on définit de la méme maniére le sous—3(G)-module F*C, (G, w)
de F'@(G*,w). On a aussi 'égalité

F'e(G*, w) = limF €, (G*, w),
ot la limite inductive est prise sur les J € J gy ,(G).

LEMME. — Pour i < d(G%), on a F'C(G*,w) = 0.

Démonstration. — On peut supposer ¢ > 0 (sinon il n’y a rien & démontrer). En particulier
on a d(G*) > 0. On procéde comme dans la démonstration de [D, lemma 4.10]. Rappelons
qu’on a noté Ag le plus grand sous—tore déployé du centre Z(G) de G, et Agy le plus
grand sous—tore déployé du centre Z(G’h) de G* (cf. 4.3). On a donc Pinclusion Agn C Ag.
Posons AhG = Ag - 61, et notons ‘ﬁO(AhG) la composante neutre du groupe %(Ag) =P(Ag)?
des caractéres non ramifiés f—stables de A, ou (rappel) 8 = Intgy(d1). La restriction des
caractéres donne une suite de morphismes

P(GF) = P (AG) = B(Ags).
D’aprés la remarque 3 de 4.2, chacun de ces deux morphismes (et donc aussi leur composée)
est surjectif de noyau fini, i.e. fini et étale.

Soit H(Ac) l'espace des fonctions localement constantes a support compact sur Ag, muni
du produit de convolution défini par la mesure de Haar sur Ag donnant le volume 1 au sous—
groupe compact maximal A& de Ag. Tout élément de H(Ag) définit (par convolution) un
Z—endomorphisme de H(G) qui commute aux multiplications a droite et & gauche, c’est—a—
dire un élément de 3(G) (cf. 2.17). On en déduit un morphisme de C—algébres

ClAc/AG) = H(Ag) — 3(G),
qui fournit un morphisme (algébrique)
ne : ©(G) — P(Aa).

On note 7y : O(G) = P(Agy) la composée de ce morphisme et de la projection canonique
P(Ac) = P(Aga), ¥ = Plag,.

Soit (II, u) une paire formée d’un objet IT de R(G¥, w) tel que II° est un objet de type fini
de (@), et d’un élément u € Endg(I1°). Posons Y = Supp(I1°). Supposons dim(Y) < d(G?),
et montrons que [IT,u] = 0 dans C(G*, w). L’image S* C P(Agt) de Y par le morphisme 74
est une sous—variété (en général non fermée) de PB(Aqy ), de dimension strictement inférieure
a d(G"). Puisque le morphisme °(A%) — P(Ag:) est fini et étale, il existe un sous-groupe
a un paramétre p : C* — ‘BO(Abc) tel que, notant Cﬂ C PB(Agy) la projection de I'image de
o sur P(Ag), on a

dim(C% N S%) = 0.
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Soit y* : Ag/AL — Z le morphisme de groupes correspondant a yu : C* — P°(A%L) C P(Aqg).
Posons A = ker(p*). C’est un sous—groupe f-stable de Ag (on a pf 0@ = p*), et 6 induit
par passage au quotient Paction triviale sur Ag /Ay =~ Z. Posons S = na(Y) et C, = Im(u).
Par construction, on a

dim(C, N S) = 0.
Cela entraine que seul un nombre fini de caractéres du groupe A /Ag apparait dans action
de C[A¢/Ag] sur espace V de I via le morphisme

Cl[Ag/AG] — ClAq/AE] — 3(G).

Comme G'A¢ est un sous—groupe d’indice fini de G, et que V est de type fini comme
G-module, on en déduit que V est de type fini comme G* Af;—module. L’inclusion A¢ C G
identifie Ag /A% & un sous—groupe d’indice fini de G/G* Ay. Puisque Ag /Ay ~ 7, on obtient
que G/G' A ~ 7 x § pour un groupe fini § (le sous—groupe de torsion de G/G* AL;). Notons
G’ C G le noyau de la projection de G sur le facteur Z de la décomposition G/G* Ay ~ Z x T,
c’est—a—dire le noyau de I’application composée

G — G/G'AL — Z.

L’inclusion A C G identifie Ag/Ag & un sous—groupe d’indice fini, disons m, de G/G’ ~ Z.
L’automorphisme 6 de G induit par passage au quotient un automorphisme de G/ G' AL
qui stabilise la décomposition G/GIA’ ~ 7Z x §. Le groupe G’ est O-stable, et 0 induit
par passage au quotient un automorphisme de G/G’ trivial sur Ag/Ay. Comme le seul
automorphisme de Z trivial sur mZ est 'identité, 6 agit trivialement sur G/G’.

Posons X = Hom(G/G’,C*). C’est un tore complexe de dimension 1, et un sous—groupe
de PB°(G®). Notons B l'algébre affine C[X] = C[t,t"'] de X. Soit IIp le (G* w)-module
d’espace Vg = V ®c B donné par

g (6)(v @ b) =TI(8)(v) ® pB(g9)b, 6=g-d1,

ol ¢ : G — B est le “caractére universel” donné par ’évaluation. Le fait que 6 opére
trivialement sur G/G’ assure que Il est bien une w-représentation de G". Puisque V est
de type fini comme G’-module, le G-module II% est encore de type fini. Soit up le G-
endomorphisme de I donné par up = v ® idg. Soit f : Vg — Ve et h : Vg — V les
morphismes de (G%, w)-modules donnés par f(v®@b) =v® (t — 1)b et h(v®b) = b(t — 1)v,
ot b(t + 1) € C désigne I’évaluation de b € C[t,t~'] en t = 1. La suite de (G",w)-modules
0—-Tp LT 25V -0
est exacte, et vérifie up o f = foup et uoh = houp. Par conséquent on a (dans €(G", w))
[H,u] = [HB,uB] — [HB,uB] =0,
ce qui achéve la démonstration du lemme. O
REMARQUE 2. — On a une action naturelle de P (G?) sur C(G¥, w), qui stabilise €' (G*, w),
donnée par
U (I, u] = [P - 101, u).
Rappelons que le point—base §; € M3 a été choisi de telle maniére que le F—automorphisme
0 = int: (61) de G normalise un sous—groupe d’Iwahori I de G en bonne position par rapport
& (Po, M), et que I'ensemble J = {I™ : n > no} est contenu dans J s ,(G) — cf. 2.20 et
2.21. Pour tout élément [II,u)’ de €'(G*,w), I'image ¢y, de [II,u]" par I'isomorphisme
€' (G*,w) — H(G",w) de 6.7 est donnée par

(Z[H,u]/ = tr%'u]'w (uo H(51)71; VJ) S ﬁi,w
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pour tout groupe J € g tel que II; = II. On en déduit que pour tout ¥ € ‘Bc(Gh), on a
U] = [0 10w = [T, W(61) " ) = U(60) ™ - [T, ),

En particulier, le sous-groupe ¥(G%)° = {4° : ¢ € P(G*)} de Pc(G?) opere trivialement
sur €'(G%, w). D’autre part pour ¢ € PB(G%), on a

Supp((¢™* - 11)°) = 4 - Supp(IL°).
On en déduit que si [TT,u]’ # 0 dans €'(G*,w), alors Supp(I1°) est une sous-variété (fermée)
P(GH)-stable de O(G). Pour y € O(G), le morphisme P°(G?) — O(G), ¢ > -y est a fibres
finies, par conséquent (toujours si [II,u]" # 0) la dimension de Supp(II°) est supérieure ou
égale a dim(P°(GH)) = d(G?). Cela démontre le lemme dans le cas ot C(G%,w) = €'(G!, w),
cf. la remarque 1 de 6.8. |

REMARQUE 3. — Soit IT un objet de R(G%,w; ) pour un entier i > 0, et soit P¥ € P(G?).
Posons ¥ = “’rgg (IT). Rappelons (4.6) que le morphisme d’anneaux ¢¢; p : 3(G) — 3(Mp) fait
de 3(Mp) un 3(G)-module de type fini, et que pour z € 3(G), le Mp—endomorphisme r& (z)
de X° = r&(I1°) coincide avec 1§ p(z). Par suite la représentation (de type fini) £° de Mp
vérifie dim(Supp(2°)) < 4. Si d(M?%) > i, alors d’aprés le lemme, pour tout u € Endg (11°),

élément “rz; ([IL, u]) de @(M%,w) est nul. D’ou Pinclusion
F'e(G", w) C €(Ghw)', i>0.

Dans le cas non tordu (6 = id et w = 1), Dat a montré — pour F de caractéristique nulle
mais sa démonstration est valable en caractéristique quelconque — que cette inclusion est
une égalité [D, theorem 5.7|. On verra en 6.23 (corollaire) qu’il en est de méme ici. |

6.13. L’isomorphisme C(G!,w;0) ~ G¢c(G*,w™!). — Pour i =0, %(Gh,w; 0) est la sous—
catégorie pleine de R(G ) w) formée des w-représentations IT de G telles que la représentation
sous—jacente II° de G est de longueur finie. Pour une paire (II, v) formée d’un objet II de
%(G”, w; 0) et d’un élément u de Endg (I1°), on note [II, u; 0] son image dans C(Gh, w;0). Si Il
est un objet de R(G*,w;0), on note Tsoc le socle de 7 = I1°, c’est—a-dire la somme (directe)
des sous-représentations irréductibles de 7. Puisque l'espace de Tsoc est Gi—stable, il définit
une sous—w-représentation Il de I, qui coincide avec la somme des sous—w-représentations
irréductibles de II (cf. 2.6). De plus, tout G—endomorphisme u de II définit par restriction
un G—endomorphisme usoc de Ilsoc €t par passage au quotient un G—endomorphisme u°°¢ de
I15°° = II/Tlg0c. D’aprés la relation sur les suites exactes, on a l'égalité dans €(G¥,w;0)

[IT, u; 0] = [soc, tsoc; 0] + [I1°°°, u*°%; 0].

Par récurrence sur la longueur de II°, on en déduit que le groupe abélien €(G¥, w;0) est
engendré (sur Z) par les paires [II, u; 0] telles que II° est une représentation semisimple de
longueur finie de G. Pour un tel II, on a la décomposition en somme directe

H:@Hx
x

ou X parcourt les éléments de Irr< o (Gh, w)/C*, et TIx désigne la composante X—isotypique
de II; en d’autres termes, I15 est la somme (directe) des sous-représentations irréductibles p
de II° telles que la Z—orbite {p(k) : k € Z} est dans I'image de X par l’application injective
(2.7) It < 100 (G*, W) /C* — Trr(G) /Z. Pour u € Endg(I1°), on a Iégalité dans C(G*, w; 0)

(L u] = > [x,ux], ux =ulv,, €Endg(I1%).
x
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Soit IT un objet de R(G',w;0) tel que II = IIx pour un X € Irr<; oo (G, w)/C*. Choisissons
une sous—w-représentation irréductible Il de I1. La w-représentation II est isomorphe a un
produit de la forme

H/:H()X()\l‘Ho)X"'X()\n71~H0), )\»;G(CX.

Choisissons un tel isomorphisme (de (G* w)-modules) ¢ : IT — IT. D’ott un isomorphisme
de C—espaces vectoriels

Ende(I1°) = M, (End(I13)), w— Couo ¢ = (uij)i<ij<n
vérifiant
Uiy =Mo(8) owijog(8) ™" (=wij), @=T(8)ouoll(s)™",

pour un (i.e. pour tout) § € G*. Notons Endg (IT) espace vectoriel quotient de Endg (I1°)
par le sous—espace engendré par les wou' —u' ou pour u, v’ € Endg(I1°). On définit I’espace
Endg(Ilp) de la méme maniére. L’application trace

Endg(H) — Endc(no)7 U = Zum
i=1
induit par passage au quotient une application
Hn,no : Endc (H) — EndG (HO)

qui ne dépend pas du choix de (, et qui, d’aprés la proposition de 6.2, est un isomorphisme
de C-espaces vectoriels. On en déduit que pour u € Endg(II°), on a I’égalité dans C(G?, w; 0)

[H,U;O} :Z[Ai71 -Ho,ui’i;O], )\0 =1.
i=1
D’aprés la remarque 1 de 6.7 (et la remarque 2 de 6.8), si la w-représentation irréductible
Iy de G* n’est pas G-irréductible, pour u € Endg(II°), on a I'égalité dans €(G¥,w;0)
[IT, u; 0] = 0.

En définitive, on a montré que le groupe abélien C(G?,w;0) est engendré (sur Z) par les
paires [IT,u] telles que II est une w-représentation G—irréductible de G*. Ainsi C(G?,w;0)
coincide “presque” avec 9@(6’”,(.«))7 a ceci prés que la multiplication par C* est inversée: pour
une paire (IT, ) comme ci—dessus et un élément A € C*, on a

X - [IT, w; 0] = [IL, Aw; 0) = [A™" - IL, w; 0]

Tout comme pour lapplication d’Euler—Poincaré (6.9), on corrige ce défaut en passant a la
contragrédiente: 'application qui & un objet II de S(G¥,w™1;0) associe la paire (I, id vy, )
induit par passage aux quotients un isomorphisme de C—espaces vectoriels

Ge(GFw™h) =5 e(G%, w; 0).

REMARQUE. — Si d(G") > 0, d’aprés le lemme de 6.12, 'image F°C(G*, w) de €(G%,w;0)
dans @(G*,w) par Papplication naturelle, est nulle. |
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6.14. Gradué de la filtration topologique. — Pour une sous—variété fermée irréduc-
tible Y de ©(G), on note R(G;Y) la sous—catégorie pleine de S3(G) formée des représenta-
tions de type fini m de G telles que Paction de 3(G) sur 'espace de 7 se factorise a travers
le morphisme de C-algébres 3(G) — C[Y]; notons que cette condition implique l'inclusion
Supp(m) C Y, mais la réciproque est fausse en général. D’aprés [BD, prop. 3.3|, tout objet de
R(G;Y) est un (G, C[Y])-module admissible. D’ailleurs puisque Y C O(s) pour un unique
s € B(G), d’aprés [BD, cor. 3.10], tout (G, C[Y])-module admissible 7 tel que l'action de
C[Y] sur V; provient de l’action naturelle de 3(G) via le morphisme 3(G) — C[Y], est un
objet de R(G;Y).

REMARQUE 1. — SiY = {y} pour un point y € ©(G), alors R(G;y) est la sous—catégorie
pleine de R(G) formée des représentations de longueur finie 7 de G telle que I’action de 3(G)
sur l'espace de 7 se factorise & travers le morphisme de spécialisation 3(G) — C[{y}] ~ C.
Si 7 est un objet de RR(G;y), alors pour toute représentation irréductible 7’ de G isomorphe
a un sous—quotient de 7, on a O¢(n’) = y. Mais méme dans ce cas, la réciproque est fausse
en général: une représentation de longueur finie 7 de G telle que 0 (') = y pour tout sous—
quotient irréductible 7’ de 7, n’est pas forcément un objet de SR(G,y). Prenons par exemple
pour G le groupe GL(1), et limitons—nous aux représentations non ramifiées de G = F'*.
On a 3(G) = C[t,t™']. Soit un entier k > 2. Pour t = 1, 'espace 3(G)/(t — 1)*3(G) définit
une représentation de longueur finie 7 de G telle que ¢ (7’) = 1 pour tout sous—quotient
irréductible 7’ de 7. Mais 3(G) n’agit pas sur 7 via son quotient 3(G)/(t — 1)3(G). |

Si de plus Y est Z-stable, on note |(G%,w;Y) la sous—catégorie pleine de R(G*,w)
formée des w-représentations IT de G telles que II° est un objet de R(G;Y). Puisque YV
est Z-stable, 'élément s de B(G) tel que Y C O(s) appartient & B1(G), mais les actions
de C[Y] et GY sur Vi = Vme ne commutent pas nécessairement entre elles. En d’autres
termes, IT n’est en général pas un (G¥,w, C[Y])-module; c’en est un si ¥ C ©;(G). Posons
C(G* w;Y) = €(R(G*,w;Y)). Cest un C[Y]-module — donc aussi un 3(G)-module — pour
laction de C[Y] définie comme en 6.8. Pour chaque entier ¢ > 0, on peut comme en 6.12
définir la sous—catégorie pleine R(G?,w; Y;1) de R(G*, w;Y), et poser

C(G*, w; Y1) = C(R(G,w; Y51)).
On peut aussi définir la filtration {F*C(G*,w;Y)}i>0, oit
F'@(G%,w;Y) = Im(C(G*,w; Y3 i) — C(G*,w;Y)),
et pour 7 > 0, poser
Fe(GHw;Y) = F'e(Gh w; Y) /Fe(G w; Y), F'C(G*w;Y) =0.
Les F'e(G" w;Y) et les F'€(G" w;Y) sont des C[Y]-modules, et pour i > dim(Y), on a
F'C(G*,w;Y) = 0. Notons
Y R(Gh w;Y) = C(GRw)
Iapplication naturelle. D’aprés le lemme de 6.12, si dim(Y) < d(G*) alors ¢¥ €(G*,w;Y) =0
dans €(G*,w). De plus, +¥ est un morphisme filtré de 3(G)-modules: pour chaque i > 0,
¢¥ induit un morphisme de 3(G)-modules F'@(G*,w; Y) — F'€(G", w), et un morphisme de
3(G)-modules F'C(G*,w;Y) — F'C(G*,w). En particulier, on a I'inclusion

Ye(GH, w;Y) = Y FEIRGE w; Y) € FEmYIR(GE w).

Le lemme suivant est la version tordue du lemma 4.3 de [D].
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LEMME. — Soit un entier d > d(G%). On a I’égalité dans C(G*,w)
FleGhw) = Y JFeGhwY),

Y,dim(Y)=d

ou'Y parcourt les sous—variétés fermées irréductibles Z—stables (de dimension d) de ©(G).

Démonstration. — L’expression & droite de I’égalité est (par définition) contenue dans celle
a gauche. Pour 'inclusion inverse, on prouve tout d’abord l’analogue suivant du lemma 17
de [BS]: I'espace FY€(G" w) est engendré (sur C) par les images des paires (IT,u) ot II
est un objet de :M(G*,w;d) tel que Supp(II°) est irréductible, et v € Endg(I1°). On peut
par récurrence supposer que cela est vrai pour FiC(Gh,w), it =20,...,d —1 (pour ¢ = 0,
cf. la description de C(G*,w;0) donnée en 6.13). Soit donc (IT,u) une paire formée d’un
objet I de M(G", w;d) et d'un élément v € Endg(n), m = II°. Posons X = Supp(r). Si
dim(X) < d, alors [II,u] est dans F*"'C(G¥, w) et il n’y a rien a démontrer. On suppose donc
dim(X) = d. Puisque X est une sous—variété Z-stable de ©(G), 'ensemble des s € B(G)
tels que X N O(s) # 0 est une partie finie Z-stable de B(G). D’apreés la remarque 1 de 6.7
(et la remarque 2 de 6.8), on peut supposer que X C O(s) pour un s € B1(G).

Soit Yi,...,Y, les composantes irréductibles de X. On peut supposer n > 2 sinon il
n’y a rien a démontrer. Pour ¢ = 1,...,n, soit J; = Anns, (Y;) l'idéal de 3, définissant Y;.
Puisque 7(1) ~ m, il existe une permutation ¢ — o (i) de {1,...,n} telle que Y;(1) = Y, (),
et puisque 7 est de type fini, il existe des entiers ki,...,k, > 1 tel que I'idéal J]7_; in de
3s annule w. On peut supposer que pour i = 1,...,n, on a ky(;) = ki. Soit O une o—orbite
dans {1,...,n} telle que dimY; = n pour un (i.e. pour tout) i € O. Posons Jo = [];cq Ji et
ko = ki, 1 € O. L’idéal Jgo de 35 est Z-stable, et la sous—représentation o = Jgo -mdew
définit une sous—w-représentation Ilg de II (i.e. telle que II§ = mp). Le G-endomorphisme
u de 7 induit par restriction un G-endomorphisme u¢ de I, et par passage au quotient un
G-endomorphisme @ de 7o = (I1/I1p)°. On a Iégalité dans FYC(G, w):

[H,u] = [Ho,uO]—‘r[Ho,ﬂoL Ho :H/Ho
La représentation 7o de G est annulée par Jg‘”, par conséquent son support est contenu dans
Y. Sis = |0] > 1, alors d’aprés la remarque 1 de 6.7 (et la remarque 2 6.8), I’élément [Tlo, To)]
est dans Fd_le(Gh,w). En effet, pour i = 1,...,n, notons m; la sous-représentation 3;” -
de 7, et pour i € O, posons Ty = 7; /7o C 7o et notons Uy € Endg(Th) la restriction de &o
a l'espace de k. L’opérateur A = IIn(d1) envoie Ty sur ﬁgm(l). Soit 49 € O. L’opérateur
A?® envoie ﬁg’ sur ﬁg) (s), donc définit une ws-représentation 3 de G?. Posons o = 1s(2),

. . s—1/;
et notons Up le G-endomorphisme @ x uo(m) X - X Ug (o) T application
(p:ﬁo —)ﬁo, (’Uo,...,’l)sfl) = v+ Vs—1
est un Cihfmorphisme vérifiant ¢° oo = Upoyp®. Son noyau définit une sous-w-représentation
IT}, de IIp qui, par construction, est un objet de 93(G*, w;d — 1). Notant i € Ende(II}) la
restriction de T a l'espace de I, on a l'égalité dans F4C(GY, w):
Mo, o] = [Mo, o] — [, 6] = 0 (mod F*~'C(G%, w)).

Si s = 1, on distingue deux cas: ou bien Supp(To) = Yo; ou bien Supp(7To) # Yo, auquel
cas [T, To] appartient a F4~1€(G% w). Quant a la représentation 7o de G, puisqu’elle est
annulée par I'idéal [, ¢o in de 3, son support est contenu dans la sous—variété X' = |, ¢o Yi
de X. Si dim(X') < d, I'éléement [IIo, ueo] appartient a F4~1(G% w) et il n’y a plus rien a
démontrer; sinon, il existe une o—orbite O’ dans {1,...,n}, 0" # O, telle que Yo C X', et



108 GUY HENNIART & BERTRAND LEMAIRE

I'on peut remplacer (X, O) par (X', ") dans la construction précédente. Le processus s’arréte
au bout d’un nombre fini d’étapes (n est fini!), d’ou le résultat.

On est donc ramené & montrer que pour une paire (II,u) comme ci-dessus, telle que
Y = Supp(II°) est une sous—variété irréductible de dimension d de ©(G), 'élément [II, u]
est dans le sous-espace ¥ FIC(G, w;Y) de FIC(G*,w). Soit 5 € B1(G) tel que Y C O(s),
et soit Jy = Anns_(Y) lidéal de 35 définissant Y. Puisque II° est un objet de type fini de
R(G), il existe un entier k£ > 1 tel que 3% -V =0.Pouri =0,...,k— 1, le sous—espace
Vi = 3% - Vi de Vi1 est Gi—stable, par conséquent la paire (IT, ) définit par restriction et
passage au quotient une paire (II;, u;), Vir, = Vi/Viq1. On a Pégalité dans e(GY,w)

k—1
[H7 ’LL} = Z[Hivui]v
i=0
et chaque [II;, u;] est dans N FR(GH, w; Y). O
REMARQUE 2. — L’involution # + 7 de Irr(G) induit une involution de ©(G), notée

y — 9, qui envoie Ogy ,(G) sur Ogy ,—1(G). Concrétement, si y = [Mp, p] pour une paire
cuspidale (M, p) de G, alors § = [M, p]. De maniére équivalente, si y = 6 (7) pour un
élément 7 de Trr(G), alors § = g (7). D’apreés 6.13, si Y = {y} pour un point y € Ogs ,(G),
alors Papplication qui a un objet II de R(GY,w™ ;) associe la paire (ﬂ,idvﬁ) induit un
isomorphisme de C—espaces vectoriels

Ge(Ghw™9) — C(G*,wiy). u

REMARQUE 3. — On verra en 6.20 (cf. aussi la remarque de 6.17) que seules les sous—
variétés fermées irréductibles Y de O1(G) contribuent non trivialement & la somme a droite
de I’égalité du lemme. [ ]

6.15. Sur les générateurs projectifs a la Bernstein. — Pour s € B(G), la catégorie
Rs(G) est équivalente & une catégorie de modules sur une algebre a unité H,. Concrétement,
choisissons une paire cuspidale standard (Mp,p) de G de classe d’équivalence inertielle s,
notons B ’algébre affine C[B(Mp)] = C[Mp/M3] du tore complexe B(Mp), et formons la
représentation s = i%(p@pp) de G d’espace i%(V, @c B), ott op : Mp — B est le “caractére
universel” donné par I'évaluation (cf. 2.22); c’est un (G, B)-module admissible. D’aprés [B2,
4.1], ms est un générateur projectif de type fini de la catégorie R:(G), et cette derniére est
équivalente a la catégorie Mod(Hs) des modules (& gauche) sur la C-algebre

Hs = Endg(ms);

ot Endg(7s)°" désigne l'algebre opposée & Endg(ms). Cette C-algébre Hs est en fait une
3;—algeébre, de centre 3s et de type fini comme 3;—module. De plus (loc. cit.), la classe
d’isomorphisme de 75 ne dépend pas du choix de (Mp, p) — d’ou la notation.

REMARQUE 1. — La 3;-algébre H, est munie d’une structure de C[B(Mp)]-module de
type fini, et d’aprés le “lemme géométrique” [BZ2, 2.12] (cf. 4.1), ce C[P(Mp)]-module est
libre (cf. D, 6.9]).

On peut décrire explicitement 1’équivalence de catégories R:(G) = Mod(Hs) — nous en
aurons besoin plus loin. Soit rx, : Rs(G) — Mod(H;) le foncteur donné par
o — 1, (0) = Homg(7s, 0),
ou laction de H; sur 7, (o) est donnée par

u-v=vou, u€Hs;,v€rg(o).
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Puisque 75 est un générateur projectif de type fini de Rs(G), le foncteur -, est exact, fidéle,
et commute aux sommes directes arbitraires. Soit aussi ir, : Mod(Hs) — Rs(G) le foncteur
donné par
W in, (W) = Vi, Qac, W,
ol la structure de Hs—module a droite sur I’espace Vi, de ms est donnée par
v-u=u(v), vE€Va,ucH,,
et ot 'action de G sur ir, (W) est donnée par
g-(vQw)=ms(g)(v)Qw, g€G,vEVy,weW.
Le résultat suivant est bien connu (cf. [B1, B2]).

LEMME 1. — Le foncteur v, est adjoint a droite du foncteur ix,, et les foncteurs rn, et
ir, Sont quasi—inverses l'un de l'autre.

Démonstration. — On la rappelle briévement. Posons m = 7. Pour un Hs—module W et un
G-module o dans R:(G), soit
® = Dy, : Homse, (W, 7x(0)) = Home (ix (W), 0)

I’application linéaire définie par

®(a)(v @ w) = a(w)(v)
pour a € Homge, (W, 7-(0)), v € Vz et w € W. C’est un isomorphisme, d’inverse I’application
linéaire

U = Yy, : Homg(ix (W), 0) — Homge, (W, rx(0))

définie par

¥ (b)(w)(v) = b(v @ w)
pour b € Homg (i-(W),0), w € W et v € V. En d’autres termes, le foncteur r, est adjoint
a droite du foncteur i.

Soit & = ar :ix 0Tr = Iy (g) et B = Br : IMod(s¢,) — T © ix les morphismes adjoints,
i.e. les transformations naturelles données par
o — afo) € Homeg (i o rx(0),0),
W — B(W) € Homge, (W, mx 0 i (W)).

ou le morphisme «a(c) est 'image par ®, (5),, de I'identité dans Homse, (r(0),7x(0)), et
le morphisme (W) est 'image par Wy ;_(w) de l'identité dans Homg (ix(W),ir(W)). On
arg(m) = Hs et in(Hs) = Vi ®3¢, Hs, et via isomorphisme canonique ir(Hs) ~ =, le
morphisme a(7) € Homg (m, ) = Hs est 'identité de Hs. Pour un G-module o dans Rs(G),
choisissons une suite exacte dans Rs(G)

AP SN )
Puisque le foncteur i, o rr est exact a droite, on obtient une suite exacte dans Rs(G)

irora(m) 5 iz ore(m?) = irore(o) = 0.

Le diagramme

i orﬁ(Tr(J)) — i orﬁ(wm) ——>irory(c) —=0

a(W(J))l a(w(f))l a(o)l

7D 7D P 0
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est commutatif. Comme le foncteur i, o7, commute aux sommes directes, les fléches a(ﬂ(‘]>)
et a(7r<1>) sont des isomorphismes, par suite o(o) est un isomorphisme de G—modules, et «
est un isomorphisme de foncteurs. On montre de la méme maniére (en remplagant 7 par Hs)
que [ est un isomorphisme de foncteurs. O

Soit maintenant s € B1(G), et soit (Mp, p) une paire cuspidale standard de G de classe
d’équivalence inertielle s. Puisque s(1) = s, il existe des éléments w € Wg et ¢ € P(Mp)
tels que w(Mp) = 071 (Mp) et p(1) ~ ™ (2pp). Posons M = Mp, §' = 0 o Intg(n.,) et
p = 1p. Ona @' (M) =M et w 'p? ~ p. Soit B =C[B(M)] et p=p’ ® pp. Choisissons

un isomorphisme v’ de p’ sur w™'p’?. Alors u =’ ® 0 est un isomorphisme de p sur
— ! .,
w™'p” = p(1)" (= p(1) o Inte (nw)).
Notons m = 7s et @' = 7, les représentations i%(p) et i (wilpel) de G — ce sont deux

générateurs projectifs de type fini de la catégorie M, (G). Soit U = i%(u) l'isomorphisme de
7 sur 7w donné par

U(f)g) =u(f(g), [f€Va=1iE(Vyy® B).
Pour f' € Vs, on pose U'(F') = (wf')e/. C’est un élément de V., et Papplication f' +— U'(f")
est un isomorphisme de 7’ sur w™'x? . Enfin 'application f — U"(f) = n(ng")(f) est un

’
isomorphisme de 7™ sur 7. C’est donc aussi un isomorphisme de 7(1)™* = w™'7? sur 7(1).

Posons

A=U"oU oU € Isomg(m, m(1)).
Soit IT = Il la w-représentation de G¥ telle que TI° = 7 et T1(d;) = A.

Soit ¥ = s le C-automorphisme de 3, = Endg(7)°P défini par v(u) = Aouo A7
u € Hs. On note U{EM = H, - v le H,—bimodule, libre de rang comme H.—module & gauche
(resp. & droite), défini par la paire (Hs,7): pour u, u’, u” € Hs, on pose
! " / 1"
e 9) = wou o) .
On a aussi une action naturelle de 35 sur Hs, donnée par
z-u=zrou, 2z€ Js u€ H,.

Elle vérifie

V(2 u) = zzy 0 y(u) = 2(1) - y(w).
REMARQUE 2. — Soit IT' une autre w-représentation de G* telle que II'° = 7. Posons
A’ =TI'(61). Alors u = A~ o A" appartient & 3 = Autg(7), et remplacer II par II' revient
a remplacer v par v = y(u) -y € %E,w, c’est—a—dire & changer de point-base dans U-CEM. |

Pour un objet ¥ de R¢(G*,w), Vespace V = rr(X°) est muni d’une structure de HZ ,—

module non dégénéré: pour v € V, on pose vy (v) = £(d1) ovo A™'; on a donc

Y (v) = B(8) ovoTI(6) ", &€,
et

W v) = () o (Aowo A™) = y(w) - (v), u € He.

L’espace 7, (X°), muni de cette structure de K2 ,~module non dégénéré, est noté rr(X). D’ott
un foncteur

=, Re(GF,w) — Mod(ﬂ-(ﬁyw).
Soit aussi i = imr, : Mod(HE ) = Re(GF, w) le foncteur donné par

W= iz,(W) =V ®g¢, W,
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ot I'action de G® sur ir(W) est donnée par
§-(vow) =06)0) @y -w, G veVr,weW.
On a donc in(W)° = i (W).

LEMME 2. — Le foncteur rm, est une équivalence de catégories. Précisément, le foncteur
rr, est adjoint a droite du foncteur in,, et les foncteurs ri, et in, sont quasi—inverses l’un
de Uautre.

Démonstration. — Pour un objet W de Mod(f}fﬂyw) et un objet ¥ de Ms(G',w), posant
o = X°, les isomorphismes ®w,, et Yy, de la démonstration du lemme 1 donnent par
restriction des isomorphismes

P,y : Hom W,rn (X)) — Homey (in(W), X)

a0t
et
Uy, : Homgg (in(W), X) — Hom, s w(VV, rn(X2)),

qui sont inverses I'un de l'autre. En d’autres termes, le foncteur ri; est adjoint & droite du
foncteur 7.

Soit ar : tmorm — 1m5(Gﬂ,w) et B 1 — rroin les morphismes adjoints, définis

Mod(34 )
comme dans la démonstration du lemme 1. Le morphisme an(X) € Home; (i 0 r(X), X)
est la restriction du morphisme a,(X°) € Homg(ir o 7-(X°),X°). Comme a,(X°) est un
isomorphisme, am(X) lest aussi, et an est un isomorphisme de foncteur. On montre de la

méme maniére que S est un isomorphisme de foncteurs. O

6.16. Représentations a coefficients dans une extension K de C. — Soit B une
C-algeébre commutative a unité. On note R(G, B) la catégorie abélienne des (G, B)-modules
(lisses) — c’est—a—dire des représentations m de G munies d’une action de B sur V; qui
commute & laction de G —, et 3(G, B) son centre. Pour s € B(G), on note R,(G, B) la
sous—catégorie pleine de R(G, B) formée des (G, B)-modules II tels que IT est un objet de
Rs(G). D’apres la décomposition de Bernstein pour G, on a la décomposition en produit de
catégories abéliennes
NG, B) = [[ R(G.B).
s€B(G)

Notant 3s(G, B) le centre de Rs(G, B), on a la décomposition en produit d’anneaux
3(G,B)= ][ 3:(G.B).

s€B(G)

Soit s € B(G). D’apreés 6.15, la catégorie R (G) est équivalente a une catégorie de modules
sur une algébre & unité:

Rs(G) ~ Mod(H,), Hs =Endg(ms)P.

On en déduit que la catégorie Rs(G) est équivalente & la catégorie Mod(Hs ®c B), et que
3:(G, B) = 35(G) ®c B. Si de plus B est une C-algébre noethérienne, alors 3:(G) ®c B lest
aussi (puisque 3:(G) est une C—algébre de type fini), et la catégorie R, (G, B) est localement
neethérienne [G, 11, 4]. En ce cas la catégorie SR(G, B) est elle aussi localement noethérienne,
et tout (G, B)-module irréductible est (B—)admissible (cf. [B1, §4.2]).

Prenons pour B une extension arbitraire K du corps C. Fixons une cléture algébrique K
de K, et notons I'k le groupe de Galois Gal(K/K). Considérons ©(G) =[], ©(s) comme un
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schéma réduit sur C, et notons ©(G, K) ’ensemble de ses points K-rationnels. Comme dans
le cas complexe (cf. 2.15) on définit une application “caractére K—-infinitésimal”

Oox: Irr(G,K) — 0(G,K);

ott Irr(G, K) désigne I’ensemble des classes d’isomorphisme de (G, K)-modules irréductibles.

Puisque ©(G) est I'union (disjointe) de variétés algébriques, chaque point K-rationnel de
©(G) est un point K'-rationnel pour une sous-extension finie K'/K de K/K. Comme dans
[D, 6.1], on note O(G,K) I’ensemble des I'k—orbites dans ©(G,K), c’est-a-dire I'ensemble
des points fermés de I’espace topologique ©(G) X spec(c) Spec(K) — il contient 'ensemble des
points K-rationnels de ©(G). Pour un (G, K)-module 7, on note 7 = 7 ®x idz le (G, K)-
module d’espace Vi ®x K. Si 7 est irréductible comme (G, K)-module, la propriété de K-
admissibilité entraine que le (G, K)-module 7 est (K-)de longueur finie, et (d’aprés loc. cit.)
que les sous—quotients K—irréductibles de 7 sont dans une méme I'k—orbite de O(G, K). Cela
définit une application “caractére K—infinitésimal”

Ocx : Irr(G,K) — 6(G,K);
ou Irr(G, K) désigne ’ensemble des classes d’isomorphisme de (G, K)-modules irréductibles.

Soit §(G, K) le groupe de Grothendieck des (G, K)-modules (K-)de longueur finie, ¢’est—
a—dire le Z-module libre de base Irr(G, K). On a la décomposition

9(G7 K) = @ 9(G7K§ y)

y€O(G,K)
ou 9(G,K;y) désigne le sous—groupe de (G, K) engendré par HafK(y).

REMARQUE. — Puisque les représentations irréductibles de G sont absolument irréduc-
tibles, pour y € ©(G) C O(G,K), l'application 7 — 7 ®c K induit un isomorphisme de
Z—modules

5(Gsy) = S(G,K; ). u

6.17. Spécialisation au point générique. — Soit Y une sous—variété fermée irréductible
de O(G). Posons d = dim(Y). Notons K = C(Y) le corps des fractions de I’algébre affine
C[Y] de Y, et vy : 3(G) — K le morphisme composé

3(G) = C[Y] = K.

Le morphisme de K-algébres
Ly Qc idk : B(G,K) — K

définit un point K-rationnel de ©(G, K), que I’on note yy. C’est en particulier un élément de
O(G,K). Soit R(G,K;yy) la sous—catégorie pleine de R(G,K) formée des (G, K)-modules
de type fini — c’est-a—dire K-de type fini au sens de [BD, 3.1] — = tels que Paction de
3(G,K) = 3(G) ®c K sur V; se factorise & travers 1y ®c idx. Puisque tout (G, K)-module de
type fini est 3(G, K)—admissible [BD, 3.3.1], tout objet de R(G, K; yy ) est K—admissible. On
en déduit qu'un objet m de R(G,K;yy) est un (G, K)-module de longueur finie, et que pour
tout (G, K)-module irréductible 7' isomorphe & un sous—quotient de 7, on a fg x(7’) = yy.
On a le foncteur “fibre générique” suivant:

ER(G, Y) — %(G, K; yy), T TR =T ®3(G),Ly K
Supposons de plus que Y est stable sous 'action de Z, et soit s 'élément de B1(G) tel que
Y C ©(s). L’action de Z sur 3;(G) induit par passage au quotient une action sur C[Y] qui se

prolonge naturellement en une action sur K. D’ou une action de Z sur 3:(G,K) = 3:(G)®cK,
et sur ensemble des points K-rationnels de ©(s,K). Puisque le morphisme ¢y : 3(G) = K
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est (par construction) Z—équivariant, le point yy est Z-stable — i.e. il vérifie yy (1) = yy —
si et seulement si Z opére trivialement sur K. Soit DR(G“, w;Y) la catégorie abélienne définie
comme suit. Les objets de %(Gh,w; Y) sont les w-représentations IT de G¥ telles que:

— II° est un objet de R(G,K; yy);

— il existe un sous—C[Y]-module G"-stable V de Vi1, qui est C[Y]-admissible — i.e.

qui est un (G, C[Y])-module admissible — et engendre Vi sur K.

Un tel V est un G—module de type fini [BD, cor. 3.10] et définit un objet II de :R(G", w;Y)
tel que II ®¢[y] K =II: on a II° ®c[y] K = II° et l'action de G" sur Viy est donnée par

M) (vez) =) (v)®=2(1), deGLveV, zck.

Les fleches dans R(G?,w;Y) sont des fleches dans R(GY,w) qui sont aussi des fléches dans
R(G, K), c’est—a—dire des morphismes de K—espaces vectoriels. Notons que si IT est un objet
de R(G*,w;Y), pour tout v € Vi, tout z € K et tout § € G, on a I'égalité

IL(5) (2 - v) = =(1) - TL(6)(v).

Les objets de E)N‘i(Gh,w; Y) ne sont donc en général pas des (G, w, K)-modules; ils le sont si
Paction de Z sur Y est triviale, c’est—a—dire si Y C O1(s).
On a aussi le foncteur “fibre générique” suivant:

R(GH, w; V) = R(GHw; V), T Tl = T @30,y K-

Notons que si II; =% II, est une fleche dans %(Gh,w;Y), et si (pour i = 1, 2) V; est un
sous—C[Y]-module G*stable de Vi1,, admissible comme (G, C[Y])-module et qui engendre
Vi, sur K, on n’a en général pas l'inclusion w(Vi) C V2. En d’autres termes, pour deux
objets II; et Iy de R(G?,w;Y), Papplication

HomER(G”,w;Y) (Hl,Hz) — Homﬁ(Gﬂ,w;Y) (Hl ®C[y] K, 11> ®C[Y] K)
n’est en général pas surjective (i.e. le foncteur “fibre générique” n’est pas plein).

Soit €(G%,w;Y) = €(R(G* w;Y)) le groupe abélien libre de base les paires (IT,u) o
II est un objet de SY%(G“,UJ; Y), et u est un (G, K)—endomorphisme de II, quotienté par les
relations définies comme en 6.8. On munit E(Gh,w; Y') d’une structure de 3(G, K)-module
comme en 6.12. Puisque 3(G,K) = 3(G) ®c K, cela munit en particulier é(Gh,w; Y) d’une

structure de K—espace vectoriel. Le foncteur “fibre générique” ci—dessus induit un morphisme
de C[Y]-modules

C(GH,w;Y) — C(G*,w; Y).

La proposition suivante généralise celle de [D, 5.5

PROPOSITION. — Soit Y une sous—variété fermée irréductible Z—stable de ©(G), et soit
d =dim(Y"). Le foncteur “fibre générique”

R(GH,w;Y) = R(G, w; Y)

induit un morphisme injectif de C[Y]|-modules
FR(G* w;Y) — é(Gh,w; Y)

et un isomorphisme de C(Y)—espaces vectoriels

fd(?(Gh,w; Y) Qcpy) C(Y) =, é(Gh,w; Y).
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Démonstration. — Soit s élément de B1(G) tel que Y C O(s). Choisissons un générateur
projectif de type fini 7s de Rs(G) et une w-représentation II de G" telle que TI° = 7 comme
en 6.15. Posons Hs = Endg(7s)°P et }CE,W = Hq - 7, ou 7 est le C-automorphisme de H,
donné par u +— Aouo A™' A =TI(6). Posons aussi

Hy = Hs ®3, C[Y].

C’est une C[Y]-algebre, de type fini comme C[Y]-module. L’action de Z sur Y induit une
action sur C[Y], qui coincide avec celle déduite de 'action sur 35 par passage au quotient.
On en déduit (cf. 6.15) que le C—automorphisme v, de H, induit un C—automorphisme ~yy
de Hy vérifiant
vy (u®2) =9s(u) ® 2(1), ueHs, z€C[Y].
Posons inW = Hy - vy. Pour tout objet o de :’(G;Y), on a
Homg (7s,0) = Home (7s ®3, C[Y], 0),

par suite la représentation my = 7; ®3, C[Y] de G est un générateur projectif de la catégorie
R(G;Y), et Hy = Endg(my)°P. L’espace rry (0) = Homg(my, o) est muni d’une structure
de Hy—module (a gauche) comme en 6.15, et puisque les G-modules 7y et o sont de type
fini, ce Hy—module r, (o) est lui aussi de type fini. L’isomorphisme A de 7; sur 7, (1) définit
par passage aux quotients un isomorphisme Ay de 7wy sur 7y (1), donc une w-représentation
Iy de GY telle que IS, = 7y et IIy(61) = Ay. Pour u € Hy, on a vy (u) = Ay ouo A;l.
Pour tout objet ¥ de R(G", w;Y), on note 711, (X) I'espace 7, (£°) muni de la structure de
ﬂ{g,wamodule non dégénéré définie comme en 6.15. D’ott un foncteur

iy (G, w;Y) = Mod* (33,,),

ol Mod*(ﬂ-fg,yw) désigne la sous—catégorie pleine de Mod(ﬂ-fg,’w) formée des ﬂfg,’wfmodules
qui sont de type fini comme Hy-modules (i.e. comme C[Y]-modules). Notons que pour
Y = O(s), la catégorie (G, w;Y) est la sous-catégorie pleine de 9:s(G", w) formée des
objets qui sont de type fini comme G-modules, et le foncteur rm, défini ci-dessus — qu’il
conviendrait de noter rj,, pour éviter toute confusion — n’est autre que la restriction du
foncteur 71, défini en 6.15. Revenons au cas général (Y C O(s)). D’aprés 6.15, le foncteur
T, est une équivalence de catégories. En effet, pout un objet W de Mod* (in,’W)7 notons
iy (W) Pobjet de |R(G*,w;Y) défini par
iy (W) = Vi, sty W,
ot I'action de G* sur i1, (W) est donnée par
§-(wow) =Ty ()W) @y -w, §€G ve Vi, weW.

D’ou un foncteur

iy - Mod*(ﬂ-fg,yw) — NG, w;Y).
Comme dans loc. cit., on montre que le foncteur rm, est adjoint a droite du foncteur im,, , et
que les foncteurs rm, et im, sont quasi-inverses I'un de 'autre. En particulier, le foncteur
r11, induit un isomorphisme de C[Y]-modules

C(G*,w;Y) = C(HY,,).

Pour chaque entier ¢ > 0, on définit comme en 6.12 la sous—catégorie pleine Mod(ﬂf;w; i)

de Mod* (9{5)/’“,). Cela fait de 711, un foncteur filtré. Il induit, pour ¢ > 0, une équivalence de
catégories
iy R(GH w Y5i) = Mod(ﬂ-fg,yw; i)
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et un isomorphisme de C[Y]-modules
F'e(Ghw;Y) = Fe(H,).

Soit Hx = Hy Qcly] K — une K-algébre, de dimension finie comme K-espace vectoriel.

Le C—automorphisme 7y de Hy se prolonge en un C—automorphisme <k de Hx, vérifiant
Yr(u® z) = vy (u) ® 2(1), ueHy, zeK
Posons TJ{E(M = Hx - yk. Pour tout objet o de R(G;Y), on a
Homg(ﬂy,a) Qc[y] K = Homg (7TY Qcly] K, o Qc[y] K)
On en déduit que la représentation my,x = my ®c[y] K de G est un générateur projectif
de la catégorie R(G,K;yy), et que Hgx = Endg(my,x)°". Pour un objet ¥ de %(G”,w;Y),
lespace W = Homg (7y,x, 2°) est muni de la structure de ﬂ{]?(’wfmodule non dégénéré définie
comme suit: on choisit un sous—C[Y]-module G*—stable X de Vs, de type fini comme G-
module et qui engendre Vs sur K. Cet espace X définit un objet ¥ de R(G?,w;Y), et un
objet W = rn,. (2) de Mod* (}Ci,,w). Notant W° = rr,. (£°) le Hy—module sous—jacent a W,
on a (par construction) W = W° ®c¢jy] K. Pour w € V de la forme w = w® z, w € W,
z € K, on pose (cf. 6.15)
Frw (W) = yw (w) @ z(1);
pour u € Hg de la forme u =u ® 2’, u € Hy, 2’ €K, on a bien
w(u-v) = yw(u-w)e(z'z)(1)
= v (u) - yw(w) @ 2" (1)2(1) = 7 (u) - yew(w).
On définit vk, w (w) pour tout w € W par linéarité, et 'égalité
e w (u - w) = yx(u) - yew (w)

est vraie pour tout u € Hg et tout w € W. La structure de fHE{ ~—module sur W ainsi
définie ne dépend pas du choix de 'espace X C Vx. L’espace W muni de cette structure de
ﬂ-fﬂiwamodule (non dégénéreé), est noté 7, (X). D’ou un foncteur

Ty © S)Ti(Gh,w; Y)— 1\713?1(3{;“),

ol m(ﬂ{i,,w) désigne la sous—catégorie pleine de Mod(ﬂ{ﬁ&w) formé des ﬂ{ﬂiwamodules qui
sont de type fini comme Hg—modules (i.e. de dimension finie comme K—-espaces vectoriels) et
qui contiennent un C[Y]-réseau (*) U-Ci,,wfstable. Les objets de M(ﬂf;w) sont en particulier
des Hg—modules de longueur finie. Ce foncteur 711, est une équivalence de catégorie. En effet,
pour un objet W de I\m(ﬂ-(i,’w), I'espace V = Vi, ®3, W est muni d'une structure de
(G*,w)-module définie comme suit. On choisit un C[Y]-réseau f}{q,‘wfstable W dans W. Ce
réseau W est un objet de Mod*(ﬂ{g,,w). 1l définit donc un objet ¥ = iy, (W) de R(G*, w;Y).
L’espace Vx, = Vi1, @3¢, W de ¥ est un sous—espace de V' qui engendre V sur K: on a (par
construction) V' = Ve ®c[y) K. On munit V' de P’action de G" donnée par

5 (v02)=20)(v)®z(1), deG veVy zeK

4. Rappelons que si A est un anneau commutatif ncethérien intégre de corps des fractions K, et
si V est un K-espace vectoriel de dimension finie n, on appelle A-réseau dans V un sous—A-module
de V contenant une K—base de V et contenu dans un sous—A-module de type fini de V. Un sous—
A-module V de V' est un A-réseau dans V si et seulement s’il existe deux sous—A—modules libres V;
et Vo de V de rang n tels que V1 C V C Va.
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Cela, définit une w-représentation de G¥ d’espace V. — en fait un objet de %(Gh,w; Y) —,
qui ne dépend pas du choix du C[Y]-réseau thYwastable W dans W; on la note im, (W).
D’ou un foncteur

iy - Mod(32 ) — R(G%,w; Y).
Notons que ’on a implicitement défini des foncteurs

Tryy - R(G, K yy) — Mod™* (Hxk),

by g Mod*(Hk) — R(G, K; yv).
Comme dans loc. cit., on montre que le foncteur 7, est adjoint & droite du foncteur %ny, et
que les foncteurs i, et im, sont quasi-inverses 'un de 'autre — on commence par vérifier
que le foncteur rr,. , est adjoint a droite du foncteur 7, ., et que les foncteurs rr, . et iry »
sont quasi—inverses 'un de l'autre (lemme 1 de 6.15), puis on en déduit par restriction le
résultat pour 7, et %HY (lemme 2 de 6.15).

Posons A = Mod* (}Cg,,w) — rappelons que puisque la C[Y]-algébre Hy est un C[Y]-

module de type fini, les objets de A sont en particulier des C[Y]-modules de type fini —

et notons A’ la sous—catégorie pleine de A formée des objets qui sont des C[Y]-modules de
torsion. On a donc

A =Mod(H} ,;d), A’ =Mod(H3 ;d — 1).
Posons A = m(ﬂ-fi,’w). Via les équivalences de catégories
Ty :%(Gh,w;Y) =5 A, Ty :%(Gh,w;Y) =LA,
le foncteur “fibre générique” de 1’énoncé est donné par

—®C[y]K:A—)A.

On note C(A), C(A’) et C(A) les groupes définis comme en 6.4. Les deux premiers sont
munis d’une structure de C[Y]-module, et le troisiéme est muni d’une structure de K-espace
vectoriel.

LEMME. — Le foncteur — ®ciy) K: A — A induit la suite exacte de C[Y]-modules
C(A") = C(A) — C(A).

Ce lemme — qui sera démontré en 6.18 et 6.19 — implique la premiére assertion de
I’énoncé de la proposition et 'injectivité dans la seconde assertion. Quant & la surjectivité
dans la seconde assertion, soit V' un objet de A, et soit V un C[Y] réseau f}(hy,wfstable dans
V. Alors V est un objet de A tel que V =V ®¢[y] K, et 'on a

Endq{K(V) = EHd}(Y (V) Qcly) K.
D’ou la surjectivité dans la seconde assertion de ’énoncé. Cela achéve la démonstration de

la proposition. O

REMARQUE. — Supposons que la variété Y n’est pas contenue dans ©1(G). Supposons
aussi que tout Hy-module de type fini posséde une résolution projective bornée de type
fini, et que j{hy,w vérifie la propriété Po de 6.4. Alors on a FIC(G*,w;Y) = 0, d = dim(Y).
En effet, posons A = Hy, A% = ﬂ-(g,’w et v = vy. Rappelons que Jz est I'idéal (y—stable)
de Z(A) = C[Y] engendré par les v~ '(2) — z, z € Z(A), et que Z 45 est 'anneau quotient
Z(A)/Jz. Daprés le lemme 2 de 6.4, 'application

C(A) — €'(A%), [IL, ] v [IL,u]’
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est un isomorphisme de Z(A)-modules. D’aprés 6.5, on en déduit que pour toute paire (V, u)
formée d’un A*~module non dégénéré V, de type fini comme A-module, on a P'égalité dans
e(4%) (= e(A)) -
[V, u] = [V ®Z(A) ZAu,u ®Z(A) id].

Soit (V,u) une telle paire, et posons (Vi,u1) = (V ®z(a) Z 45,4 ®z(a) id). Puisque ¥ n’est
pas contenu dans ©1(G), laction de v sur C[Y] est non triviale, et Jz # 0. Comme Jz est
contenu dans ’annulateur de Vi dans C[Y], le support du faisceau cohérent associé au C[Y]-
module (de type fini) Vi est contenu dans la sous—variété fermée de Y associée au radical
V37 de gz dans ClY], c’est—a—dire Y1 = Y N ©1(G). Or puisque dim(Y1) < d, I'image de
[Vi,u1] dans F?C(A%) = €(A)/Im(€(A") — €(A)) est nulle. D’ot le résultat.

En général (c’est—a—dire sans la propriété P2) on sait d’aprés [D, Lemma 6.4] qu’il existe
un morphisme étale de variétés algébriques affines ¢ : Y/ — Y tel que Y’ est lisse et I’algébre
Hyr = Hy ®cpy),4¢ C[Y'] est localement libre comme C[Y’]-module. En choisissant ¢ de
maniére a ce que vy se reléve en un automorphisme vy/ de Hy/, si Y ¢ ©1(G), on doit
pouvoir obtenir 1’égalité fdG(G“,w;Y) = 0 par descente. On doit pouvoir aussi l'obtenir
directement, sans hypothése supplémentaire sur Hy ou ng,’w. Nous n’essaierons pas de
le faire ici, puisque nous verrons en 6.20 que c’est une conséquence de la proposition: si
Y ¢ 01(G), alors on a Dégalité C(G%,w;Y) = 0. |

6.18. Démonstration du lemme de 6.17. — On reprend, en I’adaptant & notre propos,
la méthode de [D, appendix A]. Posons A = Hy, A" = TH@YW et y=1y. Ona Z(A)=C[Y].
Soit B la catégorie abélienne définie comme suit (les notations sont celles de 6.1-6.4):
— Ob(B) est 'ensemble des paires (V,u) telles que V est un objet de A, i.e. un A"~
module de type fini comme A-module, et u est un élément de End4(V);
— pour (V,u), (V',u') € Ob(B), Homsz ((V, u), (V',u’)) est 'ensemble des morphismes
de A'-modules f:V — V' tels que fou=uo f.
Pour V € Ob(A), on note Enda (V) le Z(A)-module (en fait un Z 45—module) quotient de
End (V) par le sous—groupe engendré par les wou’ —uou, u, v’ € Enda(V), u = yvouoy;, .
Notons que 'application u +— u o 7;1 induit par passage aux quotients un isomorphisme de
Z(A)—modules

Enda(V) =5 Homa(V, V%), Vi=A"@.V (=V,,).
Pour V, V' € Ob(A) et f € Isoma (V, V') = Isom 44 (V, V'), lapplication
Enda(V) = Enda(V'), urs f(u) = fouo f!

induit par passage aux quotients un isomorphisme de End 4 (V') sur Enda (V). On peut donc
poser

E(A) = P Enda(V)

ou V parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de A. Soit F(B) le groupe abélien libre de
base ensemble des classes d’isomorphisme d’objets de B, et K(B) le groupe de Grothendieck
de B (i.e. le groupe abélien libre de base '’ensemble Ob(B) quotienté par les relations données
par les suites exactes dans B). On a des applications naturelles

F(B) — K(B), F(B) — E(A),

(la premiére est induite par 'identité (V,u) — (V,u), la seconde est induite par ’application
qui & (V,u) associe 'image @ de u dans Enda (V) en l'indice V) et

K(B) = C(A), &(A) — C(A).
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(la premiére est induite par l'identité (V,u) — (V,u), la seconde est induite par linéarité par
lapplication qui & w € Enda (V) associe (V,u)). Ces applications sont bien définies (i.e. elles
passent aux quotients), en particulier la troisiéme X(B) — C(A), puisque la relation sur les
suites exactes dans C(A) est plus forte que celle dans K(B). D’ou une application

n:E(A) [ X(B) = €(A)
F(B)

donnée par la propriété universelle du coproduit fibré:

Notons que E(A) [[4(5) K(B) n’est autre que le Z-module E(A) & K(B)/F(B) o F(B) est
plongé diagonalement dans E(A) ® K(B), et que 1 est un morphisme de Z-modules.

Pour (V,u) € Ob(B) et z € Z(A), on a posé z - (V,u) = (V,zv o u). Cela munit les
Z—modules C(A), E(A) et K(B) d’une structure de Z(A)-module. Les quatre applications
naturelles ci—dessus sont des morphismes de Z(A)-modules, par conséquent le coproduit
fibré est muni d’une structure de Z(A)-module, et 1 est un morphisme de Z(A)-modules.

LEMME 1. — L’application n est un isomorphisme de Z(A)-modules.

Démonstration. — Le morphisme 7 est par définition surjectif. Montrons qu’il est injectif.
Soit K(B) le groupe abélien libre de base 1’ensemble Ob(B) quotienté par les relations:
— (V,u) = (Vi,u1) + (Va, u2) pour toute suite exacte courte dans B

0— (Vi,u1) = (V,u) — (Va,u2) — 0;

— (V,u) + (V,u) = (V,u +u') pour tout V € Ob(A) et tous u, v’ € Enda(V).
C’est un quotient de K (B) et il s’agit de montrer que dans X(B), le sous—groupe engendré
par les (V,u' ou)— (V' ,aou’), V, V' € Ob(A), u € Homa(V, V'), v’ € Homa(V", V), coincide
avec celui engendré par les (V,u ou) — (V,iow’), V € Ob(A), u, v’ € Enda(V). Le second
est clairement contenu dans le premier. Montrons I'inclusion inverse. Soit V, V' € Ob(A),
u € Homa(V, V') et u' € Homa(V', V). Notons W € Ob(A) le A*module V x V', et notons
@, ¢' € Enda (V) les morphismes donnés par (v € V, v’ € V')

o(v,v) = (0,uv)), ¢ (v,v") = (' (),0).
On a donc ¢’ o = (v ou) x Oy et oy’ =0y x (@owu). Dans K(B), on a
W, ¢ o) = (V,u' ou) + (V',0p) = (V,u o)
et
(W,p0¢") = (V,0v)+ (V' iou) = (V' dou),

d’ou l’inclusion cherchée. O
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Soit B’ la sous—catégorie pleine de B formée des paires (V,u) telles que V est un objet
de A’, ¢’est—a—dire un A*~module de C[Y]-torsion — rappelons que Z(A) = C[Y]. C’est une
sous—catégorie épaisse |G, ch. III]: pour toute suite exacte courte dans B

0— (Vl,ul) — (V, u) — (VQ,UQ) — O,

(V,u) est un objet de B’ si et seulement si (Vi,u1) et (Va,u2) sont des objets de B’. On
peut donc former la catégorie quotient B/B’ (loc. cit.). C’est une catégorie abélienne, et le
foncteur canonique q : B — B/B’ est exact (loc. cit., prop. 1). En remplagant A, B par A’,
B’ dans la construction précédente, on obtient comme dans le lemme 1 un isomorphisme de
Z(A)-modules

n' €A [ (B =€), &A)=EDEnda(V),
F(B') v/

ot V' parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de A’. Notons que E(A’) est un sous—
Z(A)—module de E(A).

Posons A = Hy, At = }Ci’w et ¥ = k. On a Z([l) = K. En remplacant A, A%, ~, A par
A, At ¥, ./ZL, on définit comme plus haut une catégorie abélienne B. Les objets de B sont les
paires (V,u) ott V est un objet de A — c’est—a—dire un A*~module non dégénéré, de type
fini comme A-module, tel qu’il existe un sous-C[Y]-réseau 5-stable dans V' — et u est un
élément de End 4(V'); on ne demande pas que le C[Y]-réseau dans V soit stable par u. On

obtient comme dans le lemme 1 un isomorphisme de Z(A)-modules

i &(A) [] K(B) = €(A), E(A)=EPEnds(V),
\%

F(B)

ou V parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de A.

LEMME 2. — Le foncteur “fibre générique” t = — Qciy) K: B — B induit par passage au
quotient un foncteur pleinement fideéle

t:B/B — B
d’tmage essentielle la sous—catégorie pleine de %, disons %*, formée des paires (V,u) — ot

V est un objet de A et u est un A-endomorphisme de V. — telles qu’il existe un C[Y]-réseau
Ab—stable V dans V vérifiant uw(V) C V.

Démonstration. — D’aprés |G, ch. I11, cor. 2|, la catégorie B/B’ est solution d’un probléme
universel: si ¢ est un foncteur exact de B dans une catégorie abélienne D tel que ¢ est nul
sur tous les objets de B’, alors il existe un unique foncteur ¢ : B/B" — D tel que t = to q.
En appliquant cela a la catégorie D = B et au foncteur t = — ®cy1 K: B — @, on obtient
le foncteur t =7 : B/B’ — B de I'énonceé.

Rappelons que Ob(B/B’) = Ob(B) et que pour deux objets X1 = (Vi,u1), X2 = (Va,u2)
de B, on a

HOI“ﬂrB/rB/ (.Xl7 Xz) = hg”l Homg (Yl, Xz/YQ)
Yi,Y2

o Y7 et Ya parcourent les sous—objets respectivement de X; et X tels que X/Y7 et Yz sont
des objets de B’. Pour Y1 C Z; C X et Zy C Y2 C Xo, les objets X1/Y{ et Y3 sont dans B’
et le morphisme de transition

Homg(Zl,Xz/Zg) — Hom'B(le,XQ/Y'Q)



120 GUY HENNIART & BERTRAND LEMAIRE

est Papplication naturelle (restriction et passage au quotient) — un morphisme de Z(A)-
modules. Pour Y7 et Y2 comme ci—dessus, on a t(Y1) = t(X1) et t(X2/Y2) = t(X2), par suite
le foncteur ¢ induit un morphisme

t52/"* : Homa (Y1, X2/Y2) — Homg (¢(X1), ¢(X2)).

Pour Z; et Zs comme ci—dessus, les morphismes t)Z(f/ %2 of ti,(f/ Y2 commutent au morphisme
de transition Homg(Z1, X2/Z2) — Homs (Y1, X2/Y2). La propriété universelle de la limite

inductive donne donc une application
t32 : Homg s/ (X1, X2) — Homg (¢(X1),1(X2)),
qui est un morphisme de Z(A)-modules.

Montrons que le morphisme tﬁf est un isomorphisme. Pour 7 = 1, 2, le sous—module de
C[Y]-torsion V{ de V; est A%stable, et I'on identifie V; = V;/V/ a un C[Y] réseau A* stable
dans Vix = Vi ®c[y) K. Soit f € Homg; (¢(X1),t(X2)). Par définition, f est un morphisme
de A'~modules Vik = Vax tel que f°ourx =uzx o f°, ot 'on a posé u;x = u; ® idx —
on a donc t(X;) = (Vik, ui k). L’image réciproque

FH(V2) = {v1 € Vik: f(v1) € V2}
est un sous-A"-module de t(V1), et
Wi =Ff"'(V2) NV

est un sous-C[Y]-réseau AP—stable de V; dans Vik, tel que f(W1) C V2. Notons W1 I'image
réciproque de W, par la projection canonique Vi — V;. C’est un sous—A°~module de V; tel
que le A*~module quotient V4 /W1 est de C[Y]-torsion. De plus, puisque f° commute aux
u; K, on a u1(Wi) C Wi. Par conséquent Y1 = (W1, u1|w, ) est un sous-objet de X; tel que
X1/Y1 appartient & Ob(B’). D’autre part, on a u2(Vz) C Vi, et Yo = (V5,u2|yy) est un
sous—objet de X2 qui appartient & Ob(B’). La composition des morphismes
W1 —>W1 i)VQ :V2/‘/2/
est un élément de Homs (Y1, X2/Y2). On note sﬁf(f) son image dans Homg 5/ (X1, X2).
L’application
Sﬁf : HOHLB (i’()(1)7 t(Xz)) — HOH](B/«B/(XL .XQ)

ainsi définie est 'inverse de t§f

On a montré que le foncteur t est pleinement fidéle. Quant & la description de son image
essentielle B*, pour X = (V,u) € Ob(B/B') (= Ob(B)), on a t(X) = (Vk,uk) et 'image V
de V dans Vi est un C[Y]-réseau A% stable dans Vi tel que ux(V) C V. O

REMARQUE 1. — D’aprés |G, ch. III, prop. 4], B’ est une sous—catégorie localisante de
B: pour tout objet (V,u) de B, le sous-module de C[Y]-torsion V' de V est A%stable, et
(V',uli,) est maximal parmi les sous—objets de (V,u) appartenant & Ob(B’). ]

REMARQUE 2. — La catégorie B* est épaisse dans B. En effet soit
0— (Vi,ur) -5 (V,u) 25 (Va,uz) — 0
une suite exacte courte dans B. Si (V,u) est un objet de %*, alors il en est de méme de

(Vi,u1) et (V2,u2). Réciproquement, supposons que (Vi,u1) et (Va, u2) sont des objets de

B*. Pour i = 1, 2, soit V; un C[Y]-réseau AP—stable dans V; tel que u;(V;) C V;. Posons
V= N v
V'O f(V1), h(V')DV2
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ot V' parcourt les C[Y]-réseaux A-stables dans V. Notons € '’ensemble des V' contribuant
a lintersection ci—dessus. Puisque chaque V' € &€ est un A-module de type fini, V est encore
un A-module de type fini, et comme V ®c[y] K contient f(V1) et h(V ®cy) K) contient V7,
le A-module V engendre V sur K. C’est donc un C[Y]-réseau dans V. Pour chaque V' € &,
on a vy (V) € & et u(V') € &. Par conséquent yv (V) C V — ie. V est A*-stable — et
w(V) C V. Donc (V,u) est un objet de B*. [ |

Le lemme suivant est la “suite exacte de localisation” standard (implicitement contenue
dans [G, ch. III]):

LEMME 3. — Le foncteur “fibre générique” t = — Qcy1 K : B — B induit la suite ezacte
longue de Z(A)-modules

K(B') = K(B) — K(B*) — 0.
Démonstration. — Comme le foncteur ¢ : B — B est exact d’'image essentielle %*7 il induit
un morphisme de groupes surjectif A : K(B) — K(B*). C’est un morphisme de Z(A)-

modules, et 'image de K(B’) dans X(B) par I'application naturelle est contenue dans ker .
Posons

K(B) = K(B)/Im(K(B') — K(B)).

Pour un objet (V,u) de B*, on choisit un C[Y]-réseau Ab-stable V dans V tel que
u(V) C V, et 'on note pu(V,u) 'image de (V,u|v) dans K(B). Elle est bien définie: si V' est
un autre C[Y]-réseau A%stable dans V', alors V NV’ est encore un C[Y]-réseau A*stable
dans V, et 'on a la suite exacte courte dans B

0— (VNV, ulyay) = (V,ulv) = (V/VNV, @) — 0;

ou @ est le A—endomorphisme de V/VNV’ déduit de w par restriction et passage au quotient.
Puisque le A*-module V/V NV’ est de C[Y] torsion, on a t(V/V NV, @) = 0. Comme le
foncteur t est exact, on en déduit ’égalité

t(V NV ulyay) = t(V, uly).
En remplacant V par V' dans le raisonnement ci-dessus, on obtient 1’égalité
t(V uly) = t(V,ulv).
Soit maintenant une suite exacte courte dans B*
0— (Vi,u1) = (Va,u2) = (V3,u3) — 0.
D’aprés |G, ch. III, cor. 1], il existe une suite exacte courte dans B
0— (Vi,u1) = (Va,u2) = (Vs,u3z) = 0

et des isomorphismes (V;, u;) — t(Vi, u;) = (Vi g, us,x) dans B pour i = 1, 2, 3, tels que le
diagramme suivant est commutatif
0 — (Vl,ul) — (VQ,'LLQ) — (Vg,ug) — 0
1 1 1 .
0 — t(thl) — t(VQ,UQ) — t(Vg,U3) — 0
On en déduit que I'application (V,u) — u(V,u) se factorise en un morphisme de groupes
(en fait de Z(A)-modules) p: K(B*) — K(B) qui par construction vérifie

Aop= idx(%*>.
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D’autre part, pour tout objet (V,u) de B, le sous—module de C[Y]-torsion V' de V est un
objet de A’ tel que u(V') C V', et I'on a la suite exacte courte dans B

0— (V' uly) = (V,u) = (V/V',4) = 0;

ol @ est le A-endomorphisme de V/V' déduit de u par passage au quotient. Comme V/V’
s'identifie & un C(Y]-réseau A*stable de V ®c(y] K, on voit que u(t(V,u)) coincide avec la
projection de (V,u) sur X(B). Cela achéve la démonstration du lemme. O

Pour V € Ob(A), il existe un C[Y]-réseau A%stable V dans V (par définition de A). Ce
réseau est un objet de A tel que V =V ®cy K, et I'on a

End;(V) = Enda(V) ®cy) K.
D’autre part pour u, v’ € Enda(V), posant ux = v ® idk € End 5(V'), on a
UK O Uk — U O UK = (ﬁou'fu’ou)K,
d’ott 'on déduit ’égalité
End;(V) = Enda(V) @ciy) K.
Le foncteur — ®c¢jy] K induit donc un morphisme surjectif de Z(A)-modules
E(A) = E(A)/E(A)) = E(A).
D’autre part le foncteur — ®cpy) K induit aussi un morphisme surjectif de Z(A)-modules
F(B) = F(B)/F(B') — F(B*) (C F(B)).
On a
e(A) [ x(®) =€) [T %(B")

F(B) F(B)

et la propriété universelle du coproduit fibré donne une application

XK (B*)

€(A) L (zy X(B")

qui est un morphisme surjectif de Z(A)-modules, de noyau I'image de application naturelle
K(B') = E(A) L) K(B), laquelle se factorise a travers E(A) [ [55,) K(B). D’ott une suite
exacte longue de Z(A)-modules

C(A") = €(A) = E(A) [T x(B™) — 0.
F(A)
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D’autre part, la propriété universelle du coproduit fibré donne aussi une application

F(B) F(B)

. T

%(B*) X(B)

-
N

. S

E(A) () K(B") * > &(A) Lz, X(B)

qui est un morphisme de Z(A)-modules. On est donc ramené & montrer que ce morphisme
« est injectif.

6.19. Démonstration du lemme de 6.17 (suite). — Rappelons qu'un objet de B est
une paire (V,u) ou V est un objet de A, ¢est-a—dire un Af~module de type fini comme
A-module tel qu’il existe un C[Y]-réseau Ahfstable V dans V, et u est un A-endomorphisme
de V. De plus, une telle paire (V,u) est un objet de B* si et seulement si on peut choisir V
de telle maniére que u(V) C V, auquel cas la paire (V, ulv) est un objet de B.

Pour k € Z, on pose A, = A - fy etAk:A 'y — on a donc A% = A et A" —A1
Soit V' un Ahfmodule non dégénéré simple — c’est—a—dire tel que le seul sous—espace non
nul A% stable de V est V' lui-méme —, de type fini comme A-module. On définit comme
en 2.6 'invariant s = s(V'): c’est le plus petit entier £ > 1 tel que W ~ W, pour un (resp.
pour tout) sous—A-module simple W de V. Il ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de V. De plus (voir loc. cit.), si 'on choisit un tel W, alors on a la décomposition en somme
directe V = W @3y (W) @ --- @ 45 (W), et puisque les A-module 74, (W) =~ W _i. pour
k=0,...,5s—1, sont deux—a— deux non isomorphes, on a vy, (W) = W. La restriction de 43,
a W, disons A3y, est un isomorphisme de Wxs sur W, et V (= (V,4v)) est isomorphe au
A"-module non dégénéré ts(W,43y) défini en 6.3. L’élément 3 munit W d’une structure
de A,—module non dégénéré, et si de plus il existe un C[Y]-réseau Af-stable V dans V' —
i.e. si V est un objet de A — alors W NV est un C[Y]-réseau A,-stable dans W. Notons
que si s > 1, alors d’aprés le lemme de 6.3 (et la remarque 1 de 6.4), on a EndA(V) =0.

Soit Irr(A) ensemble des classes d’isomorphisme d’objets simples de A — c’est-a-dire
'ensemble des classes d’isomorphisme de A*modules non dégénérés simples ayant un sous—
C[Y] réseau A"-stable —, et Trrg(A) le sous—ensemble de Irr(A) formé des (classes de) A%
modules A-simples. Le groupe C* opére naturellement sur les objets de A: pour X € Ob(A)
et A € C*, on note A - X le A-module X muni de la structure de A*~module déduite de
celle de X par multiplication par A, i.e. 7y)\ x = A 9x. D’ot une action de C* sur Irr(jl),
qui stabilise Irro( A). On note Trr(A) = Irr(A )/(CX I’ensemble des C*—orbites dans Irr(.A) et
TIrro(A) = Irrg(A)/C* le sous—ensemble de Trr(A) formé des C*—orbites dans Irro(A). Soit
V un objet semzszmple de A — i.e. somme directe (finie) de Af—modules simples. Pour tout
élément X de I]r]r(f[)7 la composante X—isotypique (cf. 6.13) Vx de V est encore un objet de
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A, et la restriction u +— u|yv, induit par passage aux quotients une application
qv,vy © Endg(V) — EndA(Vx).

Pour X € Trr(A) tel que Vi # 0 et X € Ob(A) dans la classe X, le A*-module Vi est
isomorphe & un produit de la forme X’ = A\ - X X - x A - X, \; € C*, n > 1. On
procéde alors comme dans 6.13: choisissons un tel isomorphisme ¢ : Vx — X', c’est—a—dire
un isomorphisme de A-modules tel que

Cogve =9x70€,  Fx/ =X X X Ya, X
D’otl un isomorphisme de A-modules
End ;(Vx) = M, (End 4(X)), u s Couo ™' = (uij)i<i j<n
tel que
Uij =Tx 0wij 0 ix (= Wis), UW=Tvy ouoFy,.
L’application trace

End;(Vx) = End4(X), u = Y wig
i=1

induit par passage aux quotients une application

tirvx’x : EndA(Vx) — EndA(X)
qui ne dépend pas du choix de ¢, et qui, d’apres la proposition de 6.2, est un isomorphisme
de Z(A)-modules. Notons que si X € Irr(A) \ Irrg(A), on a try,, x = 0.

Soit V' un objet de A. Comme V est en particulier un A-module de longueur finie, le
socle Voo du A—module V. — ~c’es‘uférdire la somme de tous les s~ousz7m0dule simples de
V — est bien défini, et il est A%—stable. C’est donc un objet de A. Tout A-endomorphisme
u de V' induit par restriction un A—endomorphisme usoc de Vsoc et par passage au quotient
un A-endomorphisme 4*°¢ de V°°¢ = V /V, ... D’ot la suite exacte courte dans B

(%) 0 = (Vsoc, Usoc) = (V,u) = (V*°°,u*°) — 0.
On note
qV ,Veoe * EndA(V) — EndA(Vsoc), qv ,vsoc ! EndA(V) — EndA(VSOC)

les applications déduites de © — Usoc, u — u° par passage aux quotients.

Pour V, V' € Ob(A), f € Isom4(V, V') =Isom 4, (V,V’) et A € C*, I'application
End;(V) = End;(\- V'), u s f(u) = fouo f'

induit par passage aux quotients un isomorphisme de End 5(V') sur End 5(X - V). On peut
donc poser
Eo(A)= @ Endy(V).
Velrrg (A)

Via le choix d’un systéme de représentants de Irro(A) dans Irrg(A), on identifie Eo(A) a un
sous—groupe — en fait un sous—Z(A)-module — de E(A).

Puisque tout objet de A est en particulier un A-module de longueur finie, il existe une
unique application

£=) &v:iEA) = &(A), &v:Endi(V)— E(A),
\4

ot V' parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de fl, vérifiant les conditions (pour tout
objet V' de A):
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&V = EVioe OV, Vige T+ Evisoe 0 gy, vsoc;
— 81 V = Vi, alors v = D1 §vy © qv, vy ol X parcourt les éléments de Trr(A) tels
que Vy # 0;
— i V est A%isomorphe & A1 - X X - -+ X An - X pour un objet simple X de A et des
A € C*, alors &y = try, x.
Par passage aux classes d’isomorphisme d’objets de A, les conditions ci-dessus définissent
bien une application & : &(A) — Eo(A), qui est un morphisme de Z(A)-modules. D’autre
part ’application qui & un élément (V,u) de ?(@) — i.e. une classe d’isomorphisme d’objets
de B — associe I'élément &y (u) € E€o(A), se factorise a travers F(B) — K(B), et la propriété
universelle du coproduit fibré donne une application

qui est un morphisme de Z(A)-modules.
LEMME 1. — Le morphisme § est un isomorphisme.

Démonstration. — Puisque le morphisme ¢ est (par définition) surjectif, le morphisme § est
lui aussi surjectif. D’autre part l'inclusion €¢(A) C E(A) induit un morphisme de Z(A)-
modules Eo(A) — E(A) [ @) K(B) qui est une section de §. Cette section est surjective: il

suffit pour cela de remarquer que pour tout objet simple V' de fl, tout entier n > 1 et tout

u € End 4(V™), on a I’égalité dans C(A)
V" ul = [V, trvev(u)].

D’otu le lemme. O

Pour V' € Ob(A), on note End’; (V') le sous-groupe de End 4 (V') engendré par les images
des morphismes
Enda(V) — End 4(V), u — uxk

pour V parcourant les C[Y]-réseaux A®-stables dans V. C’est un sous—Z(A)-module de
End ;(V), et son image dans End ;(V'), que 'on note End;(V'), est un sous—Z(A)-module
de End 4(V). Pour V, V' € Ob(A), f € Isom 4, (V,V’) et A € C*, 'application
End;(V) = End;(\- V'), u s fouof "
induit par restriction et passage aux quotients un isomorphisme End}(V) ~ End}()\ -V
On peut donc poser
£"(A) = P Enda(V) C E(A)
v

ou V parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de A, et

EA) = @ Endi(V)==e"(A)NE(A).

Velrrg (A)
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On définit comme suit une application

&= & &A) = E(A), & :Enda(V) = E(A),
%

ot V parcourt les classes d’isomorphisme d’objets de A: pour V € Ob(A) et u € Enda(V),
on pose &3 (u) = vy (ux) € Eo(A) — o (rappel) (Vi, ux) = t(V, u). Puisque la catégorie B
est épaisse dans B (remarque 2 de 6.18), d’aprés (x) et la définition de vy, 'élément Evy (ux)
appartient a g; (f{) Par passage aux classes d’isomorphisme d’objets de A, on obtient bien
une application £* : E(A) — i (fl), qui est un morphisme de Z(A)-modules.

Par ailleurs Papplication qui & un élément (V, u) de F(B) associe I'élément &3 (u) de €q(A),

se factorise a travers F(B) — K(B*), et la propriété universelle du coproduit fibré donne
alors une application

qui est un morphisme de Z(A)-modules.
LEMME 2. — Le morphisme 6™ est un isomorphisme.

Démonstration. — Puisque le morphisme £* est surjectif, le morphisme 6 ’est aussi. Soit
X € Trrg (jl), V un objet simple de A dans la classe X, et w un élément de End 3 (V). Soit V
un C[Y]-réseau A"-stable V dans V tel que u(V) C V. La paire (V,u|v) est un objet de B,
et t(V,u|v) est un objet de B* qui, d’aprés la démonstration du lemme 3 de 6.18, ne dépend
pas du choix de V: si V' est un autre C[Y]-réseau A°-stable dans V tel que u(V') C V', on a
légalité t(V,ulv) = t(V',ul|y/). Par suite ¢(V, u|v) définit un objet de K(B*) qui ne dépend

pas du choix de V. On note s*(u) I'image de cet objet dans &(A) [[5), K(B"). Cela définit
par linéarité une application s* : Eo(A) — E(A) s K (B*) qui par construction est un
morphisme de Z(A)-modules et une section de §*. Il s’agit de prouver que ce morphisme s*
est surjectif.

D’apreés 6.18 (cf. Pavant—dernier diagramme), le diagramme suivant

K(B) ——— = K(B")

| |

C(A) —=E&(A) H:{(%) X(B%)

est commutatif, les fléches horizontales sont surjectives, et le noyau de celle du bas coincide

avec I'image de l'application naturelle X(B') — &(A) [ (5) X(B). Fixons comme plus haut
un élément X € Irrg(A). 11 suffit de vérifier que tout objet (V,u) de B* tel que Vx = V.

définit un élément de E(A) HT(B> K(B*) qui appartient a 'image de s*. On peut supposer
que V = X" pour un objet simple X de A dans la classe X, et un entier n > 2 (sin=1,
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il n’y a rien a démontrer). Ecrivons V = Vi X --- x Vi, Vi = X, et identifions End 4 (V)

M, (End 5(X)). Ecrivons w = (w; j)1<i,j<n, ®i,; € Hom z(Vi, V;). Soit V un C[Y]-réseau
Af—stable V dans V tel que u(V) C V. Pour i = 1,...,n, posons V; = VN V;; c’est un
C[Y]-réseau Af—stable dans V; tel que u; ;(V;) C V. Posons V' = Vy x---xV,, CV, et pour
1,< 4,5 < n, posons u;; = u;,;lv, € Homa(V;,V;). La matrice u = (i j)1<1,n<n €st un
élément de End 4 (V'), qui coincide avec la restriction de w a V'. Puisque t(V, u|y) = t(V, u),
on peut supposer que V =V’ et u = u|y. Pour 1 <4, j < n, notons p; : V — V; la projection
canonique, et posons a;; = u;,; 0 p; € Homax(V,V;); on voit p; et a;,; comme des éléments
de Enda (V). Puisque vy = vy, X --+ X vy, stabilise la décomposition V = Vi X -+ X Vy,
I’élément p; = vy o p; o 'y;l appartient encore & Homy4(V,V;). Par suite pour ¢ # j, on a
légalité dans C(A)

[V,ai;] = [V,ai; o pi] = [V, pioai;] =0.

D’ou l'on déduit 1'égalité dans C(A)

Vol = > [Vas]l=> [Vi,usl.

1<i,j<n i=1

On obtient que I'image dans E(A) ][5z iK(%*) de ’élément de K(%*) défini par l'objet
t(V,u) = (V,u) de B*, coincide avec la somme des images des éléments de K(%*) définis
par t(Vi,ui;) € Ob(B*) pour ¢ = 1,...,n. Comme cette somme est dans 'image de s*, le
lemme est démontré. O

LEMME 3. — Le morphisme o : E(A) [155) K(B*) — E(A) s ) K(B) est injectif.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que par construction, le diagramme suivant est
commutatif

E(A) (s K(B*) —2= E(A) s, X(B)

& (A) &o(A)
ou la fleche horizontale du bas est I’inclusion canonique. O
Cela achéve la démonstration du lemme de 6.17. g
6.20. Une conséquence de la pr0p051t10n de 6.17. — Continuons avec les notations

des numéros 6.17-6.19. En particulier on a A= Hk, Al = 9{% » €t ¥ = k. Sila variété Y

n’est pas contenue dans O1(G), alors 'automorphisme 4 de Z(A) = K est non trivial, et
pour tout A%—module non dégénéré V', de type fini comme A-module, on a EndA(V) =0.
En ce cas on a &(A) = 0 = C(A). Dot le corollaire suivant de la proposition de 6.17.

COROLLAIRE 1. — Soit Y une sous—variété fermée irréductible Z-stable de ©(G), et soit
d=dim(Y). SiY ¢ ©1(G), i.e. s’il existe uny € Y tel que y(1) # y, alors on a

C(G*,w;Y) =0 =F1C(G",w;Y).

COROLLAIRE 2. — Seules les sous—variétés fermées irréductibles Y (de dimension d) de
O1(G) contribuent non trivialement a la somme dans le lemme de 6.14.
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Soit Y une sous—variété fermée irréductible de ©1(G). Alors yy (1) = yy et ¥ est un
K-automorphisme de A. Soit R(G,w,K;yy) la catégorie abélienne formée des (G%,w, K)—
modules admissibles II tels que II° est un objet de R(G,K;yy); i.e. (rappel) tels que II°
est un (G, K)-module de longueur finie tel que 'action de 3(G,K) = 3(G) ®c K sur Vo se
factorise & travers vy ® idx : 3(G,K) — K. Les fleches dans ::(G%, w, K; yy) sont des fléches
dans R(G*,w) qui sont aussi des fleches dans (G, K), c’est—a—dire des morphismes de K-
espaces vectoriels. Cela fait de S)Ti(Gh, w; Y) une sous—catégorie pleine de R(G*, w, K; yy). Soit
C(GY, w,K;yy) = C(R(G, w,K; yy)) le K—espace vectoriel défini comme en 6.17. On a une
application naturelle

C(GH,w;Y) = (G, w, K; yy ).

LEMME. — Soit Y une sous—variété fermée irréductible de ©1(G). L’application naturelle
(G wY) = €(GF,w, Ksyy)

est un morphisme injectif de K—espaces vectoriels.

Démonstration. — Notons Ak la sous—catégorie pleine de Mod(/ih) formé des A*—modules
non dégénérés qui sont de type fini comme A-modules. Elle est équivalente a (G, w, K; yy ),
et il s’agit de vérifier que ’application naturelle

C(A) = C(Ax)

est un morphisme injectif de Z(A)-modules, ot 'on a posé C(Ax) = C(A") (= G(Mod([lh))

Soit Bk la catégorie abélienne obtenue en remplagant A par Ax dans la définition de B.
Ainsi A est une sous— catégorie pleine de Ak, et B est une sous— catégorie pleine de Bgk. En
remplacant A, B par Ak, Bk, on obtient comme dans le lemme 1 de 6.18 un isomorphisme
de K—espaces vectoriels

me: E(Ax) [] K(Br) = €(Ax), @EndA
F(Bk)

ot V parcourt les classes d’ismorphisme d’objet de Ax. Soit Irrg(Ax) 'ensemble des classes
d’isomorphisme de A*-modules non dégénérés A-simples, et soit Trro(Ax) = Irro(Ax)/C*.
Posons

Eo(Ax) = @ End 3 (X).

xelrro (Ak)

En remplagant A, B par Ak, Bk, on obtient comme dans le lemme 1 de 6.19 un isomorphisme
de K—espaces vectoriels

G E(Ax) [ K(Bx) = Eo(A).
F(Bk)
En remplagant A, B, A, B par A, %, Ak, Bk dans la définition de « (cf. 6.18), on obtient

aussi (d’aprés la propriété universelle du coproduit) un morphisme de K-espaces vectoriels

ag : EA) [] K(B) — e(Ax) [] K(Bx).
F(B) F(Bk)
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Comme dans le lemme 3 de 6.19, on en déduit que ce morphisme ax est injectif: le diagramme
suivant est commutatif

E(A) 5 K(B) —> E(Ar) [ L (n,) K(Bx)

Eo(A) Eo(Ar)

ou la fleche du bas est I'inclusion canonique. Puisque

' o (C(A) — C(Ak)) = axoi ',

Papplication naturelle €(A) — C(Ak) est injective. O

6.21. Un résultat de densité. — Pour P? € P(G*) on peut définir comme en 6.11
et 6.12 des filtrations combinatoires {C;(M%,w)}i>_1, {€/(M%,w)}i>—1 et une filtration
topologique {F*@(M%,w)}is>_1, de @(M%,w). Les morphismes de 3(G)-modules (cf. 6.11)
“’igg D C(ME,w) — €(GF,w) et “’rgg : C(G%,w) — C(ME,w) sont des morphismes filtrés
pour ces trois filtrations: pour les filtrations combinatoires, cela résulte de la transitivité des
foncteurs induction parabolique wigi et restriction de Jacquet “rgs, ainsi que de la filtration
du foncteur “’rgs o “’igz utilisée dans la démonstration de la proposition de 4.1; pour la
filtration topologique, cela résulte du lemme 1 de 4.5. Notons aussi que d’aprés ce méme
lemme, pour P € P(G), le foncteur Tp = i§ o r§ commute & Paction de 3(G) sur les objets
de R(G): pour toute représentation 7 de G et tout élément z de 3(G), 'endomorphisme Tp(z)
de Tr(7) coincide avec z. On en déduit que pour P* € P(G?), le foncteur “Tpy = “’z‘gz o“’rgg
induit un endomorphisme de 3(G)-module

“Tpy : €(GH,w) = (G, w)
qui est un morphisme filtré pour les trois filtrations (Co, C* et F*C). Il induit en particulier,
pour toute sous—variété fermée irréductible Z-stable Y de O(G), un endomorphisme de
C[Y]-module
“Tpay : C(GHw;Y) — C(GH w; Y)
et un endomorphisme de C(Y')—espace vectoriel

“Tpiy : C(GHw;Y) = €(GH w; Y).

Bien stir, “T'py .y est encore un morphisme filtré pour la filtration topologique {FC(G*,w; Y)}.
De plus on a

o wTPh;Y =“Tpy 0 LY,

et les endomorphismes “T'py.y ®c(y) ide(y) de Fdim(Y)G(Gh,w; Y) ®ciy) C(Y) et wfph;y de
E(G”, w;Y) commutent au C(Y')—isomorphisme de la proposition de 6.17.

Pour tout entier d tel que d(G) < d < d(M,) et toute sous—variété fermée irréductible
Z-stable Y de ©(G), le C-endomorphisme A; = Ay, de S¢c(G%, w) de la proposition de 4.4
définit:

— un 3(G)-endomorphisme A§ = id + Do Pt d(Mp)>d Xa(PH¥T py de C(G!, w);
— un C[Y]-endomorphisme ASy =id + 2o pha(Mp)>d )\d(Ph)“’TPn;Y de €(G*, w;Y);

— un C(Y)-endomorphisme AE;Y =1id+ > pt gmp)a Ad(Ph)wTPh;y de C(G*,w;Y).
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PROPOSITION. — Soit Y une sous—variété fermée irréductible de ©1(G), et d un entier tel
que d(G) < d < d(M,). Si A§., =0 pour y dans un owvert dense de Y, alors AS.y = 0.

Démonstration. — On reprend ici, en I’adaptant, la démonstration de la proposition 4.13
de [D]. Soit s I’élément de B1(G) tel que Y C O(s). On commence par choisir une extension
de type fini £/Q dans C vérifiant les conditions:
— le morphisme Y < O(s) est défini sur E, i.e. provient par le changement de
base £ — C d’un morphisme de FE-schémas réduits géométriquement irréductibles
YE - 0F(s);
— la 3.,-algébre H, provient d’une 3F-algebre HZ, ie. on a H, = HZ Q35 3., ol
3F = E[©F(s5)] est lalgebre affine de ©F(s);
— le C-automorphisme z +— z(1) de I'anneau 3; provient d’'un E—automorphisme de
l’anneau 3Z;
— le C—automorphisme v, de Hs provient d’un E—automorphisme ~Z de HEF, semili-
néaire en 37, vérifiant v (u ® z) = v (u) ® 2(1), u € HZ, z € 3.
Puisque le corps des fractions E(Y”) de E[Y*] est encore une extension de type fini de Q, on
peut choisir un E—plongement de corps 7 : E(YE ) — C. Ce dernier, ou plutét sa restriction
a E[Y'F], induit un morphisme de C-algébres

EY*]@rC —C

qui correspond & un point C-rationnel de Y7, i.e. un point de YE((C) =Y, disons y,. D’aprés
loc. cit., 'ensemble des points y, obtenus de cette maniére est Zariski-dense dans Y. On
peut donc choisir un tel y = y, tel que AS;y = 0. Puisque C est algébriquement clos et de
degré de transcendance infini sur Q, on peut aussi étendre n en un E—plongement de corps
71: C(Y) — C (cf. loc. cit.). Notons a le morphisme composé

3, =C[O(s)] = C[Y] = E[Y*]® C = C
correspondant au point y € Y C ©(s), et & le morphisme composé
3P = EO"(s)] = E[Y?] = E(Y?) = C(Y).
Alors on a l'identification
Hs @34,0 C = (37 @384 C(Y)) Oc(v),5 C.

Posons H, = Hs ®3,,o C. Puisque les morphismes « et & sont Z—équivariants pour ’action
de Z triviale sur C et sur C(Y), 'automorphisme s de H, induit un automorphisme
Yy = Vs D35, C de I, qui correspond & (¥ ®35.6 C(Y)) ®c(v),7 C via Iidentification
ci-dessus. On pose S{iyw =Xy vy

Comme dans la démonstration de la proposition de 6.17, on pose Hy = H; ®3, C[Y]
et f}(hy’w = Hy - vy ou vy est le C[Y]-automorphisme vs ®3, C[Y] de Hy. On pose aussi
K=C(Y), Hx = Hy Qcy) K et G{%M = Hx - yx ol Yk est le K-automorphisme vy ®¢y K
de Panneau Hgk. On a les identifications

Hy = HY Q3E 5 K, = ’Yﬂg Q3E 5 K.
D’aprés loc. cit. on a une identification C(G*,w;Y) = G(l\//IB(/i(ﬂ{g,yw)), et d’aprés le lemme

de 6.20, lapplication naturelle C(l\//l\c;(/i(fl{i,’w)) — C(ﬂfﬂiﬁw) est un morphisme injectif de K-
espaces vectoriels. Notons K la cloture algébrique de 7i(K) dans C, et pour toute extension
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K’ de 7(K) dans K, posons Hx: = Hg x5 K’ et f]-f]?g,’w = Hygs - yrr ol yrr = Yk QK5 K. Soit
K’ une telle extension, de degré fini sur 7(K). L’application
(V,u) = (Vi ugr) = (V @k,7 K u ®k5 K)
induit un morphisme injectif de K—espaces vectoriels
C(ICE) = €I ).

En effet, on a une identification
e(Hs, ) EB Endse,, (V

ou V' parcourt l'ensemble, disons go(f]{h ) des foorbites de classes d’isomorphisme de
f}{ﬂh(/ —modules non dégénérés Hy/ sunples Pour X € 80( K, w) choisissons un U{E&wfmodule
non dégénéré X dans la classe X, et pour X' € Eo(H K, ), notons X/ la composante X'—
isotypique de X/ — ce dernier est un Hg/—module semisimple, d’aprés [CR, theorem 7.9].
Pour ¥’ € &, (}CEQ w) et X’ un }CE(, wfmodule non dégénéré dans la classe X', on définit
comme en 6.19 une application trace

trx,, x : Endsc,, (Xz/) = Endg,, (X')

qui, d’aprés la proposition de 6.2, est un isomorphisme de K'-espaces vectoriels. D’autre
part P'application Endg, (X) — Endsc,, (Xx/), w — ugs induit par passage aux quotients
un morphisme injectif de K—espaces vectoriels

6x : Endye, (X) — Bndyg, (Xx) = @) Ends,, (Xx),

ott X' parcourt les éléments de Eo(H K, ). D’aprés [CR, loc. cit.], le morphisme de K—espaces
vectoriels

> (Ztrxx,x) 06x : @ Endse, (X) - @D Endye,, (X')
X . ¢ X X’

est injectif, o X parcourt un systéme de représentants des éléments de 80( ) et X'

parcourt un systéme de représentants des éléments de SO(U-CK, ). D’ot le résultat cherché:

K,w

le morphisme C(H K’w) — G(.‘H%, ) est injectif. Par passage & la limite inductive, on obtient
un morphisme injectif de K—espaces vectoriels
eth,,) - C(OE ) = lim (I, ),
K/
ott K’ parcourt les sous—extensions de degré fini de K/7(K).

Rappelons que H, = Hgk ®k,7C et 9{5 w = Hy -7y ol 7y est le C-automorphisme vk Qx5 C
de I’anneau H,. On a aussi .’Hh = th ®K C et vy = g ®x C, et comme tout Hg—module
simple reste simple aprés tensorisation par C (sur K), I'application (V,u) — (V®@C, u®zC)
induit un morphisme injectif de K-espaces vectoriels G(ﬂ-(h ) — G(}Cg’w). En définitive, on
a montré que le foncteur — ®x 5 C induit un morphisme 1nJectif de K—espaces vectoriels

(I ) — C(HE ).
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On a aussi une identification €(G¥, w;y) = (‘3(9—(57“,). D’ot un morphisme injectif de K—espaces
vectoriels $ rendant commutatif le diagramme suivant

C(G",w;Y) 7

> e(Ghv w;y)
)

’é(g{gﬂw) — e(j{]?(,w) — e(g{gaw

(puisque les fleches horizontales du bas sont injectives). Par construction 8 commute aux
endomorphismes “Tpy pour P € ‘P(Gh), ie.ona f0“Tpyy =“Tpy, o . Par suite on a
é °
5 o Ad;Y = A(dl;y o 67
d’ou le résultat. O
REMARQUE. — Pour chaque entier d’ tel que d(G*) < d' < d(M?%), on a défini en 4.4
un opérateur By . Le méme raisonnement entraine que si Y est une sous—variété fermée
irréductible de ©1(G) telle que BS,;y = 0 pour y dans un ouvert dense de Y, alors Bde/;y =0;
oll Bg,;y et Bg/;y désignent, respectivement, le C-endomorphisme de €(G*, w;y) et le C(Y)~

endomorphisme de é(G”,w; Y') définis par By (en remplagant Ay par Bys). On utilisera ce
résultat dans le complément 6.23. |

6.22. Le cran d(G?) de la filtration topologique. — Rappelons (proposition de 4.4)
que Agg) est un C-endomorphisme de Sc(G*,w) de la forme id + Do phzch A(P”)“’Tpuyc
pour des nombres rationnels A(P") = \y(q)(P?) vérifiant

ker Age) = Geina(Gh,w),  Awa) © Aac) = Aua@).

D’aprés 6.21, il induit un 3(G)-endomorphisme de C(G¥, w) noté AS(G).
Pour y € O44 ,(G), les conditions suivantes sont équivalentes:
— y = 0¢(I1°) pour un II € Irrd® (GY, w);
— 9c(G%w;y) 7 Geina (G, w);
— A lge Gt w) # 0
Un élément de Ogy ,(G) qui vérifie ces trois conditions est dit (G*, w)~discret, et (cf. 5.6) le
sous—ensemble de Ogy ,(G) formé des éléments (G*, w)—discrets est noté GdGiE’w (G).

Pour P* € P(G%), on note wilfpu le foncteur
—l-gh -1 _ph _ _
“ ligh 0¥ lfgh CR(GE,w ) = R(GHw ).
Il induit un morphisme de C—espaces vectoriels
Wl . -1 o, -1
Tph,c : Sc(G , W )—> gc(G , W )
D’aprés la proposition de 2.11, pour II € Gc(G*,w™1), on a Iégalité dans Ge(G¥,w)
-1 peL b
(" Tpa(ID)" = “igs 0 “ré (1Y),
Soit wg € W 1’élément de longueur maximale. Il appartient & Wy (i.e. on a 6(wo) = wo),

et wo(P?) = N - P° ~n;3 est un élément de P(GY), disons Q°. On a wo(ij) = Mg, et pour
Ye SC(M,E,W), d’apres le lemme 1 de 4.4, on a I’égalité dans S¢(G%,w)

b b
Vige (%) = “ig: (D).
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D’autre part on a P’égalité dans Gc(G*, w)

b Nel el
(0%) =" “ (Qh)(E) = ngh(E)'

w’iG 1 1
Q wq
D’ott 'on déduit 'égalité dans Sc(G*, w)
w g w
(*) (" Tps(ID)” = “Tps(IT").
Notons Ag(q) le C-endomorphisme de Gc(G*, w™") défini par
_ w—l=
Ay =id+ Y AP Tpag,
Ph£GH

ou les constantes )\(Pb) sont celles qui apparaissent dans la décomposition de Ay). Pour
I € Sc(GF,w™?), on a Dégalité dans Gc (G, w)

(%) (Ade) )" = Aue) (ITY).

Le foncteur (contravariant) R(GH,w™t) = R(G,w), T — 1T induit un C-isomorphisme
Sc(GY,w™) — Ge(G¥, w) qui, d’apres la proposition de 2.11 (point (1)), donne par restriction
un C-isomorphisme Sc,ind(Gh, wil) — Qc,ind(Gh, w). D’aprés (*x), le C—endomorphisme
Zd(g) de Sc(Gh,wfl) vérifie

ker Ay = Se,ina(GHw ™), Ay o Ay = Ayc)-
L’involution y — ¢ de ©(G) envoie @gﬁ’w,l (@) sur @‘g;ﬁw(G). D’ou le lemme suivant, d’aprés
la remarque 2 de 6.14:
LEMME. — Poury € O ,(G), les conditions suivantes sont équivalentes:
— Y €05, (G)
— Aua)lse(ct w1 7 05
o AZ(G>§ZJ # 0.

Pour P? € P(GY), on définit comme ci-dessus le sous—ensemble ej‘;h (Mp)de®©,,s (Mp).
P P

Pour chaque paire d’entiers (d, d’) telle que d > d(G) et d’ > d(G"), posons
0% L (G) = U i (O3 ,(Mp)
P, d(Mp,M3%)=(d,d")
ol P? parcourt les éléments de P(G?), et
d(Mp, M}) = (d(Mp),d(M})).
On a donc

ol ,(G) = 01 (@),

Pour chaque entier d’ > d(G?), on pose
05, = Jos @ = U icrO): (M)
d>d’ P, d(ML)=d!
ot P% parcourt les éléments de P(G"). Pour s € B(G), 'ensemble
9% (8) = 0% ,(G) N O(s)

est une sous—variété fermée de ©(s), et si elle est non vide, ses composantes irréductibles —
il n’y en a qu'un nombre fini — sont aussi ses composantes connexes, et elles sont toutes
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de dimension d’. Cela résulte du fait que pour chaque P € P(GY) tel que d(MED) =d, le
morphisme g p : O(Mp) — O(G) est fini, et de la proposition de 5.2 pour M.

On s'intéresse au cran d = d(G*) de la filtration 084, (G) de Ogs ,(G). Commengons
par remarquer que pour P! € iP(Gh)7 on a

PP £ GV < d(M2) > d(GP).
On a donc aussi
ol (@) =0 (a).
Rappelons que d’aprés la proposition de 5.2, pour s € B(G), ’ensemble
O . (5) = O L(G) NB(s),
s’il est non vide, est union finie de P°(G*)-orbites.

PROPOSITION. — On a légalité dans C(G*,w)

Fd(Gh)C(Gh, w) = @ Lyfd(Gu)G(Gh,w; Y)
Y

ot Y parcourt les P°(G")—orbites dans o%s (G).

Démonstration. — Posons d = d(G) et d = d(G'). La somme a droite de I'égalité est
bien une somme directe (car les P°(G")-orbites dans O3 (G) sont disjointes), et d’aprés le

lemme de 4.4, elle est contenue dans Fd/(‘f(Gh,w) = Fd/G(Gh,w). Il s’agit donc de montrer que
pour qu’une sous—variété fermée irréductible Z-stable Y de ©(G) de dimension d’ contribue
non trivialement & la somme dans le lemme de 4.4, il faut qu’elle soit contenue dans @dc‘[? L(G).
D’apreés le corollaire 2 de 6.20, il faut qu’elle soit contenue dans ©1(G). Supposons qu’elle est
contenue dans O1(G) \ @gEYW(G). Alors d’aprés la proposition de 6.21 et le lemme ci-dessus ,
on a AS;Y = 0. On en déduit (d’aprés la proposition de 6.17) que le 3(G)—endomorphisme A§
de €(G*,w) est nul sur le sous-espace LYFdIG(Gb,w;Y) = LYFd/G(Gh,w;Y) de FdIG(G“,w).
Par suite LYFd/G(G”,w; Y) est contenu dans le sous—espace
w - h ’ ’
> “ig(FYe(Mf,w)) C FY (G, w).
Pi£GH
Puisque pour P% € P(G?) tel que d(M%) > d’, on a Fd/(f(M}h;,,w) = 0 (lemme de 6.12), et

que pour P?# GY on a d(ME-,) > d’ (remarque 4 de 4.3), la somme ci—dessus est nulle. D’oil
la proposition. O

COROLLAIRE 1. — On a l’égalité
FUEDC(GE, w) = €T9(GF, w) (= (G, w)™ D).
Démonstration. — On pose toujours d = d(G) et d’ = d(G*). Soit Y une P°(G*)-orbite

dans e‘gﬁ’w(G) et [II,u] un élément de LYFdIC(Gh,w;Y). Pour tout P% € P(G%) ~ {G*},

puisque “rgi([l_[,u]) appartient a Fd/G(M}hp7w) et d(M3) > d’ (remarque 4 de 4.3), d’aprés

le lemme de 6.12, on a “r5, ([T, u]) = 0 dans C(M%,w). Do Vinclusion

FYe(G" w) (G w).
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Réciproquement, soit [IT, 2] un élément de €%(G*, w), et soit k le plus petit entier > d’
tel que [II,u] € F*@(G*, w). Supposons (par 'absurde) k > d’. D’aprés le lemme de 6.14 et
le corollaire 2 de 6.20, on a

[ILu] =Y [, w] (mod F* '€(G,w)),
=1
ot [II;, u;] est un élément de (¥ F*@(GY, w;Y;) pour une sous—variété fermée irréductible Y;
de ©1(G) de dimension k. Puisque toutes les sous—variétés fermées irréductibles de G)g‘iw(G)

sont de dimension d’, pour ¢ = 1,...,n,onaY; ﬂ@é‘iyw (G) #Y;. On en déduit (comme dans

la démonstration de la proposition) que AS§ est nul sur le sous—espace LYiFkG(Gh,w; Y;) de
F*C(G%,w). Comme A§([IT,u]) = [II,u], cela entraine que [IT,u] appartient a F*=1(G*, w);
contradiction. D’ou I'inclusion

et (G5, w) c FY(G%,w),
ce qui achéve la démonstration du corollaire. O

NOTATION. — Pour toute sous-variété fermée irréductible Y de ©1(G) de dimension d(G?)
— en particulier pour toute 3°(G*)-orbite dans O¢t ., (G) —, on note Cy (G*,w) le sous—
3(G)-module
LYFd(Gh>C(Gh,w;Y) = LYFd(Gu)G(Gh,w;Y) = LYC(Gh,w;Y)
de €(G", w).
COROLLAIRE 2. — On a l’égalité dans C(G*,w)
e (6%, w) = P ey (GFw)
%
ou Y parcourt les P°(G*)-orbites dans % (G).

6.23. Complément: raffinement du lemme de 6.14. — Ce numéro, qui justifie la
remarque 3 de 6.12, est une variante du précédent (on remplace I'opérateur Agcy) = Byt

par un opérateur By, d(G*) < d’ < d(M(E)) Il n’est pas vraiment nécessaire a notre propos,
mais pourra nous servir dans un travail ultérieur.

Pour P? € P(G), on définit comme pour G l'involution = + & de ©(Mp). Pour 2 € ©(Mp)
ety = 1a.p(x), on ay = ta p(&). Par suite, pour chaque entier d’ tel que d(G%) < d' < d(M?),
Iinvolution y — ¢ envoie G)dclh o (G) sur G)dclh »—1(G). Rappelons que le C-endomorphisme
B défini dans la variante de 4.4 vérifie

kerBd/ :9(:(Gh,w)d/, Bd’OBd’ :Bd"
Pour y € Ot ,(G), on a
ye U @ic:h,w(G) & Barlge(a,wiy) 7 0-
i<d
Rappelons que pour y € Ogy ,(G), le C-endomorphisme By, de Sc(G?, w;y) définit un
C-endomorphisme Bel;y de €(G*,w; y).

LEMME. — Soit d’ un entier tel d(G*) < d’ < d(M?Z). Pour y € O ,(G), on a
ve | 04:..(G) & By, #0.

i<d’
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Démonstration. — Notons By le C-endomorphisme de Sc(Gh,wfl) défini par
J— —1—
By =id + Z par (P Tpsc,
Ph#£GH

ol les constantes ud/(Pt') sont celles qui apparaissent dans la décomposition de By (cf. 4.4,
variante). D’aprés Pégalité () de 6.22, pour IT € Gc(G%, w™?), on a Pégalité dans Gc(G¥, w)

(Ba(0))" = By (T0).

On en déduit comme en 6.22 (lemme) que les conditions suivantes sont équivalentes:
—y€Uicw @ian,w(G);
— Bualg.(atwp) # 05
— B, #0;

ce qu’on voulait démontrer. O

PROPOSITION. — Soit d’ un entier tel d(G*) < d' < d(M?Z). On a I’égalité dans C(G*,w)

Fe(G%w) = @ F e wY)
Y

o Y parcourt les sous—variétés fermées irréductibles de @gh (G) de dimension d'.

Démonstration. — On raisonne comme dans la démonstration de la proposition de 6.22.
d/

Giw
dimension d’, la somme & droite de I’égalité est directe, et elle est contenue dans celle & gauche.
On est donc ramené & prouver, comme dans la démonstration de la proposition de 6.22,

que pour qu’une sous—variété fermée irréductible de dimension d’ de ©1(G) contribue non

Puisque les composantes irréductibles de © (@) sont disjointes et qu’elles sont toutes de

trivialement ala somme dans le lemme de 6.14, il faut qu’elle soit contenue dans GdG'h L(G).
Supposons qu’elle ne 1’est pas. Alors BS,;y = 0 pour y dans un ouvert dense de Y, et donc
Bg,;y = 0 d’aprés la remarque de 6.21. On en déduit (d’aprés la proposition de 6.17) que
le 3(G)-endomorphisme By de C(G*,w) est nul sur le sous—espace ¥ F* €(G¥,w;Y) de
FdIG(G“, w). Par suite Lyfd/G(Gh, w;Y) est contenu dans le sous—espace

S G (FY e(ME,w) € FYC(GEw).

aA(ME)>d’

Puisque pour Pf € P(G%) tel que d(M%) > d’, on a Fd/(?(ME;,w) = 0 (lemme de 6.12), la
somme ci—dessus est nulle. D’ot1 la proposition. O

COROLLAIRE. — Soit d' un entier tel d(G*) < d' < d(M?2). On a Uégalité dans C(G*,w)
FYe(G,w) = €(G*, w)? .
Démonstration. — Soit [II, u] est élément de Fd/C(Gh,w). Puisque pour P° € P(G%), on a
dim Supp(*r; (I1)°)) = dim Supp(IT°) < d’,
si d(M?%) > d', alors (lemme de 6.12) “’rga ([T, u]) = 0 dans C(M?%,w). D’ou Vinclusion

FY (G w) C e(G"w)? .
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Réciproquement, soit [IT,u] un élément de @(Gh,w)d’, et soit k le plus petit entier > d’
tel que [II,u] € F*@(G*, w). Supposons (par 'absurde) k > d’. D’aprés le lemme de 6.14 et
le corollaire 2 de 6.20, on a

[Iu] = > [, uw] (mod F*'€(G*,w)),

i=1
ot [IT;, u;] est un élément de (¥*F*C(G%,w;Y;) pour une sous-variété fermée irréductible Y;
de ©1(G) de dimension k. Puisque pour ¢ = 1,...,n, on a Y; N @dc/n,w(G) # Y}, on obtient
comme dans la démonstration de la proposition de 6.22 (grace a la remarque de 6.21), que
B est nul sur le sous—espace t " F*C(G", w; Y;) de FFC(GY,w). Comme By ([I1,u]) = [I1,u],
cela entraine que [II, u] appartient & F*~1(G%, w); contradiction. D’ou I'inclusion
e(G"w)¥ c FYe(Gw),
et le corollaire. O
6.24. L’application d’Euler—Poincaré sur la partie discréte. — Rappelons (6.9) que
I’application d’Euler—Poincaré est un morphisme de C—espaces vectoriels
EP : §c(G* w ™) ®c B* = C(GY,w),
oil B* est le sous-espace vectoriel de B = C[P2(G?)] — l'algebre affine du tore complexe
P2(GY) — formé des b tels que bH(AW) = Ab(¥) pour tout A € C* et tout U € P(GH). L’image
de EP est, par définition, contenue dans Fd(GN)G(Gh7 w). On rappelle aussi I'inclusion (lemme
de 6.9)
Kep = (VI @b -1 R by : 11, b, ¥) C ker EP.
LEMME. — On a linclusion
Seina(GYw ™) ®c B* C ker EP.

Démonstration. — Soit I € Scyind(GRw*l). Ecrivons
U _
= Z%g‘f(zi), P € P(G") ~ {G"), T € Ge (M} ,w™ ).
i=1

Pouri=1,...,net b€ B*, on a

w - i w - i N
EP( zi;@)@b) = zﬁl_u([(&)g,(so,bso])

ol (XV)Z»)E&O est la w-représentation de Mﬁ,i d’espace Vs, ®c B définie comme en 6.9. Comme
dim Supp((£:)% 5,) = d(G*)
et (remarque 4 de 4.3) d(G*) < d(Mllii)7 d’aprés le lemme de 6.12 on a [(ii)§’507b60] =0
dans G(Mlt';i,w), et wig;([(ii)ﬁgo:béo}) = 0 dans €(G",w). Par suite EP(IT ® b) = 0 pour
tout b € B*, et le lemme est démontré. O
Rappelons (6.22, notation) que pour toute sous—variété fermée irréductible Y de ©1(G) de
dimension d(G?), on a noté Cy (G*, w) le sous-3(G)-module :¥ €(G*, w;Y) de Fd<Gh>G(Gh, w).
Rappelons aussi (5.6) que pour toute sous—ensemble Y de Oy ,(G), on a noté §¢*(G*, w; Y)
la projection de G¢(GF,w;Y) = D,ev Sc(GY, w;y) sur §E5(GH, w).

D’aprés 6.22, pour toute sous—variété fermée irréductible Y de ©1(G) de dimension d(G?),
les conditions suivantes sont équivalentes:
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—YcC @ccl;i:,w(G);

— GE%(GH,w;Y) #0;

— Cy(Ghw) C e (GH w).
PROPOSITION. — Soit Y une PB°(G*)-orbite dans @‘éiﬁ J(G), et soit y € Y. L'application
d’Fuler—Poincaré EP induit un morphisme surjectif

Sc(Gh,w_l;gj) ®c B* — @y(Gh,w).

Démonstration. — On procéde comme dans la démonstration de la proposition 5.11 de [D].
Posons Y/ = &BO(G”), et soit ¢ : Y’ — Y le morphisme étale de variétés algébriques affines
donné par ¢(¢)) = 9 - y. Ce morphisme est un revétement galoisien de groupe de Galois le
stablisateur de y dans ‘BO(G“), disons S. Notons que S est un groupe fini qui ne dépend pas
du choix de y dans Y. Posons K = C(Y) et K’ = C(Y"). Le comorphisme ¢* : C[Y] — C[Y]
induit un morphisme injectif de corps K — K’ qui fait de K’ une extension galoisienne finie
de K de groupe de Galois S. Posons tys = (K < K') oty : 3(G) — K. Comme en 6.17, le
morphisme de K’'-algébres
Lty Qc idgs : 3(G,KI) S K

définit un point K'-rationel de ©(G, K), que I'on note yy-.

Soit R(G,K';y) la catégorie des (G, K’)-modules de longueur finie 7w’ tels que l’action
de 3(G,K’) sur 7’ se factorise a travers tys Qc idgs. Soit aussi R(GY,w, K'; yy-) la catégorie
des (G%,w,K’)-modules IT’ tels que IT’° est un objet de R(G,K’;y). On a défini en 6.9 un
“caractére universel”

%:G— B=C[Y]

et une (w = 1)-représentation @5, : G — B de G telle que @5, = 1. Notons gy, : G = K' et
¢rrs, : G — K les applications @ et s, composées avec l'injection canonique C[Y'] — K'.
Pour tout caractére ¢ de G et toute &-représentation II de G¥, on définit comme en loc. cit.
une {-représentation Ilg/ 5, = II® ¢k, 5, de G* d’espace Vi1 v = Vit ®c K'. La représentation
de G sous—jacente est IIg, 5. = I1° ® P, — un (G, K')-module. Si la représentation I1° de G
est admissible, alors Il s, est un (Gh, &, K')-module admissible. Si 7 est une représentation
irréductible de G de caractére infinitésimal 0g(m) = y, alors ™ ® Py, est un (G, K')-module
K'-irréductible de caractére infinitésimal O k(T ® Pys) = yy-. Par suite si II est une w™'—
représentation G-irréductible de G* de caractére infinitésimal 0 (I1°) = g, alors I/ s, est
un (G% w,K')-module (G, K’)-irréductible de caractére infinitésimal erK’(ﬂ%’,So) = yyr.
D’aprés la remarque de 6.16, on obtient (comme dans la démonstration de [D, prop. 4.18])
que Papplication 7 — 7 ® P, induit un isomorphisme de groupes [D, 4.19]

5(G;9) = G(G, K5 yyr).
On obtient aussi que ’application

fo: Ge(GFw ) @K = e(GFw, K yy)
nez — [HK/Y(;O,z/]

est un isomorphisme de K'—espaces vectoriels; ot C(G?, w, K';yy) = C(R(GF,w,K'; yy-)) est
le K'-espace vectoriel défini comme en 6.20 (en remplagant K par K'). Cela implique en
particulier que les propriétés suivantes sont vérifiées:
— tout objet irréductible de R(G,K’; yy+) est absolument irréductible;
— pour tout objet (G, K')-irréductible IT' de R(G?, w, K'; yy), il existe un sous-C[Y"]~
module Gi—stable V' de Vi qui engendre Vi sur K'.
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On reprend maintenant les notations de la démonstration de la proposition de 6.17:
Hy = He @3, C[Y], H}, = Hy v, Hx = Hy Scpy) C(Y) et HE, = Hx - . Soit
Hyr = Hy ®C[y]’¢u C[Y’], Yy =7y ®id et j‘fi,,’w = Hy - yy-. Soit aussi Hgr = Hy~ Qc[y] K’
et HE«,M = Hys - g/, oll yxs désigne le K'—automorphisme de Hy/ prolongeant vy/. La
catégorie R(G,K';yy) est équivalente a la sous—catégorie pleine de Mod(Hy:) formée des
Hxs—modules de type fini, et la catégorie R(G*, w, K'; yy ) est équivalente a la sous—catégorie
pleine de Mod(iHE(/w) formée des H%,wfmodules non dégénérés qui sont de type fini comme
Hgs—modules. D’af)rés ce qui précédey on a:

— la K'-algébre Hys est scindée, au sens oil pour tout Hygs—module simple V', on a
Endsc,, (V') =K/
— tout U{E(,’wfmodule non dégénéré Hy,—simple posséde un C[Y']-réseau %g,,’wfstable.
D’ot les identifications
C(G",w, K yyr) = €3, ) = €9, );

ol é(?—fh o) = C(I\//IBH(THh ) est défini comme en 6.17.

On peut décrire T4 )C(ﬂ{h ) comme dans la démonstration de la proposition de 6.17.
D’aprés le lemme 2 de 6.19, on a une identification

FU (g @ Endy,, (V

oit V' parcourt ’ensemble, disons 80, des C*-orbites de classes d’isomorphisme de HE, o
modules non dégénérés Hy/—simples, et End;CK, (V') est 'image dans Endge,, (V') du sous—
groupe Endj (V') de Ends,, (V') engendré par les images des morphismes

Endyc,, (V') = Endsc,, (V'), u = u @ idgs

pour V' parcourant les C[Y']-réseaux ﬂ-(i,,wfstables dans V'. On a aussi

—d(GE
FUEYe3,, ) @cp K = C(HE, ) = €D Endsg, (V).
V'ee]
Puisque la K'-algébre Hy: est scindée, pour tout J{%,wamodule non dégénéré Hy/—simple
V' on a
Endsc,, (V') = Ends,, (V') = K.

Comme End;{K, (V') est entier sur C[Y'], et que C[Y”] est intégralement clos dans K, on
obtient, via l'identification C(G*,w;Y”’) = 6(9{5,, ), que l’application

Evr i Ge(Ghw hp) 2e Y] = FUOVC(GEwY)
Iob — [HK/(;O,I)}
est un isomorphisme de C[Y’]-modules.

Reste a déduire le résultat par descente a partir de £y+. Tout élément o de S induit par
restriction un C[Y]-automorphisme de C[Y’], et oy = id ® o est un C[Y]-automorphisme
de Hyr = Hy Qcpy] C[Y']. D’out une action de S sur @(9—( ;) définie comme suit: pour
V'] € G(ﬂfi,,w) et o € S, on pose

U[V/? u/} = [Vc;’u]
o V] = Va'y, désigne le Hy —module V' tordu par a;/l comme en 6.1. Notons que puisque
Yy’ © Oyr = oys 0 Yys, I'isomorphisme vy, de Vj , sur V' est aussi un isomorphisme de
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(V;)%/ sur V. L’action de S sur G(U{i,’w) ainsi définie est semi-linéaire pour la structure
de C[Y']-module sur C(U-Ci,,yw) donnée par z - [V, u'] = [V, 2y ou'], 2 € C[Y']: on a
(z-[ViW])=0(2)-7[V,u], z€C[Y'],ocS.
Le foncteur — ®c¢jy] C[Y’] induit un morphisme de C[Y]-module
§: e ,) = €, ), [Viu] = [V @cpy) CIY'], u @ id]

qui, d’aprés la démonstration de [D, prop. 5.11] (page 206), est un isomorphisme de G(ﬂ{g,’w)
sur le sous—C[Y]-modules G(ﬂ{i,,’w)s de G(%z,,’w) formé des éléments fixés par S. Le C[Y']-
module C(f}fi,,w) est, tout comme C(f}fi,yw), muni d’une filtration topologique F'(?(ﬂ-(i,,w), qui
fait de § un morphisme filtré: pour chaque entier i < d(G%), on a 5(Fie(f}fi,7w)) C Fie(ﬂfhy,’w).

Comme dans la démonstration de [D, prop. 5.11] (page 206), on obtient que § induit par
passage aux quotients un isomorphisme de C[Y]-modules

Fepd, ) = FPend,,)”.
Via l'identification €(G¥,w;Y) = C(U—Ci,,w), cet isomorphisme composé avec la restriction de
&) a (Fd(Gh)G(%g/,w))s, donne un morphisme injectif de C[Y]-modules
oAb _ ’
w: FUE >C(Gh,w;Y) — Sc(Gh,w L 9) ®c C[Y'].

Identifions B* & B = C[Y"] via I'application b ~— bs, (cf. 6.9). Puisque le diagramme suivant
Sc(GF,w™h§) ®c BY —2> By (GF,w)
FUCHC(GE, w; Y)) ~—— C(GF,w; Y)

est commutatif, la fléche du haut est surjective. O

COROLLAIRE 1. — Soit Y une B°(G*)-orbite dans 035 (G). L’application d’Euler—Poincaré
EP induit un morphisme surjectif

(SE°(G*,w ™ Y) @c BN /(PN @b — M@ by : 11, b, ) — Cy(G*,w),

ot II, b, ¥ parcourt les éléments de §&° (G, w1, Y), B*, PL(GH).

COROLLAIRE 2. — L’application d’Euler—Poincaré EP induit un morphisme surjectif
(GE(G*,w ™) @c BN /(PN @b~ @by : 11, b, ) — €¥(G*,w),

ot II, b, ¥ parcourt les éléments de G&° (G, w™1t), B*, PL(GH).

REMARQUE. — On verra plus loin (6.25) que le morphisme surjectif du corollaire 1, et
donc aussi celui du corollaire 2, sont en fait des isomorphismes. En d’autres termes, on a
EP(Sc(G*,w) ®c B*) = €¥(G%,w)
et
ker EP = Gc ina(G*, w) + Kep. [ |
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6.25. Injectivité dans le théoréme de 4.8. — Rappelons (4.8) que H(G", w) est le
sous—espace de H(G?,w) formée par les images dans H(G", w) des fonctions ¢ € H(G") qui
sont w—cuspidales. Rappelons aussi qu’on a défini en 6.7 (corollaire) un isomorphisme de
3(G)-modules €'(G*,w) — H(G*, w), [IL,u) = P1,u)-

LEMME 1. — Soit [I,u]’ € €' (G*,w), ¢ un représentant de qg[n,u]/ € H(GY, w) dans H(GY),
et P* € P(G°)~{G")}. Posons [2,v] = “rgg([l_[, u]’) € €' (M-, w). Si le théoreme de densité

spectrale (ie. linjectivité dans le théoréme de 3.1) est vrai pour M,h;., alors “¢py g, est un
représentant de ¢z .1 € FH(ME,w) dans H(M?E).

Démonstration. — Notons ¢ I'image de la fonction “¢py x dans ﬁ(Mf;,w). Soit ¥’ une

. . . .Ggh s
w-représentation G-irréductible ¥ de M}h;, et posons II' = wlgh (X'). D’aprés la proposition

de 4.7, on a ’égalité
O/ (@) = O () )s
et d’aprés l'isomorphisme de réciprocité de Frobenius (proposition de 2.10, (3)), on a
@n/(é[n,u],) = tr(ug , Homg (I1°, I1"°))
= tI‘(Ug/,HOmMP (ZO,EIO)) = @2/((5[2,1,]/).
On a donc
92/(@ — d)[E,v]’) = 0.
On en déduit que si le théoréme de densité spectrale est vrai pour M ,”,, alors ¢ = q_b[g’v]/. O

LEMME 2. — Si pour tout P* € P(G*) \ {G*}, le théoreme de densité spectrale est vrai
pour M}hp, alors lisomorphisme de C—espaces vectoriels (6.7)
C(G*,w) =5 H(G", w)
induit par restriction un isomorphisme
(G w) = (G w).
Démonstration. — C’est une conséquence directe du lemme 1. O

On peut maintenant démontrer 'injectivité dans le théoréme de 4.8. Par récurrence sur
la dimension de GG, on peut supposer ce résultat d’injectivité vrai pour tous les sous—espaces
tordus Mf;, Pf e fP(Gh) ~ {Gu} — cf. la remarque de 4.8. Puisque la surjectivité dans le
théoréme de 4.8 a déja été démontrée (5.7), d’apres 4.9 le théoréme de 3.1 est vrai pour tous
les sous-espaces tordus M%, P € P(G") ~ {G*}. En particulier d’apreés le lemme 2, on a un
isomorphisme de C—espaces vectoriels

(G, w) = HY(GH,w), [,u] — dpruy-

Pour toute PB°(G¥)—orbite ¥ dans @‘éihs’w(G”), notons Hy (G*,w) C HY¥ (G, w) I'image de
Cy (G*,w) par la projection CV*(G*, w) — FHU*(G*, w), [II,u] = @,y D’aprés le corollaire
2 de 6.22, on a la décomposition

HE(G w) =D Hy (GFw)
Y

ot Y parcourt les P°(G*)-orbites dans @g:,w (G).
Rappelons (5.6) que pour toute partie Y de ©(G), on a noté F4*(G¥, w) le sous-espace
de Gc(G%,w;Y)* formé des restrictions a Gc(GH,w;Y) des éléments de FU5(G%, w). Soit
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Y une P°(G")-orbite dans % (G). D’aprés 5.7 et le corollaire 1 de 6.24, la composée
de I'application d’Euler-Poincaré EP et de la transformée de Fourier ¢ — @4 induit un
morphisme surjectif

U (G w V) @ BY /(Wb -1 be) 5 €y (GHw)

l
Hy(Ghw) =5 59°(GFw),

ot IT, b, ¥ désignent des éléments de §3*(G*,w™1;Y), B*, P2(G?) respectivement.

Posons Gy = G25(G%,w™;Y) et Gy = G&5(G*, w;Y). L’action du tore complexe P2(G¥)
sur le C—espace vectoriel Gy est algébrique: elle provient par passage au quotient de ’action
(algébrique) de P2 (G?) sur Gc(G*, w; Y). D’oit une action algébrique de P2(G?) sur Gy @c B*,
donnée par

UII®b) = VI ® by-1
pour ¥ € PL(GY), T € Gy et b € B*. Par définition, Gy ®c B*/(PII @ b — 11 ® by) est
lespace (Sy ®c B*)mg(Gh) des coinvariants pour cette action. D’autre part, F5*(G¥, w) est
le sous—espace de Gy = Homgc(Gy,C) formé des formes linéaires ® telles que pour tout
Il e 95;&} (Y), la fonction ¥ s ®(WII) sur P2(G?) est régulicre; cette fonction est alors un
élément de B*, noté us (II). D’ott un morphisme de C—espaces vectoriels

FE(GF, w) — Home(Gy, BY), ® — ug.
On a une action algébrique du tore P2(G?) sur le C—espace vectoriel Home(Gy, B*), donnée
par

(W - u)(IT) = u(¥ ™)y
pour ¥ € PL(GY), u € Home(Gy, B*) et II € Gy. Par définition, Papplication ® — ug est
un isomorphisme de FH*(GF, w) sur le sous—espace Homc(Sy,B*)mg(Gh) C Homc(SGy, B*)
des invariants pour cette action. Au bout du compte, on obtient un morphisme surjectif
* el

(*) u. 0®. 0qoEP: (Sy ®c B )qo(gsy — Home(Sy, B )WSL(G )
ot ¢ désigne la projection €(G*,w) — F(G*, w), [IL,u] > G up-

LEMME 3. — Le morphisme (x) est un isomorphisme.

Démonstration. — Choisissons un point y € Y, et — comme dans la démonstration de la
proposition de 6.24 — notons S le stabilisateur de y dans P°(G?). Posons

Gy = 9E°(G%w ), Gy = 927(GY wi).
On a
S(y) = S(y),
(Sy ®c B )po(gty = (95 ®c B)s
et o
Hom(Sy, B*)*¢(“") = Home(G,, B*)®.

En particulier si B°(G%) = {1} — i.e. si P2(GH) = C* —, alors Y = {y} et les espaces
& gauche et a droite de la fleche dans () sont isomorphes respectivement & Gy et & .

Comme ces deux espaces ont méme dimension (finie) sur C, le morphisme surjectif (x) est
un isomorphisme. D’otl le lemme dans ce cas. En général, By = B® est 'algébre affine

du groupe quotient ‘BO(Gh)/S. La structure de B-module sur B* induit sur les espaces
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(95 ®c B*)s et Home(Sy, B¥)® une structure de B;—module. Puisque le morphisme quotient
PBOG) — P°(GH)/S est fini, et que les B-modules G5 ®¢ B* et Home(Sy,, B*) sont de
type fini, ils sont de type fini comme Bi-modules. Par suite les B;—modules (G5 ®c B")s
et Home(Gy, B*)® sont eux aussi de type fini. D’aprés la remarque 3 de 6.8, cela fait
du morphisme (*) un morphisme de B;-modules. Soit ¢ € P°(G¥)/S correspondant a
u : B1 — C. Le foncteur de spécialisation — ®3, « C appliqué au morphisme (*) donne
un morphisme surjectif
Syy = (S5 ®c B)s ®B,,u C — Home(Sy, B*)® @5, C = G 1.,.

Puisque Gy.5 et 9;_1' , ont méme dimension (finie) sur C, ce dernier est un isomorphisme.
Notons X C (G5 ®c B*)s le noyau du morphisme (*). C’est un Bi—module de type fini.
Pour ¢ € B°(G")/S correspondant & u : B; — C, le foncteur de spécialisation — ®5,.C
appliqué & la suite exacte courte de B;-modules
0 — X — (95 ®c B*)s — Home(Gy, B)® — 0
donne un morphisme surjectif
X(1) = Tor?* (Home (G, B*)®, B1/ keru) — Ky = K @3, .. C.

Le Bi-module Home (G, B*)® est localement libre en presque tout point de B°(G*)/S, par
suite il est localement libre en tout point de JB°(G#)/S par P°(G*)—équivariance, donc plat.
On a donc X(¥) = 0 et Xy = 0. Comme le Bi-module X est lui aussi localement libre en
tout point de P°(G?)/S par P°(GH)-équivariance, on a K = 0 (lemme de Nakayama), ce
qu’on voulait démontrer. O

On en déduit que les trois morphismes surjectifs
EP : (58°(G",w ™ Y) ®c B")qo Gty — Y (G, w),
q: (G w) — HY®(GH,w), [IT,u] — Piruy
et ) .
P, : TP (GHw) — TV (G w),
sont eux aussi des isomorphismes.
En définitive, on obtient que les morphismes

EP: §5(G%w ™) ®@c BY/(WIT @b — T @ by : 11, b, ¥) — (G w)
et _ )
$.0q: C™M(GHw) = F(GHw), [IT,u] = By
sont des isomorphismes. Par suite on a 1’égalité
€ (G w) = (G w),
et le morphisme ' '
d.: H™ (G, w) — TG w)
est un isomorphisme. Cela achéve la démonstration du théoréme de 4.8.

REMARQUE. — Puisque €'4*(G!, w) = €4(G* w), d’aprés le corollaire 2 de 6.22, on a la
décomposition en somme directe

HE (G w) = P Hy (G*,w)
%
ot Y parcourt les P°(G*)-orbites dans @g:,w (G). [ |
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6.26. Une conséquence. — Soit F*(G*,w) et H(G*,w)* les filtrations combinatoires de
H(G*,w) images de €"*(G*,w) et €'(G*,w)*® par I'isomorphisme de 3(G)-modules

€ (G",w) — H(G",w), [T, u] > P

Puisque le théoréeme de densité spectrale est maintenant démontré, d’aprés le lemme 1 de
6.25, on peut les définir directement & 'aide des applications “terme constant” (cf. 4.7)

S(G*,w) = H(MR), ¢ = “dpi i,s  P* € P(GF) N {GY).
En particulier, on a les égalités
F(GH w) = HAD (G w) = FUGH, w) .

On peut aussi définir une filtration topologique de F*H(G*,w) de H(G?, w) par projection
a partir de F*C(G*, w):

FIH(GY w) = q(F'C(G*,w)), >0,

ot (rappel) ¢ : C(G*,w) — H(G?,w) désigne la projection [II, u] — qfﬁ[nyu]/.
Soit d’ un entier tel d(G?) < d’ < d(ME) D’aprés le corollaire de 6.23, on a I'égalité
FYe(GF,w) = C(G%, w)?,
et d’aprés 6.12, on a 1’égalité
a(C(GF,w)") = (G @)
D’ot la
PROPOSITION. — Soit d’ un entier tel d(G%) < d’ < d(M?%). On a D’égalité dans H(G*,w)

FYH(GH w) = F(GE,w)? .

6.27. Un résultat de dualité. — Considérons maintenant ’accouplement
() H(GH w) x Ge(G*w) — C,
D’aprés la propriété d’indépendance linéaire des caractéres—distributions [L2, A.5, Brop.] et
le théoréme de densité spectrale, il est non dégénéré a droite et igauche. Identifions }C(Gh, w)
a €'(G% w) via 'isomorphisme de 3(G)-modules €'(G%,w) — H(G*,w), [IL,u] = G1,u)-
Soit P* € P(G%). D’aprés la proposition de 2.10 ((3) et (4)), on a les formules d’adjonction
! w - i w E /
(1) <[H,u] ) Zgh(E» = TGPE([Hau] ), )
pour tout [IT,u]’ € € (G*,w) et tout ¥ € G (M5, w), et
w .GI w_ph
) (“i5a ([2,0]),11) = ([3, 0], “7Gx (1))
pour tout [£,v] € €' (M%,w) et tout IT € Ge(GF, w).
LEMME 1. — Soit P', Q" € P(GY). Supposons que Mé = w(MIhD) (= 1w M5 ng') pour
un w € Wge. Pour [IL,u)' € €'(G*,w), on a Iégalité dans €' (M%), w)

-1

e B ([ a]') = “r2 (2, 0]).
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Démonstration. — D’aprés lemme 1 de 4.4, pour tout ¥ € SC(MED,w)), on a l’égalité dans
Sc(Gh,UJ)
w - h w w - h
Zgu( E) = Zgh (E)
D’ou le résultat, grace a la formule d’adjonction (1). O
Comme en 6.21, Pour P? € P(G%), le foncteur “Tpy = zgg o Tgh induit un endomor-

phisme de 3(G)-module
“Thy : C(GRw) — €'(GY,w)
qui est un morphisme filtré pour toutes les filtrations de G'(Gh,w) introduites jusqu’a présent
(les filtrations combinatoires et la filtration topologique).
PROPOSITION. — Soit d un entier tel que d(G) < d < d(M,). Il existe une famille de
nombres rationnels A& = {\& (P?) : P* € P(G%), d(Mp) > d} telle que le 3(G)-endomor-
phisme A%, = A e de ©'(G*,w) défini par
Ap =id+ D AG(PHTL,
PH,d(Mp)>d
vérifie les propriétés:
ImAd/ = G/d(Gh,w), Aaé/ o Ag/ = Ad/.
Démonstration. — Elle est “duale” de celle de la démonstration de la proposition de 4.4. On
la décrit briévement. Le “lemme géométrique” (proposition de 4.1) reste vrai si ’'on remplace

Gc par €, et en remplacant le lemme 1 de 4.4 par le lemme 1 ci-dessus, on obtient la version
suivante du lemme 2 de 4.4:

LEMME 2. — Soit P%, Qf € P(GY).
(1) Pour [I,u] € €' (G*,w), on a l’égalité dans C'(G*,w)

w i w
gho Tps ([T, u]") Zthor ([Hu])

ot w parcourt les éléments de WGQQ.

(2) Pour [I,u]' € €'(G*,w), on a Uégalité dans €' (G*,w)
“Thys 0 “Tpy ([T1,u)") ZW o (L))
ot w parcourt les éléments de WGEQ‘
Pour k > d, choisissons un ordre {P,S’l, cee P,B’n(m} sur ensemble des P* € P(G?) tels
que d(Mp) = k, et notons Uj, : €'(G*,w) — €' (GY,w) le morphisme défini par

Ur. = (Ty k) — Pronr)) © - 0 (Thn — Pr1);
ou l'on a posé
Ty, = szlD,E,; Phi = Pps -
L’opérateur Uy, préserve la filtration {€"'} et il envoie €% (3%, w) dans €"*~1(G*, w). Puisque
C'd(Mf’)(Gh,w) = C/(Gh,w), l’opérateur
U' =Ulir 00U : € (GHw) = €(G*,w)
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vérifie U'(C'(G*,w)) C C"4(G*,w), et d’aprés le point (2) du lemme 2, il est de la forme
U'=n(id+ > AG(PH“Th)
PO d(Mp)>d
pour des constantes 77 € Z ~ {0} et A% (P") € Q. Puisque lopérateur A%, = n~'U" est
Iidentité sur €'4(G¥, w), il vérifie les conditions de I’énonceé. O
REMARQUE. — Tout comme l'opérateur Ag : Gc(GF) — Ge(GY,w) de la proposition de
4.4, Popérateur A%, : €'(G%,w) = €'(G*,w) dépend du choix, pour chaque entier k > d, d’un
ordre o = {P,Syl, . '7P15,n(k:)} sur Pensemble des P? € P(G?) tels que d(Mp) = k. On les
note donc aussi A4(0.) et AL (0.). [ ]

COROLLAIRE. — Soit d un entier tel que d(G) < d < d(Mo,).

(1) On peut choisir, pour chaque entier k > d, des ordres oy, et o}, sur l’ensemble des
P% € P(G*) tels que d(Mp) = k, de telle maniére que les opérateurs Aqg = Aq(o0.) sur
Sc(GHw) et AL = A2, (o)) sur C'(G" w) soient adjoints pour Uaccouplement (-,-):
pour tout [II,u) € €' (G, w) et tout II' € Gc(GF,w), on a l’égalité

(A% (L)), 1) = (11, 4], Aa(I1')).

(2) On a @G, W) = Gc.a(Gh,w) et Ge.a(GFw)*t = 4G, w)
Démonstration. — Le point (2) est une conséquence du point (1).

Montrons (1). Comme en 6.22, notons wo € Wy 1’élément de longueur maximale de We.
Pour P € P(G"), rappelons que wo(P?) est un élément de P(G¥), et que c’est élément de
P(G*) défini par Mio(ﬁ) = wo(M?%). Puisque wy ' = wo, Papplication P? — wo(P?) est une
permutation d’ordre de 2 de (P(Gh) qui, pour chaque entier k, stabilise le sous-ensemble de
P(G*) formé des P? tels que d(Mp) = k. Pour P? € P(G?), notons “T py le foncteur

w=Gl L _pt

15y 0 “TFhs : R(GY,w) = R(GH w).
Il induit un morphisme de C—espaces vectoriels

“Tpic: Gc(GHw) — Ge(Ghw).
On a . -

w w .G -1 _w P w
Tphc = ( Lo (PH),C owp)o (wy o ngic )) = duwyPh),c-
Comme d’aprés le lemme 1 de 4.4, on a wifjg(ﬂ)@ owy = “’igiyc, les formules d’adjonction
(1) et (2) ci-dessus entrainent que les opérateurs “T,, 1) c et “Tp, sont adjoints pour
I’accouplement (-, -): pour tout [IT,u]’ € €'(G*,w) et tout I’ € G (G, w), on a I'égalité
<UJT1/:’N ([H7 ’LL]/), H/> = <[H7 u]lv wTwo(Fh),C(H/»'

Pour chaque entier k > d, choisissons un ordre o, = {P,S’l, cee P,S n(k)} sur l’ensemble des
Pf € P(GY) tels que d(Mp) = k, et posons o}, = {wo(ﬁi,n(k))7 .. ,wo(ﬁiyl)}. Les opérateurs
Aq(0.) et AL (0’) sont (par construction) adjoints pour 1’accouplement (-, -). O
VARIANTE. — On peut bien siir aussi reprendre ces résultats dans le cadre de la variante
de 4.4, c’est-a-dire en remplagant la condition d(Mp) > d par la condition d(M?) > d’
pour un entier d’ tel que d(G*) < d’ < d(M%). On obtient de la méme maniére un 3(G)—
endomorphisme B¢, de €' (G*,w) vérifiant

ImBY = ¢€'(G",w)?, B oBY =B,



LA TRANSFORMEE DE FOURIER TORDUE 147

De plus, on peut choisir, pour chaque entier k > d’, des ordres oy et o}, sur I’ensemble des
P e P(GY) tels que d(M?%) = k, de telle maniére que les opérateurs By (0.) sur Ge(G%, w)
et B‘é,/(af) sur €'(G% w) soient adjoints pour I'accouplement (-,-). On en déduit les égalités
Ge (G w) b = C'(Ghw)? et €(GF,w)® " = Ge (G, w) g ]
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() s H(GY, w) x Gc (G, w) — C, 144
('= ')07 ('7 ')Pa ('7 )gv 49

A=A®za) Z 0 (= AJD), A% = A%/7%, 86

Ayc), 133
Al = AN 145
Ag=A,,, 53
€ g€ e
A§, AS,, Ay, 129
ap, a}g’c, 49
do = Homy(X*(Ao),R), 50
ap, ap F, 0Ap F, 48
aps, uIGDE, ag”, 50
(aGh)*, 51
ag = ap ajy, afy = ap @ (a5)*, 49
h b
agh, (agn)*7 51
A, A A, 116
A=, A =3, 119
A=y, AP=5% 117
A= 28
Ay =A-~F Ay = A7k 123
Ap, 48
Apy, 50
Ay, 114
Al A, 72
ABX 72
Al 52
ﬁnn"ﬁ‘](c) (VTFJ), 101
B = C[R°(G")], 95
B = C[B3(GY)], 95
By, 136
U
B, 146
By =B,,, 57
e e e
'Bd’7 Bd’;Y’ Bd’;Y’
b— by, 96
B(G), 33
B1(G), 33
bal p, 52
th? bth 50
bpy gy baps,F, 51
b7y, by oo 51
i . b
bgs =bpy ®al,, b2, = b, @ (a5,)", 51
B, 117
B, 119
B*, 119
B/, 119
Bk, 128
B*, 95

132

Bg = CIFR(G)], 95

Bp =C[Ap], 35

Bpy = C[Pe(M})], 41

Ba, %Gh,w(G)’ 34

Bas . B(G)/Z, 34

C(Al), 84

C(GY,w;Y) = C(R(GH, w; Y)), 113
er(Al), 77

e'(GY,w) = €' (R(GH,w)), 90
CQ(GRUJ), e (G, w), etc., 100

e (G, w) = €'(R, (G4, w)), 90, 93
€ (GRw) = € (G5, w) @ €2(GH,w), 91
el (AY), 81

C(A), B(A"), €(A), 116

C(Ag) = C(A%) = &(Mod(A")), 128
C(AY), 84

C(G,w) = C(M(GH, w)), 93
e(GY, w) — C'(GY,w), [T, u] — [T, u]’, 94
C(Gh, w; 1) = C(M(GH, w; 1)), 101
e(G, w, K;yy) = C(R(GH, w,K;yy)), 128
e(Gh,w;Y) = C(R(GH, w; Y)), 106
C(Gh,w;Y;i) = C(R(GY, w; Y;4)), 106
edis(Gh w) = UG (GH, w), 100
C;(GY, w), C{(GH, w), etc., 100

€7 (GY, w;i) = €My (G, w; 1)), 101
e, (Ah), 83

Cy (G%,w), 135

C(@), 13

d(Mp), d(M%), 52

d(Mp, M},) = (d(Mp),d(M})), 133
AS, AL, A, 50

61,13

8, = (61)F, 15

AS;, 52

dg, d&, 19

Co(A), 124

e*(A), E5(A), 125

&(A), 119

E(A), 117

E(Ag), 128

g(A"), 119

ex (unité de Hg), 20

Enda(V), 117

EP, 96

F (corps de base), 12

Flw) =5 % W), Fe(w), 46
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F(B'), 119

F(GY, w), Fer (G, w), 42
F(GY, w) = F;(GF,w) ® F+(G%,w), 45
ffdiS(Gh,w)7 St?ris(Gh,w), 61
Tk (Gh w), 45

fftr,Y(Ghvw), fftr,G(Ghva 70
T (GF,w), Flisg (G, w), 70
ffy(G”,w)7 ?@(Gh,w), 69
FUs(GH,w), FLs(GH,w), 69
Fie(GY,w), 102
Fie(GH,w;Y), 106

Fie(GH,w) = Im(C(GH, w; i) — C(GY,w)), 101

Fie(GH, w;Y), 106

FIH(GY,w), 144

G =G(F), G" = Gi(F), G, = Gr(F), 13
G, GY, 12

G1, 60

5(G,K), $(G,K;y), 112

S(Ghyw)7 90(Gh7w)7 9>0(G’h,w), 18

Go+ (GT,w), 18

91(G), 66

(
Sc(Gh,w)*, 22

(

(

9C(Gh,0j§ Y) = @y SC(Gh,w;y), 69
9C,e.t(G%,w), Sc,n—ina(GP,w), 31
Sc,i (G w), 53

SC,ind(Gh,w)v Sgis(Gh,w)v 52
5dis(G%, w;Y), 69

SL(GH,w), 99

ge.t(Gh7w)) 9L—ind(Gh7w)7 31

5 =k, 119

Y=Y 117

Yoti> 12

s, 110

VSV, 75

¥+ Vi — Homa (VH, AR), 75

b
h=“h%,, hc, 47

T(GH,w) = Ty (GF,w) ® F7 (G, w), 45
Hdis(Gh, w), 61

HH(GH, w), H(GH,w)?, 144

31y (G5, w) = Ty, (G, w) & HP2(GH,w), 91
Hy (G, w), 141

H(X), 19

H = H(G), H* = H(GY), 19

Hg = Hi(G), 20

Hg = Hy ¢y K, 3{%,“, = Hg -k, 115
Hs = Endg (m5)°P, 108

Hy = e ®3, CIY], 35, = Hy -7y, 114
Il = Hi(Ghw), 45

T, = F(GY, w), 42

[3E, K], 42

HE = Hi (G, e, 20

[H%, Hiclw, 45

HE, = H(GE,w), 20

HE, = Hs -, 110

Hp : Mp — ap, 49

(HY,w, B)-module admissible, 41
Hom 4 (V, V1), 76

iy : Mod(3} ) = R(GE,w; V), 116
I=10 1" 38

imt, : Mod(H2 ) = Me(GH,w), 110
im, : Mod(Hs) = Rs(G), 109

iny : Mod* (33, ) = R(GH,w; V), 114
Iy g ! Mod* (Hk) — R(G,K;yy), 116

i, i 57

iG, 22

ig, 25

©iG, 22

wiGy = ©iGl 24

Wigi, “igz’c, 23

wigﬂ - w@'gﬂ, “igi,c, 24
(wigi)*, 58

Y e(Gw;Y) — C(GH, w), 106
k15

L’,g/, 16

vy 3(G) = K, 112

Irr(Gh, w), Trro(Gh, w), Irrgy ,(G), 14
Irro7e,t(Gh,w), 31
II‘I‘()7t(Gh,wu)7 30
Irrdis(Gh, w), Trrdis (G, w), 63
Irry (G) = Irrggy ,(G), 66

Irr < oo (GY, W), 18

Irre (GY, w), 19

Irrp_1 (GY, w), Irr (G, wi ), 17
J(Gt,w), 41

J=9(A%, 37 =7-4%, 86
XK(B), 119

X(B), 117

K(Bx), 128

K(B'), 119

(k, z) — z(k), 37

Ko, 60

k (corps résiduel de F), 12
£(G), 25

£(@)?, 25

L(GY), L(G,w), 24

A AV, 49

Ap =Mp/M}L, 35
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(M, p)(1), [M, pl(1), 32

[M, p] = [M, plg, 32

M, 27

Mp, 23

Mp g, M@ w, 46

Mod (3}, ), 115

Mod(A), 12

Mod(A%), Mod(A, A%), 77
Mod (363, 54), 114

Mod* (3}, ), 114

No = Ng(Ao), 39

o (anneau des entiers de F), 12
w, 13

w = wylwl|, 29

wi, Nok, m(k), 15

Qy, 88

Q=0,Nn¢cAY), 8

p (idéal maximal de 0), 12
PB(A) = Hom(A=,C*), 28
P(M) = Hom(M/M?1,C*), 27
PB(M)(p), 33

P(M?F), 28

‘B(Mh,f), (B(C(thé)’ 29
PO(ME), PAME), 28
Pe(MF), 28

P(G), 25

P(@)?, 25

P(GH), P(G?,w), 23
(P,o,€), 29

Py, 46

Bty 90

¢ By, 42

“Gpi g,» 60

%:G — B, 9
=Ly Gh — B=DB0
P50 GY - B, 95

¥P, $Bp> 35

Pph, 41

(I1, V) (conjuguée complexe), 30
(1, V) (contragrédiente), 25

0, 95

= HJ@HJ, 40
7'('771"]@71']7 38
(5 5,2 Vir,B), 95
(T, Vi), 35

I, 110

ms = i%(p ® p), 108
ny, Iy, 114

7B ap = bpg, 51

TrgzaQ *)ﬂp,49
ﬂ'gh 1ag %bph,ﬂgg tagy = bpy, 51

P =M% Up, 23

(P4, %,2), 30
P =M} Up, 23
Ph=MY.U, 22
P =M1 Us, 23
qg:B— B/B', 119
qV ,Vis» Qv ,vsoc, 124
qv,vy, 124
Quw, 46
R(GH,w;Y), 113
B), 111
G, K;yy), 112
Y), 106
w), 1
Gh w) = mJ(Gh w) x RTGE w), 4
G w; i), 101
G w,K;yy), 128
G w;Y), 106
G, w;Y;4), 106
), Irr(H), 14
0(G%,w), 30(G%,w), 3
R, (G), 38

R(G,
(
(G;
(G
(
(
(
(
(
(H

3883388388

Ry, (GF,w) = Ry, (GF,w) x RP2(GFw), 91

Rs(G), Re (G), 35

R (G, B), 111

Ne (GF,w), 3s(GH,w), 36

iy : R(GE w; Y) = Mod(3(f, ), 115

ri, : Re(GH,w) — Mod(HZ ), 110

rry : Rs(G) — Mod(Hs), 108

oy R(GH wY) — Mod*(ﬂ-(i,,w)7 114
rﬁY]K R(G,K;yy) — Mod* (Hk), 116

TG, 22
r%, 25
Ph
w GE, 22 ~
PY _w, P
Wi GE = Wy hGh’ 24
QN w,Q
¢ Ph’ “ Tph Kok 23
Q _ ot
w wgn, 24
(“rﬁiu)*, 58
s(k), 33
8(AD), 84

s(m) = s, (m), s(II), 16
5(0) = 59,0y, (0), 17

S = Gal(C(Y’")/C(Y)), 138
Supp(r), 101

“Tpy, “Tpiy ¢, 146

A
Tpe,“ Tpe g, 132
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T, 145
“Tpy, “Tps ¢, 52
“Tpoys “Tpay, 129
0= Int gy (61), 13
(@), ©1(G), ba, 33
o(G)/Z, g ,» 33
O(s), 33
oh? (@), 133
Ghw ’
Ocx : Irr(G,K) — ©(G,K), 112
0. 7 : Irr(G,K) — ©(G,K), 112
@éh,w(G)’ 133

Gga,w(ﬁ) = @g’h’w(c) NO(s), 133
Gg};w(s), 63

o ,(G), 69

Onr, 22

t:B/B — B, 119

trp : Homa(V,VE) — Ab, 76
trup : Homa (V, V) — AF, 74
Uo, U, 39

fV.a} = [V a0 ;'] 88
v, u], [V, a],, etc., 86
(Vis, Usoc), (V5°°,us°¢), 124
V,al’, 81

[V, al«, 83

[V ul, 84

[V,4)’, 78

{(Viu} = [Viuo ', 84

Viy, T2

V=A@, V, 73

V*i = Hom 4 (V, A%), 73
w(Mp), nw, 32

Ws, 33

Wa = Ng(Ao)/Mo, 32
Wa(M) = Nag(M)/M, 33

W (P,Q), Wh?, 46

Whip = Narp (Ao)/Mo, 46
Wart,, Wes (P,Q), WE®, 46
X;‘(MP)v 48

X*(A), 28

X*(Ap) = Xy (Ap), 48

& = ZV &V H E(A) — 80(A~), 124
€ =20 &5 E(A) = Eg(A), 126
vy, 112

Zan = Z(A)y, 3z = Jz(AF), 78
Zy, = Z/kZ, 17

z— [z, 36

z—zy, 74

3Gk 00 101

3(A), 3(G) = 3(R(G)), 35
3(G, B), 35(G, B), 111

3(GY, w), 36

3.(G), 37

3J(G) = Z(EJ *%(G) * eJ), 90
3s = 3s(G), 3s(G), 35

35,1 - 35,1(G)1 37

Z(A%), 79

Z(@), 13

Z4 = Z(GY), 14
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