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Deux approhes omplémentaires pour un problème d'arbreouvrant robusteL. Galand et O. SpanjaardLIP6, 4 plae Jussieu, 75252 Paris edex 05{luie.galand,olivier.spanjaard}�lip6.frRésumé Le problème de l'arbre ouvrant minimum se résout en temps polynomial par lesalgorithmes de Kruskal (1956) et de Prim (1957). Nous nous intéressons ii à une varianteplus di�ile de e problème, où l'on reherhe un arbre ouvrant robuste en présene d'in-ertitude sur le oût des arêtes. Plus préisément, on suppose que l'inertitude est modéliséepar la prise en ompte expliite de plusieurs sénarios, autrement dit plusieurs jeux de va-luations possibles. Il s'agit alors de trouver un arbre ouvrant qui reste satisfaisant dans tousles sénarios. Nous adoptons omme mesure de robustesse la moyenne ordonnée pondérée(OWA, Ordered Weighted Average), dont l'utilisation en optimisation robuste a été justi�éedans [7℄ et [8℄. Après avoir disuté la omplexité du problème ainsi posé, nous présentons unalgorithme approhé par k-optimisation, puis un algorithme exat par séparation et évalua-tion, qui s'appuie sur le préédent dans sa phase d'initialisation. Des résultats numériquessont présentés, montrant l'e�aité de notre algorithme.Mots-Clefs. Optimisation robuste ; Arbre ouvrant minimum; Séparation et évaluation.1 IntrodutionL'optimisation ombinatoire robuste onnaît un intérêt roissant depuis l'ouvrage [5℄. Elle vise àrevisiter les problèmes lassiques d'optimisation ombinatoire en prenant en ompte expliitementl'inertitude qu'il peut y avoir sur les paramètres du problème, en partiulier sur les valuationsutilisées. Deux approhes de la robustesse peuvent être distinguées selon la façon dont est dé�nil'ensemble des sénarios : le modèle par intervalles où haque valuation est un intervalle et oùl'ensemble des sénarios est dé�ni en ompréhension omme le produit artésien de es intervalles ; lemodèle par sénarios où les valuations sont des veteurs-oûts, dont haque omposante orrespondà un sénario donné.Nous nous intéressons ii plus spéi�quement au problème de l'arbre ouvrant robuste dansle modèle par sénarios. Ce problème a été prinipalement étudié jusqu'à maintenant en utili-sant le ritère min-max omme mesure de robustesse (i.e., on reherhe l'arbre ouvrant dont leveteur-oût a la omposante maximale la plus petite possible). Les auteurs de [3℄ ont montréque e problème est NP-di�ile (une preuve alternative est présentée dans [10℄) et ont proposéun algorithme exat pour le résoudre, fondé sur la k-optimisation. Plus réemment, les auteurs de[1℄ ont proposé un shéma omplet d'approximation polynomiale pour e problème. Nous étudionsii un problème plus général, où l'on utilise le ritère de la moyenne ordonnée pondérée (OWA,Ordered Weighted Average [9℄) omme mesure de robustesse. Ce ritère, justi�é dans [7℄ et [8℄ pourl'optimisation robuste, permet de rendre ompte d'attitudes moins pessimistes fae à l'inertitudeque le ritère min-max, en prenant en ompte les valeurs des solutions sur l'ensemble des sénariosplut�t que sur le pire seulement.Après avoir présenté formellement le problème et disuté sa omplexité (setion 2), nous pro-posons une méthode fondée sur la k-optimisation (setion 3) dont la variante approhée s'avèrebeauoup plus performante que la variante exate, omme le montrent les expérimentations numé-riques présentées. Nous proposons ensuite un algorithme exat fondé sur une méthode de séparationet évaluation (setion 4), dont l'initialisation est e�etuée à partir de la solution renvoyée par l'al-gorithme approhé de la setion préédente. Des résultats numériques sont également fournis pourette méthode, qui montrent son intérêt omparativement à la version exate de l'algorithme park-optimisation.



2 Dé�nition du problèmeEtant donné un ensemble f1; : : : ; qg de sénarios, on peut assoier un veteur de Nq à haquearbre ouvrant du graphe, orrespondant à la somme vetorielle des oûts des arêtes le omposant.La omparaison d'arbres ouvrants se réduit alors à la omparaison des veteurs orrespondants.A la suite de [7℄ et [8℄, nous proposons de omparer les veteurs selon leur valeur owa [9℄ dé�nieomme suit :Dé�nition 1 Etant donné un veteur x 2 Nq , sa moyenne ordonnée pondérée est owa(x) =Pqi=1 wix(i), où x(1) � : : : � x(q) représentent les omposantes de x triées en ordre déroissant etPqi=1 wi = 1.Nous onsidérons ii la sous-famille des opérateurs owa où les poids sont déroissants (i.e.,w1 � : : : � wq), e qui onduit à aorder moins d'importane aux sénarios pour lesquels le oûtest peu élevé. Cette préoupation est naturelle pour modéliser la notion de robustesse. Ce ritèreest ependant moins pessimiste que le ritère max puisqu'il aorde des poids non nuls aux sé-narios pour lesquels le pire ne se réalise pas. Remarquons toutefois que l'opérateur owa englobele ritère max : il su�t pour ela de prendre les poids w1 = 1, w2 = 0, : : :, wq = 0. Un autre aspartiulier intéressant est obtenu lorsque l'on a de grands éarts de poids (w1 � : : :� wq), puisquel'on retrouve alors l'ordre induit par l'opérateur leximax, qui onsiste à omparer deux veteurssur la base de leur plus grande omposante, puis de leur seonde plus grande en as d'égalité sur lapremière, et ainsi de suite... Ce ritère ra�ne don l'opérateur max en départageant les veteursayant la même valeur sur la plus grande omposante en fontion des valeurs sur les omposantessuivantes.Dans e adre, la reherhe d'un arbre ouvrant robuste revient à résoudre le problème suivant :Arbre ouvrant robuste (ACR)Instane : un graphe non-orienté G = (V;E), q fontions de valuation i : E ! N pour i = 1; : : : ; q.Objetif : déterminer un arbre ouvrant T minimisant owa((T )), où (T ) = (1(T ); : : : ; q(T ))ave i(T ) =Pe2T i(e).Comme indiqué préédemment, lorsque w1 = 1 et tous les autres poids wi sont nuls, le ritère owase réduit au ritère max. Or, il a été prouvé dans [3℄ et [10℄ que le problème de la reherhe d'unarbre ouvrant min-max est NP-di�ile. Le problème dé�ni ii l'est don également dans le asgénéral. Remarquons ependant que le problème peut devenir polynomial pour ertaines famillesd'instanes :� lorsque w1 = w2 = : : : = wq , il su�t de valuer haque arête e par Pi i(e), puis d'appliquerun algorithme lassique d'arbre ouvrant minimum pour obtenir la solution optimale ;� lorsqu'il existe une permutation � des sénarios telle que �(1)(e) � : : : � �(q)(e) pour toutearête e, il su�t de valuer haque arête e par Pi wi�(i)(e) puis d'appliquer un algorithmelassique d'arbre ouvrant minimum pour obtenir la solution optimale.Préisons que es deux as de �gure se renontrent néanmoins assez peu fréquemment.En�n, il est faile de onstruire un shéma omplet d'approximation polynomiale pour e pro-blème. Pour ela, à la manière de [1℄, on peut s'appuyer sur le shéma omplet existant pourapproximer la frontière de Pareto de la version multiobjetif du problème de l'arbre ouvrant mi-nimum [6℄. Cet algorithme renvoie un ensemble T" d'arbres ouvrants de taille polynomiale telque pour tout arbre ouvrant T du graphe il existe T" 2 T" pour lequel i(T") � (1 + ")i(T )pour i = 1; : : : ; q. En remarquant que [8i xi � yi℄ ) owa(x) � owa(y) et que owa ((1 + ")x)= (1 + ") owa(x), on peut en déduire que l'arbre ouvrant T �" tel que owa ((T �" )) = minT"2T"owa((T")) véri�e owa((T �" )) � (1 + ")owa((T �)), où T � désigne l'arbre ouvrant optimal ausens de l'opérateur owa. On dispose don ainsi d'un shéma omplet d'approximation polynomialepour le problème ACR dé�ni préédemment (l'algorithme est bien polynomial puisque la reherhede l'arbre ouvrant T �" se fait dans un ensemble de taille polynomiale). Cependant, la portée de erésultat est essentiellement théorique. C'est pourquoi nous proposons dans la setion suivante unalgorithme (de omplexité exponentielle) plus opérationnel pour approher la solution optimale.



3 Un algorithme approhé3.1 Une approhe par k-optimisationEn pratique, les solutions robustes sont souvent de bonne qualité en terme de oût moyendans les di�érents sénarios. Ainsi, à la manière de [3℄, il peut être intéressant d'énumérer lesarbres ouvrants dans l'ordre roissant de leur oût moyen respetif (voir aussi [2℄ pour la miseen ÷uvre de e type d'approhe pour la reherhe d'un arbre ouvrant de meilleur ompromis enoptimisation multiritère). La question que l'on se propose d'étudier dans ette setion est de savoirquand arrêter l'énumération a�n obtenir une solution approhée ave un rapport d'approximationà (1+") (ave " � 0). A e titre, on établit le résultat préliminaire suivant, qui lie la valeur moyenned'un veteur et sa valeur owa :Proposition 1 Pour tout veteur x 2 Nq et tout jeu de poids déroissants w1; : : : ; wq tel quePqi=1 wi = 1, on véri�e : avg(x) � owa (x), où avg(x) = 1q Pqi=1 xi.Preuve. Considérons la di�érene D = owa(x)� avg(x).On a : D =Pqi=1 wix(i)�Pqi=1 1qxi =Pqi=1(wi� 1q )x(i). Soit k 2 f1; : : : ; qg tel que 8i 2 f1; : : : ; kg,wi > 1q et 8i 2 fk + 1; : : : ; qg, 1q � wi. On peut déomposer D en : Pki=1(wi � 1q )x(i) +Pqi=k+1(wi� 1q )x(i). Comme x(1) � x(2) � : : : � x(q), on aPki=1(wi� 1q )x(i) � x(k)Pki=1(wi� 1q ) etx(k+1)Pqi=k+1(wi� 1q ) �Pqi=k+1(wi� 1q )x(i). Ainsi, D � x(k)Pki=1(wi� 1q )�x(k+1)Pqi=k+1( 1q �wi) (1). On peut remarquer que Pqi=1(wi � 1q ) = 0 puisque Pqi=1 wi = 1 = Pqi=1 1q , et donPki=1(wi � 1q ) =Pqi=k+1( 1q � wi). Posons W =Pki=1(wi � 1q ) =Pqi=k+1( 1q � wi). D'après (1), ona don D � W (x(k) � x(k+1)). On en onlut que owa(x) � avg(x) puisqu'il est faile de véri�erque W � 0.Soit fT 1; : : : ; T rg l'ensemble des arbres ouvrants du graphe, ave des veteurs oûts x1; : : : ; xr,indiés de telle manière que avg(x1) � avg(x2) � : : : � avg(xr). La suite (T j)j=1;:::;r peut êtreengendrée en implémentant un algorithme de k-optimisation (i.e., un algorithme qui énumère lesk meilleures solutions dans l'ordre roissant) sur le graphe G = (V;E) valué selon la fontionde valuation salaire 0 : E ! R+ dé�nie par 0(e) = avg((e)). En e�et, la valeur d'un arbreouvrant T j du graphe est 0(T j) = Pe2T j 0(e) = Pe2T j avg((e)) = Pe2T j 1q Pqi=1 i(e) =Pqi=1 1q Pe2T j i(e) =Pqi=1 1q i(T j) = Pqi=1 1qxji = avg(xj). L'énumération des arbres ouvrantsdans l'ordre roissant de la moyenne peut ainsi être réalisée à l'aide de l'algorithme de k-optimisa-tion proposé par [4℄ pour le problème de l'arbre ouvrant.Supposons que durant l'énumération, on atteigne à l'étape k un arbre ouvrant T k tel que(1+")avg(xk) � owa(x�(k)), où �(k) = arg minj2f1;:::;kgowa(xj) (�(k) est l'indie de l'arbre ouvrantoptimal au sens de owa parmi fT 1,: : :,T kg). L'énumération peut alors être arrêtée grâe à laproposition suivante :Proposition 2 S'il existe k 2 f1; : : : ; rg pour lequel (1+")avg(xk) � owa(x�(k)), alors owa(x�(k)) �(1 + ")minj=1;:::;r owa(xj).Preuve. T �(k) est un arbre ouvrant véri�ant owa(x�(k)) = minj=1;:::;k owa(xj). Or, pour toutj 2 fk + 1; : : : ; rg, on a : owa(xj) � avg(xj) (d'après la proposition 1) et avg(xj) � avg(xk).Ainsi, (1+")avg(xj) � (1+")avg(xk) � owa(x�(k)), d'où (1+")owa(xj) � owa(x�(k)) pour toutj 2 fk+1; : : : ; rg. Ainsi owa(x�(k)) � owa(xj) pour j = 1; : : : ; k et owa(x�(k)) � (1+ ")owa(xj)pour j = k + 1; : : : ; r, don owa(x�(k)) � (1 + ")owa(xj) pour j = 1; : : : ; r.Les propositions 1 et 2 montrent qu'un arbre ouvrant approhant la valeur optimale à (1 + ")près peut être obtenu par l'exéution d'un algorithme de k-optimisation sur le graphe dont lesarêtes sont valuées par la fontion salaire 0. Dans le pire des as, ela reviendrait à engendrertous les arbres ouvrants du graphe sans ativer la ondition d'arrêt de la proposition 2. Cependant,en pratique, la séquene roissante des ((1 + ")avg(xj))j=1;:::;k roise la séquene déroissante des(owa(x�(j)))j=1;:::;k à un k très petit par rapport au nombre total d'arbres ouvrants du graphe,



omme le montrent les expérimentations numériques présentées i-dessous.Remarque : la proposition 1 permet de montrer failement qu'un problème d'optimisation ro-buste est q-approximable (i.e., on peut déterminer en temps polynomial une solution dont la va-leur est au plus q fois la valeur de la solution optimale) dès lors que sa version lassique (i.e.,à un seul sénario) est résoluble en temps polynomial. En e�et, appelons x�owa la solution opti-male du problème pour le ritère owa et x�avg la solution optimale du problème pour le ritèreavg. Remarquons tout d'abord, omme indiqué préédemment, que la solution x�avg peut êtreobtenue en temps polynomial en résolvant le problème valué selon 0. De plus, on a owa(x) =Pqi=1 wix(i) � Pqi=1 xi = qPqi=1 1qxi = q:avg(x) pour tout veteur x 2 Nq et tout jeu de poidsw1; : : : ; wq tel que wi � 1 8i. En partiulier, on véri�e don owa(x�avg) � q:avg(x�avg). Commeavg(x�avg) � avg(x�owa), on en déduit que owa(x�avg) � q:avg(x�owa). D'après la proposition 1,on a avg(x�owa) � owa(x�owa) dès lors que les poids sont déroissants et somment à 1, et paronséquent owa(x�avg) � q:owa(x�owa).3.2 Expérimentations numériquesL'algorithme que nous proposons a été implémenté en C++ et les tests ont été menés sur unordinateur muni d'un proesseur Pentium IV à 3.6 Ghz ave 2Go de mémoire vive. Les tableaux i-dessous (Tab. 1) montrent les résultats de tests e�etués sur des graphes omplets à 3 et 5 sénariosrespetivement, en fontion de la valeur de " et du nombre de sommets du graphe. Les tempsindiqués dans les tableaux orrespondent au temps moyen réalisé par l'algorithme sur 30 instanesaléatoires. Le symbole � - � signi�e que la mémoire vive de l'ordinateur a été insu�sante pour lamajorité des instanes. Lorsque la mémoire a été insu�sante pour une minorité d'instanes, nousfaisons �gurer le temps moyen obtenu sur les instanes pour lesquelles l'exéution de l'algorithmea pu être menée à terme. Cei est partiulièrement le as pour " = 0. Les temps �gurant sur etteligne doivent don être vus omme des indiateurs de performane sur des instanes non ritiques.Tab. 1. Temps d'exéution pour 3 et 5 sénarios.Temps (en ms) pour 3 sénarios (w = (0:6; 0:3; 0:1))"njV j 5 10 15 20 30 400% 0 5 443 563 2051 43563% 0 2 12 380 654 9735% 0 0 22 28 63 22810% 0 0 0 2 2 5Temps (en s) pour 5 sénarios (w = (0:5; 0:3; 0:1; 0:06; 0:04))"njV j 5 10 15 20 30 400% 0 0,09 2,89 8,42 20,2 -3% 0 0,02 0,57 2,1 2,91 27,645% 0 0,01 0,01 0,36 2 3,510% 0 0 0,01 0,02 0,04 2,11Remarquons qu'on obtient un algorithme exat pour " = 0. Le prinipal enseignement de estests est l'éart de performane grandissant entre les versions approhées et la version exate lorsquele nombre de sénarios passe de 3 à 5 (par exemple, pour 30 sommets le temps est multiplié par 10pour la version exate, alors qu'il reste de l'ordre de quelques seondes pour la version approhéeà 3%). Autrement dit, lorsque le nombre de sénarios augmente, véri�er la ondition d'arrêt pour" > 0 est beauoup plus rapide que pour " = 0. En e�et, d'une part il existe pratiquement toujoursune solution de faible owa parmi les solutions de faible moyenne, et d'autre part il existe denombreux arbres ouvrants de oût moyen équivalent. On obtient don rapidement une solutionde bonne qualité au sens de l'owa, mais pour parvenir à prouver l'optimalité d'une solution il



faut énumérer tous les arbres ouvrants à moyenne faible, e qui demande un gros e�ort de alulet un espae mémoire important (l'algorithme de k-optimisation néessite le stokage de donnéesintermédiaires importantes, e qui devient rédhibitoire lorsque la taille de l'instane augmente,omme l'indique la présene du � - � en bout de première ligne du tableau pour 5 sénarios).Pour faire fae à ette di�ulté et obtenir un algorithme exat pratiable pour e problème, nousprésentons dans la setion suivante un algorithme par séparation et évaluation. En e�et, les grandsensembles de solutions de moyenne équivalente ne présentent plus la même di�ulté de traitementpour e type d'algorithme.4 Un algorithme exat4.1 Une approhe par séparation et évaluationNous dérivons i-dessous une méthode par séparation et évaluation pour le problème ACR.La méthode que nous proposons explore en profondeur d'abord l'arboresene de reherhe donthaque noeud n est aratérisé par les éléments suivants :� in(n) l'ensemble des arêtes qui doivent �gurer dans tous les arbres ouvrants assoiés à n ;� out(n) l'ensemble des arêtes qui sont interdites dans tous les arbres ouvrants assoiés à n ;� ev(n) la valeur de la fontion d'évaluation en n, qui représente une borne inférieure deminT2T (n) owa((T )), où T (n) désigne le sous-ensemble d'arbres ouvrants dé�ni implii-tement par in(n) et out(n).Nous détaillons maintenant plus préisément l'initialisation, le prinipe de séparation et la fon-tion d'évaluation de notre méthode :Initialisation. Une méthode de séparation et évaluation est notoirement plus e�ae quand unebonne solution est onnue avant de démarrer la reherhe. Dans notre méthode, la borne supé-rieure est initialisée par l'algorithme approhé dérit dans la setion 3. En e�et, omme indiquépréédemment, une solution approhée de bonne qualité peut ainsi être obtenue très rapidement,e qui permettra ensuite d'éviter une exploration trop approfondie de sous-espaes ne omportantpas de bonne solution.Prinipe de séparation. En haque noeud n, on déide de plaer dans in(n) ou dans out(n)l'arête e minimisant sa moyenne avg parmi les arêtes de l'ensemble E � (in(n) [ out(n)). Celarevient à diviser l'espae de reherhe en réant deux noeuds n0 et n00, suesseurs de n dansl'arboresene, tels que :� in(n0) = in(n) [ feg et out(n0) = out(n),� in(n00) = in(n) et out(n00) = out(n) [ feg.Remarquons que si ajouter l'arête e à in(n) dans le noeud n0 rée un yle, alors seul le noeud n00sera réé omme suesseur de n.Fontion d'évaluation. En haque noeud n, on doit disposer d'une fontion d'évaluation repré-sentant une borne inférieure de la moyenne ordonnée owa de tout arbre ouvrant issu du noeud n.Pour ela, nous proposons de onsidérer le oût de l'ensemble des arbres ouvrants issus de n (i.e.inluant les arêtes de in(n) et exluant les arêtes de out(n)) pour haun des sénarios séparémentainsi que pour la moyenne arithmétique des di�érents sénarios. Soit f(n) 2 Nq le veteur oût telque fi(n) représente la valeur de l'arbre ouvrant minimum au n÷ud n pour le sénario i (ettevaleur est obtenue par l'appliation de l'algorithme de Kruskal pour le sénario i en tenant omptedes ontraintes imposées par in(n) et out(n)). Soit f0(n) 2 R le oût du meilleur arbre ouvrantissu de n pour la moyenne arithmétique des sénarios (ette valeur est obtenue par l'appliationde l'algorithme de Kruskal en tenant ompte des ontraintes imposées par in(n) et out(n), ettefois-i sur le graphe valué par le salaire 0). La fontion d'évaluation ev(n) que nous proposonsd'utiliser est la valeur optimale du programme suivant :(Pn) 8>>>>><>>>>>:minowa(x)xi � fi(n) 8i = 1; : : : ; qqXi=1 1q xi � f0(n)x 2 Nq



La résolution de (Pn) demande la prise en ompte de l'ordre des omposantes du veteur x. Onpeut don déomposer e problème en sous-problèmes dé�nis haun dans un sous-espae de Nqdans lequel tous les veteurs sont omonotones (i.e. pour toute paire x, y de veteurs, il existe unepermutation � de (1; : : : ; q) telle que x�(1) � : : : � x�(m) et y�(1) � : : : � y�(m)). Dans haunde es sous-espaes, l'opérateur owa se ramène alors à une simple somme pondérée des oûts.La résolution de Pn revient don à résoudre haun des programmes linéaires dé�nis pour unepermutation � de (1; : : : ; q) par :(Pn;�) 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
min qXi=1 wix�(i)x�(i) � x�(i+1) 8i = 1; : : : ; q � 1 (1:1)xi � fi(n) 8i = 1; : : : ; q (1:2)qXi=1 1q xi � f0(n) (1:3)x 2 NqL'évaluation inférieure en n se dé�nit don omme ev(n) = min�2� owa(x�n;�) où x�n;� désignela solution optimale du programme linéaire Pn;� et � l'ensemble des permutations possibles. Re-marquons que pour q sénarios, il y a j�j = q! programmes linéaires à résoudre. Cependant, enpratique la résolution de es q! programmes linéaires n'est pas néessaire. En e�et, on peut montrerqu'il existe une permutation �� aisément alulable telle que ev(n) = owa(x�n;��) :Proposition 3 Soit �� la permutation telle que f��(1)(n) � f��(2)(n) � : : : � f��(q)(n). Pourtoute solution réalisable x de Pn;�, il existe une solution réalisable y de Pn;�� véri�ant owa(y) =owa(x).Preuve. L'idée est de déterminer une solution réalisable y de Pn;�� telle que y(i) = x(i) 8i. Ene�et, on a alors owa(x) = owa(y) et on peut immédiatement onlure. Pour ela, on onstruit uneséquene (xj)j=1;:::;k de solutions et une séquene (�j)j=1;:::;k de permutations telles que xj estréalisable pour Pn;�j (pour j = 1; : : : ; k), ave x1 = x, �1 = �, �k = �� et x1(i) = x2(i) = : : : = xk(i)8i. Considérons qu'il existe i0; i1 2 f1; : : : ; qg tels que i0 < i1 et f�1(i0)(n) < f�1(i1)(n). Soit �2la permutation dé�nie par �2(i0) = �1(i1), �2(i1) = �1(i0), et �2(i) = �1(i) 8i 6= i0; i1. Soit x2la solution dé�nie par x2�2(i) = x1�1(i) pour i = 1; : : : ; q. Montrons que x2 est bien une solutionréalisable de Pn;�2 . En remarquant que x1�1(i0) � f�1(i0)(n), x1�1(i1) � f�1(i1)(n), x1�1(i0) � x1�1(i1)et f�1(i1)(n) > f�1(i0)(n), on véri�e bien que les ontraintes (1.2) sont satisfaites :� x2�2(i0) = x1�1(i0) � x1�1(i1) � f�1(i1)(n) = f�2(i0)(n),� x2�2(i1) = x1�1(i1) � f�1(i1)(n) > f�1(i0)(n) = f�2(i1)(n),� x2�2(i) = x1�1(i) � f�1(i)(n) = f�2(i)(n) pour i 6= i0; i1.Les ontraintes (1.1) sont également satisfaites ar [x1�1(i) � x1�1(i+1) 8i℄ ) [x2�2(i) � x2�2(i+1) 8i℄puisque x1�1(i) = x2�2(i) 8i. De es mêmes égalités, on déduit en�n que la ontrainte (1.3) est sa-tisfaite et que x(i) = y(i) 8i. La solution x2 est don bien une solution réalisable de Pn;�2 avex(i) = y(i) 8i. Comme toute permutation est le produit de permutations élémentaires, on peut tou-jours onstruire ainsi progressivement une séquene de permutations qui mène à �� (et les solutionsréalisables orrespondantes). En posant y = xk, on obtient alors la solution réalisable reherhéede Pn;�� .Une onséquene immédiate de e résultat est que ev(n) = owa(x�n;��). Ainsi le alul de lafontion d'évaluation ev(n) revient à résoudre le programme linéaire Pn;�� . De plus, nous montronsmaintenant que la résolution de e programme peut être e�etuée en temps linéaire du nombre desénarios sans reourir à un solveur de programme linéaire.Le prinipe de ette proédure (algorithme 1) est de �xer x�i = fi(n) pour tout i = 1; : : : ; q,de sorte que les ontraintes (1.1) et (1.2) de Pn;�� soient véri�ées. Cependant, si la somme desoûts de x� est inférieure à qf0(n), la ontrainte (1.3) n'est pas véri�ée. A�n de la satisfaire, il estalors néessaire de répartir le surplus � = qf0(n)�Pqj=1 fj(n) entre les di�érentes omposantesde x�. Pour ela, l'idée est d'augmenter les oûts des omposantes de x� en modi�ant en prioritéles performanes des omposantes de poids les plus faibles (dans l'ordre x���(q), x���(q�1), : : :),



en veillant bien sûr à respeter la ontrainte (1). Ce alul peut être aéléré en déterminantdiretement la valeur de la omposante minimale du veteur ainsi modi�é (quantité br dansl'algorithme 1).Algorithme 1 : Résolution de Pn;���  qf0 (n)�Pqj=1 fj(n)s 0 ; a 0 ; i q/* Calul du nombre q � i de omposantes à modi�er *//* a : quantité max pouvant être ajoutée aux q � i dernières omposantes */tant que a < � fairesi i = 1 alorsa 1sinona a+ (fi�1(n)� fi(n))(q � i+ 1)�ns s+ fi(n)i i� 1�n/* Constrution du veteur x�(n;��) */r  s+�q � ik  (r � br)� (q � i)pour j allant de 1 à i fairex�n;��(j)  fj(n)�npour j allant de (i+ 1) à (i+ k) fairex�n;��(j)  br+ 1�npour j allant de (i+ k + 1) à q fairex�n;��(j)  br�nSortie : (x�(n;��))A�n d'illustrer le prinipe de notre algorithme, onsidérons maintenant un exemple de alulde borne inférieure sur un problème à 3 sénarios en un noeud n de l'arboresene de reherhe telque l'on a f(n) = (5; 10; 3) et f0(n) = 7. Le programme (Pn) à résoudre est alors le suivant (peuimporte les valeurs w1 � w2 � w3) :(Pn) 8>>>>>>><>>>>>>>:
min w1x(1) + w2x(2) + w3x(3)x1 � 5x2 � 10x3 � 313(x1 + x2 +x3) � 7x 2 N3Selon la proposition 3, la résolution de e programme se ramène à la résolution du programmelinéaire (Pn;��) suivant, pour lequel ��(1) = 2, ��(2) = 1 et ��(3) = 3 (puisque l'on a f2(n) �f1(n) � f3(n)). (Pn;��) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

min w1x2 + w2x1 + w3x3x2 � x1 � x3 (2:1)x1 � 5 (2:2)x2 � 10 (2:3)x3 � 3 (2:4)x1 + x2 + x3 � 21 (2:5)x 2 N3



L'idée à partir de laquelle l'algorithme 1 a été onçu est la suivante :� on pose x = f(n) = (5; 10; 3) : les ontraintes (2.1), (2.2), (2.3) et (2.4) sont ainsi véri�ées.Cependant, la ontrainte (2.5) ne peut être véri�ée que si l'on ajoute la quantité � = 3 surune ou plusieurs omposantes de x.� On augmente alors la omposante de poids minimum (i.e. x3) autant que l'on peut en tenantompte de la ontrainte (2.1) : ela revient à poser x3 = minfx1;x3 + �g. Ii on obtientx3 = 5, e qui n'est pas su�sant pour satisfaire la ontrainte (2.5).� On augmente alors simultanément les deux omposantes de poids les plus faibles x1 et x3.Puisqu'il ne reste plus que la quantité 1 à rajouter et que la ontrainte (2.1) impose x1 � x3,on pose x1 = x1 + 1 et l'on n'ajoute rien sur la omposante x3.� La solution x = (6; 10; 5) ainsi obtenue est réalisable pour Pn;�� : on est à l'optimum.Notons que l'exéution de l'algorithme 1 sur et exemple permet d'obtenir diretement br = 5,i = 1 et k = 1, e qui bien sûr onduit à la solution x�n;�� = (6; 10; 5).4.2 Résultats expérimentauxA�n de tester l'e�aité de la méthode par séparation et évaluation, nous avons réalisé des testsdans les mêmes onditions que pour l'algorithme de la setion 3. Le tableau 2 montre les tempsobtenus sur des graphes omplets en fontion du nombre de sénarios et du nombre de sommets dugraphe. Les temps indiqués dans les tableaux orrespondent au temps moyen total (initialisation+ exploration) sur 50 instanes aléatoires, la durée moyenne spéi�quement onsarée à la phased'initialisation étant préisée entre parenthèses. Cette phase d'initialisation est réalisée à l'aide del'algorithme de k-optimisation pour " = 0; 05. En e�et, ette valeur de " permet d'obtenir trèsrapidement une solution de bonne qualité, omme on l'a vu dans la setion préédente.Tab. 2. Temps d'exéution (en s)qnjV j 5 10 15 20 30 402 0 0 0 0,01 0,09 2,2(0) (0) (0) (0) (0) (0,01)3 0 0 0,02 0,07 1,2 3,4(0) (0) (0) (0) (0,02) (0,02)5 0 0,06 0,9 15 229 261(0) (0,01) (0,07) (0,41) (1,55) (3,3)Ces résultats montrent que ette approhe permet d'obtenir une solution optimale en un tempsinférieur à l'approhe exate de la setion 3 pour 3 sénarios. Conernant les instanes ave 5sénarios, les temps obtenus deviennent plus importants à partir de 20 sommets, mais ela ne peutêtre interprété omme une supériorité de l'approhe exate par k-optimisation sur la méthode parséparation et évaluation ar les temps �gurant dans le tableau 1 pour " = 0 ne tiennent ompteque des instanes non ritiques. De plus, la méthode par séparation et évaluation ne sou�re pasdes problèmes de mémoire vive de la préédente ar l'exploration de l'arboresene est réalisée enprofondeur : toutes les exéutions sont menées à leur terme.5 ConlusionDans e papier, nous avons présenté deux approhes pour un problème d'arbre ouvrant ro-buste lorsque l'on souhaite prendre en ompte plusieurs sénarios sur les oûts des arêtes. Pluspréisément, le problème onsiste à déterminer un arbre ouvrant minimisant la moyenne ordon-née pondérée de ses oûts dans les di�érents sénarios. La première approhe s'appuie sur unalgorithme de k-optimisation et fournit rapidement une solution approhée selon un rapport d'ap-proximation ontr�lé. La seonde approhe proède par séparation et évaluation pour déterminerune solution optimale. Sa prinipale originalité réside dans la fontion d'évaluation utilisée pourélaguer la reherhe. Cette fontion d'évaluation est alulable en temps onstant dès lors que le
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