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DIAGONALISATION ASYMPTOTIQUE D’OPERATEURS DE HILBERT-SCHMIDT

Benjamin BOUTIN &  Nicolas RAYMOND
IRMAR Université de Rennes 1

‘H'=[H,G(H)], teR Notations

Probleme de Cauchy d’inconnue H(t) € Lo(H) : <\ H(0) = Hy € S5(H)

Structure hilbertienne
H espace de Hilbert réel séparable, muni du produit scalaire (-, -)
(én)nen base hilbertienne de H

Résultats préliminaires /
Opérateurs particuliers Etant donné H € L(H)

H™ partie inférieure de H : (e;, H ej) = (e;, He;j)0;>

Existence d’un flot global isospectral Crochet : |[A, B] = AB — BA

Supposons que G : Lo(H) — Lo(H) est réguliere et que G(Sy(H)) C As(H).

Norme Hilbert-Schmidt
IH s = > pen 1 Henll* = 3 pen [Aa(H)J?

Ensemble d’opérateurs sur H
Lo(H) opérateurs de Hilbert-Schmidt sur H

S(H) opérateurs symétriques : H* = H So(H)=S(H)N Loy(H)

Il existe une unique solution H € C'(R, So(H)).
De plus, il existe U € CHR,U(H)), tel que Vt € R, H(t) = U*(t)HyU (t).

Exemples de fonction G : A(H) opérateurs antisymeétriques : H*=—-H AQ(%) — A(H) M LQ(H)
”Diagonalisation” de G : D(H) opérateurs diagonaux : (He;,ej) = \id;j;  Do(H) = D(H) N Lo(H)
Brockett [3] Gg,(H) = [H, A] avec A = diag(a;) € Dy(H) Soit G € L(Sy(H), As(H)). S'il existe une famille antisy- U(H) opérateurs unitaires : U*U = Id
Toda GTod(-H) = H - (H_)*

métrique (g; ;)i jeN telle que G(E; ;) = g; ;F; ;, alors G est

Wegner GWeg(H ) = [H, diag(H)] dite diagonalisable de valeurs propres g; ;.

Solutions de G(Hy) =0 : o Gy diagonalisable avec g; ; = a; — aj.
o GTog¢ diagonalisable avec g; ; = —1 pour ¢ < j.

o Gyeg N'est pas lineaire.

Illustrations numériques

Tous les opérateurs diagonaux Hso = diag(ay) sont des points

d’équilibre. Sous certaines conditions la réciproque est vraie. o diag(cry) 2 1<p<s
o = diag(ay) avec ap =02, 1 <0 <5:

Diagonalisation de dFy_ avec F(H) = |H,G(H)| : > S\t ¢

Notons (Ej; ;) et (F; ;) les bases respectives de So(H) et Ao(H),

: N Toda - Convergence of diagonal entries of H(¢
canoniquement associées a (ey,). dF'y (E; ) = gi j(o; — o) E; 5 5 Q

25 ] e [ —
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{: - - = =3
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Résultats de convergence F
T
="
Une famille de fonctions (g; j); jen : R — R sera dite : = g/
’ 10 4

o équilibrée si @ Vi, j € N, J¢;; € LO(R,Ry), V¢ € R, |g; ;(t)] < ¢;i(t)]g;.4(t)],

o bornée ponctuellement si : Vi € R, sup; ;|g; j(t)| < +oo.

Intégrabilité et convergence

O | | | L | | | |
| | o o5 1 15 2 25 3 35 4
Soit H = (h; j); jen € CHR, Lo(H)) tel que .
o |[H(t)||yg est bornée indépendamment de ¢
o la famille (h; ;) est équilibrée / 0 -9 —16 —21 —24\
o il existe une famille de fonctions mesurables (g; ;); jen, équilibrée et bornée ponctuellement, définie sur R, telle que -9 0 =7 =12 —15
ogijlai—aj) | =16 -7 0 -5 —8
= | 21 —12 =5 0 -3
/ _ - L ($)]2 et e -
vt € R, B (t) = Zogz,](t)lhz,](t)l . \—24 —15 =8 -3 0 |
']:
i) Supposons qu'il existe T > 0 et (e/)pen € {—1, 13, tels que Vt > T, Vk, L €N, k > ¢, erge 1:(t) > 0. 2 Toda - Exponential convergence with rate v
s sl 10° -
Alors on a la propriété d’intégrabilité 1 C = Cexp(—t)
+00 +00 107 — — H-— Hoo
2
VEEN, 3 [T Lo Ollhe O dt < +oo,
]:0 -1~
107 ~
et chacun des termes diagonaux hy ¢(t) admet une limite notée hy y(00). o 1o
2 102
ii) Sous I'hypothese supplémentaire : V¢ € N, dcp > 0, Vi # £, Vi > T, |gy i(t)] > cp, on a — 10" 1
+00 5 +00 ) 10
S [ 0P = [ 1@~ byt < +oo. .
: T T 10 " 7
a
-6
10" 1
iii) Si de plus pour tout £ € N, la fonction ¢ — |[H'(t)ey|| est bornée, alors pour tout £ € N, H(t)ey converge vers hy g(00)ey. |
Yoo 1 s 2 a5 33 a
Convergence — cas dim’H =d < o© t

Sous les hypotheses précédentes,

|H(t) — Hyol| < Ce™ M, o R(ap — apy1) €19,7,5,3}

ou v = int ‘ g; j(@i — Ozj)| > () avec Toda - Convergence of extradiagonal entries
,7—_ Y

lim H(t) = Hyo = di
t_lfgo (t) 00 'ag<@€>0§€§d—1

ou les oy sont les valeurs propres avec multiplicité de Hy.
Supposons, de plus, qu'elles sont valeurs propres simples. T = {(i,j) €{0,...,d—1}":i < jet i jlo; —aj) < O} .

Décomposition de Chu et Norris

Soit G : Lo(H) — Ag(H) et considérons le probleme de Cauchy posé pour une donnée initiale quelconque H(0) = Hy € Lo(H) .
Considérons les problemes satellites suivants :

gi(t) = q()G(H(t)), 91(0) = Id,

gh(t) = (H(t) — G(H(t)))ga(t) g2(0) = 1d.
Résultat adapté de [2] : Algorithme QR [1] :
Les solutions H, g1 et go sont globales et de classe Cl De plus cH(0) — g1(1)go(1) et H(1) — (1) g1(1).
o g1 est a valeurs dans U(H) Dans le cas du flot de Toda, g1(t) € U(H) et go(t) est trian-
o H(t) =g (t)_lH()gl(t) = go(t)Hogy 1(75) gulaire supérieure : on reconnait 1’algorithme discret corres-
o e = g (t)ga(t) et e (t) = go(t)g1(t) pondant a la méthode traditionnelle QR.
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