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RÉSUMÉ. La détection des communautés dans les réseaux orientés ou non est une problématique
actuelle. Elle consiste à regrouper les nœuds ou acteurs en groupes homogènes. Plusieurs cher-
cheurs ont proposé des algorithmes pour résoudre ce problème; ces algorithmes fournissent des
résultats acceptables en supposant que la relation entre les acteurs peut être symétrique, alors que
dans beaucoup de situations réelles, la relation entre acteurs ne peut pas être symétrique. Dans
ce travail, nous proposons une méthode basée sur les concepts formels permettant de prendre en
compte la nature symétrique ou non de la relation entre les acteurs. Cette approche consiste à ex-
traire des concepts noyaux et d’en déduire les communautés. Cette approche illustrée sur un cas de
réseau sur le cas de réseau ayant relation symétrique, trouve le résultat est semblable à ceux des
méthodes de l’état de l’art et sur le cas non symétrique, trouve les communautés attendues contraire-
ment aux méthodes existantes. Les résultats expérimentaux sur des jeux de données pris sur Internet
sont meilleurs que ceux de certains algorithmes existants.

ABSTRACT. Community detection in directed networks appears as one of dominant research works
in network analysis. Most existing models for community detection are symmetric, in which incom-
ming and outgoing links are treated equally. In this paper, we propose a method based on Formal
Concepts that takes into account both symmetric and non-symmetric properties of links. To validate
our approach, experiments on known networks with symmetric property of links in directed graphs
show that outputs detect the same communities as some of state-of-art methods; while, with non-
symmetric property of links, only this approach uncovers expected communities. Its Experimental
results on benchmark are also better than those of many existing algorithms.

MOTS-CLÉS : Graphes orientés, Détection des communautés, Concepts formels, Noyau de la com-
munauté
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1. Introduction
La détection des communautés a pris une place très importante dans la recherche avec

le développement des réseaux sociaux. Un réseau étant souvent modélisé par un graphe où
les nœuds sont des acteurs et les liens entre eux la relation entre ces acteurs. Extraire les
communautés est un processus consistant en la séparation des n ?uds en des groupes ho-
mogènes (fonction du critère de similarité prédéfini). Ce processus peut s ?appliquer à des
graphes orientés et non-orientés. Certains algorithmes d ?extraction de communautés dans
les graphes orientés ne tiennent pas compte de l ?orientation des liens, ou transforment ces
graphes en des graphes bipartites. D’autres algorithmes supposent que la relation repré-
sentée par les liens est de nature symétrique (ou réciproque) ; alors que dans plusieurs
situations réelles, cette relation ne l’est pas. Un exemple de graphe dans lequel l’orienta-
tion des liens serait capitale est la chaine alimentaire où les acteurs ou nœuds représentent
les espèces vivantes tandis que les liens symbolisent la relation selon laquelle une espèce
(proie) a pour prédateur une autre.

Plusieurs auteurs définissent la notion de communauté comme étant un ensemble de
nœuds densément connectés entre eux et faiblement connectés avec les autres nœuds du
graphe [24, 29, 7, 6]. Cette définition n’est valable que lorsque l’on suppose que la rela-
tion entre les acteurs est réciproque ou symétrique comme c’est le cas dans les graphes
d’amitié, de correspondances téléphoniques (appels, envois d’emails ou de SMS...). Dans
les situations où cette relation n’est pas symétrique, comme c’est le cas dans la relation A
est prédateur de B, les acteurs appartenant à une communauté n’ont généralement plus de
liens entre eux. De ce fait, il n’est pas assez correct de définir une communauté comme
un groupe d’acteurs densément connectés. Une communauté pourrait donc être définie
comme un ensemble d’acteurs possédant des propriétés communes ou ayant un même
comportement, un groupe homogène d’acteurs, à l’instar des herbivores, des carnivores...
La notion d’homogénéité dépend de la connaissance qu’on a du réseau ou que l’on sou-
haiterait extraire du réseau.

Pour former les communautés en tenant compte la propriété symétrique (ou non) de la
relation entre acteurs dans un réseau, nous proposons un algorithme basée sur les concepts
formels [19, 46] plus précisément les facteurs booléens [5]. Cette méthode extrait d’abord
les concepts noyaux, puis en fonction de la nature de la relation représentée sur les liens,
définit les noyaux des communautés et enfin associe à chaque noyau les autres acteurs de
la communauté. L’algorithme approximatif de génération des facteurs booléens proposé
dans [5] a été modifié pour l’extraction des concepts noyaux. La modification consiste
à éliminer à chaque étape du contexte les objets déjà affectés à un concept noyau (dans
l’intention ou l’extension). Cette approche est différente des méthodes existantes basées
sur les treillis de Galois [4, 1, 17] par le fait qu’elle est non seulement basée sur les
facteurs booléens, mais aussi qu’elle ne génère pas les cliques et le contexte intermédiaire
(à partir duquel ces méthodes déduisent les communautés). Le test sur des cas simples de
graphes montre que pour des réseaux orientés ayant les liens de nature symétrique, cette
méthode détecte les mêmes communautés que celles obtenues par les méthodes connues
de l’état de l’art, et que dans le cas où les liens sont de nature non symétrique, seule cette
nouvelle méthode détecte les communautés acceptables. Les mesures d’évaluation basées
sur la densité des liens comme la modularité ne sont pas adaptées dans l’évaluation des
communautés dans les réseaux ayant une relation non symétrique entre les acteurs. Les
résultats expérimentaux sur les exemples polblogs (relation symétrique) et elegans neural
networks (non symétrique) sont meilleurs que ceux de certaines méthodes existantes.



Dans la prochaine section, nous présenterons succinctement les méthodes de détection
de communautés et l’application des treillis de Galois dans la recherche des communau-
tés. La troisième section aura pour objet l’extraction des concepts noyaux et la formation
des communautés. Le test de cette méthode fera l’objet de la quatrième section, suivie
d’une conclusion.

2. Détection des communautés
La définition de la notion de communauté reste un challenge pour la communauté de

recherche de ce domaine. Plusieurs auteurs donnent une définition à cette notion fonction
de l’approche formelle mathématique qu’ils implémentent. Ces définitions ont en com-
mun l’idée de densité entre entités de la même communauté [16, 35, 22]. Ainsi, la défi-
nition la plus utilisée correspond à celle de Yang [47] : “une communauté est un groupe
de nœuds d’un réseau à l’intérieur duquel les liens connectant les nœuds sont plus denses
que ceux les connectant avec les nœuds extra-communautaires”. Fortunato [16] identifies
trois variantes de définitions : la définition orientée locale , la définition orientée globale
et celle basée sur la similarité des nœuds. Dans la première variante, la qualité intrinsèque
de chaque communauté prise séparément et indépendamment de l’ensemble du graphe
est évaluée. La deuxième variante assigne un critère de qualité à l’ensemble du graphe
pour vérifier que l’ensemble des communautés est cohérent en tant que tout. La troisième
variante se base sur la notion de similarité des nœuds. Encore appelée cluster ou module,
la notion de communauté se verra attribuée une définition fonction de l’implémentation
fixée. Ainsi, l’on distingue entre autres les cliques, n-cliques, k-plex, etc. communautés
déterminées via les algorithmes basés sur les mesures de qualité [33].

Les mesures de qualité sont utilisées pour comparer les performances de différents al-
gorithmes de détection de communauté qui n’optimisent pas la même fonction “objectif”.
Cette approche d’implémentation basée sur les mesures de qualité se déroule générale-
ment en deux étapes :

– La première étape vise à spécifier la mesure qui capturera au mieux la structure du
réseau

– La deuxième consiste à optimiser la mesure de qualité préalablement définie, afin
d’obtenir la partition maximisant cette dernière.
Plusieurs mesures de qualité ont été définies dans la littérature : Typiquement, certaines
d’entre elles se basent sur la densité de liens à la fois intra qu’extra-communautaire, à
l’instar de la coupe ratio, la coupe normalisée [41], la conductance, la couverture et la
performance[8]. D’autres mesures se basent uniquement sur l’un des deux types de den-
sité. La modularité, dont le précurseur est Newman [31] en est l’une des plus usuelles. Elle
mesure “le nombre de liens à l’intérieur d’une communauté versus le nombre attendu de
liens dans cette communauté si les liens apparaissent aléatoirement dans le graphe tout en
respectant la distribution des degrés des nœuds ”[31]. Cependant elle présente une limite
de résolution [15] qui stipule que sa maximisation ne conduit pas toujours à l’obtention
de tous les modules du graphe.

2.1. Méthodes de détection des communautés
Quelques études [33] menées sur les méthodes de détection de communautés per-

mettent de les classer en trois grandes catégories d’approches :
– Les approches de partitionnement de graphe,



– Les approches de clustering hiérarchique,
– Les approches de recouvrement.

Les approches de partitionnement de graphe [26] qui ont pour but de grouper les som-
mets d’un graphe en un nombre fixe de parties, de tailles connues, tout en minimisant le
nombre d’arêtes entre les différents groupes. Cette approche a comme limite de requérir
une connaissance préalable du nombre de communautés recherchées ainsi que de leurs
tailles. La méthode de bissection spectrale [36] par exemple consiste à calculer le vecteur
propre correspondant à la plus petite valeur propre non nulle de la matrice Laplacienne du
graphe L = D − A Où D est la matrice diagonale (n × n) avec dii le degré du nœud i..
Le graphe est alors séparé en deux parties en fonction du signe de leur composante selon
ce vecteur propre. Cette méthode fonctionne en temps θ(n3) et obtient de bons résultats
lorsque le graphe possède effectivement deux grandes communautés de tailles similaires,
ce qui n’est qu’un cas particulier dans la détection de communautés.

Pour pallier à cette limite des approches de partitionnement, d’autres études ont été
faites afin de dénicher des approches de remédiation, à savoir celles hiérarchiques non
supervisés, car ne nécessitent pas apriori une connaissance de la taille et du nombre de
communautés, et produisent en résultat un ensemble de groupes distincts de nœuds dans
lequel chaque entité appartient à une et une seule communauté. Elles sont divisées en
algorithmes “séparatifs”à l’instar de l’algorithme de Girvan et Newman [31], et algo-
rithmes “agglomératifs”à l’instar de l’algorithme de Louvain [6] et ces méthodes basées
sur l’optimisation [11] d’une fonction “objectif”, pour évaluer la qualité d’une partition
donnée. Les classes à fusionner sont celles qui promettent une modularité maximum. Ces
approches présentent la limite qu’elles ne tiennent pas compte du caractère d’ubiquité des
individus (appartenance à plusieurs communautés).

Les approches de recouvrement permettent de remédier et d’aboutir à des communau-
tés chevauchantes [21]. Cette catégorie d’approche de détection des communautés est très
intéressante pour la majorité des graphes car permet de refléter véritablement la réalité(un
individu peut appartenir à la fois à la communauté des collègues, des amis et de la fa-
mille), et de tels graphes peuvent également être orientés. En effet, ceux-ci traduisent au
mieux la sémantique portée par les liens qu’il serait incorrect de négliger, et possèdent
pour caractéristique principale de décrire effectivement les réseaux réels tels que les ré-
seaux d’information, les réseaux de publication scientifique [20], les réseaux biologiques
[43], les chaines alimentaires [42], car leurs structures sont loin d’être aléatoires (comme
ceux des graphes de Erdos-Renyi [14]).

Les approches de recouvrement peuvent être implémentés par plusieurs techniques,
à l’instar des hypergraphes et des treillis de Galois, tels que présentés dans la section
ci-dessous.

2.2. Méthodes de détection dans les graphes orientés
Plusieurs méthodes de détection des communautés dans les réseaux ont été étudiées

[30]. Etant donné le caractère d’ubiquité associé aux réseaux, l’on observe plusieurs types
de réseaux du monde réel, à savoir les réseaux technologiques incluant Internet, les grilles
électriques, les réseaux téléphoniques, les réseaux routiers qui constituent une partie im-
portante des activités quotidiennes des individus. La caractéristique commune de ces ré-
seaux est la circulation d’un point A vers un point B des éléments. Par ailleurs, dans les
réseaux d’interaction entre les entités (Hommes, êtres vivants, sites web), l’orientation
des liens montre l’orientation de la relation entre ces entités. Ne pas tenir compte de cette
orientation fait perdre cette information.



Déterminer les communautés dans les graphes orientés constitue un challenge capti-
vant, avec plusieurs domaines d’applications. L’analyse de l’étude faite par [30] permet
de scinder ces méthodes en deux familles :

– La famille des méthodes de transformation de la méthodologie initiale du graphe
– La famille des méthodes alternatives.

2.2.1. Méthodes de transformation de la méthodologie initiale du graphe
Dans cette famille, les graphes orientés sont transformés en un autre type de graphe :

soit unipartite non-orienté, valué ou alors bipartite [12], ensuite les algorithmes de détec-
tion de communautés dans les graphes non-orientés leur sont appliqués. Cette démarche
apriori semble intéressante, cependant la sémantique portée par les liens n’est pas mise
en évidence, et l’utilité de l’information n’est pas prise en considération, à cause de no-
tion de densité entre les nœuds. Autrement dit, les approches de clustering doivent être
basées non seulement sur le critère de densité, mais également sur les propriétés des liens
entrants et sortants. En effet, ces propriétés permettent de décrire au mieux la circulation
de l’information dans les graphes orientés. C’est dans cette veine que [30] distingue les
approches basées sur la densité des approches basées sur les patrons de structure. Pour
illustrer cette idée, dans l’exemple de la chaine alimentaire [42],les prédateurs et leur proie
ne saurait appartenir à la même communauté (le contraire tiendrait avec l’idée de densité
dans la mesure où il y a plus d’interaction entre ces deux types d’espèces), par contre, une
communauté “sensée”serait constituée d’espèces se nourrissant du même type de proie.

Par ailleurs, la transformation consiste en l’extension ou en la reformulation des fonc-
tions de qualité pour les graphes orientés, et des outils algorithmiques d’analyse des
graphes non orientés en des “versions orientées ”. Ainsi, l’on distingue entre autres :

- la modularité pour les graphes orientés (équation 2.) proposée par Arenas [3], qui
avait été introduite pour les graphes non-orientés par Newman et Grivan [31] tel qu’ex-
primé dans (équation 1.).

Q =
1

2m
Σ[Aij −

kikj
2m

]δ(ci, cj) [1]

Où Aij est la matrice d’adjacence du graphe, ki représente le degré du sommet i, m la
taille du graphe (somme des arêtes), et δ la fonction de Kronecker qui vaut 1 si les nœuds
i et j appartiennent à la même communauté, et 0 sinon.

Qu =
1

m
Σ[Aij −

kouti kinj
m

]δ(ci, cj) [2]

- la matrice Laplacienne pour les graphes non-orientés [10] qui est un outil de cluste-
ring spectral basé sur la coupe normalisée [41], se verra modifiée pour les graphes orientés
par Li et Zhang [28]. Elle s’exprime par l’équation 3.

Ld = I − Π1/2PΠ−1/2 +Π−1/2PTΠ1/2

2
[3]

où P est la matrice de transition, c’est-à-dire que Pij =
Aij

kout
i

et Π la matrice diagonale
avec probabilité de trouver une marche aléatoire sur chaque nœud.

- la conductance orientée de R. Anderson [2]. Cette mesure est fondée sur l ?observation
que si un groupe est bien connecté, alors un nombre important d ?arêtes doivent être enle-
vées pour le diviser en deux parties égales. Les auteurs prouvent que le calcul d’un vecteur
PageRank personnalisé dans les graphes orientés va d’un nœud “semence”contenu dans



un ensemble de nœuds S de conductance α, pour obtenir un ensemble S
′

dont la conduc-
tance est définie par l’équation 4.

ΦM (S
′
) = O(

√
αlog|S|) [4]

2.2.2. Méthodes alternatives
Contrairement à la famille précédente dans laquelle les méthodes effectuent une trans-

formation du graphe orienté en graphe non-orienté ou des outils d’analyse des graphes
non-orientés en des versions orientées, dans cette catégorie de méthodes se retrouvent
les techniques avec des méthodologies variées. Il s’agit des méthodes pouvant être clas-
sées soit dans la typologie de la théorie de l’information, soit dans la typologie des mé-
thodes probabilistes, dans la mesure où après étude du phénomène sur un échantillon du
graphe menant à une formule de corrélation, les mesures probabilistes sont appliquées
pour étendre le comportement sur l’ensemble du graphe. A ce titre elles peuvent être
groupées en trois classes :

– L’approche basée sur la théorie de l’information est fondée sur l’idée de compression
des bits via des marches aléatoires et via des matrices binaires.

– L’approche par probabilité
– L’approche basée sur l’utilisation des concepts de treillis
Dans l’approche basée sur la théorie de l’information, pour ce qui est de la compres-

sion via les marches aléatoires, Rosvall et al. [39] implémentent un outil de détection,
Isomap, à travers lequel ils décrivent la reconnaissance des types de flux d’information
(coulée de l’information dans le réseau) entre les nœuds du graphe, par application du
concept de la compression des marches aléatoires qui consiste en la minimisation de la
taille de ces derniers. Selon eux, la reconnaissance d’un module est définie par la rapi-
dité de circulation de l’information entre les nœuds du réseau. Leur objectif est celui de
la détermination de la partition M minimisant la taille des marches aléatoires. En ce qui
concerne la compression via une matrice binaire, l’objectif de Chakrabarti [9] est de grou-
per les bits de la matrice d’adjacence du graphe en des rectangles (blocs homogènes de
bits indiquant la densité de connexion entre les nœuds d’un même groupe). Son algo-
rithme nommé AutoPart est considéré comme un outil de co-clustering (les lignes et les
colonnes de la matrice sont manipulées simultanément dans le processus de clustering)
des matrices binaires. La qualité de la partition est évaluée en fonction du coût de com-
pression. La meilleure compression est définie par le nombre de blocs produits et leur
degré d’homogénéité. Au meilleur des cas, l’on obtient un seul bloc sensiblement homo-
gène, et au pire des cas n2 blocs homogènes de taille 1 (chaque cellule de la matrice).
Ainsi le meilleur clustering est celui qui minimise le cout de compression. La complexité
de AutoPart est θ(Imk2) où I est le nombre d’itérations pour la minimisation du cout de
compression, k le nombre optimal de clusters, et m la taille (nombre d’arêtes) du graphe.

Dans cette catégorie, Wang et al. [44] se basent sur le même principe de bloc pour dé-
tecter les communautés. Ils utilisent une approche par noyau qui est une approche struc-
turée en deux étapes. La première consiste à regrouper les nœuds noyaux appelés kernels
qui sont les nœuds les plus influents des communautés. Ces kernels peuvent être des
triangles [27], ou des nœuds possédant une certaine centralité dans le réseau. Ces auteurs
proposent la notion de communauté kernel pour explorer la structure des grands réseaux
complexes (Par exemple, dans le réseau de “fans-followers”de Twitter, il existe certaines
célébrités qui constituent les nœuds influents). Et la deuxième étape consiste à faire mi-



grer les autres nœuds ”non-kernels”vers les communautés kernels avec lesquelles ils ont
le plus grand nombre de connexions.

L’approche probabiliste présente deux formulations de solution au problème de détec-
tion de communautés dans les réseaux : la première faisant référence à l’application de
l’inférence statistique et l’autre décrivant une modélisation stochastique par blocs. Dans la
première formulation, l’inférence statistique est un procédé de représentation des données
par un ensemble de variables. L’idée est la suivante : soit πr la variable aléatoire représen-
tant la fraction des nœuds dans une communauté r et θri la probabilité qu’il existe un lien
orienté d’un nœud quelconque de la communauté r vers un autre nœud i. Le problème
de détection revient à maximiser la probabilité que les données soient générées par un
modèle donnée en respectant des paramètres du modèle. Dans la modélisation par bloc
il s’agit en fait d’un procédé de clustering dans lequel les nœuds du réseau sont grou-
pés en fonction de la définition accordée à l’équivalence qu’ils possèdent. Holland et al.
[23] définissent l’équivalence stochastique ainsi : « deux nœuds a et b sont stochastique-
ment équivalents si et seulement si la probabilité pour tout événement du réseau reste
inchangée après permutation des nœuds a et b». C’est dans le même sciage que Yang et
al. [47] proposent un modèle par bloc, Popularity and Productivity Link model(PPL), qui
tient compte simultanément des liens entrants et sortants. Pour cela ils définissent deux
variables, la Productivité et la popularité pour extraire respectivement les liens sortants
et entrants. L’approche PPL modélise la probabilité qu’il existe un lien d’un nœud i vers
un nœud j, en se servant de la variable productivité αi d’un nœud i qui décrit comment
un lien provient de i, et la variable popularité βi d’un nœud j qui décrit comment un lien
arrive à j. [45, 38] proposent d’autres méthodes de modélisation par bloc.

La majorité des méthodes ne s’intéressent pas à la raison d’être des relations entre
deux nœuds. Pour y remédier, certains auteurs se sont intéressés à l’approche basée sur
les concepts de treillis ; Comment extraire la connaissance dans un réseau social pour dé-
tecter des communautés plus sémantiques ? C’est dans cette veine que Plantié et Crampes
[33] étudient une approche de modélisation de la structure du graphe par les concepts
des treillis sur la base des propriétés d’un hypergraphe [32] ; et pour ce faire, ils utilisent
des algorithmes basés sur les treillis de Galois proposé par Freeman [18]. Les treillis de
Galois sont des structures plus complexes que les graphes simples, mais fournissent plus
de sémantique à la structure du réseau. L’idée ici est de partir d’un graphe bipartite et de
le transformer en une hiérarchie du treillis, de telle sorte que les communautés corres-
pondent aux extensions tandis que la structure résultante décrit un hypergraphe dont les
hyperliens sont représentés par les intentions. Dans de telles structures, la connaissance
au sein d’une communauté est préservée à cause du partage des propriétés communes par
plusieurs nœuds.

La complexité de ces méthodes est présentée dans le tableau 1 selon la notation sui-
vante : m est la taille du graphe (somme des arêtes) et n le degré du graphe (nombre de
nœuds).

2.3. Application des treillis à la détection des communautés

2.3.1. Analyse des concepts formels
Définition 1 Un contexte formel est un triplet C = (O,A, I) où O est un ensemble non
vide d’objets et A un ensemble non vide d’attributs et I est une relation binaire entre les
éléments de O et ceux de A (formellement I ⊆ {(o, a) /o ∈ O et a ∈ A}).



Méthodes Fonctions de
qualité

Caractéristiques Type de graphe Complexité

Partitionnement local[2] Conductance Densité de
liens

Orienté Optimisation
spectrale

Bissection spectrale [36] Matrice Lapla-
cienne

Non orienté θ(n3)

Algorithme de Girvan et
Newman [20]

Centralité d’in-
termédiarité

Matrice d’adja-
cence

Non orienté θ(m2n)

L’algorithme de New-
man d’optimisation de la
modularité [31]

Modularité Fusion des
nœuds si gain
de la modula-
rité

Non orienté θ(mn)

Algorithme de Louvain
[6]

Modularité Fusion des
nœuds si gain
de la modula-
rité

Non orienté θ(m)

Modularité Orientée [31] Modularité
orientée

Fusion des
nœuds si gain
de la modula-
rité

Orienté Optimisation
spectrale

Laplacien Orienté [28] Coupe normali-
sée

Matrice Lapla-
cien

Orienté Optimisation
spectrale

AutoPart [9] Taille de la des-
cription

Compression Non orienté/
Orienté

θ(Imk2)

Structures en treillis de
Galois [33]

Concepts
formels

Orienté Complexité ex-
ponentielle

Communautés kernel
[44]

Degré du ker-
nel

Non
orienté/Orienté

Linéaire

PPL [47] Productivité et
Popularité

Orienté Linéaire

Tableau 1 – Récapitulatif des caractéristiques des approches de détection de commu-
nautés. La colonne 2 présente les métriques de qualité appliquées par chaque mé-
thode(fonctions objectif et procédés de fusion ou division des nœuds du graphe), la co-
lonne suivante présente les caractéristiques décrivant les graphes, la colonne 4 quant à elle
spécifie les types de graphes auxquels s’appliquent les algorithmes et enfin la dernière co-
lonne présente la complexité de chacune des approches de détection des communautés.
Précisément, la complexité de l’optimisation spectrale repose sur celle de la décomposi-
tion des valeurs propres



Un contexte C peut être représenté comme une matrice binaire M (où Mi,j = 1 ⇐⇒
(o, a) ∈ I, 0 sinon) ou comme une base de transactions.

Définition 2 Soient f et g deux applications définies par :

f : 2O −→ 2A

f(X) = X ↑= {a ∈ A / ∀o ∈ X , (o, a) ∈ I} ,
g : 2A −→ 2O

g(Y ) = Y ↓= {o ∈ O / ∀a ∈ Y , (o, a) ∈ I}.

La fonction f retourne la liste des attributs que l’ensemble des objets appartenant à X ont
en commun alors que g retourne l’ensemble des objets qui ont en commun l’ensemble
des attributs de Y . Le couple (f, g) forme une correspondance de Galois. La fonction f
(resp. g) définit sur un ensemble de nœuds A d’un graphe (représenté par sa matrice d’ad-
jacence) est l’ensemble des voisins sortants (resp. entrants) communs à tous les éléments
de A.

Définition 3 Une paire c = (X,Y ) est appelée concept formel ssi X = Y ↓ et Y = X ↑.
X (resp. Y ) est appelé extension ou extent(c) (resp. intention ou intent(c)) du concept.

Définition 4 Soit X ⊆ O (resp. Y ⊆ A), on dit que X (resp Y ) est fermé si et seulement
gof(X) = X (resp fog(Y ) = Y ).

Les concepts formels sont alors constitué des couples de fermés. Il s’agit des rectangles
maximaux de ’1’ extraits dans le contexte binaire.

Soient C1 = (X1, Y1) et C2 = (X2, Y2) deux concepts formels et ≤ une relation
définie par C1 ≤ C2 si X1 ⊂ X2 (ou encore Y2 ⊂ Y1).

Définition 5 La relation ≤ définie une relation d’ordre sur l’ensemble des concepts, et
l’ensemble des concepts extraits d’un contexte formel muni de cette relation est un treillis
de Galois.

L’extraction des concepts d’un contexte donné a une complexité exponentielle dû au fait
que l’extension (rep. intention) sous les sous ensembles de O (resp. de A). Face à cette
situation, les mesures telles que la fréquence, la stabilité sont appliquées pour sélectionner
les concepts. Le lecteur peut consulter les références [19] et [46] pour plus de détails sur
les treillis de Galois.

Les domaines d’application des treillis de Galois sont nombreuses : extraction des
connaissances à partir des données, classification, détection des communautés,...

2.3.2. Treillis de Galois et détection des communautés
L’utilisation des treillis de Galois pour la détection des communautés dans un réseau

G = (V,E) suit généralement les étapes suivantes [1, 18] :
1) Extraire les cliques K du réseau G

2) Construire un treillis de Galois à partir du nouveau contexte F = (V,K, I) où
pour v ∈ V et k ∈ K (v, k) ∈ I si v est un nœud dans la clique k

3) Détecter les cliques intermédiaires et supprimer les acteurs appartenant à ces
cliques puis en déduire les communautés.

Plusieurs autres approches ont été proposées permettant d’appliquer les treillis de Ga-
lois à la recherche des communautés :



– Adapter l’optimisation de la modularité à travers une nouvelle formule appelée
Group Node Modularity [1] pour améliorer les communautés partielles obtenues à par-
tir des treillis. Les communautés finales sont obtenues des communautés partielles en
incluant tous les acteurs dans des communautés par maximisation du Group Node Modu-
larity.

– considérer l’extension d’un concept formel comme une communauté où les
membres ont en commun les attributs appartenant à l’intention [13]. Cette idée a été utili-
sée dans [40] pour extraire les communautés épistémiques (ensemble d’acteurs partageant
le même domaine de connaissances et travaillant pour son évolution). Cette manière de
procéder est plus adaptée aux graphes bipartis où l’ensemble O représente les acteurs,
l’ensemble A les attributs et il n’existe aucune entre les éléments d’un même ensemble.

– combiner l’approche basée sur l’optimisation des fonctions et les treillis de Galois ;
la méthode basée sur l’optimisation des fonctions permet de trouver les ensembles de
nœuds fortement connectés alors les treillis de Galois permettent d’étudier l’évolution des
groupes. Les auteurs mettent en évidence les avantages des treillis de Galois qui contraire-
ment aux méthodes basées sur l’optimisation de la modularité comme la méthode de Lou-
vain qui obtiennent les communautés non déterministes, les treillis de Galois fournissent
les communautés déterministes, et aussi recouvrantes étiquetées avec leurs extensions et
intentions [4].

3. Extraction des concepts et formation des communautés
Comme un réseau est représenté par un graphe, la matrice d’adjacence de ce graphe

peut être déduite et considérer comme un contexte binaire. Nous représentons alors le
graphe G = (V,E) par sa matrice d’adjacence M . V et E sont respectivement l’ensemble
des nœuds et l’ensemble des liens. Pour un couple de nœuds (u, v), Mu,v = 1 s’il existe
un lien de u à v dans G et 0 sinon. Le graphe G correspond donc à un contexte binaire
(V, V,M) à partir duquel les concepts peuvent être extraits. Un concept est une paire
d’ensembles (A,B) de nœuds où tous les éléments A ont comme voisins (sortant) tous
les éléments de B.

Définition 6 Soient D un ensemble de nœuds et j /∈ D un nœud, la fonction d’ajout de j
à D notée ⊕ est le concept défini l’équation 5.

D ⊕ j = |(D ∪ j) ↓, (D ∪ j) ↓↑ | [5]

La fonction d’ajout permet d’ajouter un nouvel élément à l’extension un concept et d’en
déduire un nouveau concept.

Définition 7 La fonction d’utilité (équation 6) définie sur un concept C est calculée par
l’équation

U(C) =
|extent(C)| × |intent(C)|

|E|
[6]

La fonction U(C) permet de calculer la proportion des liens à l’intérieur du concept C.

Définition 8 Un concept noyau est un concept C qui maximise la fonction d’utilité (équa-
tion 6) c’est-à-dire il n’existe pas un concept C ′ tel que extent(C) ⊂ extent(C ′) et
U(C ′) ≥ U(C).



Les nœuds appartenant à l’union de l’intention et de l’extension du concept noyau sont
des nœuds noyaux.

Définition 9 La relation représentée par les liens dans un réseau est dite non symétrique
si et seulement si ∀x, y ∈ V , si (x, y) ∈ E alors (y, x) /∈ E

Proposition 1 Si la relation entre les nœuds est non symétrique alors pour tout concept C
extrait du contexte formel (V, V,M) correspondant à la matrice d’adjacence du réseau,
extent(C) ∪ intent(C) = ∅.

La validité de cette proposition est due au faite pour toute relation non symétrique et pour
deux nœuds x et y) de V , si (x, y) ∈ E alors (y, x) /∈ E. Donc tout ensemble de nœuds
A, on aura A ∩ f(A) = ∅ et A ∩ g(A) = ∅.

L’approche proposée se déroule en deux étapes :
1) Extraction des concepts noyaux. Un concept noyau est une biclique de taille

maximale que l’on peut extraire du contexte. Les nœuds n’appartenant pas au noyau sont
appelés nœuds non noyaux.

2) Déduction des noyaux et formation des communautés. En fonction de la nature
symétrique ou non de la relation entre les acteurs, nous formons les noyaux à partir des
concepts noyaux, puis les nœuds non noyaux sont affectés à ces noyaux pour constituer
la communauté.

3.1. Extraction des concepts noyaux
Une approche simple serait d’extraire l’ensemble des concepts formels du contexte

et de sélectionner les concepts noyaux. Mais la recherche des concepts a un complexité
exponentielle. Pour cela, nous proposons une approche glouton qui consiste à ajouter un
à un les nœuds à un ensemble D (en utilisant la fonction de l’équation 5) et qui maxime la
fonction d’utilité (équation 6). Cette fonction représente la surface du rectangle constitué
des "1" dans le contexte binaire représentant la matrice d’adjacence. Cette fonction croit
de à partir de zéro (car D est vide initialement) et atteint son maximum lorsque les opé-
randes de la multiplication tendent à s’égaler, puis décroit. Le concept obtenu maximise
la fonction et est sauvegardé, et D est encore réinitialisé au vide et le processus se répète.
Le paramètre ε fixé permet d’éviter d’extraire les concepts de taille très faible.

La complexité de l’algorithme 1 est polynomiale car le calcul de D ↓ ou de D ↓ est
linéaire. La sortie de l’algorithme 1 représente un ensemble de concepts formant ainsi
les noyaux des communautés. La tache suivante est d’en déduire les communautés en
associant les nœuds n’appartenant pas aux noyaux (nœuds non noyaux) à l’un des noyaux.

3.2. Déduction des communautés
La propriété symétrie de relation entre les acteurs est prise en compte. Deux cas sont

envisageables :

3.2.1. Relation symétrique en acteurs
Si la relation est symétrique alors les noyaux des communautés sont formés respecti-

vement par l’union de l’extension et de l’intention de chaque concept noyau. C’est le cas
lorsque les nœuds sont les pages web et les liens hypertextes correspondent à la relation
entre ces nœuds. Chaque nœud non noyau est alors affecté à la communauté avec laquelle
il a le plus nombre de voisins. L’algorithme 2 implémente cette proposition.



Algorithm 1 Extraction des concepts noyaux

Entrées: contexte binaire (matrice d’adjacence) K = (V, V,M) et un seuil d’utilité ε
Sorties: concepts formels noyaux

1: L← ∅
2: répéter
3: C ← ∅
4: k0 ← 0
5: répéter
6: k ← k0
7: C ← C ∪ {ArgMaxj |C ⊕ j}
8: k0 ← |C ↑↓ | × |C ↑ |
9: q ← k0/ |M |

10: jusqu’à (q < ε ou k0 < k)
11: V ← V − (C ↑↓ ∪C ↑)
12: L← L ∪ (C ↑↓, C ↑)}
13: jusqu’à (q < ε)
14: return L
3.2.2. Relation non symétrique.

Suivant la proposition 1, il est évident que les nœuds appartenant respectivement à
l’extension et à l’intention d’un concept appartiennent à deux communautés disjointes.
Dans le cas d’une chaine alimentaire (exemple de la figure 2), il est prudent de tenir
compte de la nature non symétrique afin d’éviter que proie et prédateur ne retrouvent
dans la même communauté. Pour cela nous proposons de définir les noyaux comme étant
respectivement les extensions et les intentions des concepts noyaux obtenus à la fin de
l’algorithme 1. Un acteur non noyau est simplement affecté à la communauté avec qui il
a le plus grand nombre de voisins sortants (ou entrants). Cette proposition est formalisée
par l’algorithme 3.

4. Illustration et expérimentations
Dans cette section, nous ferons d’abord une application de cette méthode à deux cas

(un cas avec une relation symétrique et un autre avec une relation non symétrique) ; en-
suite nous ferons l’expérimentation sur les benchmarks pris sur Internet.

Algorithm 2 Communautés dans le cas d’une relation symétrique

Entrées: L = {(ci)}, liste des concepts noyaux ; contexte binaire K = (V, V,M)
Sorties: Communautés

1: COM ← {extent(ci) ∪ intent(ci)} {Pour tout ci ∈ L}
2: pour x /∈ com faire
3: Cmax ← ArgMax [(com ∩ {x} ↑), (com ∩ {x} ↓)]
4: affecter x à commax

5: fin pour
6: retourner COM



Algorithm 3 Communautés dans le cas d’une relation non symétrique

Entrées: L = {(ci)}, liste des concepts noyaux ; contexte binaire K = (V, V,M)
Sorties: Communautés

1: COM ← {extent(ci)} ∪ {intent(ci)} {pour tout ci ∈ L}
2: pour x non noyau faire
3: Si {x} ↑ ∩{x} ↓̸= ∅ alors
4: Eliminer les noeuds appartenant aux noyaux et calculer dans le contexte restant

le concept c contenant x qui maximise l’équation 6 dans le contexte ;
5: créer une nouvelle communauté avec c
6: sinon
7: Cmax ← ArgMax [(com ∩ {x} ↑), (com ∩ {x} ↓)]
8: Si Cmax = intent(c) alors
9: affecter x à la communauté de noyau extent(c)

10: sinon
11: affecter x à la communauté de noyau intent(c)
12: Fin si
13: Fin si
14: fin pour
15: retourner COM

4.1. Illustration
Pour illustrer cette méthode, nous allons l’exécuter sur les deux graphe de la figure

3. La figure 21 représentant une chaine alimentaire est un réseau où la relation entre les
acteurs n’est pas symétrique. Pour cet exemple, les acteurs sont renard, chouette, héris-
son, grenouille, hanneton, végétal, papillon, araignée, rouge-gorge, lapin, musaraigne. La
figure 1 est un extrait du réseau social twitter pris dans [44] ; la relation entre les acteurs
peut être symétrique (exemple entre les acteurs Barack Obama et Al Gore).

Figure 1 – Extrait du réseau
social tweeter [44]

Figure 2 – Extrait d’une
chaine alimentaire

Figure 3 – Exemples de réseaux orientés

Pour le premier cas, les concepts noyaux obtenus sont :((Al Gore, Obama),(BPUSA,
3atma, 303nomad, brycod)) et ((DMoore, Oprah, Ahton),(Shalom, abhubbu, ryzgo, 106Park)) ;
le nœud non noyau est ritaJohn (coloré en violet dans la sous figure 4). Le premier noyau

1. cette image a été prise sur le site web http ://www.conservation-nature.fr/article1.php ?id=310,
consulté le 1 mars 2016.



est constitué des politiciens avec comme extension (coloré en jaune dans la sous figure
4) sont Al Gore et Obama et l’intention constituée des suiveurs (coloré en vert dans la
sous figure 4). Le deuxième concept noyau est composé en extension des Stars (nœuds
bleus dans la sous figure 4) et leurs fans (nœuds colorés en rouge dans la sous figure 4).
Après l’exécution de l’algorithme 2 de recherche des concepts noyaux, l’obtention des
communautés finales se fait en associant le nœud non noyau ritaJohn à une communauté.
Ce nœud est alors associé à la communauté des politiciens et le résultat final est présenté
graphiquement par la sous figure 5.

Figure 4 – Concepts noyaux Figure 5 – Communautés fi-
nales

Figure 6 – Illustration sur le réseau 1.

La seconde illustration est le cas de la sous figure 2. Dans cet exemple la relation
entre les acteurs est non symétrique et doit être prise en compte dans le traitement. Les
concepts noyaux extraits pas l’algorithme 1 sont ((renard, chouette),(hérisson, grenouille,
rouge-gorge, lapin, musaraigne)) et ((hanneton, papillon), (végétal)). Seule l’araignée est
le nœud non noyau. De cet exemple l’algorithme 3 met en sortie cinq communautés en
créant une pour l’araignée (coloré en violet). La représentation graphique est présentée à
la figure 7.

Figure 7 – Illustration sur la sous figure 2.

4.2. Expérimentations
Nous avons expérimenté cette nouvelle approche sur deux jeux de données2 :

2. disponible sur http ://www-personal.umich.edu/m̃ejn/netdata/



1) Elegan neural "celegansneural.gml" qui est un réseau de neurones artificiels.
Dans un réseau de neurones, les neurones sont connectés les uns aux autres et peuvent
être organisés en couches de telle sorte qu’il n’existe aucune connexion entre les neurones
d’une même couche. Dans cette expérimentation, nous avons supposé que la relation entre
les neurones est non symétrique. Ce réseau contient 297 nœuds et 2359 connexions.

2) Politic blogs "Polblogs", dans ce réseau, les nœuds sont les blogs des politiciens
américains et les arcs les liens hypertextes entre ces blogs. Nous avons supposé que la re-
lation entre les blogs est symétrique. Ce réseau compte 1490 nœuds et 19090 connexions.
Sur le réseau "celegansneural", notre approche a trouvé quatre grandes communautés et
neuf communautés à un nœuds. Ces quatres communautés peuvent être vues comme des
couches du réseau de neurones. Sur les données "Polblogs", cette approche extrait deux
grandes communautés et quelques blogs isolés. Ces deux grandes communautés peuvent
être interprétées comme les deux principaux partis politiques américains.

4.3. Comparaison
Nous avons expérimenté quelques méthodes de l’état de l’art et cette section présente

une récapitulatif de ces tests.

Figure 8 – Sortie de Walk-
trap Community

Figure 9 – Sortie de Sprin-
glass Community

Figure 10 – Sortie de Edge-
betweeness

Figure 11 – Sortie de Opti-
mal Communities

Figure 12 – Communautés obtenues des méthodes existantes sur la figure 2.

La modularité définie comme une fonction du nombre de liens internes à des commu-
nautés obtenues est la mesure la plus utilisée pour évaluer les algorithmes de détection
des communautés. Le tableau 2 présente les modularités de ces algorithmes sur ces deux



réseaux. Ces trois algorithmes (notre approche, Walktrap [34], l’algorithme de Louvain
[6] et Optimal communities [7]) ont une modularité maximale (0.402) et leurs sorties est
conforme à la sortie désirée dans [44]. L’algorithme Edge-betweeness [20] a une modu-
larité minimale. Sur la sous figure 2, Springlass [37] a une modularité maximale alors
que pour la figure 2, elle est classée troisième avec les communautés mal structurées. Sa
sortie est constituée de trois communautés avec dans la même communauté le lapin et
les végétaux ; ce qui est impossible. Ceci montre l’une des limites de l’optimisation de la
modularité comme énoncée dans [25].

Algorithmes Modularité sur la figure 1 Modularité sur la figure 2
FCA 0.402 0.190

Walktrap 0.402 0.190
Edge-betweeness 0.154 0.00

Louvain 0.402 0.19
Spring glass 0.276 0.210

Optimal communities 0.402 0.148

Tableau 2 – Modularité des méthodes existantes sur les exemples 3

Le tableau 3 présentent une comparaison avec quelques méthodes de l’état de l’art.
Dans ce tableau, la méthode Edge-betweeness obtient la modularité la plus élevée avec
194 communautés.

5. Conclusion
La détection des communautés est l’une des taches importantes de l’étude des réseaux.

Mais les méthodes existantes ne tiennent pas compte des connaissances sur la nature de
la relation représentée par des liens entre les acteurs. Nous proposons une approche basée
sur les concepts formels permettant de prendre en compte la nature symétrique ou non
de la relation entre les acteurs. L’application de cette méthode sur un exemple de réseau
où la relation entre acteur peut être symétrique montre les mêmes résultats que ceux des

Algorithme Celegansneural Polblogs

Modularité nombre de
communautés

Modularité Nombre de
communautés

Approche FCA 0.20 13 0.32 268

Walktrap 0.36 21 0.4 278

Edge-betweeness 0.80 194 - -

Spring glass 0.38 5 - -

Optimal communities - - - -

Louvain 0.45 6 042 278

Tableau 3 – Résultats expérimentaux.



méthodes existantes ; et dans un cas non symétrique, seule cette méthode a détecté les
communautés acceptables.
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