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摘要

本⽂考虑了⼈⼝周期矩阵模型的三个不同⽅⾯。⾸先，我们获得了⽤于增长率λ敏感性分析的公式，该公式⽐Caswell
和Trevisan所发现的公式更简单。其次，我们推⼴可重复性的公式 在周期性环境中处于恒定环境中。我们还概括了
λ和之间的不等式 由Cushing和Zhou证明。第三，对德⽶特⾥乌斯提出的进化熵H的概念及其在周期性情况下与增
长率λ的关系作了⼀些评论 。

1.简介

    ⼤约⼀个世纪前，洛特卡（Lotka）研究了⼀种连续的，线性的，年龄结构的⼈⼝模型，该模型中的⼈⼝呈指数增
长趋势。增长率为ρ。包括莱斯利（Leslie）在内的⼏位作者在1940年代研究了类似于Lotka模型的离散时间模型，

具有正矩阵和原始矩阵A 如果λ是A的光谱半径，则总体趋向于随着 。汉密尔顿（Hamilton）在1960年代研究了ρ对
每个年龄的⽣育⼒和死亡率微⼩变化的敏感性（Hamilton，1966）。Demetrius（1969），Goodman（1971），
Caswell（1978）等在离散时间模型中研究了λ的敏感性：

 是左侧的特征向量 和 [R右边的特征向量， ，共  与特征值λ相关联。  表⽰实向量的通常标
量积。

    1960年代Skellam（1967）开始研究周期矩阵模型

与 。这种概括是必要的，因为许多动植物种类都具有受季节影响很⼤的繁殖⼒和死亡率。除周期性
因素外，⼈⼝总是趋向于指数增长，因为 。  是矩阵的光谱半径

在1990年代，Caswell和Trevisan（1994）研究了Λ的敏感性。他们证明了矩阵相等

 表⽰矩阵的转置。  是左侧的特征向量  右边的特征向量

与特征值Λ相关联。Lesnoff等。（2003年）证明了⼀个略有不同的公式：
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R0

p(t + 1) = A p(t)

λt

∂λ

∂Ai,j
=

ℓi rj

⟨ℓ, r⟩
. (1)

ℓ ℓ A = λ ℓ A r = λ r A ⟨⋅, ⋅⟩

p(t + 1) = A(t) p(t)

A(t + m) = A(t)

λt Λ = λm

A(m − 1) ⋯ A(1) A(0).

( ∂Λ

∂Ai,j(t)
) = (A(t − 1) ⋯ A(0) A(m − 1) ⋯ A(t + 1))′(

vi(t) wj(t)

⟨v(t), w(t)⟩
). (2)

′ v(t) w(t)

A∗(t) = A(t − 1) ⋯ A(t − m) = A(t − 1) ⋯ A(0) A(m − 1) ⋯ A(t) (3)

( ∂Λ

∂Ai,j(t)
) = (A(m − 1) ⋯ A(t + 1))′(

vi(0) wj(0)

⟨v(0), w(0)⟩
)(A(t − 1) ⋯ A(0))′

. (4)



公式（2），在卡斯韦尔（Caswell）的第⼆版（2001，p。358）中发现，是野外⽣物学家特别使⽤的公式。它已被⽤
于许多种群：⼩⿏（Grear和Burns，2007年），⽩鼬（Wittmer等⼈，2007年），猫头鹰（Gervais等⼈，2006年），鹰
和海鸥（Hunter和Caswell） ，2005），蛤（Ripley和Caswell，2006），蒲公英（Vavrek，1997），各种草（Mertens
等，2002； Davis等，2004），橡树（Alfonso-Corrado等，2004）。 （2007年），凤仙花（Steets等⼈，2007年），草
甸lamp鱼（Ramula，2008年）等。本⽂的⾸要⽬标是为λ（和 ）。实际上，Gourley和Lawrence（1977）已经
注意到λ是矩阵C的光谱半径，

我们将始终假定矩阵C是不可约的。考虑（Brommer et al。，2000）左边的特征向量

在右边有⼀个特征向量

与特征值λ相关 的C的C。我们扩展了  和  以便  和 。我们在第2节中表明

与（2）和（4）不同，（6）的解释是对（1）通常给出的解释的简单概括（Caswell，2001）。 是的类型数我
“后代” 在时间t + 1的由类型的单个产⽣ Ĵ在时间吨。λ相对于  与在时间t的j型稳定种群成正⽐， ，以及在时
间t +1时类型i的⽣殖值， 。在（Bacaër和Abdurahman，2008，⽅程（10）-（11））中找到了按年龄构成的连
续时间周期模型的（6）的类似物，但它们也可以通过将（6）推到极限来获得）。

    增长率不是唯⼀有趣的参数。在流⾏病学中，可重复性引起了很多关注。在进化⽣物学中，与⽣长速率不同但与⽣
长速率密切相关的进化熵将发挥重要作⽤（Demetrius，1974； Arnold等，1994； Demetrius等，2004； Amold等，
1994）。 Demetrius和Ziehe，2007； Demetrius等，2009）。⼀个⾃然的问题是使这两个参数适应周期性情况。这是第
3节和第4节的主题。我们仅解释或回顾它们的计算⽅式。对于它们相对于参数的敏感性，未尝试获得明确的公式。在
实践中，灵敏度分析可以通过数字⽅式进⾏。但这很难解释。

    在第3节中，我们给出了具有以下形式的周期性系数的总体矩阵模型中的可再现性的定义和实⽤公式

 模拟复制并 描述过渡。我们猜测

， 
， 

⽅阵的光谱半径  严格⼩于1：如果没有繁殖，⼈⼝就灭绝了。

利⽤这些假设，我们表明  是矩阵的光谱半径

Λ = λm

C = .

⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(m − 1)
A(0) 0 ⋯ 0 0

0 A(1) ⋱ 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ A(m − 2) 0

⎞⎟⎠ (5)

L = (ℓ(0), … , ℓ(m − 1))

R = (r(0), … , r(m − 1))

ℓ(t) r(t) ℓ(t + m) = ℓ(t) r(t + m) = r(t)

∂λ

∂Ai,j(t)
=

ℓi(t + 1) rj(t)

m ⟨ℓ(0), r(0)⟩
 . (6)

Ai,j(t)

Ai,j(t) rj(t)

ℓi(t + 1)

p(t + 1) = A(t) p(t), A(t) = F(t) + T (t). (7)

F(t) T (t)

F(t + m) = F(t) T (t + m) = T (t) ∀t

Fi,j(t) ≥ 0 Ti,j(t) ≥ 0
∑i Ti,j(t) ≤ 1

T (m − 1) T (m − 2) ⋯ T (0)

R0

−1

.

⎛⎜⎝F(0) 0 ⋯ 0

0 F(1) ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 F(m − 1)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−T (0) I 0 ⋯ 0

0 −T (1) I ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I

I 0 ⋯ 0 −T (m − 1)

⎞⎟⎠ (8)



表⽰合适⼤⼩的单位矩阵。此外，如果由（5）给出的矩阵C是不可约的，则

公式（8）和不等式（9）概括了在恒定环境（ ）;  然后是 （Cushing and Zhou，1994； Cushing，
1998； Li and Schneider，2002）。最后的结果已经是将Leslie公式（在按年龄构造的矩阵模型中）推⼴为按类型构造
的矩阵模型。对于其他⼯作  在周期性连续时间模型中，请参见（Bacaër和Guernaoui，2006；Bacaër，2007；
Bacaer和Ouifki，2007； Wang和Zhao，2008）。

    在第4节中，我们简要地提到了在具有周期性环境的离散时间模型的上下⽂中有关演化熵H的⼀些公式 ，特别是与
增长率λ的关系。在（Arnold et al。，1994）中可以找到包括随机环境在内的详细研究。

2.敏感性分析

2.1公式（6）

    在证明公式（6）之前，让我们先做⼀些初步说明。  是⼀个向量 组件。对于所有整数t，  是⼀个正矩阵
 线和 列。此外，  和 。由（5）给出的⽅阵C的⼤⼩为 。C的光谱

半径 为λ。我们假设矩阵C是不可约的。如果C没有零⾏或零列并且如果 是不可约的（Berman and Plemmons，
1979，Theorem 2.2.33）。根据Perron和Frobenius定理（Seneta，2006年，定理1.5），我们可以在矩阵C的左L处找到⼀
个特征向量，在右R处找到⼀个 与特征值λ相关的特征向量，

并且两个向量的所有分量都严格为正。向量L和R是唯⼀的，除了乘法常数。让我们写  和
，每个  和  是⼀个向量 组件。此外，让我们扩展对  和的 所有整数 ⽜逼使

 和 。这样，可以为形式中的 所有t重写（10）

⼀个简单的计算表明  是按块对⾓矩阵：

和 由（3）给出。因为λ是C的光谱半径，  是的光谱半径 。矩阵  与 是彼此的循环排
列。因此，它们具有与 。我们在引⾔中提到了Λ。因此Λ也是（12）右边的矩阵的光谱半径 。对于
（10），我们有

使⽤（12），

所以  也是左侧的特征向量  右边的特征向量  与特征值相关 。使⽤（11），我们有

所以我们有

换句话说，在恒定（Fisher，1930）或周期性（Bacaër和Abdurahman，2008，附录A）环境中，总⽣殖价值与连续时
间模型中的指数增长⼀样。请注意，在任意变量环境中，Tuljapurkar（2000，公式（3.1.8））对模型使⽤的⽣殖价值
的定义与我们在周期性情况下的模型的定义不符。从（11），我们还可以看到  和 ， 我们有

。从（13），我们得到

I

R0 ≥ 1 ⇒ 1 ≤ λ ≤ R0 , 0 < R0 ≤ 1 ⇒ R0 ≤ λ ≤ 1. (9)

m = 1 R0 F (I − T )−1

R0

p(t) kt A(t)

kt+1 kt kt+m = kt A(t + m) = A(t) κ = k0 + ⋯ + km−1

A∗(0)

L C = λ L , C R = λ R , (10)

L = (ℓ(0), … , ℓ(m − 1))

R = (r(0), … , r(m − 1)) ℓ(t) r(t) kt ℓ(t) r(t)

ℓ(t + m) = ℓ(t) r(t + m) = r(t)

ℓ(t + 1) A(t) = λ ℓ(t) , A(t) r(t) = λ r(t + 1) . (11)

Cm

Cm = diag[A∗(0), … , A∗(m − 1)], (12)

A∗(t) λm Cm A∗(t) 0 ≤ t ≤ m − 1

A∗(0) Λ = λm

LCm = λmL, CmR = λmR.

ℓ(t)A∗(t) = λmℓ(t), A∗(t) r(t) = λmr(t).

ℓ(t) r(t) A∗(t) Λ = λm

⟨ℓ(t + 1), p(t + 1)⟩ = ⟨ℓ(t + 1), A(t) p(t)⟩ = ⟨ℓ(t + 1)A(t), p(t)⟩ = λ ⟨ℓ(t), p(t)⟩.

∀t ≥ τ, ⟨ℓ(t), p(t)⟩ = λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩ . (13)

τ = 0 p(0) = r(0)

p(t) = λt r(t)

⟨ℓ(t), r(t)⟩ = ⟨ℓ(0), r(0)⟩ . (14)



由于假定矩阵C是不可约的，因此特征值λ是简单的特征值（Seneta，2006年，定理1.5）。⽤ ，它来⾃
（Caswell，1978，公式（10））或经典的扰动理论（Kato，1984），

是位于L的位置α的元素，并且 是向量R的位置β中的元素。但请注意，如果  （取模 ）和 
 与 ，  和 ， 我们有 ， ， 

和

由于（14）。因此，灵敏度公式（6）最终由（15）得出。因为 ，λ的灵敏度公式与Λ的灵敏度公式之间存在
明显的联系

2.2年龄结构模型的连续极限

    考虑⼀下（Skellam，1967）的特殊情况，其中每个矩阵 是固定⼤⼩k的“莱斯利矩阵”

对于（6），我们有

这些是对（Goodman，1971）中给出的公式的周期性情况的概括。现在让我们考虑⼀下该模型的连续极限 ，带

有  和  但随着 不变。离散功能  将在符号上稍加滥⽤的情况下实现连续功能  与 
。同样，我们可以引⼊连续死亡率  和连续本征函数  和 与莱斯利模型的连续极限

相关联，即⻨克肯德⾥克和冯·福斯特⽅程。参见（Michel et al。，2005，公式（5.5）-（5.6））和（Bacaër和
Abdurahman，2008，公式（5）和（7））。⼩⼲扰 ，每个周期的增长率Λ使得

 如果 ，来⾃（16），（17）和（18），

在极限 ， 我们获得

在每个周期的增长率Λ与瞬时增长率ρ之间，我们具有以下关系：

所以我们有  与 。通过（19），我们获得以下公式： 正如预期的那样，它
与（Bacaër和Abdurahman，2008，等式（8）和（11））相同。（18）中的类似限制给出了相对于 。我们从
Bacaër和Abdurahman（2008）获得公式（8）和（10），它们对应于连续时间模型中死亡率的微⼩变化。

1 ≤ α,β ≤ κ

∂λ
∂Cα,β

=
LαRβ

⟨L,R⟩
. (15)

Lα Rβ α = k0 + ⋯ + kt + i κ

β = k0 + ⋯ + kt−1 + j 0 ≤ t ≤ m − 1 1 ≤ i ≤ kt+1 1 ≤ j ≤ kt Cα,β = Ai,j(t) Lα = ℓi(t + 1)

Rβ = rj(t)

⟨L,R⟩ =
m−1

∑
η=0

⟨ℓ(η), r(η)⟩ = m ⟨ℓ(0), r(0)⟩ (16)

Λ = λm

∂Λ
∂Ai,j(t)

= mλm−1 ∂λ
∂Ai,j(t)

 . (17)

A(t)

A(t) = .

⎛⎜⎝f1(t) f2(t) ⋯ fk−1(t) fk(t)
s1(t) 0 ⋯ 0 0

0 s2(t) ⋱ 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 sk−1(t) 0

⎞⎟⎠∂λ
∂fi(t)

=
ℓ1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 ,
∂λ

∂si(t)
=

ℓi+1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 . (18)

δ → 0

k → +∞ m → +∞ mδ = θ fi(t) f(t,x)

fi(t) ≃ f(t δ, i δ) δ μ(t,x) ℓ(t,x) r(t,x)

fi(t) = f
(0)
i (t) + ε f

(1)
i (t)

Λ = Λ(0) + εΛ(1) + o(ε) ε → 0

Λ(1) = m (Λ(0))
m−1
m  

∑m−1
t=0 ∑k

i=1  ℓ(0)
1 (t + 1) r(0)

i (t) f (1)
i (t)

∑m−1
t=0 ∑k

i=1 ℓ(0)
i (t) r(0)

i (t)
.

m → +∞

Λ(1) = θΛ(0)
∫ θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t, 0) r(0)(t,x) f (1)(t,x) dx dt

∫ θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t,x) r(0)(t,x) dx dt

. (19)

Λ = eρ θ.

ρ = ρ(0) + ε ρ(1) + o(ε) Λ(1) = θΛ(0) ρ(1) ρ(1)

sα(t)



3.重现性

3.1定期情况下的定义

    对于续约⽅程式

具有正矩阵  与 对于整数 m，我们定义了可再现性  作为线性算⼦的谱半径

关于周期m的周期离散函数的空间。类似于连续时间周期更新⽅程的（Thieme，1984）的条件，内核K和ν的条件 可以
保证： 的确是（20）中第⼆个更新⽅程的渐近⾏为的阈值。请注意， 连续时间模型在（Bacaër和
Guernaoui，2006;Bacaër，2007; Bacaer和Ouifki，2007）中给出了类似于（21）的模型。在恒定的环境中，我们拥有

。基于（21）的定义很容易暗⽰  是下⼀代矩阵的光谱半径 ，这是通常的定义 在恒
定的环境中（Diekmann和Heesterbeek，2000年）。在第3.3节中，我们将显⽰  在第3.2节的特定情况下⽤作阈
值。

3.2计算  如果 

    取得模型（7）。在时间t的出⽣向量为

然后我们有

通过重复此过程，我们得到了  具有的更新⽅程式（20）

随着X = 1，我们有  ：矩阵的“空”乘积等于单位矩阵。

    现在  被确定， 是（21）的光谱半径。我们的⽬标是证明它也是特定矩阵的光谱半径，即（8）。请注
意，从实际⾓度出发，很容易要求数学软件来计算（8）的光谱半径。我们来看⼀下证明。我们定义

请注意，  与它的循环排列相同 ，根据假设严格⼩于1。  因此是可逆的
。具有周期性功能 ，对索引进⾏简单的更改，然后（22）给出

与

n(t) =
∞

∑
x=1

K(t, x) n(t − x) , n(t) =
t

∑
x=1

K(t, x) n(t − x) + ν(t) (20)

K(t, x) K(t + m, x) = K(t, x) R0

u(t)⟼
∞

∑
x=1

K(t, x) u(t − x) (21)

R0 = 1 R0

K(t, x) = K(x) R0 ∑∞
x=1 K(x) R0

R0 = 1

R0 A(t) = F(t) + T (t)

n(t) = F(t) p(t).

p(t) = n(t − 1) + T (t − 1) p(t − 1),

n(t) = F(t)n(t − 1) + F(t)T (t − 1) p(t − 1).

n(t)

K(t, x) = F(t) T (t − 1) T (t − 2) ⋯ T (t − x + 1), ∀x ≥ 1. (22)

K(t, 1) = F(t)

K(t, x) R0

T ∗(t) = T (t − 1) ⋯ T (t − m) = T (t − 1) ⋯ T (0) T (m − 1) ⋯ T (t), 0 ≤ t ≤ m − 1 .

T ∗(t) T ∗(0) I − T ∗(t)

∑∞
j=0 T ∗(t)j = [I − T ∗(t)]−1

u(t)

∞

∑
x=1

K(t, x) u(t−x) = F(t)
m−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , 0 ≤ t ≤ m − 1, (23)

Θt,s =
∞

∑
j=0

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]−1
T (t − 1) ⋯ T (s + 1), 0 ≤ s ≤ t − 1,

Θt,s =
∞

∑
j=1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]−1
T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − m), t ≤ s ≤ m − 1.



但 是线性算⼦（21）在周期m的周期函数空间上的谱半径，其值为 在时间t。这个空间代表所有向量
。因此（23）表明  也是矩阵的光谱半径 ，

 是⼀个数组  的⼦矩阵   在“⾏”中  和“列” 。

是（8）右侧的矩阵。我们可以轻松地验证  乘以 给出单位矩阵。所以我们有  和  是矩阵的光谱
半径 。

3.3之间的不平等  和 

    证明是对（Li and Schneider，2002）的周期性情况的⼀个概括，它基于正矩阵的性质，不⼀定是不可约的，总结于
（Berman and Plemmons，1979，p。26-30）。让我们介绍⼀下符号  矩阵的光谱半径和符号

对于矩阵（5）。因为

⽽且因为  是⼀个正矩阵，根据（Berman和Plemmons，1979，定理2.1.1）存在⼀个正和⾮零向量
 与

所以我们有 ， 也就是说

与 。现在假设 。然后我们有

但 通过假设是不可约的。由于矩阵的不可约性仅取决于输⼊的⽆效性
（Berman和Plemmons，1979年，定理2.2.7）， 也是不可约的。等式（24）
表明  是与特征值1相关的最后⼀个矩阵的正特征向量。 实际上是严格正的（Berman和Plemmons，1979，定理
2.1.4）。从（Berman和Plemmons，1979，推论2.1.12）可以得出：

⾸先假设 。对于两个正矩阵  和 ， （Berman and Plemmons，1979，定理
2.1.5）。所以我们有

因此，我们有 。同样的证明适⽤于以下情况  但与所有  取⽽代之 。这给 。

3.4解释

    ⼦矩阵  是⼀个矩阵  线和 列。⽤的定义 ，我们可以验证，在线路进⼊我和列 Ĵ的
是对在时间s和s + 1之间（模m）在隔间j中出⽣的个体在时间t和t +1（模m）之间在隔室i中出⽣的后代数⽬

的期望。所以  是⼀种下⼀代矩阵（Diekmann和Heesterbeek，2000年），按出⽣季节（如Gourley和Lawrence，
1977年）或（Caswell，2001年，第13.3.1节）构造⼈⼝。

R0 R
kt

(u(0), … , u(m − 1)) ∈ R
k0 × ⋯ × R

km−1 R0 FΘ

F = diag[F(0), … , F(m − 1)]
Θ m × m Θt,s (0 ≤ t, s ≤ m − 1) t + 1 s + 1

N
−1 Θ N Θ = N

−1
R0

FN
−1

R0 λ

σ(⋅)

sousdiag(A(t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

R0 = σ(FN
−1

) = σ(N
−1
F)

N
−1
F

Φ = (ϕ(0), … , ϕ(m − 1))

N
−1
FΦ = R0Φ.

FΦ = R0 NΦ

F(t)ϕ(t) = R0(−T (t)ϕ(t) + ϕ(t + 1)), 0 ≤ t ≤ m − 1,

ϕ(m) = ϕ(0) R0 > 0

(F(t)/R0 + T (t))ϕ(t) = ϕ(t + 1). (24)

C = sousdiag(F(t) + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

sousdiag(F(t)/R0 + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

Φ Φ

σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = 1.

R0 ≥ 1 M1 M2 M1 ≤ M2 ⇒ σ(M1) ≤ σ(M2)

1 = σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) ≤ σ(sousdiag

0≤t≤m−1
(F(t) + T (t))) = λ ≤

≤ σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(F(t) +R0T (t))) = R0 σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = R0.

1 ≤ λ ≤ R0 R0 ≤ 1 ≤ ≥ 1 ≥ λ ≥ R0

(FN
−1

)t,s = F(t)Θt,s kt+1 ks+1 Θt,s

F(t)Θt,s

FN
−1



4.关于熵的⼀些评论

    我们猜测

 有初始条件 
是周期m的正周期矩阵

（5）给出的矩阵C是不可约的
矩阵  （3）定义的是原始的。

⽤ ，  和  定义如上

请注意，（13）和（14）暗⽰  和  由（25）定义的是概率向量，其中 。等式
 相当于 。（11）中的第⼀个⽅程等价于

 是由线组成的随机矩阵
。

（11）中的第⼆个等式等于

 是由线组成的随机矩阵
。

另请注意

 因此定义了⼀个渐进的不均匀马尔可夫链，其时间具有周期性的平稳分布 ，⽽  定义逆⾏马尔可夫链。

    这些周期性马尔可夫链在时间上的熵率或“进化熵”为

如果m = 1，则⽅程（25），（26）和（27）与（Demetrius，1974; Demetrius等，2004; Demetrius等，2007）的公式⼀
致。实际上，时间不均匀的情况，包括随机环境的情况，已经得到了很好的研究（Arnold等，1994）。关于周期性马
尔可夫链，另请参见（Ge等，2006）。

    在恒定的环境中，我们可以通过以下公式验证熵与增长率λ相关  如果“⽣殖潜⼒”  由定义

确实，按⾏划分的随机性  和等式  暗⽰

就像在恒定的环境中⼀样 通常不同于零。因此，最⼤化H与最⼤化 。但是不同于恒定环境，特征向量没有
简单的公式  和  即使我们假设 是莱斯利矩阵。结果，似乎很难获得H对输⼊ 的敏感性的简单显式公式

。只能使⽤数值⽅法。

p(t + 1) = A(t) p(t) p(τ)

A(t)

A∗(τ)

λ ℓ(t) r(t)

πi(t) =
ℓi(t) pi(t)

λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩
ωi(t) =

ℓi(t) ri(t)

⟨ℓ(0), r(0)⟩
,

Pi,j(t) =
ℓj(t + 1) Aj,i(t)

λ ℓi(t)
, Qi,j(t) =

Ai,j(t) rj(t)

λ ri(t + 1)
.

(25)

(26)

π(t) ω(t) ω(t + m) = ω(t)

p(t + 1) = A(t) p(t) π(t + 1) = π(t) P(t)

P(t)

ω(t) = ω(t + 1) Q(t)

Q(t)

ω(t + 1) = ω(t) P(t)

Qi,j(t) = ωj(t) Pj,i(t)/ωi(t + 1).

P(t) ω(t) Q(t)

H = −
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Pi,j(t) . (27)

log λ = H + Φ Φ

Φ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Aj,i(t).

P(t) ω(t + 1) = ω(t)P(t)

H + Φ − log λ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) [log ℓi(t) − log ℓj(t + 1)] = 0.

Φ ρ = log λ

ℓ(t) r(t) A(t)

Ai,j(t)



    对于（Demetrius等，2007； Demetrius和Ziehe，2007； Demetrius等，2009）考虑的模型的周期性版本， H仍然是
达尔⽂⾃适应值的良好度量。这可能是未来⼯作的主题。

5.结论

    本⽂提出了两个新的公式：⼀个是对周期性环境中增长率的敏感度，它⽐Caswell和Trevisan的简单。另⼀个是在周
期性环境中的可重复性。此外，我们推⼴到λ和之间的周期性情况不等式 由Cushing和Zhou在恒定的环境中证明。
我们还将周期情况推⼴到⼀个与增长速度和进化熵相关的⽅程。

    我们认为， 在短期内最有可能在短期内有⽤。参数 在流⾏病学家中确实很流⾏。甚⾄只组织了⼀次有关此
主题的会议（2008年10⽉29⽇⾄31⽇，巴黎）。此外，⼈们对⽓候变化的兴趣与⽇俱增，潜在后果之⼀是在以下地
区，诸如疟疾，登⾰热，⻄尼罗河热或基孔肯雅热等媒介传播疾病的出现或复发。这些疾病都消失了。由于病媒数量
众多，这些疾病均表现出强烈的季节性波动。 与需要杀死的病媒百分⽐或需要接种疫苗以预防疾病暴发的⼈数密
切相关。常⽤的计算⽅法 ⼀旦流⾏病的时间跨度超过数⽉，使⽤流⾏病阈值的每⽉每个⽉度的“本地”就没有基
础。我们的公式 给出正确的阈值。我们还可以使⽤此公式来研究对⼩⽓候变化的敏感性，尤其是当⼀年中⽓候变
化不均匀时，例如夏季温度较⾼⽽冬季温度较低时。某些模型参数（例如⽣育率，死亡率和潜伏期）可以直接与温度
相关。
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