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概要

この記事では、⺟集団の周期⾏列モデルの3つの異なる側⾯について検討します。最初に、成⻑率λの感度分析の式
を取得します。これは、CaswellとTrevisanが⾒つけたものよりも簡単です。第⼆に、再現性の公式を⼀般化します
定期的な環境の場合、⼀定の環境で。また、λと クッシングと周によって証明されました。第三に、いくつ

かのコメントは、ディメトリウスによって導⼊された進化的エントロピーHの概念と 、定期的なケースでの成⻑率
λとの関連について⾏われています。

1.はじめに

    1世紀ほど前、ロトカは⼈⼝が指数関数的に増加する傾向がある、年齢によって線形かつ構造化された連続時間
で⼈⼝統計モデルを研究しました。成⻑率はρです。レスリーを含む数⼈の著者は、1940年代にロトカモデルに類
似した離散時間モデルを研究しました。

正のプリミティブ ⾏列Aを使⽤します。λがAのスペクトル半径である場合、⺟集団は次のように指数関数的に増加
する傾向があります。 。ハミルトンは1960年代に、各年齢での出⽣率と死亡率の⼩さな変化に対するρの感度を
研究しました（Hamilton、1966）。Demetrius（1969）、Goodman（1971）、Caswell（1978）などは、離散時間モデ
ルにおけるλの感度を研究しました。

 左側の固有ベクトルです。 、 rは右側の固有ベクトル、 、の  固有値λに関連付けられていま
す。  実数ベクトルの通常のスカラー積を⽰します。

    1960年代にスケルラム（1967）は周期⾏列モデルの研究を始めました

と 。この⼀般化が必要なのは、動植物の多くの種が繁殖率と死亡率を持っているためです。周期
的な要因とは別に、⼈⼝は常に指数関数的に増加する傾向があります。 。  マトリックスのスペクトル半
径

1990年代に、CaswellおよびTrevisan（1994）は、ofの感度を調査しました。彼らは⾏列の等価性を証明しました

 ⾏列の転置を⽰します。  左側の固有ベクトルであり、  の右側の固有ベクトル
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固有値associatedに関連付けられています。レズノフ等。（2003）わずかに異なる式を証明しました：

キャスウェルの本の第2版（2001、p。358）にある式（2）は、特にフィールド⽣物学者によって使⽤されます。マ
ウス（Grear and Burns、2007年）、イタチ（Wittmer et al。、2007年）、フクロウ（Gervais et al。、2006年）、タカ
とカモメ（Hunter and Caswell） 、2005）、アサリ（Ripley and Caswell、2006）、タンポポ（Vavrek、1997）、さま
ざまな草（Mertens et al。、2002; Davis et al。、2004）、オーク（Alfonso-Corrado et al。 、2007）、ケープインパチ
エンス（Steets et al。、2007）、メドウスウィート（Ramula、2008）など。この記事の最初の⽬的は、λ（および

）。実際、Gourley、ローレンス（1977）は、既にλは、⾏列のスペクトル半径であることに気づいたCと、

常に⾏列Cは既約であると仮定します。（Brommer et al。、2000）のように左側の固有ベクトルを考えます。

右側に固有ベクトル

Cの固有値λに関連付け。の定義を拡張します  そして  そのため  そして 。セ
クション2でそれを⽰します

（2）や（4）とは異なり、（6）の解釈は、通常（1）に与えられたものを単純に⼀般化したものです（Caswell、
2001）。 種類の数であるI「⼦孫」 時間におけるT + 1型の個体によって⽣成 J時刻でtは。に関するλの感度

時間t でのタイプjの安定した⺟集団に⽐例します。 、および時間t + 1でのタイプiの⽣殖値に、
。年齢で構成された連続時間の周期モデルの（6）の類似体は、（Bacaërand Abdurahman、2008、Equations（10）-
（11））にありますが、（6 ）。

    成⻑率だけが興味深いパラメータではありません。疫学では、再現性に多くの注意が払われています。進化⽣物
学では、成⻑率とは異なるがそれに密接に関連している進化的エントロピーが重要な役割を果たすでしょう
（Demetrius、1974; Arnold et al。、1994; Demetrius et al。、2004; Demetrius and Ziehe、2007; Demetrius et al。、
2009）。⾃然な問題は、これら2つのパラメータを定期的なケースに適応させることです。これは、セクション3と
4の主題です。ここでは、それらがどのように計算されるかについてのみ説明または想起します。パラメータに関
する感度の明⽰的な式を取得する試みは⾏われません。実際には、感度分析はデジタルで⾏うことができます。し
かし、これはほとんど説明的ではありません。

    セクション3では、次の形式の周期係数を持つ⺟集団の⾏列モデルにおける再現性の定義と実⽤的な公式を⽰し
ます。

 複製をモデル化し、 遷移について説明します。とする
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、 
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正⽅⾏列のスペクトル半径  厳密には1未満です。繁殖がなければ、⼈⼝は絶滅し
ます。

これらの仮説により、  マトリックスのスペクトル半径

適切なサイズの単位⾏列を⽰します。さらに、（5）で与えられる⾏列Cが既約であれば、

式（8）と不等式（9）は、⼀定の環境（ ）;  次に、のスペクトル半径 （Cushing and Zhou、
1994; Cushing、1998; Li and Schneider、2002）。この最後の結果は、レスリーの公式（年齢で構成されたマトリッ
クスモデル）を型で構成されたマトリックスモデルに⼀般化したものです。その他の作業について  定期的な連
続時間モデルについては、（Bacaërand Guernaoui、2006;Bacaër、2007; Bacaer and Ouifki、2007; Wang and Zhao、
2008）を参照してください。

    セクション4では、周期的環境の離散時間モデルのコンテキストでの進化的エントロピーHに関するいくつかの
式、特に成⻑率λとの関係について簡単に触れ ます。ランダム環境も含む詳細な研究は、（Arnold et al。、1994）
にあります。

2.感度分析

2.1式（6）

    式（6）を証明する前に、いくつかの予備的⾒解から始めましょう。  はベクトルです コンポーネント。
すべての整数tについて、  は正の⾏列です  ラインと 列。さらに、  そして 。
（5）で与えられる正⽅⾏列Cのサイズは 。Cのスペクトル半径 はλです。⾏列Cは既約であると
仮定します。これは特に、Cに⾏または列がゼロでなく、かつ は既約です（Berman and Plemmons、1979、
Theorem 2.2.33）。ペロンとフロベニウスの定理（Seneta、2006、定理1.5）から、固有値λに関連付けられた⾏列C
の左Lの固有ベクトルと右Rの固有ベクトルを⾒つけることができます 。

そして、2つのベクトルのすべてのコンポーネントは厳密に正です。ベクトルLとRは、乗法定数を除いて⼀意で
す。かきましょう  そして 、それぞれ  そして  はベクトル
です コンポーネント。さらに、の定義を拡張しましょう  との すべての整数 tに  そして 

。このようにして、（10）は次の形式 ですべてのtについて書き換えることができます。

簡単な計算は、  ブロックごとの対⾓⾏列です。

そして （3）で与えられます。λはCのスペクトル半径なので、  のスペクトル半径 。⾏列  と 
相互の巡回置換です。したがって、これらのスペクトル半径は 。はじめにnotedと書きまし

た。したがって、Λは（12）の右側の⾏列のスペクトル半径でもあり、 。（10）で、
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（12）を使⽤して、

そう  左側の固有ベクトルでもあり、  の右側の固有ベクトル  固有値に関連付けられています 
。（11）を使⽤して、

だから私たちは

⾔い換えると、⼀定の環境（Fisher、1930年）または周期的な環境（BacaërおよびAbdurahman、2008年、付録A）
での連続時間モデルの場合と同様に、総⽣殖値は指数関数的に増加します。Tuljapurkar（2000、⽅程式（3.1.8））
が任意の変数環境のモデルに使⽤する⽣殖値の定義は、周期的なケースに特化している場合、我々の値と⼀致しな
いことに注意してください。（11）から、  そして 、 我々は持っています 。（13）
から、

⾏列Cは既約であると仮定されているため、固有値λは単純な固有値です（Seneta、2006、定理1.5）。と
、それは（Caswell、1978、式（10））または古典的な外乱理論（Kato、1984）から

Lの位置αの要素であり、 ベクトルRの位置βの要素です。ただし、  （モジュロ ）およ
び  と 、  そして 、 我々は持っています 、

、 、および

（14）のため したがって、感度式（6）は最終的に（15）から得られます。なぜなら 、λの感度式とforの感
度式の間には明らかなリンクがあります。

2.2年齢構成モデルの継続的な制限

    （Skellam、1967）のように、各⾏列が 固定サイズkの「レスリー⾏列」

（6）で、

これらは、たとえば（Goodman、1971）で与えられた式の周期的なケースの⼀般化です。次に、このモデルの継続
的な限界を考えます。 、  そして  しかし 絶え間ない。離散関数  表記法を少
し乱⽤して、連続関数に近づきます  と 。同様に、連続死亡率を導⼊できます  と連
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続固有関数  そして レスリーモデルの連続極限、つまりマッケンドリックとフォンフェルスターの⽅程
式に関連しています。（Michel et al。、2005、⽅程式（5.5）-（5.6））および（Bacaërand Abdurahman、2008、⽅
程式（5）および（7））を参照してください。⼩さな妨害のために 、期間あたりの成⻑率
Λは、  もし 、（16）、（17）および（18）から、

限界で 、 私達は⼿に⼊れました

期間あたりの成⻑率Λと瞬間的な成⻑率ρの間には、次の関係があります。

だから私たちは  と 。（19）を使⽤して、 予想通り、これは（Bacaërお
よびAbdurahman、2008、⽅程式（8）および（11））と同じです。（18）の同様の制限により、 。連続時間モ
デルの死亡率の⼩さな変動に対応するバカエルとアブドゥラマン（2008）から式（8）と（10）を取得します。

3.再現性

3.1定期的な場合の定義

    更新⽅程式について

正の⾏列  と 整数 mの場合、再現性を定義します  線形演算⼦のスペクトル半径と
して

周期mの周期的離散関数の空間について。カーネルKとνの条件は、（Thieme、1984）のように、時間的に連続する
周期的更新⽅程式の条件 と同様に、次のことを保証できます。 は確かに（20）の2番⽬の更新⽅程式の漸
近挙動のしきい値です。の定義に注意してください （21）と同様に、連続時間モデルの（Bacaërand
Guernaoui、2006;Bacaër、2007; Bacaer and Ouifki、2007）で与えられています。⼀定の環境では、 
。（21）に基づく定義は、  次世代⾏列のスペクトル半径 、これは通常の定義です ⼀定の環境で
（Diekmann and Heesterbeek、2000）。§3.3では、それを⽰します  §3.2の特定の場合のしきい値として機能し
ます。

3.2の計算  もし 

    モデル（7）を取り上げます。時間tにおける出⽣のベクトルは

私たちは

ℓ(t,x) r(t,x)

fi(t) = f
(0)
i (t) + ε f

(1)
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Λ = Λ(0) + εΛ(1) + o(ε) ε → 0
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t=0 ∑k

i=1 ℓ(0)
i (t) r(0)

i (t)
.
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0
∫ ∞

0
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∫ θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t,x) r(0)(t,x) dx dt

. (19)

Λ = eρ θ.

ρ = ρ(0) + ε ρ(1) + o(ε) Λ(1) = θΛ(0) ρ(1) ρ(1)

sα(t)

n(t) =
∞

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) , n(t) =
t

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) + ν(t) (20)

K(t,x) K(t + m,x) = K(t,x) R0

u(t)⟼
∞

∑
x=1

K(t,x)u(t − x) (21)

R0 = 1

R0

K(t,x) = K(x)

R0 ∑∞
x=1 K(x) R0

R0 = 1

R0 A(t) = F(t) + T (t)

n(t) = F(t) p(t).

p(t) = n(t − 1) + T (t − 1) p(t − 1),

n(t) = F(t)n(t − 1) + F(t)T (t − 1) p(t − 1).



このプロセスを繰り返すことにより、  次の更新⽅程式（20）

では、X = 1、我々は持っています  ：⾏列の「空の」積は単位⾏列と同じです。

    今  識別された、 （21）のスペクトル半径です。私たちの⽬標は、それが特定の⾏列のスペクトル半
径、つまり（8）であることを⽰すことです。実⽤的な観点からは、数学的なソフトウェアに（8）のスペクトル半
径を計算するように依頼するのは簡単です。証明に移りましょう。私たちは定義します

のスペクトル半径が  その循環置換のそれと同じです 、これは仮定により厳密に1未満です。 
したがって、可逆であり、 。周期関数を使って 、インデックスの簡単な変更と
（22）を与える

と

だが は値 が次の周期mの周期関数の空間上の線形演算⼦（21）のスペクトル半径です 時間のトン。このスペ
ースはすべてのベクトルで識別されます 。（23）は  マトリックスのス
ペクトル半径でもあります 、

 配列です  サブ⾏列の   「⾏」で  そして「コラム」 。

（8）の右側の⾏列です。簡単に確認できます  掛ける 単位⾏列を与えます。だから私たちは  そ
して  マトリックスのスペクトル半径 。

3.3間の不等式  そして 

    証明は、（Li and Schneider、2002）の定期的なケースの⼀般化であり、（Berman and Plemmons、1979、p。26-
30）に要約されている、必ずしも既約ではない正⾏列の特性に基づいています。表記を紹介しましょう  ⾏列の
スペクトル半径と表記

マトリックス⽤（5）なぜなら

そして、  は正の⾏列であり、（Berman and Plemmons、1979、theorem 2.1.1）に従って存在し、正で⾮ゼロ
のベクトル  と

だから私たちは 、つまり

と 。今それを仮定します 。私たちは

n(t)

K(t, x) = F(t) T (t − 1) T (t − 2) ⋯ T (t − x + 1), ∀x ≥ 1. (22)

K(t, 1) = F(t)

K(t, x) R0

T ∗(t) = T (t − 1) ⋯ T (t − m) = T (t − 1) ⋯ T (0) T (m − 1) ⋯ T (t), 0 ≤ t ≤ m − 1 .

T ∗(t) T ∗(0) I − T ∗(t)

∑∞
j=0 T ∗(t)j = [I − T ∗(t)]−1

u(t)

∞

∑
x=1

K(t, x) u(t−x) = F(t)
m−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , 0 ≤ t ≤ m − 1, (23)

Θt,s =
∞

∑
j=0

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]
−1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1), 0 ≤ s ≤ t − 1,

Θt,s =
∞

∑
j=1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]−1
T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − m), t ≤ s ≤ m − 1.

R0 R
kt

(u(0), … , u(m − 1)) ∈ R
k0 × ⋯ × R

km−1 R0

FΘ

F = diag[F(0), … , F(m − 1)]
Θ m × m Θt,s (0 ≤ t, s ≤ m − 1) t + 1 s + 1

N
−1 Θ N Θ = N

−1

R0 FN
−1

R0 λ

σ(⋅)

sousdiag(A(t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

R0 = σ(FN −1) = σ(N −1
F)

N
−1
F

Φ = (ϕ(0), … , ϕ(m − 1))

N
−1
FΦ = R0Φ.

FΦ = R0 NΦ

F(t)ϕ(t) = R0(−T (t)ϕ(t) + ϕ(t + 1)), 0 ≤ t ≤ m − 1,

ϕ(m) = ϕ(0) R0 > 0



だが 仮説では既約です。⾏列の既約性は⼊⼒の無効性にのみ依存するた
め（Berman and Plemmons、1979、Theorem 2.2.7）、⾏列 また、既約で
す。式（24）は、  は、固有値1に関連付けられたこの最後の⾏列の正の固有ベクトルです。したがって、 実際
には厳密に肯定的です（Berman and Plemmons、1979、Theorem 2.1.4）。（Berman and Plemmons、1979、corollary
2.1.12）によると、

最初に 。2つの正の⾏列の場合  そして 、 （Berman and Plemmons、
1979、Theorem 2.1.5）。だから私たちは

このように 。同じ証明が次の場合にも機能します。  しかし、すべて  と取り換える 。これ
は与える 。

3.4解釈

    サブマトリックス  の⾏列です  ラインと 列。の定義で 、⾏iと列 jのエントリ
が 時間sとs + 1（モジュロm）の間にコンパートメントjで⽣まれた個⼈の時間tとt + 1（モジュロm）の間
にコンパートメントiで⽣まれた⼦孫の数の期待値です。そう  は⼀種の次世代マトリックス（Diekmann and
Heesterbeek、2000）であり、⼈⼝は（Gourley and Lawrence、1977）または（Caswell、2001、§13.3.1）のように誕
⽣シーズンによって構成されます。

4.エントロピーに関する注意

    とする

 初期状態で 
周期mの正の周期⾏列です

（5）で与えられる⾏列Cは既約です
マトリックス  （3）で定義されているのはプリミティブです。

と 、  そして  上記のように定義され、

（13）と（14）は、  そして  （25）で定義される確率ベクトルは、 。⽅程式
 に相当 。（11）の最初の⽅程式は、

 線による確率⾏列です
。

（11）の2番⽬の⽅程式は、

 線による確率⾏列です
。

(F(t)/R0 + T (t))ϕ(t) = ϕ(t + 1). (24)

C = sousdiag(F(t) + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

sousdiag(F(t)/R0 + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

Φ Φ

σ(sousdiag
0≤t≤m−1

( F(t)

R0
+ T (t))) = 1.

R0 ≥ 1 M1 M2 M1 ≤ M2 ⇒ σ(M1) ≤ σ(M2)

1 = σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) ≤ σ(sousdiag

0≤t≤m−1
(F(t) + T (t))) = λ ≤

≤ σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(F(t) +R0T (t))) = R0 σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = R0.

1 ≤ λ ≤ R0 R0 ≤ 1 ≤ ≥

1 ≥ λ ≥ R0

(FN −1)t,s = F(t)Θt,s kt+1 ks+1 Θt,s

F(t)Θt,s

FN
−1

p(t + 1) = A(t) p(t) p(τ)

A(t)

A∗(τ)

λ ℓ(t) r(t)

πi(t) =
ℓi(t) pi(t)

λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩
ωi(t) =

ℓi(t) ri(t)

⟨ℓ(0), r(0)⟩
,

Pi,j(t) =
ℓj(t + 1) Aj,i(t)

λ ℓi(t)
, Qi,j(t) =

Ai,j(t) rj(t)

λ ri(t + 1)
.

(25)

(26)

π(t) ω(t) ω(t + m) = ω(t)

p(t + 1) = A(t) p(t) π(t + 1) = π(t) P(t)

P(t)

ω(t) = ω(t + 1) Q(t)

Q(t)

ω(t + 1) = ω(t) P(t)



また注意してください

 したがって、時間的に周期的な定常分布を持つ漸進的不均⼀マルコフ連鎖を定義します 、  逆⾏マル
コフ連鎖を定義します。

    時間におけるこれらの周期的マルコフ連鎖のエントロピー率、つまり「進化的エントロピー」は

m = 1の 場合、⽅程式（25）、（26）および（27）は（Demetrius、1974; Demetrius et al。、2004; Demetrius et al。、
2007）の式と⼀致します。実際、不規則な環境の場合を含む、時間の不均⼀なケースはすでに⼗分に研究されてい
ます（Arnold et al。、1994）。定期的なマルコフ連鎖については、（Ge et al。、2006）も参照してください。

    ⼀定の環境の場合と同様に、エントロピーが成⻑率λにリンクされていることを次の⽅程式で検証できます。 
 「⽣殖能⼒」の場合  によって定義されます

確かに、次の⾏による確率性  そして⽅程式  それを暗⽰する

⼀定の環境のように、 通常、ゼロとは異なります。したがって、Hの最⼤化は最⼤化とは異なります 。
しかし、定数環境とは異なり、固有ベクトルの単純な式はありません  そして  それを仮定しても レス
リー⾏列です。その結果、⼊⼒に関する Hの感度の明⽰的な単純な式を取得することは難しいようです 。数
値法しか使⽤できません。

    （Demetrius et al。、2007; Demetrius and Ziehe、2007; Demetrius et al。、2009）によって検討されたモデルの定期
的なバージョンについて、Hがダーウィンの適応値の優れた尺度であることを⽰すことは興味深いでしょう 。これ
は、今後の作業の対象になる可能性があります。

5。結論

    この記事では、2つの新しい公式を提案しています。もう1つは、定期的な環境での再現性です。さらに、λとの
間の不等式の周期的なケースに⼀般化します。 クッシングと周によって⼀定の環境で証明されました。また、
成⻑の速度と進化のエントロピーを関連付ける⽅程式を周期的なケースに⼀般化します。

    私たちの意⾒では、式 定期的な環境では、短期的に役⽴つ可能性が最も⾼いです。パラメータ 確かに疫
学者の間で⾮常に⼈気があります。会議もこのテーマのみで開催されました（パリ、2008年10⽉29〜31⽇）。さら
に、気候変動への関⼼が⾼まっています。潜在的な結果の1つは、マラリア、デング熱、⻄ナイル熱、チクングニ
アなどの媒介動物感染症の発⽣または再発です。これらの病気はなくなりました。これらの疾患はすべて、媒介動
物の個体群により強い季節変動を⽰します。 発⽣を防ぐために殺される必要があるベクトルの割合またはワク
チン接種される必要がある⼈々の割合に密接に関連しています。通常の計算⽅法 流⾏のタイムスケールが数か
⽉を超えるとすぐに、⽉次ベクトル密度を使⽤してその年の各⽉について「ローカルに」は流⾏のしきい値に関し
て根拠がなくなります。の式 正しいしきい値を与えます。また、この式を使⽤して、特に夏の気温が⾼く冬の
気温が低くなるなど、年間の変動が均⼀でない場合に、⼩さな気候変動に対する感度を調べることもできます。出
⽣率、死亡率、潜伏期間などの特定のモデルパラメータは、温度に直接関係します。

ありがとう

Qi,j(t) = ωj(t) Pj,i(t)/ωi(t + 1).

P(t) ω(t) Q(t)

H = −
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Pi,j(t) . (27)

log λ = H + Φ Φ

Φ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Aj,i(t).

P(t) ω(t + 1) = ω(t)P(t)

H + Φ − log λ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) [log ℓi(t) − log ℓj(t + 1)] = 0.

Φ ρ = log λ

ℓ(t) r(t) A(t)

Ai,j(t)

R0

R0 R0

R0

R0

R0



    報告者のコメントに続いて、セクション3および4が追加されました。JAJ MetzとO. Diekmannは、§3.4の解釈を提
案しました。
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