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resumen

Este articulo considera tres aspectos diferentes de los modelos de matriz periddica de poblaciones. Primero, obtenemos una formula para el analisis de sensibilidad
de la tasa de crecimiento A que es mas simple que la encontrada por Caswell y Trevisan. Segundo, generalizamos la férmula de reproducibilidad. R en un entorno
constante en el caso de un entorno periodico. También generalizamos las desigualdades entre A y R probado por Cushing y Zhou. Tercero, se hacen algunos
comentarios sobre la nocion de entropia evolutiva H , introducida por Demetrius, y su vinculo con la tasa de crecimiento A en el caso periodico.

1. Introduccion

Hace aproximadamente un siglo, Lotka estudié un modelo demografico en tiempo continuo, lineal y estructurado por edad, en el que la poblacion tiende a crecer
exponencialmente. La tasa de crecimiento es p. Varios autores, incluido Leslie, estudiaron en la década de 1940 un modelo de tiempo discreto similar al modelo de
Lotka,

plt+1) = Apl(t)

con una matriz positiva y primitiva 4. Si A es el radio espectral de 4 , la poblacion tiende a crecer exponencialmente como A!. Hamilton estudi6 en la década de 1960
la sensibilidad de p a pequefios cambios en las tasas de fertilidad y mortalidad en cada edad (Hamilton, 1966). Demetrius (1969), Goodman (1971), Caswell (1978) y
otros estudiaron la sensibilidad de A en el modelo de tiempo discreto:

O lir;
— = . 1
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£ es un vector propio a la izquierda, £ A = A £,y r un vector propio a la derecha, Ar = A rde A asociado con el valor propio A. (-, -) denota el producto escalar
habitual de vectores reales.

En la década de 1960, Skellam (1967) comenz6 a estudiar modelos de matriz periddica.
p(t+1) = A(t) p(t)
con A(t +m) = A(t). Esta generalizacion es necesaria porque muchas especies de animales y plantas tienen tasas de fertilidad y mortalidad que estan muy
influenciadas por las estaciones. Excepto por un factor periddico, las poblaciones atin tienden a crecer exponencialmente, ya que AXt. A = \™ es el radio espectral de
la matriz

A(m —1)--- A(1) A0).

En la década de 1990, Caswell y Trevisan (1994) estudiaron la sensibilidad de A. Probaron la igualdad de la matriz

OA ’ Ui(t) wj(t) )
=(A(t—-1)---A0)A(m —1)---A(t+1 (— . 2
(g = (A= 140 Am =1 ate + 1) (2 &
" denota la transposicion de matrices. v(t) es un vector propio a la izquierda y w(t) un vector propio a la derecha de
A'(t)=At—-1)---At—m) = At —1)--- A(0) A(m — 1) --- A(¢) 3)
asociado con el valor propio A. Lesnoff'y col. (2003) demostr6 una férmula ligeramente diferente:
oA ) ,( v;(0) w;(0) ) '
— | =(Am—-1)--- At +1 ——— | (A(t—1)--- A(0)) . 4
(5agy) — (Alm =0+ -+ ) (4FE ) (ate =)+ 4(0) (@

La férmula (2), encontrada en la segunda edicion del libro de Caswell (2001, p. 358), es particularmente utilizada por los bidlogos de campo. Se ha utilizado para
muchas poblaciones: ratones (Grear y Burns, 2007), armifios (Wittmer et al., 2007), bihos (Gervais et al., 2006), halcones y gaviotas (Hunter y Caswell , 2005),
almejas (Ripley y Caswell, 2006), dientes de ledn (Vavrek, 1997), varios pastos (Mertens et al., 2002; Davis et al., 2004), robles (Alfonso-Corrado et al. , 2007),
Cape impatiens (Steets et al., 2007), praderas de melampiros (Ramula, 2008), etc. El primer objetivo de nuestro articulo es sefialar una formula de sensibilidad mas
simple para A (y A = A™) De hecho, Gourley y Lawrence (1977) ya han notado que X es el radio espectral de la matriz C, con

o 0 - 0 A(m —1)
A(0) 0 - 0 0
c=| o 4w . 0 0 . (5)
6 0. A(m;2) O

Siempre asumiremos que la matriz C es irreducible. Considere como en (Brommer et al., 2000) un vector propio a la izquierda
L = (4(0),...,4(m —1))

y un vector propio a la derecha
R = (r(0),...,7(m —1))

de C asociado con el valor propio A. Ampliamos la definicion de £(¢) y r(t) para que £(t + m) = £(¢) y r(¢t + m) = r(t). Mostramos en la seccion 2 que



A 4t +1)n(t) (6)
dAi;(t)  m (€(0),7(0))

A diferencia de (2) y (4), la interpretacion de (6) es una generalizacion simple de lo que generalmente se da para (1) (Caswell, 2001). 4; ;(t) es el nimero de
"descendientes" de tipo i en el tiempo ¢ + / generado por un individuo de tipo j en el tiempo ¢ . La sensibilidad de A con respecto a A; j(t) es proporcional a la
poblacion estable de tipo j en el tiempo #,7;(t) , y al valor reproductivo del tipo i en el tiempo ¢ + 1 ,¢;(t + 1). Los analogos de (6) para modelos periodicos en
tiempo continuo estructurado por edad se encuentran en (Bacaér y Abdurahman, 2008, ecuaciones (10) - (11)) pero también se obtienen al ir al limite con (6 )

La tasa de crecimiento no es el Gnico parametro interesante. En epidemiologia, se presta mucha atencion a la reproducibilidad. En biologia evolutiva, la entropia
evolutiva, que difiere de la tasa de crecimiento pero esta estrechamente relacionada con ella, desempeifiaria un papel importante (Demetrius, 1974; Arnold et al.,
1994; Demetrius et al., 2004; Demetrius y Ziehe, 2007; Demetrius et al., 2009). Una pregunta natural es adaptar estos dos parametros al caso periodico. Este es el
tema de las secciones 3 y 4. Solo explicamos o recordamos como se calculan. No se intenta obtener una formula explicita para su sensibilidad con respecto a los
parametros. En la practica, los analisis de sensibilidad se pueden hacer digitalmente. Pero esto no es explicativo.

En la Seccion 3, presentamos una definicion y una féormula practica para la reproducibilidad en modelos matriciales de poblaciones con coeficientes periodicos de
la forma

p(t+1) = A(t)p(t), A(t) = F(t) + T(t). ()
F(t) modela la reproduccion y T'(t) describe las transiciones. Asumimos

e Ft+m)=F(t),T(t+m)=T(t) Vit

* Fij(t) 2 0,T;(t) > 0

« 2iT(t) <1

» el radio espectral de la matriz cuadrada T'(m — 1) T'(m — 2) - - - T'(0) es estrictamente inferior a 1: la poblacion se extingue si no hay reproduccion.

Con estas hip6tesis, mostramos que Ry es el radio espectral de la matriz

-1

—T(0) I 0 0
FO) o0 0
0 -T1) I
0 F(1) o (®)
* . O . .
0 A 0 F(m-1) 0 . I
I 0 oo 0 —T(m-—1)

I denota la matriz de identidad de tamaiio adecuado. Si ademas la matriz C dada por (5) es irreducible, entonces

La formula (8) y las desigualdades (9) generalizan los resultados obtenidos para un entorno constante (m = 1); Ry es entonces el radio espectral de F (I — T')7!
(Cushing y Zhou, 1994; Cushing, 1998; Li y Schneider, 2002). Este ultimo resultado ya es la generalizacion de la formula de Leslie (en modelos matriciales
estructurados por edad) a modelos matriciales estructurados en tipos. Para otro trabajo en Ry en modelos periodicos de tiempo continuo, ver (Bacaér y Guernaoui,
2006; Bacaér, 2007; Bacaer y Ouifki, 2007; Wang y Zhao, 2008).

En la seccion 4, mencionamos brevemente algunas féormulas sobre la entropia evolutiva H en el contexto de modelos de tiempo discreto con un entorno periddico,
en particular la relacion con la tasa de crecimiento A. Un estudio detallado que incluye entornos aleatorios se encuentra en (Arnold et al., 1994).

2. Analisis de sensibilidad

2.1 La férmula (6)

Comencemos con algunas observaciones preliminares antes de probar la formula (6). p(t) es un vector con k; componentes. Para todos los enteros ¢, A(t) es una
matriz positiva con k; ., lineas y k; columnas De mas, k;,,, = k; y A(t +m) = A(¢). El tamafio de la matriz cuadrada C dada por (5) esk = kg + - - - + k,,_;. El
radio espectral de C es L. Suponemos que la matriz C es irreducible. Este es particularmente el caso si C no tiene fila o columna cero y si A*(0) es irreducible
(Berman y Plemmons, 1979, Teorema 2.2.33). Del teorema de Perron y Frobenius (Seneta, 2006, Teorema 1.5) se deduce que podemos encontrar un vector propio a
la izquierda L y un vector propio a la derecha R de la matriz C asociada con el valor propio A,

LC=)L, CR=A\R, (10)
y todos los componentes de los dos vectores son estrictamente positivos. Los vectores L y R son unicos, excepto por una constante multiplicativa. Vamos a escribir
L = (4(0),...,4(m —1))y R = (r(0),...,r(m — 1)), donde cada £(t) y r(t) es un vector con k; componentes. Ademas, ampliemos la definicion de £(¢) y r(¢) a
todos los enteros ¢ para que £(t + m) = £(t) y r(t + m) = 7(t). De esta manera, (10) puede reescribirse para todas las ¢ en el formulario
LE+1)A®R) =ALE), A@R)r@)=Ar(t+1). (11)
Un calculo simple muestra que C™ es la matriz diagonal por bloques:

C™ = diag[A*(0),..., A*(m — 1)], (12)

y A*(t) esta dado por (3). Como A es el radio espectral de C, \™ es el radio espectral de C™. Las matrices A*(¢) con 0 < ¢ < m — 1 son permutaciones ciclicas
entre si. Por lo tanto, tienen el mismo radio espectral que A*(0). Lo notamos A en la introduccion. Entonces A es también el radio espectral de la matriz en el lado
derecho de (12) y A = A™. Con (10), tenemos

LC™ =X"L, C™R=\"R.
Usando (12),
LE)A*(t) = ATL(t), A*(t)r(t) = ATr(t).
Entonces £(t) también es un vector propio a la izquierda y 7(t) un vector propio a la derecha de A*(¢) asociado con el valor propio A = A™. Usando (11), tenemos
(et +1),p(t+ 1)) = (€t + 1), A(t) p(t)) = (£(t + 1)A(2),p(t)) = A {£(t), p(t))-

Entonces tenemos



vt >, (U(t),p(t) = AT {(T), p(7)) - (13)

En otras palabras, el valor reproductivo total aumenta exponencialmente como en los modelos de tiempo continuo en un entorno constante (Fisher, 1930) o periédico
(Bacaér y Abdurahman, 2008, apéndice A). Tenga en cuenta que la definicion de valor reproductivo utilizada por Tuljapurkar (2000, ecuacion (3.1.8)) para modelos
en un entorno variable arbitrario no coincide con la nuestra cuando se especializa en el caso periddico. De (11), también vemos que si 7 = 0y p(0) = r(0), se tiene
p(t) = A r(t). De (13), obtenemos

(£@),r(8)) = (€(0),7(0)) - (14)

Como se supone que la matriz C es irreducible, el valor propio A es un valor propio simple (Seneta, 2006, Teorema 1.5). Con1 < a, 8 < k, se sigue de (Caswell,
1978, ecuacion (10)) o de la teoria clésica de las perturbaciones (Kato, 1984) que

O\ L. Ry

— = . 15
5C.; LR 1
L, es el elemento en la posicion a de L , y Rges el elemento en la posicion B del vector R . Pero tenga en cuenta que sia = kg + - - - + k; + i (modulo k) y
B=ko+-- +k1+jeon0<t<m-—1,1<i<k1yl<j<ke,setiene Cop = A;;(t),La =Li(t+1),Rg=r;(t)y
m—1
(L, R) = ) (£(n),r(n)) = m (£(0),7(0)) (16)
n=0

por (14). Entonces, la formula de sensibilidad (6) finalmente resulta de (15). Porque A = A™, existe un vinculo obvio entre la formula de sensibilidad para A y la de
A

oA
—mA 17
BAi,j(t) n 3Ai7]‘(t) ( )

2.2 Limite continuo de modelos estructurados por edad.

Consideremos como en (Skellam, 1967) el caso particular donde cada matriz A(%) es una "matriz de Leslie" de tamafio fijo k

) folt) - fria®)  fil)

sit) 0 0 0
0 0 sk,l.(t) 0

Con (6), tenemos

= : (18)

oA L(t+1)r(D) M Lia(t+1)m(t)
afi(t)  m£(0),7(0)) *  Bsi(t) m (£(0),7(0))

Estas son las generalizaciones al caso periddico de las formulas dadas, por ejemplo, en (Goodman, 1971). Consideremos ahora el limite continuo de este modelo,
con un paso de tiempo 6 — 0, con k — +00 y m — +0o0 pero con m & = @ constante. La discreta funcion f;(t) se acercara, con un pequefio abuso en la notacion, a
una funcién continua f(t, z) con f;(t) ~ f(¢4,4d) d. Del mismo modo, podemos introducir una tasa de mortalidad continua p(¢, z) y funciones propias continuas
£(t,z) y r(t, z) asociado con el limite continuo del modelo de Leslie, es decir, las ecuaciones de McKendrick y von Foerster. Ver (Michel et al., 2005, ecuaciones
(5.5) - (5.6)) y (Bacaér y Abdurahman, 2008, ecuaciones (5) y (7)). Por una pequefia molestia f;(t) = fi(0> t)+e fi(l) (t), la tasa de crecimiento por periodo A es tal
que A =A® + £ AD) 4 o(e) Sie — 0, conde (16), (17) y (18),

m— 0 0 1
w60+ 1) V) 1)
>
o S 40 0 ()

A —m (A(O))

Al limite m — 400, obtenemos

) foo I 00(£,0) rO(¢,z) fO(t,2) d dt

A =g AQ - (19)
Jo Jo O, z) rO)(t, 2) dz dt
Entre la tasa de crecimiento por periodo A y la tasa de crecimiento instantanea p, tenemos la relacion
A=e?
Entonces tenemos p = pm) +e p(l) + o(€) con A =9AO) p<1>. Con (19), obtenemos una férmula para p(l) que es idéntico a (Bacaér y Abdurahman, 2008,
ecuaciones (8) y (11)), como podria esperarse. Un limite similar en (18) da la sensibilidad con respecto a sq(t). Obtenemos las formulas (8) y (10) de Bacaér y
Abdurahman (2008), que corresponden a pequeflas variaciones en la tasa de mortalidad en el modelo de tiempo continuo.
3. Reproducibilidad
3.1 Definicion en el caso periédico
Para las ecuaciones de renovacion
00 t
n(t)=> K(tz)n(t—z) , n(t)=Y K(t,z)n(t—z)+v(t) (20)
z=1 =1
con una matriz positiva K (¢, ) con K(t + m,z) = K(t, «) para un entero m , definimos la reproducibilidad R como el radio espectral del operador lineal
o0
u(t) — Y K(t,z) u(t — ) (21)

=1



en el espacio de funciones discretas periodicas del periodo m . Las condiciones en el nicleo K y en v, similares a las de (Thieme, 1984) para las ecuaciones de
renovacion periddicas continuas en el tiempo, pueden garantizar que Rg = 1 es, de hecho, el umbral para el comportamiento asintético de la segunda ecuacion de
renovacion en (20). Tenga en cuenta que una definicion de R similar a (21) se da en (Bacaér y Guernaoui, 2006; Bacaér, 2007; Bacaer y Ouitki, 2007) para modelos
de tiempo continuo. En un ambiente constante, tenemos K (¢, z) = K(z). La definicion basada en (21) implica facilmente que Ry es el radio espectral de la matriz
de la proxima generacion Zle K(z), que es la definicion habitual de Ry en un ambiente constante (Diekmann y Heesterbeek, 2000). En §3.3, mostraremos que
Ro = 1 sirve como umbral en el caso particular del §3.2.

3.2 Caélculo de R Si A(t) = F(¢t) + T(t)

Toma el modelo (7). El vector de nacimientos en el tiempo ¢ es

Tenemos entonces
p(t) =n(t—1)+T(t-1)p(t-1),
n(t) = F(t)n(t — 1) + F)T(t — 1) p(t — 1).
Al repetir este proceso, obtenemos n(t) una ecuacion de renovacion (20) con
Kit,z)=Ft)Tt-1)Tt-2)---Tt—xz+1), Vz>1. (22)
Con x = 1, tenemos K (¢,1) = F(t) : un producto "vacio" de matrices es igual a la matriz de identidad.

Ahora que K (¢, z) fue identificado, Ry es el radio espectral de (21). Nuestro objetivo es mostrar que también es el radio espectral de una determinada matriz, a
saber (8). Tenga en cuenta que desde un punto de vista practico, es facil pedirle a un software matematico que calcule el radio espectral de (8). Pasemos a la prueba.
Definimos

T*(t) =Tt —-1)---T(t —m) =T(t—1)---TO)T(m —1)---T(t), 0<t<m—1.

Tenga en cuenta que el radio espectral de T*(t) es lo mismo que su permutacion circular 7*(0), que es estrictamente menor que 1 por supuesto. I — T*(t) es por lo
tanto invertible y 3722 T*(t)/ = [T —T(t)] ~!. Con una funcién periodica u(t), un simple cambio de indices y (22) dan

oo m—1
Y K(t,z)u(t-z) = F(t) Y O,,u(s), 0<t<m-—1, (23)
=1 =0
@t,s:iT(tfl)u-T(erlfmj):[IfT*(t)rlT(tf1)---T(s+1), 0<s<t—1,
j=0
@t,s:iT(tfl)--.T(Hkmj):[IfT*(t)}*lT(tf1)---T(s+1fm), t<s<m-1
j=1

Pero Ryes el radio espectral del operador lineal (21) sobre el espacio de funciones periddicas del periodo m con valores en RFeen el tiempo ¢ . Este espacio se
identifica con todos los vectores. (u(0),...,u(m — 1)) € R¥ x ... x RF-1 Entonces (23) muestra que R es también el radio espectral de la matriz F©,

s F = diag[F(0),...,F(m —1)]
e © es una matriz m X m de submatrices, con ©;, (0 < t,s <m — 1) Enlalinea" ¢ + 1y "columna" s + 1.

N 'es la matriz en el lado derecho de (8). Podemos verificar facilmente que © multiplicado por A/da la matriz de identidad. Entonces tenemos © = A/ - y Roesel
radio espectral de la matriz FA -

3.3 Desigualdades entre Ry y A

La prueba es una generalizacion del caso periddico de (Li y Schneider, 2002) y se basa en propiedades de matrices positivas, no necesariamente irreductibles, que
se resumen en (Berman y Plemmons, 1979, p. 26-30). Vamos a introducir la notacion. o(-) para el radio espectral de una matriz y la notacion

sousdiag(A(t); 0 <t <m —1)
para la matriz (5). Porque
Ro=o(FN ') =oc(N ' F)

y porqué N ' F es una matriz positiva, existe de acuerdo con (Berman y Plemmons, 1979, teorema 2.1.1) un vector positivo y distinto de cero

® = (¢(0),...,¢(m — 1)) con
N7IFe = R,®.
Entonces tenemos F® = Ry N'®, es decir
F(t)p(t) = Ro(-T(t)d(t) + ¢(t +1)), 0<t<m-—1,
con ¢(m) = $(0). Supongamos ahora que Ro > 0. Tenemos entonces
(F(t)/Ro +T(t))d(t) = p(t + 1). (29)

Pero C = sousdiag(F(t) + T(t); 0 < t < m — 1) es irreducible por hipotesis. Como la irreductibilidad de una matriz solo depende de la nulidad de las entradas
(Berman y Plemmons, 1979, Teorema 2.2.7), la matriz sousdiag(F(t) /Ry + T'(¢); 0 < t < m — 1) También es irreducible. La ecuacion (24) muestra que ® es un
vector propio positivo de esta tltima matriz asociada con el valor propio 1. Entonces, los componentes de ® en realidad son estrictamente positivos (Berman y
Plemmons, 1979, Teorema 2.1.4). Se sigue de (Berman y Plemmons, 1979, corolario 2.1.12) que

J(sousdiag (%z) + T(t))) =1

0<t<m-—1



Supongamos primero que Ro > 1. Para dos matrices positivas M1 y M, My < My = o(M;) < o(M>) (Berman y Plemmons, 1979, Teorema 2.1.5). Entonces
tenemos

1~ o (sousdiag (.2 +7(0)) < o (sousding (F(0)+ 7€) ) =2 <
< o(soogliz(iiig (F(t) + ’R,()T(t))) =TRo a(s(%gziiflg(%z) + T(t))) = Ro.

Asi tenemos 1 < A < Ry. La misma prueba funciona para el caso donde Ry < 1 pero con todo < reemplazado por >. Estoda 1 > A > R,.
3.4 Una interpretacion

La submatriz (FN 71),5,5 = F(t)©y, es una matriz con k41 lineas y ks11 columnas Con la definicion de ©; 5 , podemos verificar que la entrada en la linea iy la
columna j de F(t)©; , es la expectativa de que el nimero de descendientes nacidos en compartimiento i entre los tiempos ¢y ¢ + / (modulo m ) de un individuo

nacidos en el compartimento j entre los tiempos s y s + / (médulo m ). Entonces FN ! esuna especie de matriz de proxima generacion (Diekmann y Heesterbeek,
2000), la poblacion esté estructurada por temporada de nacimiento como en (Gourley y Lawrence, 1977) o (Caswell, 2001, §13.3.1).

4. Algunas observaciones sobre entropia

Asumimos

» p(t+ 1) = A(t) p(t) con la condicion inicial p(7)

e A(t) es una matriz positiva y periodica del periodo m
¢ la matriz C dada por (5) es irreducible

e la matriz A*(7) definido por (3) es primitivo.

Con A, £(t) y r(t) definido como arriba,

1O N A O1(0)

mi(t) )\;725[(7_1))’{2(7)&) i (t) 0 0}4”“((2)» ,(t) (25)
i+ 1) A4, i) T

ij(t) = Agl(t) ) inj(t) = )\rl(t + 1) (26)

Tenga en cuenta que (13) y (14) implican que 7(t) y w(¢) definidos por (25) son vectores de probabilidad, con w(t + m) = w(¢). La ecuacionp(t + 1) = A(t) p(¢)
es equivalente a (¢t + 1) = m(¢) P(t). La primera ecuacion en (11) es equivalente a

e P(t) es una matriz estocéstica por lineas

e w(t) =w(t+1)Q().
La segunda ecuacion en (11) es equivalente a

e Q(t) es una matriz estocéstica por lineas
o w(t+1) =w(t) P(t).

También tenga en cuenta que
Qij(t) = w;(t) Pji(t)/wi(t + 1).

P(t) por lo tanto, define una cadena de Markov no homogénea progresiva con una distribucion estacionaria periodica en el tiempo w(t) , mientras que Q(¢) define
una cadena retrograda de Markov.

La tasa de entropia, o "entropia evolutiva", de estas cadenas periodicas de Markov en el tiempo es
1 m—1
H= 35" wilt) Pylt) log P(0). (27)
t=0 i

Sim = 1, las ecuaciones (25), (26) y (27) coinciden con las formulas de (Demetrius, 1974; Demetrius et al., 2004; Demetrius et al., 2007). De hecho, el caso no
homogéneo en el tiempo, incluido el caso de entornos aleatorios, ya ha sido bien estudiado (Arnold et al., 1994). Para las cadenas periddicas de Markov, ver también
(Ge et al., 2006).

Como en un entorno constante, podemos verificar que la entropia esta vinculada a la tasa de crecimiento A por la ecuacion log A = H + @ si el "potencial
reproductivo" ® es definido por

1 m—1
b= Z Z w;(t) P, ;(t) log Aji(t).
t=0 4,5

De hecho, la estocasticidad por lineas de P(t) y la ecuacion w(t + 1) = w(t)P(t) implica que
1 m—1
H+®—log)= po Z Z w;(t) Pij(t) [log 4;(t) — log £;(t + 1)] = 0.
=0 i

Como en un ambiente constante, ® es generalmente diferente de cero. Entonces maximizar H es diferente de maximizar p = log A. Pero a diferencia de los entornos
constantes, no existen formulas simples para los vectores propios. £(¢) y r(t) incluso si suponemos que A(t) es una matriz de Leslie Como resultado, parece dificil
obtener formulas explicitas simples para la sensibilidad de H a las entradas A4; j(¢). Solo se pueden usar métodos numéricos.

Seria interesante mostrar para las versiones periodicas de los modelos considerados por (Demetrius et al., 2007; Demetrius y Ziehe, 2007; Demetrius et al., 2009)
que H sigue siendo una buena medida del valor adaptativo darwiniano. Este podria ser el tema del trabajo futuro.

5. Conclusion

Este articulo propone dos nuevas férmulas: una para la sensibilidad de la tasa de crecimiento en un entorno periddico que es mas simple que la de Caswell y
Trevisan; el otro para la reproducibilidad en un entorno periddico. Ademas, generalizamos al caso periodico las desigualdades entre A y R probado por Cushing y



Zhou en un ambiente constante. También generalizamos al caso periddico una ecuacion que relaciona la tasa de crecimiento y la entropia de la evolucion.

En nuestra opinion, la formula para R en un entorno periddico es mas probable que sea 1til a corto plazo. El pardmetro R de hecho se ha vuelto muy popular
entre los epidemiologos. Incluso se organizo una conferencia sobre este tema (Paris, 29 y 31 de octubre de 2008). Ademas, existe un creciente interés en el cambio
climatico, una de las posibles consecuencias es la aparicion o el resurgimiento de enfermedades transmitidas por vectores, como la malaria, el dengue, la fiebre del
Nilo Occidental o el chikungunya, en regiones donde Estas enfermedades se habian ido. Todas estas enfermedades exhiben fuertes fluctuaciones estacionales debido
a la poblacion de vectores. Ry esta intimamente relacionado con el porcentaje de vectores que necesitan ser eliminados o el porcentaje de personas que necesitan ser
vacunadas para prevenir brotes. El método habitual de calculo. R "Localmente" para cada mes del afio, usar densidades de vectores mensuales no tiene base en
términos de umbral epidémico tan pronto como la escala de tiempo de una epidemia excede algunos meses. Nuestra formula para R da el umbral correcto. También
podemos usar esta formula para estudiar la sensibilidad a un pequefio cambio climatico, en particular si el cambio no es uniforme en el afio, por ejemplo con
temperaturas mas altas en verano pero temperaturas mas bajas en invierno. Ciertos parametros del modelo, como las tasas de fertilidad y mortalidad y los periodos
de incubacion pueden estar directamente relacionados con la temperatura.

Gracias
Se agregaron las secciones 3 y 4 a raiz de los comentarios de los relatores. JAJ Metz y O. Diekmann sugirieron la interpretacion del §3.4.
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