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Zusammenfassung

Dieser Artikel behandelt drei verschiedene Aspekte von periodischen Matrixmodellen von Populationen. Zunächst erhalten wir eine Formel für die
Sensitivitätsanalyse der Wachstumsrate λ, die einfacher ist als die von Caswell und Trevisan gefundene. Zweitens verallgemeinern wir die Formel für die
Reproduzierbarkeit in einer konstanten Umgebung im Fall einer periodischen Umgebung. Wir verallgemeinern auch Ungleichungen zwischen λ und bewiesen
von Cushing und Zhou. Drittens werden einige Anmerkungen zum von Demetrius eingeführten Begriff der evolutionären Entropie H und seinem Zusammenhang
mit der Wachstumsrate λ im periodischen Fall gemacht.

1. Einleitung

    Vor etwa einem Jahrhundert untersuchte Lotka ein demografisches Modell in kontinuierlicher Zeit, linear und nach Alter strukturiert, bei dem die Bevölkerung
tendenziell exponentiell wächst. Die Wachstumsrate beträgt ρ. Mehrere Autoren, darunter Leslie, untersuchten in den 1940er Jahren ein zeitdiskretes Modell ähnlich
dem Lotka-Modell.

mit einer positiven und primitiven Matrix A. Wenn λ der Spektralradius von A ist , neigt die Population dazu, exponentiell zu wachsen als . Hamilton untersuchte
in den 1960er Jahren die Empfindlichkeit von ρ gegenüber kleinen Veränderungen der Fertilitäts- und Mortalitätsraten in jedem Alter (Hamilton, 1966). Demetrius
(1969), Goodman (1971), Caswell (1978) und andere untersuchten die Empfindlichkeit von λ im diskreten Zeitmodell:

 ist ein Eigenvektor auf der linken Seite, und r ein Eigenvektor rechts, , von  verbunden mit dem Eigenwert λ.  bezeichnet das übliche
Skalarprodukt reeller Vektoren.

    In den 1960er Jahren begann Skellam (1967), periodische Matrixmodelle zu untersuchen

mit . Diese Verallgemeinerung ist notwendig, da viele Tier- und Pflanzenarten Fruchtbarkeits- und Sterblichkeitsraten aufweisen, die stark von den
Jahreszeiten beeinflusst werden. Abgesehen von einem periodischen Faktor neigen die Populationen immer dazu, exponentiell zu wachsen .  ist der
spektrale Radius der Matrix

In den 1990er Jahren untersuchten Caswell und Trevisan (1994) die Empfindlichkeit von Λ. Sie bewiesen Matrixgleichheit

 bezeichnet die Transposition von Matrizen.  ist ein Eigenvektor auf der linken Seite und  ein Eigenvektor rechts von

verbunden mit dem Eigenwert Λ. Lesnoff et al. (2003) haben eine etwas andere Formel bewiesen:

Die Formel (2), die in der zweiten Ausgabe von Caswells Buch (2001, S. 358) zu finden ist, wird insbesondere von Feldbiologen verwendet. Es wurde für viele
Populationen verwendet: Mäuse (Grear and Burns, 2007), Hähne (Wittmer et al., 2007), Eulen (Gervais et al., 2006), Falken und Möwen (Hunter und Caswell) ,
2005), Muscheln (Ripley und Caswell, 2006), Löwenzahn (Vavrek, 1997), verschiedene Gräser (Mertens et al., 2002; Davis et al., 2004), Eichen (Alfonso-Corrado
et al. , 2007), Cape impatiens (Steets et al., 2007), Wiesenmelampyres (Ramula, 2008) usw. Das erste Ziel unseres Artikels ist es, eine einfachere
Empfindlichkeitsformel für λ (und ). In der Tat haben Gourley und Lawrence (1977) bereits bemerkt, dass λ der spektrale Radius der Matrix C ist , mit

Wir werden immer annehmen, dass die Matrix C nicht reduzierbar ist. Betrachten Sie wie in (Brommer et al., 2000) einen Eigenvektor auf der linken Seite

und ein Eigenvektor rechts

von C mit dem Eigenwert λ assoziiert. Wir erweitern die Definition von  und  damit  und . Wir zeigen in Abschnitt 2, dass
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p(t + 1) = A p(t)

λt

∂λ

∂Ai,j
=

ℓi rj

⟨ℓ, r⟩
. (1)

ℓ ℓ A = λ ℓ A r = λ r A ⟨⋅, ⋅⟩

p(t + 1) = A(t) p(t)

A(t + m) = A(t)
λt Λ = λm

A(m − 1) ⋯ A(1) A(0).

( ∂Λ
∂Ai,j(t)

) = (A(t − 1) ⋯ A(0) A(m − 1) ⋯ A(t + 1))
′(

vi(t) wj(t)

⟨v(t), w(t)⟩
). (2)

′ v(t) w(t)

A∗(t) = A(t − 1) ⋯ A(t − m) = A(t − 1) ⋯ A(0) A(m − 1) ⋯ A(t) (3)

( ∂Λ
∂Ai,j(t)

) = (A(m − 1) ⋯ A(t + 1))′(
vi(0) wj(0)

⟨v(0), w(0)⟩
)(A(t − 1) ⋯ A(0))′. (4)

Λ = λm

C = .

⎛⎜⎝ 0 0 ⋯ 0 A(m − 1)
A(0) 0 ⋯ 0 0

0 A(1) ⋱ 0 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ A(m − 2) 0

⎞⎟⎠ (5)

L = (ℓ(0), … , ℓ(m − 1))

R = (r(0), … , r(m − 1))

ℓ(t) r(t) ℓ(t + m) = ℓ(t) r(t + m) = r(t)



Im Gegensatz zu (2) und (4) ist die Interpretation von (6) eine einfache Verallgemeinerung der normalerweise für (1) angegebenen (Caswell, 2001). ist die
Anzahl von Typ i "Nachkommen" zum Zeitpunkt t + 1, die von einer Person vom Typ j zum Zeitpunkt t erzeugt werden . Die Empfindlichkeit von λ in Bezug auf

 ist proportional zur stabilen Population vom Typ j zum Zeitpunkt t , und auf den Reproduktionswert vom Typ i zum Zeitpunkt t + 1 ; . Analoga
von (6) für periodische Modelle in kontinuierlicher Zeit, die nach Alter strukturiert sind, finden sich in (Bacaër und Abdurahman, 2008, Gleichungen (10) - (11)),
aber sie werden auch erhalten, indem man mit (6 an die Grenze geht ).

    Die Wachstumsrate ist nicht der einzige interessante Parameter. In der Epidemiologie wird der Reproduzierbarkeit viel Aufmerksamkeit geschenkt. In der
Evolutionsbiologie würde die evolutionäre Entropie, die sich von der Wachstumsrate unterscheidet, aber eng damit verbunden ist, eine wichtige Rolle spielen
(Demetrius, 1974; Arnold et al., 1994; Demetrius et al., 2004; Demetrius und Ziehe, 2007; Demetrius et al., 2009). Eine natürliche Frage ist, diese beiden Parameter
an den periodischen Fall anzupassen. Dies ist Gegenstand der Abschnitte 3 und 4. Wir erklären oder erinnern uns nur daran, wie sie berechnet werden. Es wird kein
Versuch unternommen, eine explizite Formel für ihre Empfindlichkeit in Bezug auf die Parameter zu erhalten. In der Praxis können Sensitivitätsanalysen digital
durchgeführt werden. Dies ist jedoch kaum erklärend.

    In Abschnitt 3 präsentieren wir eine Definition und eine praktische Formel für die Reproduzierbarkeit in Matrixmodellen von Populationen mit periodischen
Koeffizienten der Form

 modelliert die Reproduktion und beschreibt Übergänge. Wir nehmen an

, 
, 

der spektrale Radius der quadratischen Matrix  ist streng kleiner als 1: Die Bevölkerung ist ausgestorben, wenn es keine
Reproduktion gibt.

Mit diesen Hypothesen zeigen wir das  ist der spektrale Radius der Matrix

bezeichnet die Identitätsmatrix geeigneter Größe. Wenn außerdem die durch (5) gegebene Matrix C nicht reduzierbar ist, dann

Die Formel (8) und die Ungleichungen (9) verallgemeinern die Ergebnisse, die für eine konstante Umgebung erhalten wurden ( );  ist dann der spektrale
Radius von (Cushing und Zhou, 1994; Cushing, 1998; Li und Schneider, 2002). Dieses letzte Ergebnis ist bereits die Verallgemeinerung der Leslie-
Formel (in nach Alter strukturierten Matrixmodellen) auf in Typen strukturierte Matrixmodelle. Für andere Arbeiten an  in periodischen zeitkontinuierlichen
Modellen siehe (Bacaër und Guernaoui, 2006; Bacaër, 2007; Bacaer und Ouifki, 2007; Wang und Zhao, 2008).

    In Abschnitt 4 erwähnen wir kurz einige Formeln bezüglich der Evolutionsentropie H im Zusammenhang mit zeitdiskreten Modellen mit einer periodischen
Umgebung, insbesondere der Beziehung zur Wachstumsrate λ. Eine detaillierte Studie mit zufälligen Umgebungen findet sich in (Arnold et al., 1994).

2. Empfindlichkeitsanalyse

2.1 Die Formel (6)

    Beginnen wir mit einigen Vorbemerkungen, bevor wir die Formel (6) beweisen.  ist ein Vektor mit Komponenten. Für alle ganzen Zahlen t ,  ist eine
positive Matrix mit  Linien und Säulen. Außerdem,  und . Die Größe der durch (5) gegebenen quadratischen Matrix C beträgt

. Der Spektralradius von C ist λ. Wir nehmen an, dass die Matrix C nicht reduzierbar ist. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn C keine
Nullzeile oder -spalte hat und wenn ist irreduzibel (Berman und Plemmons, 1979, Satz 2.2.33). Aus dem Satz von Perron und Frobenius (Seneta, 2006, Satz
1.5) folgt, dass man links einen Eigenvektor L und rechts einen Eigenvektor R der Matrix C finden kann, die dem Eigenwert λ zugeordnet ist.

und alle Komponenten der beiden Vektoren sind streng positiv. Die Vektoren L und R sind bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig. Lass uns schreiben
 und , wo jeder  und  ist ein Vektor mit Komponenten. Erweitern wir außerdem die Definition von

 und von zu allen ganzen Zahlen t so dass  und . Auf diese Weise kann (10) für alle t in der Form neu geschrieben werden

Eine einfache Berechnung zeigt das  ist die diagonale Matrix durch Blöcke:

und ist gegeben durch (3). Weil λ der spektrale Radius von C ist ,  ist der spektrale Radius von . Matrizen  mit sind zyklische
Permutationen voneinander. Sie haben daher den gleichen Spektralradius wie . Wir haben es Λ in der Einleitung notiert. Λ ist also auch der spektrale Radius
der Matrix auf der rechten Seite von (12) und . Mit (10) haben wir

Mit (12),

Damit  ist auch ein Eigenvektor auf der linken Seite und  ein Eigenvektor rechts von  mit dem Eigenwert verbunden . Mit (11) haben wir

∂λ

∂Ai,j(t)
=

ℓi(t + 1) rj(t)

m ⟨ℓ(0), r(0)⟩
 . (6)

Ai,j(t)

Ai,j(t) rj(t) ℓi(t + 1)

p(t + 1) = A(t) p(t), A(t) = F(t) + T (t). (7)

F(t) T (t)

F(t + m) = F(t) T (t + m) = T (t) ∀t

Fi,j(t) ≥ 0 Ti,j(t) ≥ 0
∑i Ti,j(t) ≤ 1

T (m − 1) T (m − 2) ⋯ T (0)

R0

−1

.

⎛⎜⎝F(0) 0 ⋯ 0

0 F(1) ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 F(m − 1)

⎞⎟⎠⎛⎜⎝−T (0) I 0 ⋯ 0

0 −T (1) I ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I

I 0 ⋯ 0 −T (m − 1)

⎞⎟⎠ (8)

I

R0 ≥ 1 ⇒ 1 ≤ λ ≤ R0 , 0 < R0 ≤ 1 ⇒ R0 ≤ λ ≤ 1. (9)

m = 1 R0
F (I − T )−1

R0

p(t) kt A(t)
kt+1 kt kt+m = kt A(t + m) = A(t)

κ = k0 + ⋯ + km−1
A∗(0)

L C = λ L , C R = λ R , (10)

L = (ℓ(0), … , ℓ(m − 1)) R = (r(0), … , r(m − 1)) ℓ(t) r(t) kt

ℓ(t) r(t) ℓ(t + m) = ℓ(t) r(t + m) = r(t)

ℓ(t + 1) A(t) = λ ℓ(t) , A(t) r(t) = λ r(t + 1) . (11)

Cm

Cm = diag[A∗(0), … , A∗(m − 1)], (12)

A∗(t) λm Cm A∗(t) 0 ≤ t ≤ m − 1
A∗(0)

Λ = λm

LCm = λmL, CmR = λmR.

ℓ(t)A∗(t) = λmℓ(t), A∗(t) r(t) = λmr(t).

ℓ(t) r(t) A∗(t) Λ = λm

⟨ℓ(t + 1), p(t + 1)⟩ = ⟨ℓ(t + 1), A(t) p(t)⟩ = ⟨ℓ(t + 1)A(t), p(t)⟩ = λ ⟨ℓ(t), p(t)⟩.



Also haben wir

Mit anderen Worten, der gesamte Reproduktionswert steigt exponentiell an wie in den zeitkontinuierlichen Modellen in einer konstanten (Fisher, 1930) oder
periodischen (Bacaër und Abdurahman, 2008, Anhang A) Umgebung. Beachten Sie, dass die von Tuljapurkar (2000, Gleichung (3.1.8)) für Modelle in einer
Umgebung mit beliebigen Variablen verwendete Definition des Reproduktionswerts nicht mit unserer übereinstimmt, wenn sie auf den periodischen Fall spezialisiert
ist. Aus (11) sehen wir auch, dass wenn  und , wir haben . Aus (13) erhalten wir

Da angenommen wird, dass die Matrix C irreduzibel ist, ist der Eigenwert λ ein einfacher Eigenwert (Seneta, 2006, Satz 1.5). Mit folgt aus (Caswell,
1978, Gleichung (10)) oder aus der klassischen Störungstheorie (Kato, 1984)

ist das Element in Position α von L und in Position β des Vektors ist das Element R . Beachten Sie jedoch, dass wenn  (Modulo ) und 
 mit ,  und , wir haben , , , und

wegen (14). Die Sensitivitätsformel (6) ergibt sich also letztendlich aus (15). weil gibt es einen offensichtlichen Zusammenhang zwischen der
Empfindlichkeitsformel für λ und der für Λ

2.2 Kontinuierliche Begrenzung altersstrukturierter Modelle

    Betrachten wir wie in (Skellam, 1967) den speziellen Fall, in dem jede Matrix ist eine "Leslie-Matrix" fester Größe k

Mit (6) haben wir

Dies sind die Verallgemeinerungen zum periodischen Fall der Formeln, die beispielsweise in (Goodman, 1971) angegeben sind. Betrachten wir nun die
kontinuierliche Grenze dieses Modells mit einem Zeitschritt mit  und  aber mit Konstante. Die diskrete Funktion  wird sich
mit ein wenig Missbrauch in der Notation einer kontinuierlichen Funktion nähern  mit . Ebenso können wir eine kontinuierliche
Sterblichkeitsrate einführen  und kontinuierliche Eigenfunktionen  und verbunden mit der kontinuierlichen Grenze des Leslie-Modells, nämlich
den Gleichungen von McKendrick und von Foerster. Siehe (Michel et al., 2005, Gleichungen (5.5) - (5.6)) und (Bacaër und Abdurahman, 2008, Gleichungen (5) und
(7)). Für eine kleine Störung ist die Wachstumsrate pro Periode Λ so, dass  wenn mit aus (16), (17) und
(18),

An der Grenze , wir erhalten

Zwischen der Wachstumsrate pro Periode Λ und der momentanen Wachstumsrate ρ haben wir die Beziehung

Also haben wir  mit . Mit (19) erhalten wir eine Formel für Dies ist erwartungsgemäß identisch mit (Bacaër und
Abdurahman, 2008, Gleichungen (8) und (11)). Eine ähnliche Grenze in (18) gibt die Empfindlichkeit in Bezug auf an . Wir erhalten die Formeln (8) und (10)
von Bacaër und Abdurahman (2008), die kleinen Variationen der Sterblichkeitsrate im kontinuierlichen Zeitmodell entsprechen.

3. Reproduzierbarkeit

3.1 Definition im periodischen Fall

    Für die Erneuerungsgleichungen

mit einer positiven Matrix  mit Für eine ganze Zahl m definieren wir die Reproduzierbarkeit  als spektraler Radius des linearen
Operators

∀t ≥ τ, ⟨ℓ(t), p(t)⟩ = λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩ . (13)

τ = 0 p(0) = r(0) p(t) = λt r(t)

⟨ℓ(t), r(t)⟩ = ⟨ℓ(0), r(0)⟩ . (14)

1 ≤ α,β ≤ κ

∂λ
∂Cα,β

=
LαRβ

⟨L,R⟩
. (15)

Lα Rβ α = k0 + ⋯ + kt + i κ

β = k0 + ⋯ + kt−1 + j 0 ≤ t ≤ m − 1 1 ≤ i ≤ kt+1 1 ≤ j ≤ kt Cα,β = Ai,j(t) Lα = ℓi(t + 1) Rβ = rj(t)

⟨L,R⟩ =
m−1

∑
η=0

⟨ℓ(η), r(η)⟩ = m ⟨ℓ(0), r(0)⟩ (16)

Λ = λm

∂Λ
∂Ai,j(t)

= mλm−1 ∂λ
∂Ai,j(t)

 . (17)

A(t)

A(t) = .

⎛⎜⎝f1(t) f2(t) ⋯ fk−1(t) fk(t)
s1(t) 0 ⋯ 0 0

0 s2(t) ⋱ 0

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0 sk−1(t) 0

⎞⎟⎠∂λ
∂fi(t)

=
ℓ1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 ,
∂λ

∂si(t)
=

ℓi+1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 . (18)

δ → 0 k → +∞ m → +∞ mδ = θ fi(t)
f(t,x) fi(t) ≃ f(t δ, i δ) δ

μ(t,x) ℓ(t,x) r(t,x)

fi(t) = f
(0)
i (t) + ε f

(1)
i (t) Λ = Λ(0) + εΛ(1) + o(ε) ε → 0

Λ(1) = m (Λ(0))
m−1
m  

∑m−1
t=0 ∑k

i=1  ℓ(0)
1 (t + 1) r(0)

i (t) f (1)
i (t)

∑m−1
t=0 ∑k

i=1 ℓ(0)
i (t) r(0)

i (t)
.

m → +∞

Λ(1) = θΛ(0) ∫
θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t, 0) r(0)(t,x) f (1)(t,x) dx dt

∫ θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t,x) r(0)(t,x) dx dt

. (19)

Λ = eρ θ.

ρ = ρ(0) + ε ρ(1) + o(ε) Λ(1) = θΛ(0) ρ(1) ρ(1)

sα(t)

n(t) =
∞

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) , n(t) =
t

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) + ν(t) (20)

K(t,x) K(t + m,x) = K(t,x) R0



auf dem Raum der periodischen diskreten Funktionen der Periode m . Bedingungen auf dem Kern K und auf ν, ähnlich denen von (Thieme, 1984) für kontinuierliche
periodische Erneuerungsgleichungen in der Zeit, können dies garantieren ist in der Tat die Schwelle für das asymptotische Verhalten der zweiten
Erneuerungsgleichung in (20). Beachten Sie, dass eine Definition von ähnlich wie (21) ist in (Bacaër und Guernaoui, 2006; Bacaër, 2007; Bacaer und Ouifki,
2007) für kontinuierliche Zeitmodelle angegeben. In einer konstanten Umgebung haben wir . Die auf (21) basierende Definition impliziert dies
leicht  ist der Spektralradius der Matrix der nächsten Generation , das ist die übliche Definition von in einer konstanten Umgebung (Diekmann
und Heesterbeek, 2000). In §3.3 werden wir das zeigen  dient im besonderen Fall von §3.2 als Schwelle.

3.2 Berechnung von  wenn 

    Nimm das Modell (7). Der Vektor der Geburten zum Zeitpunkt t ist

Wir haben dann

Indem wir diesen Vorgang wiederholen, erhalten wir für  eine Erneuerungsgleichung (20) mit

Mit x = 1 haben wir  : Ein „leeres“ Produkt von Matrizen entspricht der Identitätsmatrix.

    Nun das  wurde identifiziert, ist der spektrale Radius von (21). Unser Ziel ist es zu zeigen, dass es sich auch um den Spektralradius einer bestimmten
Matrix handelt, nämlich (8). Beachten Sie, dass es aus praktischer Sicht leicht ist, eine mathematische Software zu bitten, den Spektralradius von (8) zu berechnen.
Wenden wir uns dem Beweis zu. Wir definieren

Beachten Sie, dass der Spektralradius von  ist das gleiche wie das seiner zirkulären Permutation , die unter der Annahme streng kleiner als 1 ist.
 ist daher invertierbar und . Mit einer periodischen Funktion , eine einfache Änderung der Indizes und (22) geben

mit

Aber ist der spektrale Radius des linearen Operators (21) über den Raum der periodischen Funktionen der Periode m mit Werten in zum Zeitpunkt t . Dieser
Raum identifiziert sich mit allen Vektoren . Also (23) zeigt das  ist auch der spektrale Radius der Matrix ,

 ist ein Array  von Untermatrizen mit   in der Schlange"  und "Spalte" .

ist die Matrix auf der rechten Seite von (8). Wir können das leicht überprüfen  multipliziert mit gibt die Identitätsmatrix an. Also haben wir  und
 ist der spektrale Radius der Matrix .

3.3 Ungleichungen zwischen  und 

    Der Beweis ist eine Verallgemeinerung auf den periodischen Fall von (Li und Schneider, 2002) und basiert auf Eigenschaften von nicht unbedingt irreduziblen
positiven Matrizen, die in (Berman und Plemmons, 1979, S. 26-30) zusammengefasst sind. Lassen Sie uns die Notation einführen  für den Spektralradius einer
Matrix und die Notation

für die Matrix (5). weil

und weil  eine positive Matrix ist, existiert nach (Berman und Plemmons, 1979, Satz 2.1.1) ein positiver Vektor und ein Vektor ungleich Null
 mit

Also haben wir , das heißt

mit . Nehmen wir jetzt das an . Wir haben dann

Aber ist durch Hypothese nicht reduzierbar. Da die Irreduzibilität einer Matrix nur von der Nichtigkeit der Einträge
abhängt (Berman und Plemmons, 1979, Satz 2.2.7), ist die Matrix ist auch nicht reduzierbar. Gleichung (24) zeigt das

u(t)⟼
∞

∑
x=1

K(t, x) u(t − x) (21)

R0 = 1
R0

K(t, x) = K(x)
R0 ∑∞

x=1 K(x) R0

R0 = 1

R0 A(t) = F(t) + T (t)

n(t) = F(t) p(t).

p(t) = n(t − 1) + T (t − 1) p(t − 1),

n(t) = F(t)n(t − 1) + F(t)T (t − 1) p(t − 1).

n(t)

K(t, x) = F(t) T (t − 1) T (t − 2) ⋯ T (t − x + 1), ∀x ≥ 1. (22)

K(t, 1) = F(t)

K(t, x) R0

T ∗(t) = T (t − 1) ⋯ T (t − m) = T (t − 1) ⋯ T (0) T (m − 1) ⋯ T (t), 0 ≤ t ≤ m − 1 .

T ∗(t) T ∗(0)

I − T ∗(t) ∑∞
j=0 T ∗(t)j = [I − T ∗(t)]

−1
u(t)

∞

∑
x=1

K(t, x) u(t−x) = F(t)
m−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , 0 ≤ t ≤ m − 1, (23)

Θt,s =
∞

∑
j=0

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]
−1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1), 0 ≤ s ≤ t − 1,

Θt,s =
∞

∑
j=1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]
−1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − m), t ≤ s ≤ m − 1.

R0 R
kt

(u(0), … , u(m − 1)) ∈ R
k0 × ⋯ × R

km−1 R0 FΘ

F = diag[F(0), … , F(m − 1)]
Θ m × m Θt,s (0 ≤ t, s ≤ m − 1) t + 1 s + 1

N
−1

Θ N Θ = N
−1

R0 FN
−1

R0 λ

σ(⋅)

sousdiag(A(t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

R0 = σ(FN −1) = σ(N −1
F)

N
−1
F

Φ = (ϕ(0), … , ϕ(m − 1))

N
−1
FΦ = R0Φ.

FΦ = R0 NΦ

F(t)ϕ(t) = R0(−T (t)ϕ(t) + ϕ(t + 1)), 0 ≤ t ≤ m − 1,

ϕ(m) = ϕ(0) R0 > 0

(F(t)/R0 + T (t))ϕ(t) = ϕ(t + 1). (24)

C = sousdiag(F(t) + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)
sousdiag(F(t)/R0 + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)



 ist ein positiver Eigenvektor dieser letzten Matrix, die dem Eigenwert 1 zugeordnet ist. Also die Komponenten von sind tatsächlich streng positiv (Berman und
Plemmons, 1979, Satz 2.1.4). Aus (Berman und Plemmons, 1979, Folgerung 2.1.12) folgt, dass

Nehmen wir zuerst an, dass . Für zwei positive Matrizen  und , (Berman und Plemmons, 1979, Satz 2.1.5). Also haben
wir

Wir haben also . Der gleiche Beweis gilt für den Fall, in dem  aber mit allen  ersetzt durch . Das gibt .

3.4 Eine Interpretation

    Die Submatrix  ist eine Matrix mit  Linien und Säulen. Mit der Definition von können wir überprüfen, ob der Eintrag in Zeile
i und Spalte j von ist die Erwartung der Anzahl von Nachkommen, die in Kompartiment i zwischen den Zeiten t und t + 1 (Modulo m ) eines in
Kompartiment j geborenen Individuums zwischen den Zeiten s und s + 1 (Modulo m ) geboren wurden. Damit  ist eine Art Matrix der nächsten Generation
(Diekmann und Heesterbeek, 2000), wobei die Bevölkerung nach Geburtsjahreszeiten wie in (Gourley und Lawrence, 1977) oder (Caswell, 2001, §13.3.1)
strukturiert ist.

4. Einige Anmerkungen zur Entropie

    Wir nehmen an

 mit dem Ausgangszustand 
ist eine positive und periodische Matrix der Periode m

Die durch (5) gegebene Matrix C ist nicht reduzierbar
die Matrix  definiert durch (3) ist primitiv.

Mit ,  und  definiert wie oben,

Beachten Sie, dass (13) und (14) dies implizieren  und  definiert durch (25) sind Wahrscheinlichkeitsvektoren mit . Die gleichung
 ist äquivalent zu . Die erste Gleichung in (11) ist äquivalent zu

 ist eine stochastische Matrix durch Linien
.

Die zweite Gleichung in (11) ist äquivalent zu

 ist eine stochastische Matrix durch Linien
.

Beachten Sie auch das

 definiert daher eine progressive inhomogene Markov-Kette mit einer periodischen stationären zeitlichen Verteilung während  definiert eine
retrograde Markov-Kette.

    Die Entropierate oder "evolutionäre Entropie" dieser periodischen Markov-Ketten in der Zeit ist

Wenn m = 1 ist, stimmen die Gleichungen (25), (26) und (27) mit den Formeln von (Demetrius, 1974; Demetrius et al., 2004; Demetrius et al., 2007) überein.
Tatsächlich wurde der inhomogene Fall in der Zeit, einschließlich des Falls zufälliger Umgebungen, bereits gut untersucht (Arnold et al., 1994). Für periodische
Markov-Ketten siehe auch (Ge et al., 2006).

    Wie in einer konstanten Umgebung können wir überprüfen, ob die Entropie durch die Gleichung mit der Wachstumsrate λ verbunden ist  wenn das
"Fortpflanzungspotential"  wird definiert durch

In der Tat ist die Stochastizität durch Linien von  und die Gleichung  implizieren das

Wie in einer konstanten Umgebung, ist im Allgemeinen von Null verschieden. Das Maximieren von H unterscheidet sich also vom Maximieren . Im
Gegensatz zu konstanten Umgebungen gibt es jedoch keine einfachen Formeln für Eigenvektoren  und  auch wenn wir das annehmen ist eine Leslie-
Matrix. Infolgedessen scheint es schwierig zu sein, einfache explizite Formeln für die Empfindlichkeit von H gegenüber Eingaben zu erhalten . Es können nur
numerische Methoden verwendet werden.

Φ Φ

σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = 1.

R0 ≥ 1 M1 M2 M1 ≤ M2 ⇒ σ(M1) ≤ σ(M2)

1 = σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) ≤ σ(sousdiag

0≤t≤m−1
(F(t) + T (t))) = λ ≤

≤ σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(F(t) +R0T (t))) = R0 σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = R0.

1 ≤ λ ≤ R0 R0 ≤ 1 ≤ ≥ 1 ≥ λ ≥ R0

(FN
−1

)t,s = F(t)Θt,s kt+1 ks+1 Θt,s

F(t)Θt,s

FN
−1

p(t + 1) = A(t) p(t) p(τ)
A(t)

A∗(τ)

λ ℓ(t) r(t)

πi(t) =
ℓi(t) pi(t)

λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩
ωi(t) =

ℓi(t) ri(t)

⟨ℓ(0), r(0)⟩
,

Pi,j(t) =
ℓj(t + 1) Aj,i(t)

λ ℓi(t)
, Qi,j(t) =

Ai,j(t) rj(t)

λ ri(t + 1)
.

(25)

(26)

π(t) ω(t) ω(t + m) = ω(t)
p(t + 1) = A(t) p(t) π(t + 1) = π(t) P(t)

P(t)
ω(t) = ω(t + 1) Q(t)

Q(t)
ω(t + 1) = ω(t) P(t)

Qi,j(t) = ωj(t) Pj,i(t)/ωi(t + 1).

P(t) ω(t) Q(t)

H = −
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Pi,j(t) . (27)

log λ = H + Φ
Φ

Φ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Aj,i(t).

P(t) ω(t + 1) = ω(t)P(t)

H + Φ − log λ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) [log ℓi(t) − log ℓj(t + 1)] = 0.

Φ ρ = log λ
ℓ(t) r(t) A(t)

Ai,j(t)



    Es wäre interessant, für periodische Versionen der von (Demetrius et al., 2007; Demetrius und Ziehe, 2007; Demetrius et al., 2009) betrachteten Modelle zu
zeigen, dass H immer noch ein gutes Maß für den darwinistischen Anpassungswert ist. Dies könnte Gegenstand künftiger Arbeiten sein.

5. Schlussfolgerung

    Dieser Artikel schlägt zwei neue Formeln vor: eine für die Empfindlichkeit der Wachstumsrate in einer periodischen Umgebung, die einfacher ist als die von
Caswell und Trevisan; die andere für die Reproduzierbarkeit in einer periodischen Umgebung. Weiterhin verallgemeinern wir auf die periodischen
Fallungleichungen zwischen λ und von Cushing und Zhou in einer konstanten Umgebung bewiesen. Wir verallgemeinern auch auf den periodischen Fall eine
Gleichung, die die Wachstumsrate und die Entropie der Evolution in Beziehung setzt.

    Unserer Meinung nach ist die Formel für in einem periodischen Umfeld ist höchstwahrscheinlich kurzfristig nützlich. Der Parameter ist in der Tat unter
Epidemiologen sehr beliebt geworden. Eine Konferenz wurde sogar nur zu diesem Thema organisiert (Paris, 29.-31. Oktober 2008). Darüber hinaus besteht ein
wachsendes Interesse am Klimawandel. Eine der möglichen Folgen ist das Auftreten oder Wiederauftreten von durch Vektoren übertragenen Krankheiten wie
Malaria, Dengue-Fieber, West-Nil-Fieber oder Chikungunya in Regionen, in denen Diese Krankheiten waren verschwunden. Diese Krankheiten weisen alle starke
saisonale Schwankungen aufgrund der Vektorpopulation auf. ist eng mit dem Prozentsatz der Vektoren verbunden, die getötet werden müssen, oder dem
Prozentsatz der Personen, die geimpft werden müssen, um Ausbrüche zu verhindern. Die übliche Berechnungsmethode "Lokal" für jeden Monat des Jahres unter
Verwendung der monatlichen Vektordichten hat keine Grundlage für die Epidemieschwelle, sobald die Zeitskala einer Epidemie einige Monate überschreitet. Unsere
Formel für gibt den richtigen Schwellenwert an. Wir können diese Formel auch verwenden, um die Empfindlichkeit gegenüber einem kleinen Klimawandel zu
untersuchen, insbesondere wenn die Änderung im Jahr nicht einheitlich ist, beispielsweise mit höheren Sommertemperaturen, aber niedrigeren Wintertemperaturen.
Bestimmte Modellparameter wie Fertilitäts- und Mortalitätsraten sowie Inkubationszeiten können direkt mit der Temperatur zusammenhängen.

Vielen Dank

    Die Abschnitte 3 und 4 wurden nach den Kommentaren der Berichterstatter hinzugefügt. JAJ Metz und O. Diekmann schlugen die Auslegung von §3.4 vor.
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