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ملخص

تتناول ھذه المقالة ثلاثة جوانب مختلفة لنماذج المصفوفة الدوریة للسكان. أولاً ، نحصل على صیغة لتحلیل الحساسیة لمعدل النمو λ وھي أبسط
في بیئة ثابتة في حالة البیئة الدوریة. نعمم أیضا عدم من تلك التي وجدھا Caswell و Trevisan. ثانیاً ، نقوم بتعمیم صیغة التكرار 

أثبت كوشینغ وتشو. ثالثاً ، یتم تقدیم بعض التعلیقات حول فكرة الكون التطوري H ، الذي قدمھ دیمیتریوس ، وارتباطھ المساواة بین λ و
بمعدل النمو λ في الحالة الدوریة.

1 المقدمة

    قبل حوالي قرن من الزمان ، درس لوتكا نموذجًا دیموغرافیاً في الوقت المستمر ، خطیاً ومنظمًا حسب العمر ، حیث یمیل السكان إلى النمو
بشكل كبیر. معدل النمو ρ. درس العدید من المؤلفین ، بما في ذلك لیزلي ، في الأربعینیات نموذجًا زمنیاً منفصلاً یشبھ نموذج لوتكا ،

. درس ھاملتون في الستینات مع مصفوفة إیجابیة وبدائیة أ. إذا كانت λ نصف القطر الطیفي لـ A ، یمیل السكان إلى النمو بشكل كبیر 
حساسیة ρ للتغیرات الصغیرة في معدلات الخصوبة والوفیات في كل عمر (ھاملتون ، 1966). درس دیمتریوس (1969) وجودمان (1971)

وكاسویل (1978) وآخرون حساسیة λ في نموذج الزمن المنفصل:

، من عند  المرتبطة بالقیمة الذاتیة λ.  یشیر إلى و ص متجھ ذاتي على الحق،  ھو ناقل ذاتي على الیسار ، 
المنتج القیاسي المعتاد للمتجھات الحقیقیة.

    في 1960s Skellam (1967) بدأ بدراسة نماذج المصفوفة الدوریة

. ھذا التعمیم ضروري لأن العدید من أنواع الحیوانات والنباتات لدیھا معدلات خصوبة ووفیات تتأثر بشدة مع 
.  نصف القطر الطیفي للمصفوفة بالمواسم. وبصرف النظر عن العامل الدوري ، یمیل السكان دائمًا إلى النمو بشكل مطرد ، مثل

في التسعینات ، درس Caswell و Trevisan (1994) حساسیة Λ. أثبتوا المساواة مصفوفة

 یدل على تبدیل المصفوفات.  ھو ناقل ذاتي على الیسار و  متجھ خارجي على یمین

المرتبطة بالقیمة الذاتیة Λ. لیسنوف وآخرون. (2003) أثبتت صیغة مختلفة قلیلاً:
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Institut de Recherche pour le Développement
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الصیغة (2) ، وجدت في الطبعة الثانیة من كتاب كاسویل (2001 ، ص 358) ، یستخدم بشكل خاص من قبل علماء الأحیاء المیدانیین. تم
استخدامھ للعدید من السكان: الفئران stoats (Wittmer et al. ، 2007) ، (Grear and Burns ، 2007) ، البوم (Gervais وآخرون ،

Vavrek) الھندباء ، (Ripley and Caswell ، 2006) المحار ، (Hunter and Caswell ، 2005) 2006) ، الصقور وطیور النورس
Alfonso-Corrado et al. ، 2007)،) السندیان ، (وآخرون ، 2004 Davis ؛ Mertens et al. ، 2002) 1997 ،) ، الأعشاب المختلفة
Cape impatiens (Steets et al.، 2007)، meadowsweet (Ramula، 2008) ، إلخ. الھدف الأول من مقالتنا ھو الإشارة إلى صیغة

). في الواقع ، لاحظ غورلي ولورنس (1977) بالفعل أن λ ھو نصف القطر الطیفي للمصفوفة C ، مع حساسیة أبسط لـ λ (و 

سنفترض دائمًا أن المصفوفة C غیر قابلة للاختزال. ضع في اعتبارك كما في (Brommer et al.، 2000) متجھاً ذاتیاً على الیسار

وناقل ذاتي على الیمین

. نعرض في القسم 2 من C المرتبطة بالقیمة الذاتیة λ. نحن نوسع تعریف و  لكي  و 
ذلك

ھو عدد من نوع ط "أحفاد" على عكس (2) و (4) ، فإن تفسیر (6) ھو تعمیم بسیط للتفسیر المعطى عادة لـ (1) (كاسویل ، 2001). 
في وقت تي + 1 ولدت من قبل فرد من نوع ي في وقت ر . حساسیة respect فیما یتعلق یتناسب مع العدد المستقر من النوع j في
. تم العثور على نظائر (6) للنماذج الدوریة في الوقت المستمر ، t + 1 في الوقت i وإلى القیمة الإنجابیة للنوع ، ، t الوقت
المنظمة حسب العمر في (باقر وعبد الرحمن ، 2008 ، المعادلات (10) - (11)) ولكن یتم الحصول علیھا أیضًا من خلال الذھاب إلى الحد

الأقصى مع (6) ).

    معدل النمو لیس المعلمة الوحیدة المثیرة للاھتمام. في علم الأوبئة ، یتم إیلاء الكثیر من الاھتمام للتكاثر. في علم الأحیاء التطوري ، تلعب
Arnold et al.، ؛Demetrius، 1974) الإنتروبیا التطوریة ، التي تختلف عن معدل النمو ولكنھا ترتبط ارتباطاً وثیقاً بھ ، دورًا مھمًا

1994؛ Demetrius et al.، 2004؛ دیمیتریوس وزیھي ، 2007 ؛ دیمیتریوس وآخرون ، 2009). السؤال الطبیعي ھو تكییف ھذه
المعلمتین مع الحالة الدوریة. ھذا ھو موضوع القسمین 3 و 4. نحن فقط نوضح أو نتذكر كیف یتم حسابھا. لا توجد محاولة للحصول على

صیغة صریحة لحساسیتھم فیما یتعلق بالمعلمات. من الناحیة العملیة ، یمكن إجراء تحلیلات الحساسیة رقمیاً. لكن ھذا بالكاد شرح.

    في القسم 3 ، نقدم تعریفاً وصیغة عملیة للتكاثر في نماذج مصفوفة من السكان مع معاملات دوریة للشكل

یصف التحولات. ومن المفترض  نماذج التكاثر و 

 ،
 ،

نصف القطر الطیفي للمصفوفة المربعة  أقل من 1 تمامًا: ینقرض السكان إذا لم یكن ھناك
تكاثر.

مع ھذه الفرضیات ، نظھر ذلك  نصف القطر الطیفي للمصفوفة
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یدل على مصفوفة الھویة ذات الحجم المناسب. إذا كان المصفوفة C المعطاة بواسطة (5) غیر قابلة للاختزال ، ثم

) ؛  ھو نصف قطرھا الطیفي  الصیغة (8) وعدم المساواة (9) تعمم النتائج التي تم الحصول علیھا لبیئة ثابتة (
(كوشینغ وزو ، 1994 ؛ كوشینغ ، 1998 ؛ لي وشنایدر ، 2002). ھذه النتیجة الأخیرة ھي بالفعل تعمیم صیغة لیزلي (في نماذج المصفوفة

Bacaër and) المنظمة حسب العمر) إلى نماذج المصفوفة المنظمة في الأنواع. لأعمال أخرى على  في النماذج الدوریة المستمرة ، انظر
.(Wang and Zhao، 2008 ؛Bacaer and Ouifki، 2007 ؛Bacaër، 2007 ؛Guernaoui، 2006

    في القسم 4 ، نذكر بإیجاز بعض الصیغ المتعلقة بتطور الإنتروبیا H في سیاق نماذج الوقت المنفصل مع بیئة دوریة ، ولا سیما العلاقة مع
.(Arnold et al.، 1994) تم العثور على دراسة تفصیلیة بما في ذلك البیئات العشوائیة في .λ معدل النمو

2. تحلیل الحساسیة

2.1 الصیغة (6)

المكونات. للجمیع صحیح ر ،  ھي مصفوفة إیجابیة مع     لنبدأ ببعض الملاحظات الأولیة قبل إثبات الصیغة (6).  ھو ناقل مع 
. حجم المصفوفة المربعة C المعطى بواسطة (5) ھو الأعمدة. علاوة على ذلك،  و   خطوط و 
. نصف قطر C الطیفي ھو λ. نفترض أن المصفوفة C غیر قابلة للاختزال. ھذا ھو الحال بشكل خاص إذا كان
.(Berman and Plemmons، 1979، Theorem 2.2.33) غیر قابل للاختزال C لا یحتوي على صف أو عمود صفري وإذا
یستنتج من نظریة Perron و Frobenius (Seneta، 2006، theorem 1.5) أنھ یمكن للمرء أن یجد متجھاً على الیسار L ومتجھاً على

، λ المرتبطة بالقیمة الذاتیة C للمصفوفة R الیمین

وجمیع مكونات المتجھین إیجابیة تمامًا. تكون المتجھات L و R فریدة باستثناء ثابت الضرب. دعنا نكتب و
المكونات. علاوة على ذلك ، دعنا نوسع تعریف وبناءا حیث كل منھا  و  ھو ناقل مع 

. بھذه الطریقة ، یمكن إعادة كتابة (10) لكل t في لجمیع الأعداد الصحیحة ر بحیث و  على 
النموذج

یظھر حساب بسیط ذلك  ھي المصفوفة القطریة بالكتل:

. المصفوفات مع  تعطى بواسطة (3). لأن λ ھو نصف قطر C الطیفي ، ھو نصف قطر الطیف  و 
. لاحظنا ذلك في المقدمة. لذا Λ ھو ھي تبادلات دوریة لبعضھا البعض. لذلك لدیھم نفس نصف قطر الطیف

. مع (10) لدینا نصف القطر الطیفي للمصفوفة على الجانب الأیمن من (12) و 

باستخدام (12) ،

. باستخدام وبالتالي  ھو أیضا eigenvector على الیسار و  متجھ خارجي على یمین  المرتبطة القیمة الذاتیة 
(11) ، لدینا

−1

.
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⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ I
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⎞⎟⎠ (8)

I

R0 ≥ 1 ⇒ 1 ≤ λ ≤ R0 , 0 < R0 ≤ 1 ⇒ R0 ≤ λ ≤ 1. (9)

m = 1R0F (I − T )−1

R0

p(t)ktA(t)
kt+1ktkt+m = ktA(t + m) = A(t)

κ = k0 + ⋯ + km−1
A∗(0)

L C = λ L , C R = λ R , (10)

L = (ℓ(0), … , ℓ(m − 1))
R = (r(0), … , r(m − 1))ℓ(t)r(t)ktℓ(t)

r(t)ℓ(t + m) = ℓ(t)r(t + m) = r(t)

ℓ(t + 1) A(t) = λ ℓ(t) , A(t) r(t) = λ r(t + 1) . (11)

Cm

Cm = diag[A∗(0), … , A∗(m − 1)], (12)

A∗(t)λmCmA∗(t)
0 ≤ t ≤ m − 1A∗(0)

Λ = λm

LCm = λmL, CmR = λmR.

ℓ(t)A∗(t) = λmℓ(t), A∗(t) r(t) = λmr(t).

ℓ(t)r(t)A∗(t)Λ = λm



اذا لدینا

وبعبارة أخرى ، فإن القیمة الإنجابیة الإجمالیة تزداد أضعافا مضاعفة كما ھو الحال في نماذج الزمن المستمر في بیئة ثابتة (فیشر ، 1930) أو
دوریة (باكیر وعبد الرحمن ، 2008 ، الملحق أ). لاحظ أن تعریف القیمة التناسلیة المستخدمة بواسطة Tuljapurkar (2000 ، المعادلة

(3.1.8)) للنماذج في بیئة متغیرة تعسفیة لا یتطابق مع منطقتنا عندما تكون متخصصة في الحالة الدوریة. من (11) نرى أیضًا ذلك  و
. من (13) نحصل ، نملك 

بما أن المصفوفة C یفترض أنھا غیر قابلة للاختزال ، فإن القیمة الذاتیة λ ھي قیمة ذاتیة بسیطة (Seneta، 2006، Theorem 1.5). مع
یستنتج من (كاسویل ، 1978 ، المعادلة (10)) أو من النظریة الكلاسیكیة للاضطرابات (كاتو ، 1984)

 modulo) لكن لاحظ أنھ إذا . R موقف ناقلات β ھو العنصر في ھو العنصر في الموضع α من L و
 ، ، نملك  ،  و  ) و  مع 

و  ،

، ھناك ارتباط واضح بین صیغة الحساسیة لـ λ وتلك بسبب (14). لذا فإن صیغة الحساسیة (6) تنتج في النھایة عن (15). لان 
Λ الخاصة بـ

2.2 الحد المستمر للنماذج المنظمة حسب العمر

مصفوفة لیزلي ذات حجم ثابت ك     اعتبر كما في (Skellam، 1967) الحالة الخاصة حیث كل مصفوفة 

مع (6) ، لدینا

ھذه ھي تعمیمات الحالة الدوریة للصیغ المعطاة على سبیل المثال في (Goodman، 1971). دعونا الآن ننظر في الحد المستمر لھذا النموذج
ثابت. الوظیفة المنفصلة سیقترب ، مع القلیل من إساءة مع  و  لكن مع  بخطوة زمنیة 

. وبالمثل ، یمكننا إدخال معدل وفیات مستمر  الاستخدام في التدوین ، لوظیفة مستمرة  مع 
المرتبطة بالحد المستمر لنموذج لیزلي ، وھما معادلات ماكندریك وفون فورستر. انظر والوظائف الذاتیة المستمرة  و 

(میشیل وآخرون ، 2005 ، المعادلات (5.5) - (5.6)) و (باقر وعبد الرحمن ، 2008 ، المعادلتان (5) و (7)). لاضطراب صغیر
، من (16) و (17) و ، معدل النمو لكل فترة such ھو أن  إذا 

، (18)

⟨ℓ(t + 1), p(t + 1)⟩ = ⟨ℓ(t + 1), A(t) p(t)⟩ = ⟨ℓ(t + 1)A(t), p(t)⟩ = λ ⟨ℓ(t), p(t)⟩.

∀t ≥ τ, ⟨ℓ(t), p(t)⟩ = λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩ . (13)

τ = 0
p(0) = r(0)p(t) = λt r(t)

⟨ℓ(t), r(t)⟩ = ⟨ℓ(0), r(0)⟩ . (14)
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Lα Rβ

⟨L, R⟩
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LαRβα = k0 + ⋯ + kt + i
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m−1

∑
η=0

⟨ℓ(η), r(η)⟩ = m ⟨ℓ(0), r(0)⟩ (16)

Λ = λm

∂Λ
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= m λm−1 ∂λ

∂Ai,j(t)
 . (17)

A(t)
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0 s2(t) ⋱ 0
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⎞⎟⎠∂λ

∂fi(t)
=

ℓ1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 ,
∂λ

∂si(t)
=

ℓi+1(t + 1) ri(t)
m ⟨ℓ(0), r(0)⟩

 . (18)

δ → 0k → +∞m → +∞m δ = θfi(t)
f(t, x)fi(t) ≃ f(t δ, i δ) δμ(t, x)

ℓ(t, x)r(t, x)

fi(t) = f
(0)
i (t) + ε f

(1)
i (t)Λ = Λ(0) + ε Λ(1) + o(ε)ε → 0



، نحصل عند الحد 

بین معدل النمو لكل فترة Λ ومعدل النمو الآني ρ ، لدینا العلاقة

وھو مطابق لـ (باقر وعبد الرحمن ، . مع (19) نحصل على صیغة لـ  اذا لدینا  مع 
. نحصل على الصیغتین (8) و (10) 2008 ، المعادلتان (8) و (11)) ، كما ھو متوقع. حد مماثل في (18) یعطي حساسیة فیما یتعلق 

من باقر وعبد الرحمن (2008) ، والتي تتوافق مع الاختلافات الصغیرة في معدل الوفیات في نموذج الوقت المستمر.

3. استنساخ

3.1 التعریف في الحالة الدوریة

    لمعادلات التجدید

لعدد صحیح م ، نحدد التكاثر  مثل نصف القطر الطیفي للعامل الخطي مع مصفوفة إیجابیة  مع 

(Thieme ، 1984) مثل تلك الموجودة في ، similar و K على مساحة الوظائف الدوریة الدوریة للفترة م . یمكن أن تضمن شروط النواة
ھو بالفعل عتبة السلوك المقارب لمعادلة التجدید الثانیة في (20). لاحظ أن لمعادلات التجدید الدوریة المستمرة في الوقت ، أن

على غرار (21) في (Bacaër and Guernaoui، 2006؛ Bacaër، 2007؛ Bacaer and Ouifki، 2007) للنماذج الزمنیة تعریف
. التعریف المبني على (21) یعني ذلك بسھولة  ھو نصف القطر الطیفي لمصفوفة المستمرة. في بیئة ثابتة لدینا 

في بیئة ثابتة (دیكمان وھیستربیك ، 2000). في الفقرة 3.3 ، سوف نظھر ذلك ، وھو التعریف المعتاد لـ  الجیل التالي 
 بمثابة عتبة في حالة معینة من 3.2.

3.2 حساب  إذا 

    خذ النموذج (7). متجھ من الولادات في وقت ر ھو

لدینا بعد ذلك

بتكرار ھذه العملیة ، نحصل على  معادلة تجدید (20) مع

مع س = 1 ، لدینا  : منتج "المصفوفات" "الفارغ" یساوي مصفوفة الھویة.

Λ(1) = m (Λ(0))
m−1
m  

∑m−1
t=0 ∑k

i=1  ℓ(0)
1 (t + 1) r(0)

i (t) f (1)
i (t)

∑m−1
t=0 ∑k

i=1 ℓ
(0)
i (t) r

(0)
i (t)

.

m → +∞

Λ(1) = θΛ(0)
∫ θ

0 ∫ ∞
0 ℓ(0)(t, 0) r(0)(t,x) f (1)(t,x) dx dt

∫ θ

0
∫ ∞

0
ℓ(0)(t,x) r(0)(t,x) dx dt

. (19)

Λ = eρ θ.

ρ = ρ(0) + ε ρ(1) + o(ε)Λ(1) = θΛ(0) ρ(1)ρ(1)

sα(t)

n(t) =
∞

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) , n(t) =
t

∑
x=1

K(t,x)n(t − x) + ν(t) (20)

K(t,x)K(t + m,x) = K(t,x)R0

u(t)⟼
∞

∑
x=1

K(t,x)u(t − x) (21)

R0 = 1
R0

K(t,x) = K(x)R0

∑∞
x=1 K(x)R0

R0 = 1

R0A(t) = F(t) + T (t)

n(t) = F(t) p(t).

p(t) = n(t − 1) + T (t − 1) p(t − 1),

n(t) = F(t)n(t − 1) + F(t)T (t − 1) p(t − 1).

n(t)

K(t,x) = F(t)T (t − 1)T (t − 2) ⋯T (t − x + 1), ∀x ≥ 1. (22)

K(t, 1) = F(t)



ھو نصف قطر الطیف (21). ھدفنا ھو إظھار أنھ أیضًا نصف قطر طیفي لمصفوفة معینة ، وھي     الآن ذلك  تم تحدیدھا، 
(8). لاحظ أنھ من الناحیة العملیة ، من السھل أن تطلب من برنامج ریاضي حساب نصف القطر الطیفي لـ (8). دعونا ننتقل إلى البرھان. نحدد

، وھو أقل من 1 بالافتراض.  لذلك ھو عكسھا و لاحظ أن نصف قطر الطیف  ھو نفس التقسیم الدائري 
تغییر بسیط للمؤشرات و (22) عطاء . مع وظیفة دوریة

مع

في الوقت ر . یتم تحدید ھذه ھو نصف القطر الطیفي للعامل الخطي (21) على مساحة الوظائف الدوریة للفترة m بقیم في  لكن 
. لذلك (23) یظھر ذلك  ھو أیضًا نصف القطر المساحة مع جمیع المتجھات

، الطیفي للمصفوفة 

.  صفیف  المصفوفات الفرعیة مع   على الخط"  و "العمود" 

یعطي مصفوفة الھویة. اذا لدینا ھي مصفوفة على الجانب الأیمن من (8). یمكننا التحقق بسھولة من ذلك مضروبا في 
.  و  نصف القطر الطیفي للمصفوفة 

3.3 عدم المساواة بین  و 

    والدلیل ھو تعمیم للحالة الدوریة لقضیة (Li and Schneider، 2002) ویستند إلى خصائص المصفوفات الإیجابیة ، التي لا یمكن
اختزالھا بالضرورة ، والتي یتم تلخیصھا في (Berman and Plemmons، 1979، p.26-30). دعنا نقدم التعریف لنصف القطر

الطیفي للمصفوفة والتدوین

للمصفوفة (5). لان

ولأن  ھي مصفوفة موجبة ، یوجد وفقاً لـ (Berman and Plemmons، 1979، theorem 2.1.1) ناقل إیجابي وغیر صفري
 مع

، ذلك بالقول اذا لدینا 

. لدینا بعد ذلك . افترض الآن أن  مع 

غیر قابل للاختزال عن طریق الفرضیة. نظرًا لأن عدم قابلیة اختزال لكن 
المصفوفة یعتمد فقط على بطلان المدخلات (Berman and Plemmons، 1979، Theorem 2.2.7) ، فإن المصفوفة

أ

K(t, x)R0

T ∗(t) = T (t − 1) ⋯ T (t − m) = T (t − 1) ⋯ T (0) T (m − 1) ⋯ T (t), 0 ≤ t ≤ m − 1 .

T ∗(t)T ∗(0)I − T ∗(t)

∑∞
j=0 T ∗(t)j = [I − T ∗(t)]

−1
u(t)

∞

∑
x=1

K(t, x) u(t−x) = F(t)
m−1

∑
s=0

Θt,s u(s) , 0 ≤ t ≤ m − 1, (23)

Θt,s =
∞

∑
j=0

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]
−1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1), 0 ≤ s ≤ t − 1,

Θt,s =
∞

∑
j=1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − mj) = [I − T ∗(t)]
−1

T (t − 1) ⋯ T (s + 1 − m), t ≤ s ≤ m − 1.

R0R
kt

(u(0), … , u(m − 1)) ∈ R
k0 × ⋯ × R

km−1R0

FΘ

F = diag[F(0), … , F(m − 1)]
Θm × mΘt,s(0 ≤ t, s ≤ m − 1)t + 1s + 1

N
−1

ΘN

Θ = N
−1

R0FN
−1

R0λ

σ(⋅)

sousdiag(A(t); 0 ≤ t ≤ m − 1)

R0 = σ(FN −1) = σ(N −1
F)

N
−1
F

Φ = (ϕ(0), … , ϕ(m − 1))

N
−1
FΦ = R0Φ.

FΦ = R0 NΦ

F(t)ϕ(t) = R0(−T (t)ϕ(t) + ϕ(t + 1)), 0 ≤ t ≤ m − 1,

ϕ(m) = ϕ(0)R0 > 0

(F(t)/R0 + T (t))ϕ(t) = ϕ(t + 1). (24)

C = sousdiag(F(t) + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)



ھو أیضا غیر قابل للاختزال. تظھر المعادلة (24) ذلك  ھو المتجھ الذاتي
Berman and) ھي في الواقع إیجابیة بشكل صارم الإیجابي لھذه المصفوفة الأخیرة المرتبطة بالقیمة الذاتیة 1. إذن مكونات 

Plemmons، 1979، Theorem 2.1.4). ویترتب على ذلك (برمان وبلیمونس ، 1979 ، النتیجة الطبیعیة 2.1.12) ذلك

(برمان وبلیمونس ، 1979 ، نظریة  ، . لمصفوفات موجبة و  لنفترض ذلك أولاً 
2.1.5). اذا لدینا

. ھذا یعطي . نفس الإثبات یعمل في الحالة حیث  ولكن مع كل شيء  وحل محلھ  لقد فعلنا ذلك 
.

3.4 تفسیر

، یمكننا التحقق من أن الأعمدة. مع تعریف     المصفوفة الفرعیة  مصفوفة مع  خطوط و 
ھو توقع عدد الأحفاد المولودین في المقصورة i بین الأوقات t و t + 1 (modulo m ) للفرد الإدخال في السطر i والعمود j من
المولود في المقصورة j بین الأوقات s و s + 1 (modulo m ). وبالتالي ھو نوع من مصفوفة الجیل التالي (دیكمان وھیستربیك ،

2000) ، ویتم تنظیم السكان حسب موسم الولادة كما في (غورلي ولورنس ، 1977) أو (كاسویل ، 2001 ، §13.3.1).

4. بعض الملاحظات حول الكون

    ومن المفترض

 مع الشرط الأولي 
مصفوفة موجبة ودوریة للفترة م

المصفوفة C المعطاة بواسطة (5) غیر قابلة للاختزال
المصفوفة  یعرف بـ (3) بدائي.

،  و  المعرفة على النحو الوارد أعلاه ، مع 

. المعادلة لاحظ أن (13) و (14) تعني ذلك  و  یعرف بـ (25) موجھات احتمالیة مع 
. المعادلة الأولى في (11) تعادل  ما یعادل 

 ھي مصفوفة عشوائیة بخطوط
.

المعادلة الثانیة في (11) تعادل

 ھي مصفوفة عشوائیة بخطوط
.

لاحظ أیضًا أن

sousdiag(F(t)/R0 + T (t); 0 ≤ t ≤ m − 1)Φ
Φ

σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = 1.

R0 ≥ 1M1M2M1 ≤ M2 ⇒ σ(M1) ≤ σ(M2)

1 = σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) ≤ σ(sousdiag

0≤t≤m−1
(F(t) + T (t))) = λ ≤

≤ σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(F(t) +R0T (t))) = R0 σ(sousdiag
0≤t≤m−1

(
F(t)

R0
+ T (t))) = R0.

1 ≤ λ ≤ R0R0 ≤ 1≤≥
1 ≥ λ ≥ R0

(FN
−1

)t,s = F(t)Θt,skt+1ks+1Θt,s

F(t)Θt,s

FN
−1

p(t + 1) = A(t) p(t)p(τ)
A(t)

A∗(τ)

λℓ(t)r(t)

πi(t) =
ℓi(t) pi(t)

λt−τ⟨ℓ(τ), p(τ)⟩
ωi(t) =

ℓi(t) ri(t)

⟨ℓ(0), r(0)⟩
,

Pi,j(t) =
ℓj(t + 1) Aj,i(t)

λ ℓi(t)
, Qi,j(t) =

Ai,j(t) rj(t)

λ ri(t + 1)
.

(25)

(26)

π(t)ω(t)ω(t + m) = ω(t)
p(t + 1) = A(t) p(t)π(t + 1) = π(t) P(t)

P(t)
ω(t) = ω(t + 1) Q(t)

Q(t)
ω(t + 1) = ω(t) P(t)

Qi,j(t) = ωj(t) Pj,i(t)/ωi(t + 1).



، في حین  یحدد سلسلة  لذلك یحدد سلسلة ماركوف غیر المتجانسة التقدمیة مع توزیع ثابت دوري في الوقت المناسب 
ماركوف التراجعیة.

    معدل الانتروبیا ، أو "الانتروبیا التطوریة" ، لسلاسل ماركوف الدوریة في الوقت المناسب

إذا كانت m = 1 ، فإن المعادلات (25) و (26) و (27) تتوافق مع صیغ (Demetrius، 1974؛ Demetrius et al.، 2004؛
Demetrius et al.، 2007). في الواقع ، تم بالفعل دراسة الحالة غیر المتجانسة في الوقت المناسب ، بما في ذلك حالة البیئات العشوائیة

.(Ge et al. ، 2006) لسلاسل ماركوف الدوریة ، انظر أیضًا .(Arnold et al.، 1994)

    كما ھو الحال في بیئة ثابتة ، یمكننا التحقق من ارتباط الإنتروبیا بمعدل النمو λ بواسطة المعادلة  إذا كانت "الإمكانات
الإنجابیة"  یعرف بواسطة

في الواقع ، العشوائیة بخطوط  والمعادلة  یعني أن

. ولكن على عكس البیئات الثابتة ، لا توجد بشكل عام یختلف عن الصفر. لذا فإن تكبیر H یختلف عن تكبیر كما في بیئة ثابتة ، 
مصفوفة لیزلي. ونتیجة لذلك ، یبدو من الصعب الحصول على صیغ صیغ بسیطة للمتجھات الذاتیة و  حتى لو افترضنا ذلك 

. یمكن استخدام الطرق العددیة فقط. بسیطة وصریحة لحساسیة H فیما یتعلق بالمدخلات 

Demetrius and Ziehe، ؛Demetrius et al.، 2007) سیكون من المثیر للاھتمام إظھار النسخ الدوریة للنماذج التي نظر فیھا    
2007؛ Demetrius et al.، 2009) أن H لا یزال مقیاسًا جیدًا للقیمة التكیفیة الداروینیة. قد یكون ھذا موضوع العمل المستقبلي.

5. الخلاصة

    تقترح ھذه المقالة صیغتین جدیدتین: واحدة لحساسیة معدل النمو في بیئة دوریة أبسط من تلك الخاصة بـ Caswell و Trevisan. والآخر
أثبت كوشینغ وتشو في بیئة ثابتة. نقوم أیضا بتعمیم الحالة للتكاثر في بیئة دوریة. علاوة على ذلك ، نقوم بتعمیم التفاوتات الدوریة بین λ و

الدوریة معادلة تتعلق بمعدل النمو و إنتروبیا التطور.

أصبح بالفعل شائعًا جدًا بین علماء في بیئة دوریة من المرجح أن تكون مفیدة على المدى القصیر. المعلمة     في رأینا ، صیغة 
الأوبئة. تم تنظیم مؤتمر فقط حول ھذا الموضوع (باریس ، 29-31 أكتوبر 2008). بالإضافة إلى ذلك ، ھناك اھتمام متزاید بتغیر المناخ ،

ومن العواقب المحتملة ظھور أو عودة ظھور الأمراض المنقولة بالنواقل ، مثل الملاریا وحمى الضنك وحمى غرب النیل أو الشیكونغونیا ، في
یرتبط ارتباطاً وثیقاً بنسبة المناطق التي اختفت ھذه الأمراض. تظھر جمیع ھذه الأمراض تقلبات موسمیة قویة بسبب عدد ناقلات المرض.

"محلیاً" المتجھات التي یجب قتلھا أو النسبة المئویة للأشخاص الذین یحتاجون إلى التطعیم لمنع تفشي المرض. طریقة الحساب المعتادة 
لكل شھر من شھور السنة باستخدام كثافات ناقلات شھریة لیس لھ أساس من حیث عتبة الوباء بمجرد أن یتجاوز النطاق الزمني للوباء بضعة

یعطي العتبة الصحیحة. یمكننا أیضًا استخدام ھذه الصیغة لدراسة الحساسیة لتغیر مناخي صغیر ، لا سیما إذا لم یكن أشھر. صیغتنا ل 
التغییر متجانسًا في العام ، على سبیل المثال درجات حرارة الصیف المرتفعة ولكن درجات حرارة الشتاء المنخفضة. یمكن أن ترتبط معلمات

نموذجیة معینة مثل معدلات الخصوبة والوفیات وفترات الحضانة ارتباطاً مباشرًا بدرجات الحرارة.

شكر

    تمت إضافة القسمین 3 و 4 بعد تعلیقات المقررین. اقترح JAJ Metz و O. Diekmann تفسیر الفقرة 3.4.

المراجع الببلیوغرافیة

 

P(t)ω(t)Q(t)

H = −
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Pi,j(t) . (27)

log λ = H + Φ
Φ

Φ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) log Aj,i(t).

P(t)ω(t + 1) = ω(t)P(t)

H + Φ − log λ =
1

m

m−1

∑
t=0

∑
i,j

ωi(t) Pi,j(t) [log ℓi(t) − log ℓj(t + 1)] = 0.

Φρ = log λ

ℓ(t)r(t)A(t)
Ai,j(t)
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R0R0

R0

R0
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W. D.  Hamilton,  (1966), The moulding of senescence by natural selection,
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Reproductive effort and reproductive value in periodic environments,
Amer.  Natur.  155,  454– 472.



 
  

 

 

 

 

  
 

 

 

 
 

 

  
  

  
  

 

 
 

N.  Bacaër,  X.  Abdurahman,  (2008),
Resonance of the epidemic threshold in a periodic environment, J.  Math.  Biol.  57,  649– 673.
R. A.  Fisher (1930) The Genetical Theory of Natural Selection, Clarendon Press,  Oxford.
L.  Demetrius,  (1974), Demographic parameters and natural selection,
Proc.  Nat.  Acad.  Sci.  USA 71,  4645– 4647.
L.  Arnold,  V. M.  Gundlach,  L.  Demetrius,  (1994),
Evolutionary formalism for products of positive random matrices.
Ann.  Appl.  Prob.  4,  859– 901.
L.  Demetrius,  V. M.  Gundlach,  G.  Ochs,  (2004),
Complexity and demographic stability in population models, Theor.  Pop.  Biol.  65,  211– 225.
L.  Demetrius,  V. M.  Gundlach,  M.  Ziehe,  (2007),
Darwinian fitness and the intensity of natural selection : Studies in sensitivity analysis,
J.  Theor.  Biol.  249,  641– 653.
L.  Demetrius,  M.  Ziehe,  (2007), Darwinian fitness, Theor.  Pop.  Biol.  72,  323– 345.
L.  Demetrius,  V. M.  Gundlach,  G.  Ochs,  (2009), Invasion exponents in biological networks.
Physica A 388,  651– 672.
J. M.  Cushing,  Y.  Zhou,  (1994),
The net reproductive value and stability in structured population models.
Natural Resource Modeling 8,  1– 37.
J. M.  Cushing (1998) An Introduction to Structured Population Dynamics.
SIAM,  Philadelphie.
C. – K.  Li,  H.  Schneider,  H. ,  (2002),
Applications of Perron– Frobenius theory to population dynamics.
J.  Math.  Biol.  44,  450– 462.
N.  Bacaër,  S.  Guernaoui,  (2006),
The epidemic threshold of vector– borne diseases with seasonality.
J.  Math.  Biol.  53,  421– 436.
N.  Bacaër,  (2007),
Approximation of the basic reproduction number R0 for vector– borne diseases with a periodic ve
Bull.  Math.  Biol.  69,  1067– 1091.
N.  Bacaër,  R.  Ouifki,  (2007),
Growth rate and basic reproduction number for population models with a simple periodic factor,
Math.  Biosci.  210,  647– 658.
W.  Wang,  X.  Zhao,  (2008),
Threshold dynamics for compartmental epidemic models in periodic environments.
J.  Dyn.  Diff.  Equat.  20,  699– 717.
P.  Michel,  S.  Mischler,  B.  Perthame,  (2005), General relative entropy inequality :
an illustration on growth models, J.  Math.  Pures Appl.  84,  1235– 1260.
A.  Berman,  R. J.  Plemmons (1979) Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences,
Academic Press,  New York.
E.  Seneta (2006) Non– negative Matrices and Markov Chains, Springer,  New York.
S.  Tuljapurkar (1990) Population Dynamics in Variable Environments, Springer,  New York.
T.  Kato (1984) Perturbation Theory for Linear Operators, Springer,  Berlin.
H. R.  Thieme, (1984), Renewal theorems for linear periodic Volterra integral equations.
J.  Integ.  Equ.  7,  253– 277.
O.  Diekmann,  J. A. P.  Heesterbeek (2000) Mathematical Epidemiology of Infectious Diseases.
Wiley,  Chichester.
H.  Ge,  D. Q.  Jiang,  M.  Qian,  (2006), A simple discrete model of Brownian motors :
time– periodic Markov chains. J.  Stat.  Phys.  123,  831– 859.


