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Résumé

Cet article considére trois aspects différents des modeles matriciels pério-
diques de populations. Premieérement, on obtient une formule pour I’ana-
lyse de sensibilité du taux de croissance A qui est plus simple que celle
trouvée par Caswell et Trevisan. Deuxiémement, on généralise la formule
pour la reproductivité nette Ro dans un environnement constant au cas
d’un environnement périodique. On généralise aussi au cas périodique des
inégalités entre A et Ro démontrées par Cushing et Zhou. Troisietmement,
on fait quelques remarques sur la notion d’entropie d’évolution H, intro-
duite par Demetrius, et son lien avec le taux de croissance A dans le cas
périodique.

1 Introduction

Il y a environ un siecle, Lotka a étudié un modele démographique en temps
continu, linéaire et structuré par I’age, dans lequel la population tend a croitre
exponentiellement ; notons p le taux de croissance. Plusieurs auteurs, parmi
lesquels Leslie, ont étudié dans les années 1940 un modele en temps discret
analogue au modele de Lotka, p(t + 1) = Ap(t) avec une matrice A positive et
primitive, et ont montré que la population tend aussi a croitre exponentiellement
comme M, oll A est le rayon spectral de A. Hamilton a étudié dans les années
1960 la sensibilité de p par rapport & de petits changements des taux de fertilité
et de mortalité & chaque age [I]. Demetrius [2], Goodman [3], Caswell [4] et
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d’autres ont étudié dans le modele en temps discret la sensibilité de A :

oA o fiTj
8Ai1j - <€,T> ’ (1)

ou ¢ est un vecteur propre a gauche, £ A = A/, et r un vecteur propre a droite,
Ar = Ar, de A associé & la valeur propre A, et ou (-, -) désigne le produit scalaire
usuel de vecteurs réels.

Dans les années 1960, Skellam [5] a commencé & étudier les modeles matri-
ciels périodiques en temps : p(t + 1) = A(t) p(t) avec A(t +m) = A(t). Cette
généralisation est nécessaire car de nombreuses especes d’animaux et de plantes
ont des taux de fertilité et de mortalité qui sont tres influencés par les sai-
sons. A un facteur périodique pres, les populations tendent toujours a croitre
exponentiellement comme A, ol A = A\ est le rayon spectral de la matrice
A(m —1)--- A(1) A(0). Dans les années 1990, Caswell et Trevisan ont étudié la
sensibilité de A [6]. Ils ont démontré I’égalité matricielle

OA ) 1 v (t) w;i(t)
— | = (At —-1)---A0) A(m —1)--- A(t + 1) <7J , (2)
(3Ai,j(f) ( ) (v(t), w(t))
ou ' désigne la transposition de matrices et ou v(t) est un vecteur propre a
gauche et w(t) un vecteur propre a droite de

A = At —1) - At —m) = A(t —1)---A0) A(m — 1) --- A(t)  (3)

associé & la valeur propre A. Lesnoff et al. [7] ont démontré une formule légérement
différente :

oA\ _ . /ﬂ@&ﬁ%) 1) A0))

(aAi,j(t)) (A(m—1)--- A(t+1)) <<v(0),w(0)> (A(t—1)--- A(0))". (4)
La formule (@), qui se trouve dans la seconde édition du livre de Caswell [8]
p. 358], est particulierement utilisée par les biologistes de terrain. Elle a été
utilisée pour des populations de souris [9], d’hermines [I0], de hiboux [I1], de
faucons et de mouettes [12], de palourdes [13], de pissenlits [I4], d’herbes diverses
[15, [16], de chénes [17], d’impatientes du Cap [18], de mélampyres des prés [19],
etc. Le premier objectif de notre article est de signaler qu’il y a une formule de
sensibilité plus simple pour A (et A = A™). En effet, Gourley et Lawrence [20]
ont déja remarqué que A était le rayon spectral de la matrice

0o 0 - 0 A(m — 1)
AO0) 0 - 0 0
c=| o am - o 0 . (5)
0 0 - Am-2 0

On supposera toujours que les matrices A(t) sont telles que la matrice C' soit
irréductible. Considérons comme dans [2I] un vecteur propre & gauche L =



(£(0),...,€(m — 1)) et un vecteur propre a droite R = (r(0),...,r(m — 1)) de
C' associé & la valeur propre . Etendons la définition de £(¢) et r(¢) & tout ¢ en
posant £(t +m) = £(t) et r(t +m) = r(¢). On montre dans la section 2 que

ON it +1) () (6)
8Ai,j(t) m<€(0)77a(0)> '

Contrairement & (2) et ({@]), 'interprétation de (Bl est une simple généralisation
de celle donnée habituellement pour () [§] : la sensibilité de A par rapport au
nombre de < descendants > A, ;(t) au stade 7 au temps ¢ + 1 engendrés par un
individu au stade j au temps t est proportionnelle a la population stable au stade
J au temps t, r;(t), et & la valeur reproductive au stade ¢ au temps t+1, ¢;(t+1).
Des analogues de (B]) pour des modeles en temps continu structurés par age et
périodiques se trouvent dans [22] équations (10)-(11)] mais elles s’obtiennent
aussi par un passage a la limite & partir de (@)).

Le taux de croissance n’est pas le seul parametre intéressant. En épidémio-
logie, on accorde beaucoup d’attention a la reproductivité nette. En biologie
de I'évolution, I'entropie d’évolution, qui differe du taux de croissance mais
lui est relié de pres, jouerait un role important [24, 25, 26] 27, 28] 29]. Une
question naturelle est d’adapter ces deux parametres au cas périodique. C’est
l’objet des sections 3 et 4. On explique ou rappelle seulement comment ils se
calculent. On ne cherche pas & obtenir de formule explicite pour leur sensibilité
par rapport aux parametres. En pratique, les analyses de sensibilité peuvent se
faire numériquement ; mais bien sir, cela n’est guére explicatif.

Dans la section 3, on présente une définition et une formule pratique pour
la reproductivité nette Ry dans les modeles matriciels de populations avec co-
efficients périodiques de la forme

plt+1) = A(t)p(t), A(t) = F(t) + T(t), (7)

ou F(t) modélise la reproduction et T'(¢) décrit les transitions. Soit m la période
commune. On suppose que F; j(t) > 0,T; ;(t) >0, >, T; j(t) < 1, et que le rayon
spectral de la matrice carrée T(m—1) T (m—2)---T(0) est strictement inférieur
a 1 : la population s’éteint s’il n’y a pas de reproduction. Avec ces hypotheses,
on montre que R est le rayon spectral de la matrice

—T(0)
FO) 0 0
0 -T(1) I
0 F(1) :
. 0
: . . 0 ) )
0 0 F(m-1) 0 . I
I 0 e 0 =T(m-1)

(8)
ou I désigne la matrice identité de taille adaptée. Si de plus la matrice C' donnée
par (@) est irréductible, alors

RoZlélS)\SRo, 0<Rp<1=Rp <A< 1. (9)



La formule (8) et les inégalités (@) généralisent des résultats obtenus pour un
environnement constant (m = 1); R est alors le rayon spectral de F' (I — 7)1
[30, BT, [32]. Rappelons que ce dernier résultat est déja la généralisation aux
modeles matriciels structurés en stades de la formule de Leslie pour Ry dans
les modeles matriciels structurés par age. Pour d’autres travaux sur Ry dans les
modeles périodiques en temps continu, voir [33] [34] [35] [36].

Dans la section 4, on mentionne brievement quelques formules concernant
I’entropie d’évolution H dans le contexte des modeles en temps discret avec un
environnement périodique, en particulier la relation avec le taux de croissance
A. Une étude détaillée comprenant aussi les environnements aléatoires se trouve
dans [25].

2 Analyse de sensibilité

2.1 La formule ([@)

Commengons par quelques remarques préliminaires avant de démontrer la
formule (@). Soit & la taille du vecteur p(t). Pour tout entier ¢, la matrice positive
A(t) a kiqq lignes et k; colonnes; de plus, kiym = kit et A(t +m) = A(¢). Soit
k =ko+ -+ kn—1 la taille de la matrice carrée C' donnée par (B]). Soit A le
rayon spectral de C. Rappelons que la matrice C' est supposée irréductible ; c’est
en particulier le cas si C' n’a pas de ligne ou de colonne nulle et si A*(0) est
irréductible [39, théoreme 2.2.33]). Il résulte du théoréme de Perron et Frobenius
[40, théoréeme 1.5] que l'on peut trouver un vecteur propre & gauche L et un
vecteur propre a droite R de la matrice C' associés a la valeur propre A, les deux
vecteurs ayant toutes leurs composantes strictement positives :

LC=AL, CR=M\R. (10)

Les vecteurs L et R sont uniques a une constante multiplicative pres. Ecrivons
L = (£0),...,4(m—1)) et R = (r(0),...,r(m — 1)), ot chaque £(t) et r(t) est
un vecteur de taille k;. De plus, étendons la définition de £(t) et de r(t) a tous
les entiers ¢ de sorte que £(t +m) = £(t) et r(t + m) = r(t). De cette maniere,
(I0) peut se réécrire pour tout ¢ sous la forme

L+ 1) A) = Lt), A@)rE) =Ar(t+1). (11)
Un calcul simple montre que C™ est la matrice diagonale par blocs :
c™m= diag[A*(O), oy AY(mo— 1)], (12)

ou A*(t) est donné par [B]). Comme A est le rayon spectral de C, A" est le rayon
spectral de C™. Les matrices A*(¢) pour 0 < ¢t < m — 1 sont des permutations
cycliques 'une de l'autre. Elles ont donc le méme rayon spectral que A*(0);
on 'a noté A dans l'introduction. Donc A est aussi le rayon spectral de la
matrice du c6té droit de (I2) et A = A™. De ({{0), il résulte que LC™ = \™L
et C™R = A"R. En utilisant (I2)), on voit que £(t)A*(t) = A™{(t) et que



A*(t)r(t) = X™r(t). Donc £(t) est aussi un vecteur propre a gauche et r(t) un
vecteur propre a droite de A*(t) associé a la valeur propre A = \™. En utilisant
(@I, on voit que (£(t+1),p(t+1)) = (L(t+1), A(t) p(t)) = (L(t+1)A(t),p(t)) =
A{€(t),p(t)). Donc pour tout t > 7,

(€(t), p(t)) = A""7{U(7), p(7)) - (13)

Autrement dit, la valeur reproductive totale croit exponentiellement comme
dans les modeles en temps continu dans un environnement constant [23] ou
périodique [22] appendice A]. Noter que la définition de la valeur reproduc-
tive utilisée par Tuljapurkar pour des modeles dans un environnement variable
arbitraire [41l équation (3.1.8)] ne coincide pas avec la notre quand elle est spe-
cialisée au cas périodique. De (), on voit aussi que si 7 = 0 et p(0) = r(0),
alors p(t) = A r(t). De ([I3)), on obtient que

(@), r(t)) = (£(0),7(0)) . (14)

Puisque la matrice C est supposée irréductible, la valeur propre A\ est une
valeur propre simple [40] théoreme 1.5]. Pour 1 < o, < &, il résulte de [4]
équation (10)] ou de la théorie classique des perturbations [42] que

ON L, Rg
0Chp (L,R)’

(15)

ot L, est le a® élément de L et Rg est le 3¢ élément de R. Mais noter que si
a=ky+- --+k+i(modulok)et S=ko+ - -+ki—1+javec0<t<m-—1,
1<i<kppietl<j<kalorsCop=A,;(t), La =4;(t+1), Rg =1;(t), et

m—1

(L,R) = (t(n),r(n)) = m{£(0),(0)) (16)

n=0

a cause de (I4). Donc la formule de sensibilité (6]) résulte finalement de (I3)).
Noter que puisque A = A™, il y a un lien évident entre la formule de sensibilité
pour A et celle pour A :

Oh o ma OA
OA; ;(t) DA, ;(t)

(17)

2.2 Limite continue des modeéles structurés par ’age

Considérons comme dans [5] le cas particulier ot chaque matrice A(t) est
une < matrice de Leslie > de taille fixée & :

Ji(t)  fa(t) - fk—ol(t) fr(t)

Sl(t) 0 0
A =] 0 s 0
0 0 0 s 0



11 résulte de (@) que

ofi(t)  m(£0),r(0)) * 9si(t)  m(L(0),r(0))
Ce sont les généralisations au cas périodique des formules donnés par exemple
dans [3]. Considérons maintenant la limite continue de ce modele, avec un pas
de temps § — 0, avec k — +o00 et m — +oo mais avec md = 6 fixé. La fonction
discrete f;(t) s’approchera, avec un petit abus dans la notation, d’une fonction
continue f(t,x) telle que f;(t) ~ f(¢6,i6)d. De méme, on peut introduire un
taux de mortalité continu pu(t,z) et des fonctions propres continues £(t,z) et
r(t, x) associées a la limite continue du modele de Leslie, & savoir les équations de
McKendrick et von Foerster (voir [38, équations (5.5)-(5.6)] et [22 équations (5)

et (7)]). Pour une petite perturbation f;(t) = f( )( t)+e f ( ), le taux de
croissance par période A est tel que A = A©) + EA(l + o(¢) quand € — 0, avec

dapres (I8), (I7) et (I5),

1y _ 0\ "t D S 0 +1) 1l
A =m (A ) m—1 (0) ©
t=0 Ez 1 gl (t) T

) £V

()

A la limite m — 400, on obtient

A©) fo Jo 19t,0) (0)(t z) fO(t,x) do dt
fo fo rO(t,z) dr dt

La relation entre le taux de croissance par période A et le taux de croissance
instantané p est A = e??. Donc p = p(@ + e p(M) 4 o(e) avec A = g A©) p(1)
De (@), on tire une formule pour p(M) qui est identique & [22, équations (8) et
(11)], comme on pouvait s’y attendre. Un passage & la limite similaire peut étre
appliqué & la sensibilité par rapport & s, (t) dans (I8) pour obtenir les formules
[22, équations (8) et (10)] correspondant & de petites variations du taux de
mortalité dans le modele en temps continu.

AL =

(19)

3 La reproductivité nette

3.1 Définition dans le cas périodique

Pour les équations de renouvellement de la forme

t

ZKta: (t—z) ou n(t)=> K(t,z)n(t—z)+v(t) (20

rx=1

avec un noyau matriciel positif K(t,z) tel que K(t + m,z) = K(t,z) pour
un entier m, on définit la reproductivité nette Ry comme le rayon spectral de
Iopérateur linéaire

»—>ZKtx (t — ) (21)



sur l'espace des fonctions discrétes m-périodiques u(t). Des conditions sur le
noyau K(t,z) et sur v(t), semblables & celles de [43] pour des équations de
renouvellement périodiques continues en temps, peuvent garantir que Ry = 1
est bien le seuil pour le comportement asymptotique de la seconde équation
de renouvellement dans (20). Mentionnons qu’une définition de R semblable &
(1)) est donnée dans [33} 34 [35] pour les modeles en temps continu, et que dans
un environnement constant, le noyau matriciel K (¢,2) peut s’écrire K(x). La
définition basée sur (2I)) implique facilement que R est le rayon spectral de la
matrice de prochaine génération Y .-, K(z), ce qui est la définition usuelle de
Ry dans un environnement constant [44]. Dans le §3.3] on montrera que Ry = 1
sert bien de seuil dans le cas particulier du §3.21

3.2 Calcul de Ry lorsque A(t) = F(t) + T'(t)

Prenons le modele ([@) et soit n(t) = F(t) p(t) le vecteur des naissances au
temps t. Alors p(t) = n(t — 1) +T(t — 1) p(t — 1). Donc n(t) = F(t)n(t — 1) +
F()T(t—1)p(t — 1). En répétant ce processus, on obtient que n(t) vérifie une
équation de renouvellement (20) avec un noyau

K(t,o) = F(t)T(t—1)T(t —2)--T(t—a+1) (22)

pour tout z > 1. Pour z = 1, noter que K(¢,1) = F(¢) : un produit < vide » de
matrices ést égal a la matrice identité.

Maintenant que le noyau K(t,z) a été identifié, Ry est le rayon spectral
de ([2I). Notre but est de montrer que c’est aussi le rayon spectral d’une cer-
taine matrice, a savoir (8). Noter que d’un point de vue pratique, il est facile
de demander & un logiciel mathématique de calculer le rayon spectral de (8).
Tournons-nous vers la preuve. Introduisons pour tout 0 < ¢ < m — 1 les ma-
trices produits T*(t) = T'(t—1)---T(t—m)=T({t—1)---T(0)T(m—1)---T(t).
Noter que le rayon spectral de T*(t) est le méme que celui de sa permutation
circulaire 7*(0), qui est strictement inférieure & 1 par hypothese. Donc I —T(t)
est inversible et Y% T*(t)) = [I — T*(t)}fl. Fixons t avec 0 < ¢t < m — 1.
Pour toute fonction m-périodique u(t), un simple changement d’indices et ([22])
montrent que

00 m—1
Y K(t,x)u(t—z) =F(t) Y O .u(s), (23)
=1 s=0
ou, puisque T'(t) est m-périodique,
oo . . 1
Ors=» T(t—1)--T(s+1—mj)=[I-T"®t)] T{t—1)---T(s+1)
§=0
si0<s<t—1et

Or.s :iT(t—1)~-~T(s—|—1—mj) = [I—T*(t)]flT(t_1)...T(S_|_1_m)



sit < s < m—1. Mais Ry est le rayon spectral de 'opérateur linéaire (2]
sur I'espace des fonctions m-périodiques u(t) a valeurs dans R** au temps t.
Cet espace s’identifie avec ’'ensemble des vecteurs (u(0),...,u(m — 1)) € Rko x
-+ x RFm=1_ Donc (23) montre que Ry est aussi le rayon spectral de la matrice
produit FO, ot F = diag[F(0), ..., F(m—1)] et © est un tableau mxm de sous-
matrices, avec O 5 (0 <t,s <m— 1) dans la < ligne » t+1 et < colonne » s+1.
Soit N =1 la matrice du coté droit de (§). On vérifie facilement que © multiplié
par A/ donne la matrice identité. Donc © = N/ ~! et Rq est le rayon spectral de
la matrice FN 1.

3.3 Inégalités entre R, et A

La preuve est une généralisation au cas périodique de celle de [32] et repose
sur des propriétés des matrices positives, pas nécessairement irréductibles, qui
sont résumées dans [39, p. 26-30]. Introduisons la notation o(-) pour le rayon
spectral d’une matrice et la notation sousdiag(A(¢); 0 < ¢ < m — 1) pour la
matrice (). Puisque Ry = o(FN 1) = o(N~LF) et puisque N71F est une
matrice positive, il existe d’apres [39, théoréeme 2.1.1] un vecteur psoitif et non
nul @ = (¢(0),...,¢6(m — 1)) tel que N"LF® = Ro®. Donc F® = Ry NP,
c’es-a-dire F(t)¢(t) = Ro(=T'(t)o(t) + ¢(t + 1)) pour tout 0 < t < m — 1, ol
lon a posé ¢(m) = ¢(0). Supposons désormais que Rg > 0. Alors

(F(#)/Ro+T(1)o(t) = ¢(t + 1). (24)

Mais C = sousdiag(F'(t) + T'(t); 0 <t < m — 1) est irréductible par hypothese.
Comme l'irréductibilité d’une matrice ne dépend que de la nullité des entrées
[39, théoreme 2.2.7], la matrice sousdiag(F(t)/Ro + T(t); 0 <t < m — 1) est
aussi irréductible. L’équation ([24]) montre que ® est un vecteur propre positif
de cette derniere matrice associé a la valeur propre 1. Donc les composantes
de ® sont en réalité strictement positives [39], théoreme 2.1.4]. Il résulte de [39,
corollaire 2.1.12] que

a(sousdiag(% + T(t))) =1

0<t<m—1 0

Supposons d’abord que Ry > 1. Pour deux matrices positives M; et My, My <
My implique que o(M;) < 0(Mz) [39, théoreme 2.1.5]. Donc

1= a(gg?iiia%(%z) + T(t))) < U((s)cg)liliii%%(F(t) + T(t))) =A<
< 0(32122@1%%(1?@) + RQT(t))) =TRo 0(3212?5%%(%2) + T(t))) = Ro.

Donc 1 < A < Ry. La méme preuve fonctionne pour le cas ou Ry < 1 mais avec
tous les < remplacés par >, ce qui donne 1 > A > Ry.



3.4 Une interprétation

La sous-matrice (FN 1), s = F(t)O; s est de taille k41 X ksi1. On peut
vérifier en utilisant la définition de O, s que I’entrée dans la ligne ¢ et la colonne j
de F(t)©;,s est espérance du nombre de descendants nés dans le compartiment
i entre les temps t et t+ 1 (modulo m) d’un individu né dans le compartiment j
entre les temps s et s+ 1 (modulo m). Donc FAN ™! est une sorte de matrice de
prochaine génération [44], la population étant structurée par saison de naissance
comme dans [20] ou [8, §13.3.1].

4 Quelques remarques sur ’entropie

Supposons que p(t + 1) = A(t) p(t) avec la condition initiale p(7), que A(t)
soit une matrice positive et m-périodique en ¢, que la matrice C donnée par (f)
soit irréductible, et que la matrice A*(7) définie par [B)) soit primitive. Avec A,
£(t) et r(t) définis comme ci-dessus, posons

o GOn®) o GO

i) = 5= umemy C O W)y (25)
_ Gt +1)A5@) o A (@)r@)

P ;(t) = TNLG Qij(t) = A1) (26)

Noter que ([I3) et ([I4) impliquent que 7(¢) et w(t) définis par ([28) sont des
vecteurs de probabilité, avec w(t+m) = w(t). L’équation p(t+1) = A(t) p(t) est
équivalente & w(t+1) = 7 (¢) P(¢). La premiere équation dans (1) est équivalente
au fait que P(t) soit une matrice stochastique par lignes et & w(t) = w(t+1) Q(t).
La seconde équation dans (L) est équivalente au fait que Q(¢) soit une matrice
stochastique par lignes et & w(t + 1) = w(t) P(t). Noter aussi que Q; ;(t) =
w;(t) Pj;(t)/wi(t + 1). Donc P(t) définit une chaine de Markov inhomogene
progressive avec une distribution stationnaire périodique en temps w(t), tandis
que Q(t) définit une chaine de Markov rétrograde.

Le taux d’entropie, ou < entropie d’évolution >, de ces chaines de Markov
périodiques en temps est

H_——ZZwZ P;.(t) log P (t). (27)

t=0 4,5

Quand m = 1, les équations (23)), (26)) et ([27) coincident avec les formules de [24]
20, 27]. En fait le cas inhomogene en temps, y compris le cas des environnements
aléatoires, a déja été bien étudié [25]. Pour les chaines de Markov périodiques
en temps, voir aussi [45].

Comme dans un environnement constant, on peut vérifier que I'entropie est
liée au taux de croissance A\ par l'équation logA = H + @ si le < potentiel
reproductif > ® est défini par

ZZQ}Z P, ;(t) log A ;(1).
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En effet, la stochasticité par lignes de P(t) et ’équation w(t + 1) = w(t)P(t)
impliquent que

H+® —log\ = % D> wilt) Pij(t) log £i(t) — log £ ( + 1)] = 0.

Comme dans un environnement constant, ® est en général différent de zéro.
Donc maximiser H est différent de maximiser p = log A\. Mais contrairement
aux environnements constants, il n’y a pas de formules simples pour les vecteurs
propres £(t) et r(t) méme si I'on suppose que A(t) est une matrice de Leslie.
En conséquence, il semble difficile d’obtenir des formules simples explicites pour
la sensibilité de H par rapport aux entrées A; ;(¢). On ne peut utiliser que des
méthodes numériques.

Il serait intéressant de montrer pour des versions périodiques des modeles
considérés par Demetrius et al. [27) 28] [29] que H est encore une bonne mesure
de valeur adaptative darwinienne. Cela pourrait étre I’objet d’un travail futur.

5 Conclusion

Cet article propose deux nouvelles formules : I'une pour la sensibilité du taux
de croissance dans un environnement périodique qui est plus simple que celle de
Caswell et Trevisan ; 'autre pour la reproductivité nette dans un environnement
périodique. Par ailleurs, on généralise au cas périodique des inégalités entre A
et Ro démontrées par Cushing et Zhou dans un environnement constant. On
généralise aussi au cas périodique une équation reliant le taux de croissance et
I’entropie d’évolution.

A notre avis, la formule pour Ry dans un environnement périodique est celle
qui a le plus de chance d’étre utile a court terme. Le parametre Ry est effet
devenu tres populaire parmi les épidémiologistes. Une conférence a méme été
organisée uniquement sur ce sujet (Paris, 29-31 octobre 2008). De plus il y a un
intérét grandissant pour le changement climatique, une des conséquences po-
tentielles étant I’émergence ou la résurgence de maladies a vecteurs, telles que
le paludisme, la dengue, la fievre du Nil occidental ou le chikungunya, dans des
régions ou ces maladies avaient disparu. Ces maladies présentent toutes de fortes
fluctuations saisonnieres dues a la population de vecteurs. Ry est intimement 1ié
au pourcentage de vecteurs qui doivent étre tués ou au pourcentage de personnes
qui doivent étre vaccinées pour éviter des épidémies. La méthode habituelle de
calcul d’'un R¢ < local » pour chaque mois de I’année en utilisant les densités
mensuelles de vecteurs n’a pas de fondement en terme de seuil épidémique des
que ’échelle de temps d’une épidémie dépasse quelques mois. Notre formule
pour R donne bien le seuil correct. On peut aussi utiliser cette formule pour
étudier la sensibilité de Ry a un petit changement climatique, en particulier si le
changement n’est pas uniforme dans ’année, avec par exemple des températures
estivales supérieures mais des températures hivernales inférieures. Certains pa-
rametres des modeles tels que les taux de fertilité et de mortalité et les périodes
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d’incubation peuvent étre directement liés a la température.

Remerciements. Les sections 3 et 4 ont été ajoutées suite aux commentaires
des rapporteurs. J.A.J. Metz et O. Diekmann ont suggéré 'interpretation du
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