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1 Introdution

Un des buts des théories sienti�ques est la reherhe des onepts uni�ateurs; le onept d'équation d'onde

par exemple reouvre des appliations dans tous les hamps de la physique. Un autre but, lié au premier

est l'extension des hamps d'appliation d'une théorie. Les onepts liés de singularité et d'universalité font

partie de es grands onepts uni�ateurs qui traversent et élairent de nombreux domaines sienti�ques.

En Mathématiques et en Physique, le terme de singularité a un sens préis: 'est un point, ou un ensemble

de points où une grandeur (salaire, veteur, direteur ...) n'est pas dé�nie.

Ce qui peut nous surprendre est qu'au voisinage des singularités les systèmes, dynamiques en mathé-

matiques, thermodynamiques en physique, ont un omportement universel. L'universalité est le fait que

tout une lasse (d'universalité) de systèmes se omporte en �gros� de la même manière, indépendante de la

desription détaillée du système.

Cette notion d'universalité est à rapproher de elle utilisée en informatique quand on parle de la Mahine

de Turing Universelle, ou simplement en référene au fait que la nature physique des portes logiques n'in�ue

pas sur les possibilités d'une mahine.

1.1 Deux réateurs

Les deux théories dont je vais exposer les prinipes ont néessité de longues et di�iles reherhes. La

lassi�ation des singularités des systèmes dynamiques remonte à Henri Poinaré. Elle a abouti à la théorie

des atastrophes de René Thom (1977). C'est à la même époque que Kenneth Wilson a résolu le �mystère
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des transitions de phase� en thermodynamique à partie du groupe de renormalisation, en onluant ainsi une

quête initiée par exemple par Lev Landau dans les années 1930.

René Thom,

théorie des atastrophes, sens et forme 1971

Thom (1977)

Kenneth

Wilson, le groupe de renormalisation et les

lasses d'universalité, 1971 Wilson (1982)

1.2 Des singularités plein les doigts!

Un as simple et pratique de la notion de singularité est elui du odage et de la reonnaissane des empreintes

digitales empreintes (2012).

Les lignes parallèles régulières des empreintes digitales sont interrompues par des singularités, les minuties,
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dont le répertoire est �ni: terminaisons, bifurations, las, iles, delta, noyau ...Sur la �gure de droite, les

terminaisons sont indiquées en rouge et les bifurations en vert.

Pour enregistrer et reonnaitre les empreintes digitales il n'est pas néessaire de traiter une image om-

plète. C'est la position des minuties et leur type qui permettent leur identi�ation.

Les singularités permettent don une interprétation d'un pattern (Sémantique) et une appliation à notre

vie quotidienne (Pragmatique).

Nous voyons ii que singularité ne s'oppose pas à pluralité mais à régularité.

Les singularités des empreintes digitales sont analogues à elles observées en physique des états ondensés,

disinlinaisons des ristaux liquides De Gennes & Prost (1993), disloations Kittel (2005) des ristaux solides.

Ces singularités interrompent l'arrangement symétrique des atomes et des moléules en réant des textures

et sont à l'origine d'un niveau d'organisation �mésosopique� intermédiaire entre le niveau �marosopique�

et le niveau �mirosopique�.

2 La théorie des atastrophes

Le théorie des atastrophes n'a pas surgi du néant mais d'une suession de travaux initiés par Poinaré

(1879), Whitney (1955) et René Thom (1977).

Je vais suivre l'approhe de V.I. Arnold (1983), �Catastrophy theory� Arnold (1990), et ommener par

rapporter la lassi�ation de Whitney des singularités dans le adre des �mappings�, avant de passer aux

systèmes dynamiques en suivant Thom �Stabilité struturelle et morphogénèse�.

2.1 Les singularités des mappings de Whitney 1955

Un mapping est la projetion d'une surfae sur un plan. Exemples: la photographie, un lihé X, l'ombre

résultant de la projetion d'un volume sur une surfae plane.

Cette appliation est dérite par des équations.

Whitney a démontré trois hoses:

• Dans un mapping la plupart des points sont réguliers, (ontinuité et ontinuité des dérivées des équa-

tions), mais ertains points (ou ensembles) sont singuliers (dérivée disontinue par exemple).

• Une singularité est stable: si lorsqu'on transforme ontinuement le mapping on retrouve une singularité

semblable dans le voisinage de la singularité originale.

• Il n'existe que deux singularités stables le pli et la frone, et toute autre singularité se déompose en

plis et en frones.
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2.2 Le pli

Un exemple: la projetion de la sphère (x1, x2) sur
le plan (y1, y2):

y1 = x1
2

y2 = x2

La sphère se projette à l'intérieur du erle, et une

valeur de y1 orrespond à deux valeurs de x1, posi-

tive (l'hémisphère nord) ou négative (l'hémisphère

sud), sauf à l'équateur, la singularité (ligne dou-

ble), orrespondant dans le plan à la frontière du

erle.

2.3 La frone

Projetion de la frone (x1, x2) sur le plan (y1, y2):

y1 = x3

1
+ x1x2

y2 = x2

une valeur de (y1, y2) orrespond soit à une seule valeur

de x1, à l'extérieur du usp (la ligne en double trait dans

le plan (y1, y2)), soit à trois valeurs possibles à l'intérieur.
Sur ligne en double trait une valeur de (y1, y2) orre-

spond à deux valeurs sur la surfae (x1, x2)
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2.4 Les systèmes dynamiques et leurs singularités

Le terme de dynamique est synonyme d'évolution. Un système dynamique est un système dont l'état évolue

au ours du temps. L'équilibre n'est qu'une exeption.

Un système dynamique est dé�ni par des équation di�érentielles. En dynamique newtonienne par exemple,

l'équation fondamentale de la dynamique s'érit:

m
d2x

dt2
= F (x) (1)

x est la variable dépendante du temps t et F (x) la fore appliquée en x. La masse m est un paramètre de

l'équation, l'expression de la fore peut en faire apparaitre d'autres. Par exemple, si la fore appliquée est

dûe à un ressort, F (x) = −kx, où k est un autre paramètre du système (dans e as, en réalité la dynamique

ne dépend que du paramètre

k
m
)

Une dynamique peut être dérite par un hamp de veteurs dans un espae de phase: le veteur représente

la vitesse du système et la position, l'état du système.

Les points où la vitesse est nulle sont des singularités: l'orientation de la vitesse n'y est pas dé�nie.
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2.5 Systèmes dynamiques: Singularités et bifurations (Poinaré)

noeud
stable

noeud
instable

col

Singularités dans un espae de phase à deux di-

mensions. La vitesse est dé�nie sur tous les points

de la trajetoire, sauf au ol et aux deux noeuds.

x

lambda

Bifuration dans un système à une variable x et

un paramètre λ.

dx

dt
= λx− x3

(2)

Dans le plan (x, λ) les �èhes vertiales représen-
tent la vitesse. Une bifuration est un point (ii

x = λ = 0) où hangent qualitativement ertaines

propriétés du système. Pour λ positif il existe deux
branhes attratries x = ±

√
λ; pour λ négatif,

seule la branhe x = 0 est attratrie.
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2.6 Catastrophes (Thom)

Une atastrophe est une réponse disontinue du système résultant d'une in�me variation d'un paramètre.

y

mu

y est une variable, µ un paramètre. Les �èhes

vertiales représentent la vitesse. La position de

l'équilibre en y varie brusquement pour les valeurs

de µ orrespondant à une pente vertiale

2.7 Classi�ation des atastrophes à la Thom

Thom (1977) s'intéresse aux systèmes dynamiques dont la vitesse est proportionnelle au gradient d'un po-

tentiel:

dx

dt
= −

dV

dx
(3)

Le système évolue vers le(s) minimum du potentiel où la vitesse est nulle et son orientation indéterminée.

Ces points (lignes ou surfaes) stationaires peuvent orrespondre à des équilibres (exemple le noeud stable

de la �gure 2.5).

Thom a lassé les surfaes d'équilibre dans l'espae (variables, paramètres). Il n'existe qu'un petit nombre

de atastrophes struturellement stables, fontion du nombre de variables et de paramètres du potentiel. Pour

les potentiels dépendant d'au plus 2 variables et 4 paramètres il n'existe que 7 atastrophes struturellement

stables. Au voisinage de la singularité le potentiel peut être développé en série. Les di�érentes singularités

dépendent des premiers termes de e développement en série.

On retrouve ainsi le pli:
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2.8 Le pli

x

a
V = x3 + ax , v = −3x2 − a (4)

Pour a négatif, le potentiel a deux extrema, un

stable (x > 0) et l'autre (x < 0) instable. Pour a
positif, le potentiel n'a plus d'extremum.

2.9 La frone

u

v

V (x, u, v) = x4 + ux2 + vx, v = −4x3 − 2ux− v

x est la variable, u et v les paramètres. Dans le plan des paramètres la atastrophe se projette sur 2 demi-ars

se renontrant dans un point singulier de rebroussement. A l'intérieur de ette région le potentiel a trois
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extrema en x, à l'extérieur un seul.

2.10 La vision Thomiste

Je passe sur les atastrophes de rang plus élevé (queue d'aronde, le papillon, les trois ombilis illustrés au

hapitre 5 du livre �Stabilité struturelle et morphogénèse� de Thom (1977) ) qui néessitent des représenta-

tions plus di�iles à interpréter.

Pour Thom, les formes que nous perevons dans la nature sont des attrateurs d'une dynamique �métabolique�

(= énergie). D'où l'idée d'appliquer la théorie des atastrophes à l'étude des formes dérites en géologie, en

biologie (spéialement en embryologie), en optique (ex. les austiques), aux interfaes �uides et.

A l'époque du rédutionnisme triomphant (suivant lequel le niveau mirosopique est la seule expliation

omplète des phénomènes marosopiques), le livre de Thom a représenté un retour vers une physique

marosopique de la forme.

L'extension de la théorie des atastrophes aux sienes humaines (la sémiotique, les sienes ognitives

et soiales) a reçu un aueil mitigé hez les spéialistes et C. Zeeman l'un des promoteurs les plus zélés

a susité des ritiques en�ammées. Thom lui même a été très agressif vis-à-vis des autres théoriiens de

l'auto-organisation (�Halte au hasard, silene au bruit�, Le Débat 1980).

Aujourd'hui la vogue des atastrophes est retombée, mais peut-être pare que tout le monde fait des

atastrophes omme monsieur Jourdain faisait de la prose. Au début des années 70, le livre a eu une in�uene

onsidérable par exemple dans l'émergene de la Biologie Théorique en Frane (séminaires de l'abbaye de

Soligna) et a inspiré de nombreuses reherhes en Europe et en URSS.

3 Transitions de phase

Les milieux matériels peuvent exister sous di�érentes phases physiques à l'exemple de l'eau, H2O , dont les

trois phases, glae, eau liquide, vapeur d'eau nous sont familières. Les phases d'un orps pur sont homogènes

et orrespondent dans le as de l'eau à des zones de températures et de pression bien dé�nies. Ces domaines

de phase sont séparés par des transitions abruptes Stanley (1987).

Le même système physique existe don sous forme de phases di�érentes, plus ou moins ordonnées suivant

la température. C'est un aratère fondamental de la méanique statistique dès lors que les éléments du

système interagissent: 'est le as des systèmes quantiques marosopiques, des alliages, des ristaux et. par

opposition aux gaz parfaits. En voii deux exemples.

3.1 La transition liquide vapeur.

L'état du système physique est dé�ni par des variables, ii la densité loale de matière; il dépend de

paramètres, ii la température et la pression.
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Diagramme de phase solide-liquide-gaz

a

. .

Les trois phases existent dans des domaines

préis de température et de pression, les

deux paramètres de ontr�le. Les transi-

tions de phase séparent des régions de phase

homogène, solide, liquide, gaz. Elles appa-

raissent omme des lignes sur la �gure. Le

point ritique est une singularité: la phase

physique n'y est pas dé�nie, et ertaines

grandeurs physiques y sont disontinues, voir

in�nies.

a

Attention à la polysémie du terme phase! Un

diagramme de phase (phase diagram), terme util-

isé en thermodynamique est di�érent d'un espae

de phase (phase portrait), terme mathématique, que

nous avons utilisé préédemment dans la représenta-

tion d'un système dynamique

3.2 La transition ferromagnétique.

Les matériaux magnétiques existent sous forme de phases magnétiques qui di�érent par le paramètre d'ordre,

le moment magnétique du matériau. Le moment magnétique est la résultante de tous les moments élémen-

taires, les spins, portés par les életrons. Ce moment magnétique global est don maximum si tous les spins

sont parallèles, mais il s'annule si les spins ont une orientation aléatoire.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

M
/M

_0

Temperature T/T_c

Magnetisation

La transition ferro/paramagnétique. En x la

température le paramètre de ontr�le, en y

la magnétisation, le paramètre d'ordre. Aux

basses températures, T < Tc, le système

est ferromagnétique, et l'aimantation est non

nulle même en l'absene de hamp extérieur.

Aux hautes temperatures, T > Tc, le système

est paramagnétique, et son aimantation nulle

en l'absene de hamp extérieur.

3.3 Vers une théorie des transitions de phases.

La thermodynamique et la physio-himie sont dominées par les phénomènes de phase et de transition. Mais

la physique statistique a longtemps buté sur une expliation quantitative satisfaisante des phénomènes de

transition de phase. Elle ne réussissait pas à prévoir les températures ritiques par les aluls ab initio. Elle
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n'y réussit pas plus en 2015. Ce n'est qu'en s'intéressant à d'autres propriétés plus générales qu'elle a pu

progresser.

L'importane de la température omme paramètre de ontr�le est l'indie que les transitions de phase

sont des transitions entre une phase ordonnée (à T < Tc) et une phase désordonnée (à T > Tc). Ce sont les

mesures expérimentales très préises des variations du paramètre d'ordre et de ses dérivées au voisinage du

point ritique qui ont mis les physiiens sur la voie.

Transition liquide gaz ferro-paramagnétisme

Paramètre d'ordre et sa dimension densité, 1 moment magnétique, 3

Paramètres de ontr�le pression et température température

Phase ordonnée T < Tc moléules au ontat spins parallèles

Phase désordonnée T > Tc moléules dispersées pas d'orientation préférentielle

Le paramètre d'ordre (densité loale, aimantation), mesurable, dé�nit l'état du système. Aux tempéra-

tures élevées, il est nul et le système physique est anisotrope: toutes les diretions sont équivalentes. A basse

temperature, le paramètre d'ordre est non-nul et la symétrie de rotation est brisée.

3.4 Les exposants ritiques.

Au voisinage de la transition, les grandeurs physiques obéissent à des lois d'éhelle en fontion de l'éart à

la température de transition:

• Le paramètre d'ordre M tend vers zéro suivant:

M ∝ (Tc − T )β (5)

• La haleur spéi�que cv déroit au dessus de Tc suivant:

cv ∝ (T − Tc)
−α

(6)

• La distane de orrélation ξ déroit au dessus de Tc suivant:

ξ ∝ (T − Tc)
−ν

(7)

• La suseptibilité magnétique χ déroit au dessus de Tc suivant:

χ ∝ (T − Tc)
−γ

(8)

Universalité: les exposants ritiques β, α, ν, γ au voisinage de la transition ont des valeurs réelles, om-

munes à des systèmes physiques apparemment très di�érents, regroupés en lasses d'universalité.
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3.5 Singularités et Universalité

Au voisinage d'un point ritique (équivalent en physique du terme singularité) il existe une hiérarhie de

propriétés universelles liées aux dimensions.

• En bas de l'éhelle, le point ritique lui dépend des détails du modèle, et en partiulier de la physique

des phénomènes et de la formulation des interations.

• Les lois d'éhelle aratérisant l'évolution des grandeurs physiques au voisinage du point ritique ne

dépendent que de la géométrie, dimension de l'espae d et du paramètre d'ordre n.

• Les exposants ritiques ne dépendant que de deux paramètres sont liés par des relations omme elle

de Rushbrooke:

α + 2β + γ = 2 (9)

ommunes à l'ensemble des transitions de phases.

Une lasse d'universalité omprend les phénomènes physiques et leurs modèles de mêmes dimensions.

Elle est aratérisée par les mêmes exposants ritiques pour tous les phénomènes.

Par exemple, n = 1 pour la transition liquide-vapeur, pour le modèle d'Ising (spin = ±1/2), et pour la
transition ordre-désordre dans les alliages. n = 2 pour les systèmes quantiques où interviennent la phase et

l'amplitude de la fontion d'onde, supraondutivité et super�uidité.

3.6 L'expliation: la renormalisation (hangement d'éhelle).

Pourquoi les exposants ritiques ne dépendent-ils que des dimensions? La réponse est liée aux propriétés

d'invariane dans un groupe de transformations, ii le groupe de renormalisation. L'idée de Leo Kadano�

(2011) est de simpli�er le alul de l'aimantation globale du système par une série de dilations au ours

desquelles on alule l'aimantation de blos de spins à partir de elles de groupes de spins plus petits.
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La �gure représente un ensemble de 9x9 spins en inter-

ation dans un plan. La dimension de l'espae d est don
2, et elle du paramètre d'ordre n est de 1 ar les spins

sont des réels de valeur ±1/2, orientés vers le haut ou

vers le bas. On opère une série de dilatations de fateur

linéaire l = 3. Lors de haque dilatation on ré-évalue

l'aimantation de haque blo et les interations entre les

blos. Si d = 2, le nombre de spins pris en ompte est

multiplié par 32. Si d = 3, e nombre serait multiplié

par 33. Les interations entre les blos font de même

intervenir la dimension linéaire de l'espae d et elles

du paramètre d'ordre m. Le proessus de dilatation est

itéré jusqu'à e que l'aimantation onverge, e qui donne

l'aimantation et les autres grandeurs physiques au voisi-

nage de T − Tc.

3.7 Modèles simples des systèmes omplexes

On ne peut pas nier aujourd'hui le débat, voir le on�it, entre les modèles simples (KISS) et eux basés sur

une desription aussi détaillée que possible des systèmes réels. La base du KISS est le pari que les propriétés

génériques des deux systèmes, le modèle simple et le système réel, sont les mêmes. C'est la onjeture émise

par P.W. Anderson en onlusion de la présentation de son modèle de l'origine de la vie:

I hope that this model is apable of mimiking the

behavior of the origin of moleular evolution, in the

sense that a modern-day statistial physiist ould de-

sribe as "being in the same universality lass with the

origin of life." Anderson (1983)

On est passé de la notion d'un modèle unique suseptible de prévoir et de démontrer toutes les propriétés
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observables d'un système réel à elle d'un ensemble de modèles appartenant à une lasse d'universalité,

permettant de prévoir et d'expliquer propriétés d'organisation et lois d'éhelle.

4 Conlusions

Qu'il s'agisse de systèmes dynamiques ou thermodynamiques:

• Il n'existe qu'un nombre �ni de singularités.

• Une singularité struture son voisinage. Cette struturation est universelle: la nature de la singularité

détermine ertaines propriétés génériques, qualitatives ou semi-quantitatives (lois d'éhelle).

• La génériité permet aussi de dérire les formes et de les lasser.

• On passe ainsi d'une desription ontinue de l'espae à une desription disrète. Remarquons que le

passage d'un signal ontinu à un intermédiaire disret est un proessus de base en sienes ognitives:

la reonnaissane de la parole, d'une sène et. passe d'un signal ontinu à une ombinatoire d'éléments

disrets obtenus à partir du signal ontinu d'origine.
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