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Approche algorithmique de la recherche d’une
stratégie RDU-optimale dans un arbre de décision

G. Jeantet et O. Spanjaard

LIP6, 4 place Jussieu, 75252 Paris cedex 05
{gildas. jeantet,olivier.spanjaard}@lip6.fr

Résumé Le probléme de la recherche d’une stratégie EU-optimale (i.e.,
optimale au sens de 'utilité espérée) dans un arbre décision hasard se ré-
sout en temps linéaire en fonction du nombre d’arcs par programmation
dynamique [11]. Nous nous intéressons ici & une variante plus difficile
de ce probléme, o 'on recherche une stratégie RDU-optimale (i.e., opti-
male au sens de I'utilité dépendant du rang). L'utilité dépendant du rang
[10] présente une plus grande richesse descriptive que 'utilité espérée car
elle permet un traitement non linéaire des probabilités. Le probléme al-
gorithmique qui s’ensuit dans les arbres décision hasard est cependant
plus difficile car la programmation dynamique ne s’applique plus. Nous
établissons ici que le probléme est NP-difficile. Nous proposons un algo-
rithme de séparation et évaluation pour le résoudre, et présentons des
résultats numériques montrant l'efficacité de notre approche.

Mots-Clefs. Théorie de la décision ; Algorithmique ; Utilité dépendant
du rang; Arbres décision hasard ; Complexité ; Séparation et évaluation.

1 Introduction

Il est des situations de choix o1l les conséquences des actions potentielles ne
peuvent étre déterminées avec certitude. Lorsque cette incertitude est probabi-
lisée (autrement dit lorsque la probabilité d’occurrence de chacune des consé-
quences est connue), on parle de décision dans le risque. Une action potentielle
peut alors étre vue comme une distribution de probabilité sur I'ensemble des
conséquences. L’objet de la théorie de la décision dans le risque est entre autres
d’étudier et de modéliser le comportement d’un décideur en situation de choix
entre de telles actions potentielles (pour une introduction au domaine, voir par
exemple 'ouvrage de Gayant [4]). Les premiers travaux dans cette optique re-
montent au modeéle de I'espérance d’utilité (EU) proposé par von Neumann et
Morgenstern [12]. Dans ce modéle, les individus assignent une valeur numeérique,
nommeée utilité, & chaque conséquence. L’évaluation d’une distribution de pro-
babilité se fait ensuite via un calcul d’espérance d’utilité. Une distribution de
probabilité est alors préférée a une autre si son espérance d’utilité est plus grande.

En pratique, I'ensemble des actions potentielles est souvent défini en compré-
hension. C’est le cas en particulier dans les problémes de décision séquentielle,
ol ’on doit prendre une séquence de décisions conditionnellement & des événe-
ments. On parle alors de stratégie. Un moyen commode de représenter de fagcon



compacte un probléme de décision séquentielle dans le risque est d’utiliser un
arbre décision hasard. 11 s’agit d’une arborescence comportant trois types de
nceuds : les neuds de décision (représentés par des carrés), les neeuds de hasard
(représentés par des cercles), et les neuds terminauz (les feuilles de I'arbores-
cence). Les branches issues d’un noeud de décision correspondent a différentes
décisions possibles, tandis que celles issues d’un noeud de hasard correspondent
aux différents événements possibles, dont on connait les probabilités. Enfin, les
valeurs figurant au niveau des feuilles de ’arborescence correspondent aux uti-
lités des différentes conséquences. Remarquons que 1'usage veut qu’on omette
les orientations des arcs lorsqu’on représente les arbres décision hasard. Nous
illustrons maintenant l'usage de cet outil sur un exemple de choix de contrat
d’assurance pour un bien immobilier [3].

Exemple 1 Considérons un contrat d’assurance auquel on peut décider de sous-
crire pour une année 1 et/ou une année 2. Bien évidemment, on ne sait pas si
lon sera amené ou non a le faire valoir a la suite d’un dommage (cambriolage,
inondation...). On suppose ici que la prise en charge d’un dommage non couvert
coite 2. Par ailleurs, la probabilité de subir un dommage durant l’année 2 est
conditionnée auxr événements de l'année 1 : elle est de % lannée 1, mais elle
passe a % l’année 2 si on a déja subi un dommage lors de I’année 1 (sinon elle
reste inchangée). La premiére année, on peut souscrire (décision 1) ou non (dé-
cision 0) un contrat d’assurance couvrant les dommages dont le codt est de 1.
La deuxieme année, on peut ou non renouveller ce contrat pour le méme coit.
L’utilité du décideur est calculée en fonction du coit total x = 2s+a, o s est le
nombre de dommages non couverts et a est le nombre de souscriptions au contrat
d’assurance. On pose ici que la fonction d’utilité u est u(x) =4 —x. L’arbre dé-

cision hasard correspondant & ce probléme est représenté sur la figure 1.

Tl est important de remarquer que dans un arbre décision hasard binaire com-
plet (i.e., comportant deux décisions (resp. événements) possibles & chaque nceud
de décision (resp. hasard) et dont chaque niveau est complétement rempli), le
nombre de stratégies possibles est exponentiel dans le nombre de noeuds de déci-
sion (rappelons qu’une stratégie est caractérisée par la donnée des choix effectués
aux différents nceuds de décision). Plus précisément, si on note n le nombre de
neeuds de décision, on peut montrer que le nombre de stratégies possibles est
en O(2V™) (section 3). Il est cependant bien connu qu'il existe un algorithme li-
néaire (i.e., en O(n)) permettant de déterminer, par programmation dynamique,
une stratégie optimale au sens du modéle EU. En effet, une telle stratégie vé-
rifie le principe d’optimalité : toute sous-stratégie d’une stratégie optimale est
optimale. L’idée de l'algorithme consiste donc & procéder par induction arriére
A partir des noeuds terminaux, afin de déterminer en chaque noeud ’espérance
d’utilité d’une sous-stratégie optimale :

en un nceud de hasard, 'espérance d’utilité optimale est égale & I’espérance
des utilités optimales de ses successeurs ;

en un neeud de décision, 'espérance d’utilité optimale est égale a la plus
grande des espérances d’utilité optimales de ses successeurs.
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Fi1G. 1. Exemple d’arbre décision hasard.

Exemple 2 Dans l’exemple précédent du contrat d’assurance, l’algorithme re-
monte la valeur maa:(15—4, 3) =3 en Dy, 3 en D3, 2 en Dy (en prenant la décision

2
1) et % en Dy (en prenant la décision 0). Par conséquent, l’espérance en H
vaut 3 X %4— % X % = % et en Hs elle vaut %. La stratégie optimale au sens de

FEU consiste donc a souscrire au contrat la premiére année et 4 ne souscrire au
contrat la seconde année que si l’on n’a pas subi de dommage lors de la premiére.

La simplicité d’utilisation du modéle EU, ainsi que son attrait sur le plan
normatif, lui ont permis de régner sans partage ces soixante derniéres années.
Pourtant, les mises en défaut répétées du modeéle sur le plan descriptif ont fini
par éroder sa position. En particulier, de nombreuses expériences mettent en
évidence que les individus sous-évaluent les fortes probabilités et surévaluent les
faibles probabilités [1,7]. De ce fait, bien souvent, le modéle EU n’est pas & méme
de rendre compte du comportement, décisionnel observé. Face & ce constat, de
nouveaux modéles ont été développés : certains se fondent sur une représentation
alternative de l'incertitude comme D'offre par exemple la théorie des possibilités
[2], d’autres prennent en compte explicitement la perception déformée des pro-
babilités par le décideur. Dans cette derniére démarche, Quiggin [10] a proposé
le modele Rank Dependent Utility (RDU), qui permet de rendre compte d’un
plus large éventail de comportements décisionnels. Cependant, la non-linéarité

du critere RDU (i.e., RDUAX +Y) # ARDU(X) + RDU(Y)) invalide toute



approche par induction arriére pour déterminer la stratégie optimale. Cela pose
un réel probléme algorithmique au vu du nombre combinatoire de stratégies pos-
sibles, qui rend impraticable leur énumération compléte.

Le propos de ce papier est précisément d’étudier le probléme consistant & dé-
terminer la stratégie optimale dans un arbre décision hasard au sens de RDU et
de proposer une méthode par énumération implicite pour le résoudre. Le papier
est organisé comme suit. Dans un premier temps nous formalisons la probléma-
tique et rappellons les bases du modéle RDU. Nous mettons ensuite en évidence
I’impossibilité de procéder par programmation dynamique pour résoudre ce pro-
bléme et nous prouvons que ce dernier est NP-difficile (section 3.3). Nous expo-
sons alors un algorithme de résolution par énumération implicite, fondé sur une
borne calculable en temps quadratique, et nous terminons enfin en présentant
les résultats d’expérimentations numeériques (section 4).

2 Formalisation du probléme

2.1 Notations et Définitions

Dans un arbre décision hasard 7 = (N, &) ayant pour racine un nceud de
décision N,., nous notons Np C N (resp. Ny C N) I'ensemble des nceuds de
décision (resp. hasard). De plus, nous notons C C N 'ensemble des nceuds ter-
minaux. Le graphe est valué comme suit : & tout arc £ = (H,N) € £ tel que
H € Ny, on associe la probabilité p(E) de I'événement correspondant ; & tout
nceud terminal C' € C, on associe son utilité notée u(C). Par ailleurs, nous ap-
pelons past(N) le passé de N € N, i.e. 'ensemble des arcs le long du chemin
allant de N, & N dans 7. Enfin, nous notons S(N) I’ensemble des successeurs
de N dans 7, et T(N) le sous-arbre de 7 de racine N.

Soit 7 un arbre décision hasard et A4 C A un ensemble de noeuds conte-

nant :
la racine N, de 7,
un et un seul successeur pour chaque noeud de décision N € N3 = Np N
N4,

— tous les successeurs pour chaque noeud de hasard N € N4 = Ny N N4,
L’ensemble d’arcs A = {(N,N'): N € N5, N’ € N2} C & définit une stratégie
de 7 dés lors que le sous-graphe induit par N2 est un arbre. Etant donné un
nceud de décision N, la restriction d’une stratégie de 7 au sous-arbre 7 (N), qui
n’est autre qu’une stratégie de 7 (N), est appellée sous-stratégie. Nous notons D
I’ensemble des stratégies.

Soit S = {uy,...,ux} un ensemble fini d’utilités. On appelle loterie une
distribution de probabilité P sur S. On note L = (p1,u1;. . .; pk, ug) la loterie qui
aboutit & une utilité u; avec une probabilité p; = P({u;}). Afin d’alléger certaines
notations, on peut considérer la loterie L comme une fonction de S +— [0, 1] telle



que L(u;) = p;. Dans un arbre décision hasard, a toute stratégie il est possible
d’associer une loterie. En effet, on peut déterminer la probabilité po d’obtenir
une conséquence C' € C en calculant :

pc = [l nyepast(cy P((H, N)) ot H € Nu
La valeur d’une stratégie selon EU (resp. RDU) est égale a la valeur de la loterie
correspondante selon EU (resp. RDU).

Exemple 3 Dans l’e.'rpmple du contrat d’assurance, la stratégie EU-optimale

correspond a la loterie (=,1; 3.2; 2 3) dont 'espérance est bien 29 = 23

207 72077 207 20 — 10°

2.2 Rappels sur RDU

Le modele RDU repose sur deux paramétres : une fonction d’utilité qui est
déja présente dans le modéle EU, et une fonction ¢ de déformation des probabi-
lités. Tl s’agit d’une fonction strictement croissante sur [0,1] telle que ¢(0) = 0
et p(1) = 1. Cette déformation des probabilités porte, non sur des probabilités
simples, mais sur des cumuls de probabilités. Pour rappel, étant donnée une lo-
terie L = (p1,u1;-..;Dk, uk), on appelle fonction décumulative de L la fonction
Gr : S — [0,1] qui associe & chaque utilité u; la probabilité d’avoir au moins
cette utilité. Plus formellement, G (x) = }_,., >, pi- La valeur selon RDU d’une
loterie L est alors définie de la maniére suivante :

RDU(L) = uy + 31y [y — u—n)e(Gr(ug)))
ou (.) correspond & une permutation de {1,...,k} telle que uay <o < Uy
Ce critére peut étre interprété comme suit : on est str d’obtenir au moins
une utilité de u(), puis on est susceptible d’obtenir un supplément d’utilité
de u(2) — u(y) avec une masse de probabilité ¢(Gr (u2))), puis un supplément
d’utilité de u(3) — u(z) avec une masse de probabilité p(Gr(u))), et ainsi de
suite...

Exemple 4 Considérons la stratégie EU-optimale de l’ezemple 2. La loterie cor-
respondante est L = (55 3 1; 280,27 290,3) Sa valeur RDU se calcule comme suit :
RDU(L) =1+ ¢(35) x (2= 1) + ¢(5) x (3 — 2). Supposons que o(p) = 0.25
pour 0 < p < 0.5, et p(p) = 0.75 pour 0.5 < p < 1. On obtient alors RDU(L) =

14+0.75x1+0.25x1=2.

L’intérét de déformer des cumuls de probabilités, et non directement les pro-
babilités elles-mémes (comme c’est par exemple le cas dans le modeéle de Handa
[5]), est d’obtenir un critére de choix compatible avec la dominance stochas-
tique. On dit qu'une loterie L = (p1,u1;...;pk, ux) domine stochastiquement
une loterie L' = (pi,uf;...;p).up) si Vo € R,Gr(x) > Gr/(x), autrement dit,
pour tout x € R, la probabilité d’obtenir une utilité d’au moins = avec la loterie
L est au moins aussi grande qu’avec la loterie L’. La compatibilité avec la do-
minance stochastique signifie que RDU(L) > RDU(L’) dés lors que L domine
stochastiquement L’ [10]. Cette propriété est bien entendu souhaitable pour dé-
crire un comportement rationnel, et elle est bien vérifiée par le modéle RDU
(contrairement au modeéle de Handa).



3 Etude du probléme

3.1 Espace des solutions

Considérons un arbre décision hasard binaire complet 7 de profondeur 2p tel
que les nceuds de profondeur paire soient des nceuds de décision (ou des nceuds
terminaux) et les nceuds de profondeur impaire soient des noeuds de hasard.
Nous nous intéressons ici & comptabiliser le nombre de stratégies possibles (au-
trement dit de solutions réalisables) en fonction de la taille de I'instance. On
définit comme taille de I'instance le nombre de nceuds de décision. Ce nombre
est en effet du méme ordre de grandeur que le nombre de nceuds de 7. Remar-
quons qu’il y a 1 nceud de décision pour la profondeur 0, 4 noeuds de décision
pour la profondeur 2, 16 pour la profondeur 4... Le nombre total de nceuds de
décision dans 7 est donc égal a la somme des termes d’une suite géométrique
de raison 4 : n = [Np| = Zf;ol 4t = 4:__11. Exprimons maintenant le nombre
de stratégies en fonction de la profondeur. Pour cela, on procéde par induction
arriére sur 7, en remontant le nombre de stratégies jusqu’a la racine. On com-
mence par étiqueter a 2 les noeuds de décision qui ne possédent aucun noeud de
décision dans leur descendance. On applique ensuite les relations de récurrence
suivantes : le nombre de stratégies & partir d'un nceud de hasard donné est égal
au produit du nombre de stratégies a partir de ses successeurs, et le nombre de
stratégies & partir d’'un nceud de décision donné est égal & la somme du nombre
de stratégies a partir de ses successeurs. Ainsi, le nombre total de stratégies a
partir d’'un noeud de décision Np peut se calculer & I’aide de la suite récurrente
(ug) suivante : ug = 2, up = 2ui71, ou k indique le nombre de nceuds de dé-
cision (Np exclu) sur un chemin quelconque de Np vers un nceud terminal. Le
1_1)

terme général de cette suite est 22" On peut vérifier facilement qu’on a
k = p —1 a la racine. Par conséquent, le nombre total de stratégies dans 7 est
ID| = up,—1 = 2~V € ©(2V™) (puisque n = (47 — 1)/3). Ainsi, le nombre de
stratégies potentielles étant exponentiel de la taille de I'instance, il est néces-
saire de développer un algorithme d’optimisation combinatoire pour déterminer
la stratégie optimale. Nous montrons ci-dessous que la tache est d’autant plus
délicate que la programmation dynamique ne s’applique plus lorsqu’on optimise
selon RDU.

3.2 Monotonie et indépendance

Tl est bien connu que la programmation dynamique repose sur le respect d’une
condition de monotonie [9] sur la fonction de valuation. Dans notre contexte,
cette condition peut se formuler comme suit sur la fonction de valuation V' des
loteries :

Va € [0,1], V(L)>V(L)=V(aL+(1—a)L")>V(aLl' + (1 —a)L")
ou L, L', L" sont des loteries quelconques et L 4 (1 — «)L” est la loterie définie
par (L + (1 —a)L”)(x) = aL(x)+ (1 —a)L” (). Cette condition algorithmique
peut étre interprétée, dans le cadre de la théorie de la décision, comme une forme
affaiblie de I’'axiome d’indépendance utilisé par von Neumann et Morgenstern [12]



dans la caractérisation du critére EU. Cet axiome stipule que la combinaison de
deux loteries L et L’ avec une troisiéme L” n’inverse pas l'ordre des préférences
(induit par V) : si L est strictement préférée a L', alors oL + (1 — a)L” est
strictement préférée & al’ + (1 —a)L”. Pour V = EU la propriété de monotonie
est vérifiee. Par contre, pour V' = RDU, la propriété n’est plus valide, comme le
montre I’exemple suivant.

Exemple 5 Soient trois loteries L = (0.5,1;0.5,10) , L' = (1,5) et L” = L.
Supposons que les préférences du décideur suivent le modéle RDU avec la fonction
@ suivante : p(0) = 0, ¢(p) = 0.45 si0 < p < 0.7, o(p) = 1 sip > 0.7. Les
valeurs selon RDU de L et L' sont :
RDU(L) =14 (10 —1)p(0.5) =5.05
RDU(L") =5
Ainsi, on a RDU(L) > RDU(L'). D’aprés la propriété de monotonie pour o =
0.6, on devrait donc avoir RDU(0.6L+0.4L") > RDU(0.6L'+0.4L"). Pourtant,
on a :
RDU(0.6L +0.4L") =1+ (10 — 1)¢(0.5) = 5.05
RDU(0.6L" +0.4L") =1+ (5—1)p(0.6 + 0.2) + (10 — 5)(0.2) = 7.25
et donc RDU(0.6L+0.4L") < RDU(0.6L'4+0.4L"). Par conséquent, la propriété
de monotonie n’est pas vérifiée.

De par la violation du principe de monotonie, la mise en ceuvre d’une pro-
cédure de programmation dynamique pour RDU dans un arbre décision hasard
peut conduire & une stratégie sous-optimale. Une telle procédure peut méme
conduire a une stratégie stochastiquement dominée. En effet, considérons I'arbre
de décision de la figure 2, construit & ’aide de I’exemple 5. Dans cet arbre déci-
sion hasard, les valeurs RDU des différentes stratégies possibles a la racine sont :
RDU({(D1,H2)}) =1+ (5—1)¢(0.6 +0.2) + (8 — 5)¢(0.2) = 6.35
RDU({(Dy, H1), (D2, Hs), (D3, Hy)}) =14 (10 — 1)(0.5) = 5.05
RDU({(DD Hl)v (DQ, 51)7 (D37 52)}) =5
RDU({(DD Hl)v (DQ, 51)7 (D37 H4)}) =725
RDU({(DD Hl)v (DQ, H3)7 (D37 52)}) =5.05
Ainsi, la stratégie optimale a la racine est {(D1, H1), (D2, 1), (D3, Hy)}. Pour-
tant, en procédant par programmation dynamique, on obtient en Do : RDU ({(Da,
Hs)}) = 1+ (10 — 1)p(0.5) = 5.05 et RDU({(D2,d1)}) = 5. C’est donc la
sous-stratégie {(Dsy, H3)} qui est retenue en D, et de méme la sous-stratégie
{(Ds, H4)} qui est retenue en D3. Par suite, en Dy, c’est la stratégie {(D1, Ha)}
(6.35 contre 5.05 pour {(D1, Hz2)}), dominée stochastiquement par {(D1, Hy), (D2,
01), (D3, Hy)}), qui est retournée.

Un décideur utilisant le critére RDU doit donc faire du choiz résolu [8],
c’est-a-dire qu’il doit choisir une stratégie & la racine de ’arbre et s’y tenir
(faute de quoi il pourrait se retrouver comme ci-dessus & suivre une stratégie
stochastiquement dominée). Nous nous intéressons ici & déterminer une straté-
gie RDU-optimale vue de la racine (puis & ne pas en dévier). Remarquons qu’un
tel procédé nous assure de ne pas rencontrer de sous-stratégie stochastiquement
dominée, contrairement & la méthode consistant a faire de I'induction arriére



F1G. 2. RDU ne vérifie pas la propriété de monotonie.

selon RDU. D’autres approches de choix résolu ont été envisagées pour détermi-
ner une stratégie raisonnable a ’aide du critére RDU. On peut mentionner en
particulier les travaux de Jaffray et Nielsen [6], dont la démarche différe de celle
du présent papier. En effet, ils considérent chaque nceud de décision de ’arbre
décision hasard comme étant un ego du décideur, et visent & déterminer une stra-
tégie réalisant un compromis entre ces différents egos, en s’assurant que toutes
les sous-stratégies sont proches de 'optimum pour RDU et stochastiquement
non-dominées.

3.3 Complexité du probléme

Nous prouvons maintenant que le probléme consistant a déterminer une stra-
tégie RDU-optimale estt NP-difficile, si on pose que la taille d’une instance du
probléme correspond au nombre de nceuds de décision impliqués.

Proposition 1 La recherche d’une stratégie RDU-optimale (probléme RDU-
OPT) dans un arbre décision hasard est un probléme NP-difficile.

Démonstration. On s’appuie sur une réduction polynomiale du probléme 3-SAT
vers le probléme RDU-OPT. Le probléme 3-SAT se formule comme suit :

INSTANCE : un ensemble X de variables booléennes, une collection C' de clauses
sur X telle que |¢| = 3 pour toute clause ¢ € C.
QUESTION : Existe-t-il une instanciation des variables booléennes de X qui
satisfait simultanément toutes les clauses de C'?

Soient X = {x1,...,2,} et C ={c1,...,cm}. La construction polynomiale d’un
arbre décision hasard a partir d’une instance du probléme 3-SAT se réalise
comme suit. On définit un nceud de décision pour chaque variable de X. Etant
donnée z; une variable de X, le noeud de décision associé dans ’arbre déci-
sion hasard, noté également x;, a deux fils : le premier (nceud de hasard noté V;)
correspond a 'instanciation vrai de z;, et le second (nceud de hasard noté F;) cor-
respond a l'instanciation faux de z;. Soient {c;;,...,c;;} € C le sous-ensemble



de clauses dans lesquelles figurent le littéral positif z;, et {cifl, e ’C%} cC
le sous-ensemble de clauses dans lesquelles figurent le littéral négatif z;. Pour
chaque clause ¢;, (1 < h < j) on crée comme fils de V; un nceud terminal noté
¢i,,, correspondant a la clause ¢;,. On crée en outre un fils supplémentaire de
Vi noté ¢y, correspondant & une conséquence c¢q fictive. De méme, on crée un
fils de F; pour chaque clause cir (1 < h < k), ainsi qu’un fils supplémentaire
correspondant & la conséquence ¢ fictive. Le nceud V; comporte donc j + 1 fils,
tandis que le noeud F; comporte k + 1 fils. Afin de constituer un unique arbre
décision hasard, on ajoute un noeud de hasard H pére de tous les nceuds de
décision z; (1 < ¢ < n). Enfin, on rajoute un noeud de décision a la racine,
ayant H comme unique fils. L’arbre décision hasard ainsi construit comporte
n + 1 noeuds de décision, 2n + 1 neeuds de hasard et au plus 2n(m + 1) nceuds
terminaux. Sa taille est donc en O(nm), ce qui garantit bien la polynomialité
de la transformation. A titre d’illustration, sur la partie gauche de la figure 3,
nous donnons ’arbre décision hasard obtenu pour I'instance suivante de 3-SAT :

(1‘1\/.232\/33‘3)/\(.23_1\/.233\/334)/\(33_2\/1‘_3\/33_4).

Remarquons qu’on peut établir une bijection entre I’ensemble des stratégies dans
I’arbre décision hasard et I’ensemble des instanciations dans le probléme 3-SAT
de départ. Il suffit pour ce faire de poser x; = 1 dans le probléme 3-SAT si et
seulement si 'arc (z;, V;) figure dans la stratégie, et z; = 0 si et seulement si c’est
larc (x;, F;) qui figure dans la stratégie. Une instanciation satisfaisante (i.e., qui
satisfait simultanément toutes les clauses) dans 3-SAT correspond & une straté-
gie ou toute clause ¢; (1 < ¢ < m) figure comme conséquence possible (elle figure
donc de une a trois fois). Pour compléter la réduction, il s’agit donc maintenant
de définir d’une part les probabilités assignées aux arcs issus des nceuds H, V; et
F;, et d’autre part les utilités des conséquences et la fonction . La réduction va
consister a les définir de facon a ce que seules les stratégies correspondant & des
instanciations satisfaisantes maximisent RDU. Plus précisément, nous visons a
ce que :

(1) la valeur RDU d’une stratégie ne dépende que de I’ensemble (et non du
multi-ensemble) de ses conséquences possibles (autrement dit I’ensemble des
clauses satisfaites par 'instanciation correspondante),

(7i) la valeur RDU d’une stratégie correspondant a une instanciation satisfai-
sante vaille exactement m,

(#7) si une stratégie est susceptible de conduire & un ensemble de conséquences
possibles qui est strictement inclus dans I’ensemble des conséquences d’une autre
stratégie, la valeur RDU de cette derniére soit strictement supérieure.

Pour ce faire, aprés avoir affecté la probabilité % aux arcs issus de H, on définit
les autres probabilités et les utilités de la fagon suivante (¢ # 0) :

pi = (%)l A
ou p; désigne la probabilité de tout arc conduisant & la conséquence ¢;. Pour les
arcs de type (V},co) (resp. (Fj, o)), on pose u(co) = 0 et on affecte la probabilité
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cg=1
co=20
c2 =11
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0.001
Fic. 3. Exemple de réduction

qui complémente a 1 'ensemble des probabilités affectées aux arcs issus de V;
(resp. Fj). Notons que cette derniére probabilité est bien positive car la somme
des p; est strictement inférieure & 1. Enfin, la fonction ¢ est définie comme suit' :

0 sip e [0; 2=
@(p) = { pi si p € [BE

Isipe[B:1]

s .
“i[ pour i <m

A titre d’illustration, sur la partie droite de la figure 3, nous indiquons la fonction
© obtenue pour 'instance de 3-SAT indiquée plus haut.

Dans la suite, on considére une stratégie quelconque A, induisant une loterie
notée L, et on note I C {0,...,m} ensemble des indices des conséquences pos-
sible de A. Remarquons que la conséquence ¢ est toujours présente dans une
stratégie A. On appelle a; € {1,2,3} le nombre d’occurrences de la conséquence
¢; dans A. Par abus de notation, nous confondons ci-dessous ¢; et u(c;).

Preuve de (i). La valeur RDU d’une stratégie A quelconque vaut RDU(L) =
c0 % P(1)+ e (6~ Cprecy () (ziez 0; ), ot prec (i) = max{j € I j < i}.
Montrons que Vi € I, ¢ (2751 ot ) =y (2751 %)

j>i
1 . . .
Remarquons qu’en toute rigueur cette fonction ¢ est croissante seulement au sens
large, mais le lecteur pourra se convaincre facilement qu’on peut I’adapter légérement
pour qu’elle devienne strictement croissante.



J

Par croissance de ¢, on a ¢ (Z_je; %) < (Zigf og%) < (Eigf 3%).
j>i j>i

1(1\J N\ o 3 (1]
On a done ¢ (L1 & (10)") =9 (Zse aj%) <o (a2 (&)
Comme ga(zajg %(1—10)]) = SO(ZJEI, %(%)j) = pi—1, on a par encadrement
0> jer ozj%). = o3 jer By Or co X (1) = 0. On conclut donc que RDU (L) =
> >
>ierlci — cpreCI(i))‘P(E-j; ).

Preuve de (it). Considérons une stratégie A* correspondant & une instanciation
satisfaisante, et la loterie induite L* o1 toutes les conséquences ¢; de C' sont pos-
sibles. D’aprés (i), on a RDU(L*) = 7" (¢; —vci_l)go(zgn:i ’;—’) On remarque
que pour tout i < m, (ci—ci_l)go(zgnzi By =10 xpi1 = 1077 x ()t = 1.
Par conséquent, RDU(L*) = m.

Preuve de (iii). Soient A (resp. A’) une stratégie quelconque de loterie induite
L (resp. L') et I C{0,...,m} (resp. J = I U{k}) I'ensemble des indices de ses
conséquences possibles. On suppose ici que k < max I, le cas k = max [ étant
évident. Par définition, {i € I : i # k} = {i € J : i # k}. On peut donc écrire la
valeur RDU de A comme une sommes de trois termes :

RDU(L) = ZKtiil (Ci - Cpre(:J(i))SD (Z;i{ %) + (Ck - Cpre(:J(k))QD (Z ?Ei Z;_J) +

Pj
Zéiil (ci — CprecJ(z'))@ (Z 1762{ #)
De la méme maniére, la valeur RDU de la stratégie A’ s’écrit également comme

une somme de trois termes :

RDU(L') = % ies (i~ Cpree, )? (Z;‘_;{ Z;_J) + (e = Cprecs ()P (Zﬁéi Z;_]) +
Z ieJ (Ci - Cprear(i))@ (Z;;{ p#)

i>k+1
Par croissance de ¢, on a I C J = Vi < k— 1,03 e 2) < (3 jes B).
j=i j>i
Ainsi le premier terme de RDU(L) est inférieur ou égal au premier terme de

RDU(L'). On vérifie facilement que (3~ jer 22) = pyyee, -1 et (3 ies 2) =
P>k i>k

Pprec, (k) = Pk—1, ot succr(i) = min{j € I : j > i}. OF poyee,(k)—1 < Pr—1
car succy(k) —1 > k — 1. Donc le second terme de RDU(L) est strictement in-
férieur au second terme de RDU(L’). Enfin, le troisiéme terme de RDU(L)
est bien évidemment égal au troisiéme terme de RDU(L’). Par conséquent
RDU(L) < RDU(L').

On conclut de (4),(ii) et (i73) que toute stratégie correspondant & une instan-
ciation non-satisfaisante présente une valeur RDU strictement inférieure & m, et
que toute stratégie correspondant & une instanciation satisfaisante présente une
valeur RDU exactement égale & m. Trouver une instanciation satisfaisante dans
3-SAT revient donc a trouver une stratégie valant m dans RDU-OPT. |

Dans la section suivante, nous décrivons un algorithme pour déterminer la
stratégie optimale depuis la racine au sens de RDU. Nous procédons par énu-
mération implicite puisque ni une énumération exhaustive des stratégies ni une
induction arriére ne sont envisageables.



4 Reésolution du probléme

4.1 Algorithme d’énumération implicite

Nous présentons ici une méthode par séparation et évaluation pour déter-
miner la stratégie optimale au sens de RDU dans un arbre décision hasard. Le
principe de séparation consiste & partitionner I’ensemble des stratégies possibles
en fonction du choix d’une aréte (N, N’) donnée en un nceud de décision N.
Plus formellement, les nceuds de 1’arbre de recherche sont caractérisés par une
stratégie partielle, qui définit un sous-ensemble de stratégies. Soit 7 un arbre
décision hasard et A7 un ensemble de nceuds contenant :

la racine N, de 7,

un et un seul successeur pour chaque nceud de décision N € NL = Np N

NE.
L’ensemble des arcs orientés I' = {(N,N’) : N € N, N’ € NT'} C € définit une
stratégie partielle de T dés lors que le sous-graphe induit par N7 est un arbre.
Une stratégie A est dite compatible avec une stratégie partielle I" si I’ C A. Le
sous-ensemble de stratégies caractérisé par une stratégie partielle correspond &
I’ensemble des stratégies compatibles. Toute stratégie partielle n’est cependant
pas susceptible d’étre envisagée dans I'arbre de recherche. En effet, les stratégies
partielles rencontrées dans 1’arbre de recherche respecte un ordre de priorité sur
les nceuds de décision sélectionnés dans AT (afin d’éviter les doublons) : si deux
neeuds de décision sont susceptibles de prolonger une méme stratégie partielle,
celui de plus petit rang sera prioritaire sur ’autre pour entrer dans A'7'. Le rang
d’un neceud est donné par une fonction rg : Np — {1,2,...,|Npl} telle que :

rg(Ny) =1

lpast(N)| > |past(N')| = rg(N) > rg(N")

|past(N)| = |past(N")| et EU(T (N)) > EU(T(N")) = rg(N) < rg(N')
ou EU(T(N)) correspond a la valeur optimale de EU dans 7 (N).

Exemple 6 Pour l’arbre décision hasard de la figure 1, il existe une unique
fonction rg possible définie par : rg(D1) = 1,7g(D2) = 2,rg(D3) = 4,rg(D4) =
37 Tg(D5) =35.

[’algorithme 1 décrit la procédure d’énumeération implicite que nous pro-
posons. Il prend en argument une stratégie partielle I' et un réel RDU,,; qui
correspond a la valeur RDU de la meilleure stratégie trouvée jusqu’alors dans
I'exploration. Cette derniére est effectuée en profondeur d’abord. L’ensemble N
désigne les noeuds de décision candidats pour prolonger la stratégie partielle I
Parmi ceux-ci, le nceud dont la valeur de la fonction rg est minimale est noté
Npin- L’ensemble &,,;, de ses arétes incidentes définit les différents prolonge-
ments de I" envisagés (autrement dit, les fils du noeud associé a I dans 'arbre
de recherche). Pour toute stratégie partielle I' (autrement dit, en chaque nceud
de I’arbre de recherche), on dispose d’une fonction d’évaluation ev représentant
une borne supérieure de la valeur RDU de toute stratégie compatible avec I



Algorithme 1 : BB(I', RDU,pt)

N1 — {N1 € Np :V(N,H) € Np X Nu,((N,H) € past(N1) = (N,H) € I)};
Npmin < argminyen; 7g(N);
Emin — {(Nmin,H) € £: H € S(Nmin)};
pour chaque (N, H) € Epip faire
siev(I"'U{(N,H)}) > RDU,yp: alors
RDUsermp «— BB(I'U {(N, H)}, RDUop):
si RDUtemp > RDU,p: alors
RDU,pt <+ RDUiemp;

fin
fin
fin

retourner RDU,p;

Bien que cela ne soit pas précisé dans l'algorithme, remarquons qu’en pra-
tique nous utilisons I’heuristique consistant & développer en priorité le fils dont la
valeur de la fonction d’évaluation est la plus élevée. Nous détaillons maintenant
les principales caractéristiques de notre algorithme.

Initialisation. Une méthode par séparation et évaluation est notoirement plus
efficace quand une bonne solution est connue avant de démarrer la recherche.
Dans notre méthode, la borne supérieure (RDU,,;) est initialisée avec la valeur
RDU de la stratégie obtenue par programmation dynamique selon le critére EU.
En effet, on peut penser que la stratégie ainsi obtenue sera de bonne qualité,
et permettra donc d’éviter une exploration trop approfondie de sous-espaces ne
comportant pas de bonnes solutions.

Fonction d’évaluation. L’évaluation d’'un ensemble de stratégies induit par
une stratégie partielle I" se fait a ’aide d’une fonction ev. Le principe de cette
évaluation est de déterminer une loterie qui domine stochastiquement toutes les
loteries associées aux stratégies compatibles avec I', et d’évaluer cette loterie se-
lon le critére RDU. On s’assure ainsi que cette évaluation est bien un majorant
puisque le critére RDU respecte la dominance stochastique, c’est-a-dire que si une
loterie L domine stochastiquement une loterie L', alors RDU(L) > RDU(L’).
Pour déterminer une telle loterie, on procéde par programmation dynamique
sur 'arbre décision hasard. L’initialisation de la procédure se fait au niveau des
neeuds terminaux : & tout noeud terminal C' € C est affecté la loterie (1,u(C)).
Ensuite, en chaque noeud N € N, on remonte une loterie qui domine stochasti-
quement toutes les loteries du sous-arbre 7 (N). Plus précisément, en un nceud
de hasard H, on calcule la loterie L¥ induite par les loteries de ses fils de la
maniére suivante :

Vu, L(u) = X e P((H, N)) x LY (u)

ott LY correspond & la loterie remontée au nceud N. Par ailleurs, en chaque
nceeud de décision D, on applique la relation de récurrence suivante exprimée sur
les fonctions décumulatives? (pour simplifier ’écriture) :

2 Notons qu’on peut manipuler indifféremment une loterie ou sa fonction décumulative,
car seule cette derniére importe pour le calcul de RDU.



Vu, Gpo(u) = Gpv(u) sidNe S(D):(D,N)eTl
Vu, Gpp(u) = maxyegpy Gpy(u) sinon

Enfin, la valeur retournée par ev est RDU(LN").

Exemple 7 Reprenons l'arbre décision hasard de la figure 1 et faisons I’hypo-
thése que I' = {(Dl,Hl) (D3, Hg)}. Les loteries remontées en chaque neud se-
ront alors : L2 = (2,2;2 4), L+ = (1,3), Lo = (1,1), LP2 = (2,3;2,4) (car
Gpp, = (max(1,1), 2 max(g, 1),3;max(2,0),4)), LP» = Lo = (1,1), L™ =
(3x1,1,2x3,3,2x2,4)=(2,1,%,3;5,4), LP =L = (2,1, £.3

La valeur retournée par la fonction d’évaluation pour I' = {(D1, H1), (D3, He)}

sera donc ev(I') = RDU((3 1; 265737 245a4))

4.2 Expérimentations numériques

L’algorithme a été implémenté en C++ et les test ont été menés sur un ordi-
nateur équipé d’un biprocesseur Intel & 2.13 Ghz avec 3.5 Go de mémoire vive.
Les arbres décision hasard sur lesquels nous avons testé notre algorithme sont des
arbres binaires complets de profondeur paire. Les utilités et les probabilités ont
été générées de maniére aléatoire. Les utilités varient de 1 & 500. La profondeur
des arbres varie quant a elle de 4 & 14 (donc de 5 & 5461 nceuds de décision), avec
une alternance de noeuds de décision et de noeuds de hasard. Pour chaque niveau
de profondeur, 100 arbres ont été générés. La courbe de gauche (resp. droite)
de la figure 4 représente le nombre moyen de nceuds développés dans 'arbre
d’exploration (resp. le temps moyen d’exécution en sec. de I'algorithme) selon
la profondeur. L’axe des ordonnées est exprimé sur une échelle logarithmique
(en base 4) car le nombre de nceuds de décision est multiplié par 4 en ordre de
grandeur pour chaque incrément de la profondeur. On remarque que, sur les ins-
tances tirées aléatoirement, la croissance du nombre de nceuds développés (resp.
du temps d’exécution) apparait comme linéaire du nombre de nceuds de décision
pour les tailles traitées ici. Les plus grandes instances se rapprochent des tailles
d’arbre décision hasard limites stockables en machine (une augmentation de 30%
seulement de la profondeur peut étre envisagée). Le saut de complexité se situe
au-dela des tailles traitées ici.
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5 Conclusion

Dans ce papier, nous avons mené une étude algorithmique du probléme de
la recherche d’une stratégie RDU-optimale dans un arbre décision hasard. Nous
avons en particulier montré que ce probléme est NP-difficile. Nous avons ensuite
proposé un algorithme d’énumération implicite pour déterminer une stratégie
RDU-optimale. Les tests numériques conduits montrent que cet algorithme per-
met de résoudre avec des temps compétitifs des instances dont la taille approche
la limite mémoire imposée par la machine. Un sujet d’étude intéressant pour des
travaux futurs serait justement de concevoir des algorithmes de résolution pour
des problémes de décision dans le risque modélisés & ’aide d’un diagramme d’in-
fluence. Un diagramme d’influence est un graphe orienté sans circuit représentant
de facon compacte un arbre décision hasard en exploitant les symétries présentes.
Par exemple, sur I’arbre de la figure 2, les nceuds Dy et D3 peuvent étre “fac-
torisés” en un seul car les sous-arbres associés sont identiques. Néanmoins, une
difficulté supplémentaire pour la résolution est qu’une stratégie RDU-optimale
peut conduire & ne pas faire le méme choix en deux nceuds de décision distincts
associés & des sous-arbres pourtant identiques (alors qu’il existe toujours une
stratégie EU-optimale ot ’on prend la méme décision). C’est le cas par exemple
en Dy et D3 pour 'arbre de la figure 2.
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