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Appro
he algorithmique de la re
her
he d'unestratégie RDU-optimale dans un arbre de dé
isionG. Jeantet et O. SpanjaardLIP6, 4 pla
e Jussieu, 75252 Paris 
edex 05{gildas.jeantet,olivier.spanjaard}�lip6.frRésumé Le problème de la re
her
he d'une stratégie EU-optimale (i.e.,optimale au sens de l'utilité espérée) dans un arbre dé
ision hasard se ré-sout en temps linéaire en fon
tion du nombre d'ar
s par programmationdynamique [11℄. Nous nous intéressons i
i à une variante plus di�
ilede 
e problème, où l'on re
her
he une stratégie RDU-optimale (i.e., opti-male au sens de l'utilité dépendant du rang). L'utilité dépendant du rang[10℄ présente une plus grande ri
hesse des
riptive que l'utilité espérée 
arelle permet un traitement non linéaire des probabilités. Le problème al-gorithmique qui s'ensuit dans les arbres dé
ision hasard est 
ependantplus di�
ile 
ar la programmation dynamique ne s'applique plus. Nousétablissons i
i que le problème est NP-di�
ile. Nous proposons un algo-rithme de séparation et évaluation pour le résoudre, et présentons desrésultats numériques montrant l'e�
a
ité de notre appro
he.Mots-Clefs. Théorie de la dé
ision ; Algorithmique ; Utilité dépendantdu rang ; Arbres dé
ision hasard ; Complexité ; Séparation et évaluation.1 Introdu
tionIl est des situations de 
hoix où les 
onséquen
es des a
tions potentielles nepeuvent être déterminées ave
 
ertitude. Lorsque 
ette in
ertitude est probabi-lisée (autrement dit lorsque la probabilité d'o

urren
e de 
ha
une des 
onsé-quen
es est 
onnue), on parle de dé
ision dans le risque. Une a
tion potentiellepeut alors être vue 
omme une distribution de probabilité sur l'ensemble des
onséquen
es. L'objet de la théorie de la dé
ision dans le risque est entre autresd'étudier et de modéliser le 
omportement d'un dé
ideur en situation de 
hoixentre de telles a
tions potentielles (pour une introdu
tion au domaine, voir parexemple l'ouvrage de Gayant [4℄). Les premiers travaux dans 
ette optique re-montent au modèle de l'espéran
e d'utilité (EU) proposé par von Neumann etMorgenstern [12℄. Dans 
e modèle, les individus assignent une valeur numérique,nommée utilité, à 
haque 
onséquen
e. L'évaluation d'une distribution de pro-babilité se fait ensuite via un 
al
ul d'espéran
e d'utilité. Une distribution deprobabilité est alors préférée à une autre si son espéran
e d'utilité est plus grande.En pratique, l'ensemble des a
tions potentielles est souvent dé�ni en 
ompré-hension. C'est le 
as en parti
ulier dans les problèmes de dé
ision séquentielle,où l'on doit prendre une séquen
e de dé
isions 
onditionnellement à des événe-ments. On parle alors de stratégie. Un moyen 
ommode de représenter de façon




ompa
te un problème de dé
ision séquentielle dans le risque est d'utiliser unarbre dé
ision hasard. Il s'agit d'une arbores
en
e 
omportant trois types den÷uds : les n÷uds de dé
ision (représentés par des 
arrés), les n÷uds de hasard(représentés par des 
er
les), et les n÷uds terminaux (les feuilles de l'arbores-
en
e). Les bran
hes issues d'un n÷ud de dé
ision 
orrespondent à di�érentesdé
isions possibles, tandis que 
elles issues d'un n÷ud de hasard 
orrespondentaux di�érents événements possibles, dont on 
onnait les probabilités. En�n, lesvaleurs �gurant au niveau des feuilles de l'arbores
en
e 
orrespondent aux uti-lités des di�érentes 
onséquen
es. Remarquons que l'usage veut qu'on ometteles orientations des ar
s lorsqu'on représente les arbres dé
ision hasard. Nousillustrons maintenant l'usage de 
et outil sur un exemple de 
hoix de 
ontratd'assuran
e pour un bien immobilier [3℄.Exemple 1 Considérons un 
ontrat d'assuran
e auquel on peut dé
ider de sous-
rire pour une année 1 et/ou une année 2. Bien évidemment, on ne sait pas sil'on sera amené ou non à le faire valoir à la suite d'un dommage (
ambriolage,inondation...). On suppose i
i que la prise en 
harge d'un dommage non 
ouvert
oûte 2. Par ailleurs, la probabilité de subir un dommage durant l'année 2 est
onditionnée aux événements de l'année 1 : elle est de 3
5 l'année 1, mais ellepasse à 1

4 l'année 2 si on a déjà subi un dommage lors de l'année 1 (sinon ellereste in
hangée). La première année, on peut sous
rire (dé
ision 1) ou non (dé-
ision 0) un 
ontrat d'assuran
e 
ouvrant les dommages dont le 
oût est de 1.La deuxième année, on peut ou non renouveller 
e 
ontrat pour le même 
oût.L'utilité du dé
ideur est 
al
ulée en fon
tion du 
oût total x = 2s+a, où s est lenombre de dommages non 
ouverts et a est le nombre de sous
riptions au 
ontratd'assuran
e. On pose i
i que la fon
tion d'utilité u est u(x) = 4− x. L'arbre dé-
ision hasard 
orrespondant à 
e problème est représenté sur la �gure 1.Il est important de remarquer que dans un arbre dé
ision hasard binaire 
om-plet (i.e., 
omportant deux dé
isions (resp. événements) possibles à 
haque n÷udde dé
ision (resp. hasard) et dont 
haque niveau est 
omplètement rempli), lenombre de stratégies possibles est exponentiel dans le nombre de n÷uds de dé
i-sion (rappelons qu'une stratégie est 
ara
térisée par la donnée des 
hoix e�e
tuésaux di�érents n÷uds de dé
ision). Plus pré
isément, si on note n le nombre den÷uds de dé
ision, on peut montrer que le nombre de stratégies possibles esten Θ(2
√

n) (se
tion 3). Il est 
ependant bien 
onnu qu'il existe un algorithme li-néaire (i.e., en O(n)) permettant de déterminer, par programmation dynamique,une stratégie optimale au sens du modèle EU. En e�et, une telle stratégie vé-ri�e le prin
ipe d'optimalité : toute sous-stratégie d'une stratégie optimale estoptimale. L'idée de l'algorithme 
onsiste don
 à pro
éder par indu
tion arrièreà partir des n÷uds terminaux, a�n de déterminer en 
haque n÷ud l'espéran
ed'utilité d'une sous-stratégie optimale :� en un n÷ud de hasard, l'espéran
e d'utilité optimale est égale à l'espéran
edes utilités optimales de ses su

esseurs ;� en un n÷ud de dé
ision, l'espéran
e d'utilité optimale est égale à la plusgrande des espéran
es d'utilité optimales de ses su

esseurs.
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1/4Fig. 1. Exemple d'arbre dé
ision hasard.Exemple 2 Dans l'exemple pré
édent du 
ontrat d'assuran
e, l'algorithme re-monte la valeur max(14

5 , 3) = 3 en D2, 3
2 en D3, 2 en D4 (en prenant la dé
ision1) et 10

4 en D5 (en prenant la dé
ision 0). Par 
onséquent, l'espéran
e en H1vaut 3× 2
5 + 3

2 × 3
5 = 21

10 et en H2 elle vaut 23
10 . La stratégie optimale au sens deEU 
onsiste don
 à sous
rire au 
ontrat la première année et à ne sous
rire au
ontrat la se
onde année que si l'on n'a pas subi de dommage lors de la première.La simpli
ité d'utilisation du modèle EU, ainsi que son attrait sur le plannormatif, lui ont permis de régner sans partage 
es soixante dernières années.Pourtant, les mises en défaut répétées du modèle sur le plan des
riptif ont �nipar éroder sa position. En parti
ulier, de nombreuses expérien
es mettent enéviden
e que les individus sous-évaluent les fortes probabilités et surévaluent lesfaibles probabilités [1,7℄. De 
e fait, bien souvent, le modèle EU n'est pas à mêmede rendre 
ompte du 
omportement dé
isionnel observé. Fa
e à 
e 
onstat, denouveaux modèles ont été développés : 
ertains se fondent sur une représentationalternative de l'in
ertitude 
omme l'o�re par exemple la théorie des possibilités[2℄, d'autres prennent en 
ompte expli
itement la per
eption déformée des pro-babilités par le dé
ideur. Dans 
ette dernière démar
he, Quiggin [10℄ a proposéle modèle Rank Dependent Utility (RDU), qui permet de rendre 
ompte d'unplus large éventail de 
omportements dé
isionnels. Cependant, la non-linéaritédu 
ritère RDU (i.e., RDU(λX + Y ) 6= λRDU(X) + RDU(Y )) invalide toute



appro
he par indu
tion arrière pour déterminer la stratégie optimale. Cela poseun réel problème algorithmique au vu du nombre 
ombinatoire de stratégies pos-sibles, qui rend imprati
able leur énumération 
omplète.Le propos de 
e papier est pré
isément d'étudier le problème 
onsistant à dé-terminer la stratégie optimale dans un arbre dé
ision hasard au sens de RDU etde proposer une méthode par énumération impli
ite pour le résoudre. Le papierest organisé 
omme suit. Dans un premier temps nous formalisons la probléma-tique et rappellons les bases du modèle RDU. Nous mettons ensuite en éviden
el'impossibilité de pro
éder par programmation dynamique pour résoudre 
e pro-blème et nous prouvons que 
e dernier est NP-di�
ile (se
tion 3.3). Nous expo-sons alors un algorithme de résolution par énumération impli
ite, fondé sur uneborne 
al
ulable en temps quadratique, et nous terminons en�n en présentantles résultats d'expérimentations numériques (se
tion 4).2 Formalisation du problème2.1 Notations et Dé�nitionsDans un arbre dé
ision hasard T = (N , E) ayant pour ra
ine un n÷ud dedé
ision Nr, nous notons ND ⊂ N (resp. NH ⊂ N ) l'ensemble des n÷uds dedé
ision (resp. hasard). De plus, nous notons C ⊂ N l'ensemble des n÷uds ter-minaux. Le graphe est valué 
omme suit : à tout ar
 E = (H, N) ∈ E tel que
H ∈ NH , on asso
ie la probabilité p(E) de l'événement 
orrespondant ; à toutn÷ud terminal C ∈ C, on asso
ie son utilité notée u(C). Par ailleurs, nous ap-pelons past(N) le passé de N ∈ N , i.e. l'ensemble des ar
s le long du 
heminallant de Nr à N dans T . En�n, nous notons S(N) l'ensemble des su

esseursde N dans T , et T (N) le sous-arbre de T de ra
ine N .Soit T un arbre dé
ision hasard et N∆ ⊆ N un ensemble de n÷uds 
onte-nant :� la ra
ine Nr de T ,� un et un seul su

esseur pour 
haque n÷ud de dé
ision N ∈ N∆

D = ND ∩
N∆,� tous les su

esseurs pour 
haque n÷ud de hasard N ∈ N∆

H = NH ∩ N∆.L'ensemble d'ar
s ∆ = {(N, N ′) : N ∈ N∆
D , N ′ ∈ N∆} ⊆ E dé�nit une stratégiede T dès lors que le sous-graphe induit par N∆ est un arbre. Etant donné unn÷ud de dé
ision N , la restri
tion d'une stratégie de T au sous-arbre T (N), quin'est autre qu'une stratégie de T (N), est appellée sous-stratégie. Nous notons Dl'ensemble des stratégies.Soit S = {u1, . . . , uk} un ensemble �ni d'utilités. On appelle loterie unedistribution de probabilité P sur S. On note L = (p1, u1; . . . ; pk, uk) la loterie quiaboutit à une utilité ui ave
 une probabilité pi = P ({ui}). A�n d'alléger 
ertainesnotations, on peut 
onsidérer la loterie L 
omme une fon
tion de S 7→ [0, 1] telle



que L(ui) = pi. Dans un arbre dé
ision hasard, à toute stratégie il est possibled'asso
ier une loterie. En e�et, on peut déterminer la probabilité pC d'obtenirune 
onséquen
e C ∈ C en 
al
ulant :
pC =

∏

(H,N)∈past(C) p((H, N)) où H ∈ NHLa valeur d'une stratégie selon EU (resp. RDU) est égale à la valeur de la loterie
orrespondante selon EU (resp. RDU).Exemple 3 Dans l'exemple du 
ontrat d'assuran
e, la stratégie EU-optimale
orrespond à la loterie ( 3
20 , 1; 8

20 , 2; 9
20 , 3) dont l'espéran
e est bien 46

20 = 23
10 .2.2 Rappels sur RDULe modèle RDU repose sur deux paramètres : une fon
tion d'utilité qui estdéjà présente dans le modèle EU, et une fon
tion ϕ de déformation des probabi-lités. Il s'agit d'une fon
tion stri
tement 
roissante sur [0, 1] telle que ϕ(0) = 0et ϕ(1) = 1. Cette déformation des probabilités porte, non sur des probabilitéssimples, mais sur des 
umuls de probabilités. Pour rappel, étant donnée une lo-terie L = (p1, u1; . . . ; pk, uk), on appelle fon
tion dé
umulative de L la fon
tion

GL : S 7→ [0, 1] qui asso
ie à 
haque utilité ui la probabilité d'avoir au moins
ette utilité. Plus formellement, GL(x) =
∑

i:ui≥x pi. La valeur selon RDU d'uneloterie L est alors dé�nie de la manière suivante :
RDU(L) = u(1) +

∑k

i=2[u(i) − u(i−1)]ϕ(GL(u(i)))où (.) 
orrespond à une permutation de {1, . . . , k} telle que u(1) ≤ . . . ≤ u(k).Ce 
ritère peut être interprété 
omme suit : on est sûr d'obtenir au moinsune utilité de u(1), puis on est sus
eptible d'obtenir un supplément d'utilitéde u(2) − u(1) ave
 une masse de probabilité ϕ(GL(u(2))), puis un supplémentd'utilité de u(3) − u(2) ave
 une masse de probabilité ϕ(GL(u(3))), et ainsi desuite...Exemple 4 Considérons la stratégie EU-optimale de l'exemple 2. La loterie 
or-respondante est L = ( 3
20 , 1; 8

20 , 2; 9
20 , 3). Sa valeur RDU se 
al
ule 
omme suit :

RDU(L) = 1 + ϕ(17
20 ) × (2 − 1) + ϕ( 9

20 ) × (3 − 2). Supposons que ϕ(p) = 0.25pour 0 < p ≤ 0.5, et ϕ(p) = 0.75 pour 0.5 < p < 1. On obtient alors RDU(L) =
1 + 0.75 × 1 + 0.25 × 1 = 2.L'intérêt de déformer des 
umuls de probabilités, et non dire
tement les pro-babilités elles-mêmes (
omme 
'est par exemple le 
as dans le modèle de Handa[5℄), est d'obtenir un 
ritère de 
hoix 
ompatible ave
 la dominan
e sto
has-tique. On dit qu'une loterie L = (p1, u1; . . . ; pk, uk) domine sto
hastiquementune loterie L′ = (p′1, u

′
1; . . . ; p

′
k, u′

k) si ∀x ∈ R, GL(x) ≥ GL′(x), autrement dit,pour tout x ∈ R, la probabilité d'obtenir une utilité d'au moins x ave
 la loterie
L est au moins aussi grande qu'ave
 la loterie L′. La 
ompatibilité ave
 la do-minan
e sto
hastique signi�e que RDU(L) ≥ RDU(L′) dès lors que L dominesto
hastiquement L′ [10℄. Cette propriété est bien entendu souhaitable pour dé-
rire un 
omportement rationnel, et elle est bien véri�ée par le modèle RDU(
ontrairement au modèle de Handa).



3 Etude du problème3.1 Espa
e des solutionsConsidérons un arbre dé
ision hasard binaire 
omplet T de profondeur 2p telque les n÷uds de profondeur paire soient des n÷uds de dé
ision (ou des n÷udsterminaux) et les n÷uds de profondeur impaire soient des n÷uds de hasard.Nous nous intéressons i
i à 
omptabiliser le nombre de stratégies possibles (au-trement dit de solutions réalisables) en fon
tion de la taille de l'instan
e. Ondé�nit 
omme taille de l'instan
e le nombre de n÷uds de dé
ision. Ce nombreest en e�et du même ordre de grandeur que le nombre de n÷uds de T . Remar-quons qu'il y a 1 n÷ud de dé
ision pour la profondeur 0, 4 n÷uds de dé
isionpour la profondeur 2, 16 pour la profondeur 4... Le nombre total de n÷uds dedé
ision dans T est don
 égal à la somme des termes d'une suite géométriquede raison 4 : n = |ND| =
∑p−1

i=0 4i = 4p−1
4−1 . Exprimons maintenant le nombrede stratégies en fon
tion de la profondeur. Pour 
ela, on pro
ède par indu
tionarrière sur T , en remontant le nombre de stratégies jusqu'à la ra
ine. On 
om-men
e par étiqueter à 2 les n÷uds de dé
ision qui ne possèdent au
un n÷ud dedé
ision dans leur des
endan
e. On applique ensuite les relations de ré
urren
esuivantes : le nombre de stratégies à partir d'un n÷ud de hasard donné est égalau produit du nombre de stratégies à partir de ses su

esseurs, et le nombre destratégies à partir d'un n÷ud de dé
ision donné est égal à la somme du nombrede stratégies à partir de ses su

esseurs. Ainsi, le nombre total de stratégies àpartir d'un n÷ud de dé
ision ND peut se 
al
uler à l'aide de la suite ré
urrente

(uk) suivante : u0 = 2, uk = 2u2
k−1, où k indique le nombre de n÷uds de dé-
ision (ND ex
lu) sur un 
hemin quel
onque de ND vers un n÷ud terminal. Leterme général de 
ette suite est 2(2k+1−1). On peut véri�er fa
ilement qu'on a

k = p − 1 à la ra
ine. Par 
onséquent, le nombre total de stratégies dans T est
|D| = up−1 = 2(2p−1) ∈ Θ(2

√
n) (puisque n = (4p − 1)/3). Ainsi, le nombre destratégies potentielles étant exponentiel de la taille de l'instan
e, il est né
es-saire de développer un algorithme d'optimisation 
ombinatoire pour déterminerla stratégie optimale. Nous montrons 
i-dessous que la tâ
he est d'autant plusdéli
ate que la programmation dynamique ne s'applique plus lorsqu'on optimiseselon RDU.3.2 Monotonie et indépendan
eIl est bien 
onnu que la programmation dynamique repose sur le respe
t d'une
ondition de monotonie [9℄ sur la fon
tion de valuation. Dans notre 
ontexte,
ette 
ondition peut se formuler 
omme suit sur la fon
tion de valuation V desloteries :

∀α ∈ [0, 1], V (L) ≥ V (L′) =⇒ V (αL + (1 − α)L′′) ≥ V (αL′ + (1 − α)L′′)où L, L′, L′′ sont des loteries quel
onques et αL + (1−α)L′′ est la loterie dé�niepar (αL+(1−α)L′′)(x) = αL(x)+ (1−α)L′′(x). Cette 
ondition algorithmiquepeut être interprétée, dans le 
adre de la théorie de la dé
ision, 
omme une formea�aiblie de l'axiome d'indépendan
e utilisé par von Neumann et Morgenstern [12℄



dans la 
ara
térisation du 
ritère EU. Cet axiome stipule que la 
ombinaison dedeux loteries L et L′ ave
 une troisième L′′ n'inverse pas l'ordre des préféren
es(induit par V ) : si L est stri
tement préférée à L′, alors αL + (1 − α)L′′ eststri
tement préférée à αL′ +(1−α)L′′. Pour V ≡ EU la propriété de monotonieest véri�ée. Par 
ontre, pour V ≡ RDU , la propriété n'est plus valide, 
omme lemontre l'exemple suivant.Exemple 5 Soient trois loteries L = (0.5, 1; 0.5, 10) , L′ = (1, 5) et L′′ = L.Supposons que les préféren
es du dé
ideur suivent le modèle RDU ave
 la fon
tion
ϕ suivante : ϕ(0) = 0, ϕ(p) = 0.45 si 0 < p ≤ 0.7, ϕ(p) = 1 si p > 0.7. Lesvaleurs selon RDU de L et L′ sont :

RDU(L) = 1 + (10 − 1)ϕ(0.5) = 5.05
RDU(L′) = 5Ainsi, on a RDU(L) ≥ RDU(L′). D'après la propriété de monotonie pour α =

0.6, on devrait don
 avoir RDU(0.6L+0.4L′′) ≥ RDU(0.6L′+0.4L′′). Pourtant,on a :
RDU(0.6L + 0.4L′′) = 1 + (10 − 1)ϕ(0.5) = 5.05
RDU(0.6L′ + 0.4L′′) = 1 + (5 − 1)ϕ(0.6 + 0.2) + (10 − 5)ϕ(0.2) = 7.25et don
 RDU(0.6L+0.4L′′) < RDU(0.6L′+0.4L′′). Par 
onséquent, la propriétéde monotonie n'est pas véri�ée.De par la violation du prin
ipe de monotonie, la mise en ÷uvre d'une pro-
édure de programmation dynamique pour RDU dans un arbre dé
ision hasardpeut 
onduire à une stratégie sous-optimale. Une telle pro
édure peut même
onduire à une stratégie sto
hastiquement dominée. En e�et, 
onsidérons l'arbrede dé
ision de la �gure 2, 
onstruit à l'aide de l'exemple 5. Dans 
et arbre dé
i-sion hasard, les valeurs RDU des di�érentes stratégies possibles à la ra
ine sont :

RDU({(D1, H2)}) = 1 + (5 − 1)ϕ(0.6 + 0.2) + (8 − 5)ϕ(0.2) = 6.35
RDU({(D1, H1), (D2, H3), (D3, H4)}) = 1 + (10 − 1)ϕ(0.5) = 5.05
RDU({(D1, H1), (D2, δ1), (D3, δ2)}) = 5
RDU({(D1, H1), (D2, δ1), (D3, H4)}) = 7.25
RDU({(D1, H1), (D2, H3), (D3, δ2)}) = 5.05Ainsi, la stratégie optimale à la ra
ine est {(D1, H1), (D2, δ1), (D3, H4)}. Pour-tant, en pro
édant par programmation dynamique, on obtient en D2 : RDU({(D2,
H3)}) = 1 + (10 − 1)ϕ(0.5) = 5.05 et RDU({(D2, δ1)}) = 5. C'est don
 lasous-stratégie {(D2, H3)} qui est retenue en D2, et de même la sous-stratégie
{(D3, H4)} qui est retenue en D3. Par suite, en D1, 
'est la stratégie {(D1, H2)}(6.35 
ontre 5.05 pour {(D1, H2)}), dominée sto
hastiquement par {(D1, H1), (D2,
δ1), (D3, H4)}), qui est retournée.Un dé
ideur utilisant le 
ritère RDU doit don
 faire du 
hoix résolu [8℄,
'est-à-dire qu'il doit 
hoisir une stratégie à la ra
ine de l'arbre et s'y tenir(faute de quoi il pourrait se retrouver 
omme 
i-dessus à suivre une stratégiesto
hastiquement dominée). Nous nous intéressons i
i à déterminer une straté-gie RDU-optimale vue de la ra
ine (puis à ne pas en dévier). Remarquons qu'untel pro
édé nous assure de ne pas ren
ontrer de sous-stratégie sto
hastiquementdominée, 
ontrairement à la méthode 
onsistant à faire de l'indu
tion arrière
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b80.2Fig. 2. RDU ne véri�e pas la propriété de monotonie.selon RDU. D'autres appro
hes de 
hoix résolu ont été envisagées pour détermi-ner une stratégie raisonnable à l'aide du 
ritère RDU. On peut mentionner enparti
ulier les travaux de Ja�ray et Nielsen [6℄, dont la démar
he di�ère de 
elledu présent papier. En e�et, ils 
onsidèrent 
haque n÷ud de dé
ision de l'arbredé
ision hasard 
omme étant un ego du dé
ideur, et visent à déterminer une stra-tégie réalisant un 
ompromis entre 
es di�érents egos, en s'assurant que toutesles sous-stratégies sont pro
hes de l'optimum pour RDU et sto
hastiquementnon-dominées.3.3 Complexité du problèmeNous prouvons maintenant que le problème 
onsistant à déterminer une stra-tégie RDU-optimale est NP-di�
ile, si on pose que la taille d'une instan
e duproblème 
orrespond au nombre de n÷uds de dé
ision impliqués.Proposition 1 La re
her
he d'une stratégie RDU-optimale (problème RDU-OPT) dans un arbre dé
ision hasard est un problème NP-di�
ile.Démonstration. On s'appuie sur une rédu
tion polynomiale du problème 3-SATvers le problème RDU-OPT. Le problème 3-SAT se formule 
omme suit :INSTANCE : un ensemble X de variables booléennes, une 
olle
tion C de 
lausessur X telle que |c| = 3 pour toute 
lause c ∈ C.QUESTION : Existe-t-il une instan
iation des variables booléennes de X quisatisfait simultanément toutes les 
lauses de C ?Soient X = {x1, . . . , xn} et C = {c1, . . . , cm}. La 
onstru
tion polynomiale d'unarbre dé
ision hasard à partir d'une instan
e du problème 3-SAT se réalise
omme suit. On dé�nit un n÷ud de dé
ision pour 
haque variable de X . Etantdonnée xi une variable de X , le n÷ud de dé
ision asso
ié dans l'arbre dé
i-sion hasard, noté également xi, a deux �ls : le premier (n÷ud de hasard noté Vi)
orrespond à l'instan
iation vrai de xi, et le se
ond (n÷ud de hasard noté Fi) 
or-respond à l'instan
iation faux de xi. Soient {ci1 , . . . , cij} ⊆ C le sous-ensemble



de 
lauses dans lesquelles �gurent le littéral positif xi, et {ci′
1
, . . . , ci′

k
} ⊆ Cle sous-ensemble de 
lauses dans lesquelles �gurent le littéral négatif x̄i. Pour
haque 
lause cih

(1 ≤ h ≤ j) on 
rée 
omme �ls de Vi un n÷ud terminal noté
cih

, 
orrespondant à la 
lause cih
. On 
rée en outre un �ls supplémentaire de

Vi noté c0, 
orrespondant à une 
onséquen
e c0 �
tive. De même, on 
rée un�ls de Fi pour 
haque 
lause ci′
h
(1 ≤ h ≤ k), ainsi qu'un �ls supplémentaire
orrespondant à la 
onséquen
e c0 �
tive. Le n÷ud Vi 
omporte don
 j + 1 �ls,tandis que le n÷ud Fi 
omporte k + 1 �ls. A�n de 
onstituer un unique arbredé
ision hasard, on ajoute un n÷ud de hasard H père de tous les n÷uds dedé
ision xi (1 ≤ i ≤ n). En�n, on rajoute un n÷ud de dé
ision à la ra
ine,ayant H 
omme unique �ls. L'arbre dé
ision hasard ainsi 
onstruit 
omporte

n + 1 n÷uds de dé
ision, 2n + 1 n÷uds de hasard et au plus 2n(m + 1) n÷udsterminaux. Sa taille est don
 en O(nm), 
e qui garantit bien la polynomialitéde la transformation. A titre d'illustration, sur la partie gau
he de la �gure 3,nous donnons l'arbre dé
ision hasard obtenu pour l'instan
e suivante de 3-SAT :
(x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4).Remarquons qu'on peut établir une bije
tion entre l'ensemble des stratégies dansl'arbre dé
ision hasard et l'ensemble des instan
iations dans le problème 3-SATde départ. Il su�t pour 
e faire de poser xi = 1 dans le problème 3-SAT si etseulement si l'ar
 (xi, Vi) �gure dans la stratégie, et xi = 0 si et seulement si 
'estl'ar
 (xi, Fi) qui �gure dans la stratégie. Une instan
iation satisfaisante (i.e., quisatisfait simultanément toutes les 
lauses) dans 3-SAT 
orrespond à une straté-gie où toute 
lause ci (1 ≤ i ≤ m) �gure 
omme 
onséquen
e possible (elle �guredon
 de une à trois fois). Pour 
ompléter la rédu
tion, il s'agit don
 maintenantde dé�nir d'une part les probabilités assignées aux ar
s issus des n÷uds H , Vi et
Fi, et d'autre part les utilités des 
onséquen
es et la fon
tion ϕ. La rédu
tion va
onsister à les dé�nir de façon à 
e que seules les stratégies 
orrespondant à desinstan
iations satisfaisantes maximisent RDU. Plus pré
isément, nous visons à
e que :

(i) la valeur RDU d'une stratégie ne dépende que de l'ensemble (et non dumulti-ensemble) de ses 
onséquen
es possibles (autrement dit l'ensemble des
lauses satisfaites par l'instan
iation 
orrespondante),
(ii) la valeur RDU d'une stratégie 
orrespondant à une instan
iation satisfai-sante vaille exa
tement m,
(iii) si une stratégie est sus
eptible de 
onduire à un ensemble de 
onséquen
espossibles qui est stri
tement in
lus dans l'ensemble des 
onséquen
es d'une autrestratégie, la valeur RDU de 
ette dernière soit stri
tement supérieure.Pour 
e faire, après avoir a�e
té la probabilité 1

n
aux ar
s issus de H , on dé�nitles autres probabilités et les utilités de la façon suivante (i 6= 0) :

{

pi = ( 1
10 )i

u(ci) =
∑i

j=1 10j−1où pi désigne la probabilité de tout ar
 
onduisant à la 
onséquen
e ci. Pour lesar
s de type (Vj , c0) (resp. (Fj , c0)), on pose u(c0) = 0 et on a�e
te la probabilité
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Fig. 3. Exemple de rédu
tionqui 
omplémente à 1 l'ensemble des probabilités a�e
tées aux ar
s issus de Vj(resp. Fj). Notons que 
ette dernière probabilité est bien positive 
ar la sommedes pi est stri
tement inférieure à 1. En�n, la fon
tion ϕ est dé�nie 
omme suit1 :
ϕ(p) =











0 si p ∈ [0; pm

n
[

pi si p ∈ [pi+1

n
; pi

n
[ pour i < m

1 si p ∈ [p1

n
; 1[A titre d'illustration, sur la partie droite de la �gure 3, nous indiquons la fon
tion

ϕ obtenue pour l'instan
e de 3-SAT indiquée plus haut.Dans la suite, on 
onsidère une stratégie quel
onque ∆, induisant une loterienotée L, et on note I ⊆ {0, . . . , m} l'ensemble des indi
es des 
onséquen
es pos-sible de ∆. Remarquons que la 
onséquen
e c0 est toujours présente dans unestratégie ∆. On appelle αi ∈ {1, 2, 3} le nombre d'o

urren
es de la 
onséquen
e
ci dans ∆. Par abus de notation, nous 
onfondons 
i-dessous ci et u(ci).Preuve de (i). La valeur RDU d'une stratégie ∆ quel
onque vaut RDU(L) =

c0×ϕ(1)+
∑

i∈I(ci−cprecI(i))ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

αj
pj

n

), où precI(i) = max{j ∈ I : j < i}.Montrons que ∀i ∈ I, ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

αj
pj

n

)

= ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

pj

n

).1 Remarquons qu'en toute rigueur 
ette fon
tion ϕ est 
roissante seulement au senslarge, mais le le
teur pourra se 
onvain
re fa
ilement qu'on peut l'adapter légèrementpour qu'elle devienne stri
tement 
roissante.



Par 
roissan
e de ϕ, on a ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

pj

n

)

≤ ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

αj
pj

n

)

≤ ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

3
pj

n

).On a don
 ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

1
n

(

1
10

)j
)

≤ ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

αj
pj

n

)

≤ ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

3
n

(

1
10

)j
).Comme ϕ(

∑

j∈I
j≥i

1
n
( 1
10 )j) = ϕ(

∑

j∈I
j≥i

3
n
( 1
10 )j) = pi−1, on a par en
adrement

ϕ(
∑

j∈I
j≥i

αj
pj

n
) = ϕ(

∑

j∈I
j≥i

pj

n
). Or c0×ϕ(1) = 0. On 
on
lut don
 que RDU(L) =

∑

i∈I(ci − cprecI (i))ϕ(
∑

j∈I
j≥i

pj

n
).Preuve de (ii). Considérons une stratégie ∆∗ 
orrespondant à une instan
iationsatisfaisante, et la loterie induite L∗ où toutes les 
onséquen
es ci de C sont pos-sibles. D'après (i), on a RDU(L∗) =

∑m

i=1(ci − ci−1)ϕ(
∑m

j=i

pj

n
). On remarqueque pour tout i ≤ m, (ci−ci−1)ϕ(

∑m
j=i

pj

n
) = 10i−1×pi−1 = 10i−1×( 1

10 )i−1 = 1.Par 
onséquent, RDU(L∗) = m.Preuve de (iii). Soient ∆ (resp. ∆′) une stratégie quel
onque de loterie induite
L (resp. L′) et I ⊆ {0, . . . , m} (resp. J = I ∪ {k}) l'ensemble des indi
es de ses
onséquen
es possibles. On suppose i
i que k < max I, le 
as k = max I étantévident. Par dé�nition, {i ∈ I : i 6= k} = {i ∈ J : i 6= k}. On peut don
 é
rire lavaleur RDU de ∆ 
omme une sommes de trois termes :
RDU(L) =

∑

i∈J
i≤k−1

(ci − cprecJ (i))ϕ
(

∑

j∈I
j≥i

pj

n

)

+ (ck − cprecJ (k))ϕ
(

∑

j∈I
j≥k

pj

n

)

+
∑

i∈J
i≥k+1

(ci − cprecJ (i))ϕ
(

∑

j∈J
j≥i

pj

n

)De la même manière, la valeur RDU de la stratégie ∆′ s'é
rit également 
ommeune somme de trois termes :
RDU(L′) =

∑

i∈J
i≤k−1

(ci−cprecJ (i))ϕ
(

∑

j∈J
j≥i

pj

n

)

+(ck −cprecJ (k))ϕ
(

∑

j∈J
j≥k

pj

n

)

+
∑

i∈J
i≥k+1

(ci − cprecJ (i))ϕ
(

∑

j∈J
j≥i

pj

n

)Par 
roissan
e de ϕ, on a I ⊆ J ⇒ ∀i ≤ k − 1, ϕ(
∑

j∈I
j≥i

pj

n
) ≤ ϕ(

∑

j∈J
j≥i

pj

n
).Ainsi le premier terme de RDU(L) est inférieur ou égal au premier terme de

RDU(L′). On véri�e fa
ilement que ϕ(
∑

j∈I
j≥k

pj

n
) = psuccI(k)−1 et ϕ(

∑

j∈J
j≥k

pj

n
) =

pprecJ (k) = pk−1, où succI(i) = min{j ∈ I : j > i}. Or psuccI(k)−1 < pk−1
ar succI(k) − 1 > k − 1. Don
 le se
ond terme de RDU(L) est stri
tement in-férieur au se
ond terme de RDU(L′). En�n, le troisième terme de RDU(L)est bien évidemment égal au troisième terme de RDU(L′). Par 
onséquent
RDU(L) < RDU(L′).On 
on
lut de (i),(ii) et (iii) que toute stratégie 
orrespondant à une instan-
iation non-satisfaisante présente une valeur RDU stri
tement inférieure à m, etque toute stratégie 
orrespondant à une instan
iation satisfaisante présente unevaleur RDU exa
tement égale à m. Trouver une instan
iation satisfaisante dans3-SAT revient don
 à trouver une stratégie valant m dans RDU-OPT. �Dans la se
tion suivante, nous dé
rivons un algorithme pour déterminer lastratégie optimale depuis la ra
ine au sens de RDU. Nous pro
édons par énu-mération impli
ite puisque ni une énumération exhaustive des stratégies ni uneindu
tion arrière ne sont envisageables.



4 Résolution du problème4.1 Algorithme d'énumération impli
iteNous présentons i
i une méthode par séparation et évaluation pour déter-miner la stratégie optimale au sens de RDU dans un arbre dé
ision hasard. Leprin
ipe de séparation 
onsiste à partitionner l'ensemble des stratégies possiblesen fon
tion du 
hoix d'une arête (N, N ′) donnée en un n÷ud de dé
ision N .Plus formellement, les n÷uds de l'arbre de re
her
he sont 
ara
térisés par unestratégie partielle, qui dé�nit un sous-ensemble de stratégies. Soit T un arbredé
ision hasard et NΓ un ensemble de n÷uds 
ontenant :� la ra
ine Nr de T ,� un et un seul su

esseur pour 
haque n÷ud de dé
ision N ∈ NΓ
D = ND ∩

NΓ .L'ensemble des ar
s orientés Γ = {(N, N ′) : N ∈ NΓ
D , N ′ ∈ NΓ } ⊆ E dé�nit unestratégie partielle de T dès lors que le sous-graphe induit par NΓ est un arbre.Une stratégie ∆ est dite 
ompatible ave
 une stratégie partielle Γ si Γ ⊆ ∆. Lesous-ensemble de stratégies 
ara
térisé par une stratégie partielle 
orrespond àl'ensemble des stratégies 
ompatibles. Toute stratégie partielle n'est 
ependantpas sus
eptible d'être envisagée dans l'arbre de re
her
he. En e�et, les stratégiespartielles ren
ontrées dans l'arbre de re
her
he respe
te un ordre de priorité surles n÷uds de dé
ision séle
tionnés dans NΓ (a�n d'éviter les doublons) : si deuxn÷uds de dé
ision sont sus
eptibles de prolonger une même stratégie partielle,
elui de plus petit rang sera prioritaire sur l'autre pour entrer dans NΓ . Le rangd'un n÷ud est donné par une fon
tion rg : ND 7→ {1, 2, . . . , |ND|} telle que :











rg(Nr) = 1

|past(N)| > |past(N ′)| ⇒ rg(N) > rg(N ′)

|past(N)| = |past(N ′)| et EU(T (N)) > EU(T (N ′)) ⇒ rg(N) < rg(N ′)où EU(T (N)) 
orrespond à la valeur optimale de EU dans T (N).Exemple 6 Pour l'arbre dé
ision hasard de la �gure 1, il existe une uniquefon
tion rg possible dé�nie par : rg(D1) = 1, rg(D2) = 2, rg(D3) = 4, rg(D4) =
3, rg(D5) = 5.L'algorithme 1 dé
rit la pro
édure d'énumération impli
ite que nous pro-posons. Il prend en argument une stratégie partielle Γ et un réel RDUopt qui
orrespond à la valeur RDU de la meilleure stratégie trouvée jusqu'alors dansl'exploration. Cette dernière est e�e
tuée en profondeur d'abord. L'ensemble N1désigne les n÷uds de dé
ision 
andidats pour prolonger la stratégie partielle Γ .Parmi 
eux-
i, le n÷ud dont la valeur de la fon
tion rg est minimale est noté
Nmin. L'ensemble Emin de ses arêtes in
identes dé�nit les di�érents prolonge-ments de Γ envisagés (autrement dit, les �ls du n÷ud asso
ié à Γ dans l'arbrede re
her
he). Pour toute stratégie partielle Γ (autrement dit, en 
haque n÷udde l'arbre de re
her
he), on dispose d'une fon
tion d'évaluation ev représentantune borne supérieure de la valeur RDU de toute stratégie 
ompatible ave
 Γ .



Algorithme 1 : BB(Γ, RDUopt)

N1 ← {N1 ∈ ND : ∀(N, H) ∈ ND ×NH , ((N, H) ∈ past(N1)⇒ (N, H) ∈ Γ )};
Nmin ← arg minN∈N1

rg(N);
Emin ← {(Nmin, H) ∈ E : H ∈ S(Nmin)};pour 
haque (N, H) ∈ Emin fairesi ev(Γ ∪ {(N, H)}) > RDUopt alors

RDUtemp ← BB(Γ ∪ {(N, H)}, RDUopt);si RDUtemp > RDUopt alors
RDUopt ← RDUtemp;�n�n�nretourner RDUoptBien que 
ela ne soit pas pré
isé dans l'algorithme, remarquons qu'en pra-tique nous utilisons l'heuristique 
onsistant à développer en priorité le �ls dont lavaleur de la fon
tion d'évaluation est la plus élevée. Nous détaillons maintenantles prin
ipales 
ara
téristiques de notre algorithme.Initialisation. Une méthode par séparation et évaluation est notoirement pluse�
a
e quand une bonne solution est 
onnue avant de démarrer la re
her
he.Dans notre méthode, la borne supérieure (RDUopt) est initialisée ave
 la valeurRDU de la stratégie obtenue par programmation dynamique selon le 
ritère EU.En e�et, on peut penser que la stratégie ainsi obtenue sera de bonne qualité,et permettra don
 d'éviter une exploration trop approfondie de sous-espa
es ne
omportant pas de bonnes solutions.Fon
tion d'évaluation. L'évaluation d'un ensemble de stratégies induit parune stratégie partielle Γ se fait à l'aide d'une fon
tion ev. Le prin
ipe de 
etteévaluation est de déterminer une loterie qui domine sto
hastiquement toutes lesloteries asso
iées aux stratégies 
ompatibles ave
 Γ , et d'évaluer 
ette loterie se-lon le 
ritère RDU. On s'assure ainsi que 
ette évaluation est bien un majorantpuisque le 
ritère RDU respe
te la dominan
e sto
hastique, 
'est-à-dire que si uneloterie L domine sto
hastiquement une loterie L′, alors RDU(L) ≥ RDU(L′).Pour déterminer une telle loterie, on pro
ède par programmation dynamiquesur l'arbre dé
ision hasard. L'initialisation de la pro
édure se fait au niveau desn÷uds terminaux : à tout n÷ud terminal C ∈ C est a�e
té la loterie (1, u(C)).Ensuite, en 
haque n÷ud N ∈ N , on remonte une loterie qui domine sto
hasti-quement toutes les loteries du sous-arbre T (N). Plus pré
isément, en un n÷udde hasard H , on 
al
ule la loterie LH induite par les loteries de ses �ls de lamanière suivante :

∀u, LH(u) =
∑

N∈S(H) p((H, N)) × LN (u)où LN 
orrespond à la loterie remontée au n÷ud N . Par ailleurs, en 
haquen÷ud de dé
ision D, on applique la relation de ré
urren
e suivante exprimée surles fon
tions dé
umulatives2 (pour simpli�er l'é
riture) :2 Notons qu'on peut manipuler indi�éremment une loterie ou sa fon
tion dé
umulative,
ar seule 
ette dernière importe pour le 
al
ul de RDU.



{

∀u, GLD (u) = GLN (u) si ∃N ∈ S(D) : (D, N) ∈ Γ
∀u, GLD (u) = maxN∈S(D) GLN (u) sinonEn�n, la valeur retournée par ev est RDU(LNr).Exemple 7 Reprenons l'arbre dé
ision hasard de la �gure 1 et faisons l'hypo-thèse que Γ = {(D1, H1), (D3, H6)}. Les loteries remontées en 
haque n÷ud se-ront alors : LH3 = (3

5 , 2; 2
5 , 4), LH4 = (1, 3), LH6 = (1, 1), LD2 = (3

5 , 3; 2
5 , 4) (
ar

GLD2 = (max(1, 1), 2; max(2
5 , 1), 3; max(2

5 , 0), 4)), LD3 = LH6 = (1, 1), LH1 =
(3
5 × 1, 1, 2

5 × 3
5 , 3; 2

5 × 2
5 , 4) = (3

5 , 1, 6
25 , 3; 4

25 , 4), LD1 = LH1 = (3
5 , 1, 6

25 , 3; 4
25 , 4).La valeur retournée par la fon
tion d'évaluation pour Γ = {(D1, H1), (D3, H6)}sera don
 ev(Γ ) = RDU((3

5 , 1; 6
25 , 3; 4

25 , 4)).4.2 Expérimentations numériquesL'algorithme a été implémenté en C++ et les test ont été menés sur un ordi-nateur équipé d'un bipro
esseur Intel à 2.13 Ghz ave
 3.5 Go de mémoire vive.Les arbres dé
ision hasard sur lesquels nous avons testé notre algorithme sont desarbres binaires 
omplets de profondeur paire. Les utilités et les probabilités ontété générées de manière aléatoire. Les utilités varient de 1 à 500. La profondeurdes arbres varie quant à elle de 4 à 14 (don
 de 5 à 5461 n÷uds de dé
ision), ave
une alternan
e de n÷uds de dé
ision et de n÷uds de hasard. Pour 
haque niveaude profondeur, 100 arbres ont été générés. La 
ourbe de gau
he (resp. droite)de la �gure 4 représente le nombre moyen de n÷uds développés dans l'arbred'exploration (resp. le temps moyen d'exé
ution en se
. de l'algorithme) selonla profondeur. L'axe des ordonnées est exprimé sur une é
helle logarithmique(en base 4) 
ar le nombre de n÷uds de dé
ision est multiplié par 4 en ordre degrandeur pour 
haque in
rément de la profondeur. On remarque que, sur les ins-tan
es tirées aléatoirement, la 
roissan
e du nombre de n÷uds développés (resp.du temps d'exé
ution) apparaît 
omme linéaire du nombre de n÷uds de dé
isionpour les tailles traitées i
i. Les plus grandes instan
es se rappro
hent des taillesd'arbre dé
ision hasard limites sto
kables en ma
hine (une augmentation de 30%seulement de la profondeur peut être envisagée). Le saut de 
omplexité se situeau-delà des tailles traitées i
i.
Fig. 4. Comportement de l'algorithme en fon
tion de la profondeur.



5 Con
lusionDans 
e papier, nous avons mené une étude algorithmique du problème dela re
her
he d'une stratégie RDU-optimale dans un arbre dé
ision hasard. Nousavons en parti
ulier montré que 
e problème est NP-di�
ile. Nous avons ensuiteproposé un algorithme d'énumération impli
ite pour déterminer une stratégieRDU-optimale. Les tests numériques 
onduits montrent que 
et algorithme per-met de résoudre ave
 des temps 
ompétitifs des instan
es dont la taille appro
hela limite mémoire imposée par la ma
hine. Un sujet d'étude intéressant pour destravaux futurs serait justement de 
on
evoir des algorithmes de résolution pourdes problèmes de dé
ision dans le risque modélisés à l'aide d'un diagramme d'in-�uen
e. Un diagramme d'in�uen
e est un graphe orienté sans 
ir
uit représentantde façon 
ompa
te un arbre dé
ision hasard en exploitant les symétries présentes.Par exemple, sur l'arbre de la �gure 2, les n÷uds D2 et D3 peuvent être �fa
-torisés� en un seul 
ar les sous-arbres asso
iés sont identiques. Néanmoins, unedi�
ulté supplémentaire pour la résolution est qu'une stratégie RDU-optimalepeut 
onduire à ne pas faire le même 
hoix en deux n÷uds de dé
ision distin
tsasso
iés à des sous-arbres pourtant identiques (alors qu'il existe toujours unestratégie EU-optimale où l'on prend la même dé
ision). C'est le 
as par exempleen D2 et D3 pour l'arbre de la �gure 2.Remer
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