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MODELISATION NUMERIQUE DES INCERTITUDES EN VIBRATION
DES STRUCTURES NON-LINEAIRES GEOMETRIQUES

Evangéline Capiez-LernoytChristian Soizé

1 Laboratoire Modélisation et Simulation Multi-Echelle SWIE UMR 8208 CNRS,
Université Paris-Est, Marne-La-Vallee, France

Résun®. La présente recherche concerne la propagation desitnded dans les systemes vibratoires complexes
en tenant compte dans la modélisation dstg non-linéaires géométriques induits par les graggéadements

et les grandes déformations. Un modeéle réduit noralieédéterministe est tout d’abord construit numérigeetn
afin de réduire le nombre d’'inconnues. Les incertitudedesippérateurs linéaires sont construites usuellement
avec I'approche probabiliste non-paramétrique. Un aigérr de rigidité dédié contenant toute I'informatidéel

aux termes linéaires, quadratiques et cubiques et passiedoropriété de définie-positivité est construitufefois,

une dificulté concernant I'implémentation des incertitudessste car la taille du germe aléatoire augmente
substantiellement, en évoluant avec le carré de la dioerks modele réduit non-linéaire. La définition d’'un
critere cohérent permettant d’analyser l'influence deititudes sur la partie non-linéaire des opérategswvi

vis de la partie linéaire nécessite en toute logique libeti le méme germe pour chacun des deux cas, tout en ayant
une taille raisonnable garantissant la faisabilité désutsnumériques. L'idée principale consiste a intrioduine
factorisation judicieuse de I'opérateur de rigiditedi#een résolvant un probleme aux valeurs propres et en ne
gardant que les contributions essentielles des vecteopsgs associés. Une application numérique d’un systeme
vibratoire complexe de grande dimension est présentée.

1 Introduction

incertitudes. Lidée principale utilisée pour réduieetaille
du germe aléatoire consiste a construire un second model

De nos jours, un challenge majeur consiste a prendre
en compte les féets non-linéaires géométriques dans les
modélisations numériques du comportement mécanigsie de
structures. De telles situations sorfeetivement réalistes,
notamment dans le cas de structures minces [2] ou de

réduit avant d’'implémenter le modele d'incertitudesard®

ce cas, il est possible également de prendre en compte les
incertitudes sur la partie linéaire ou sur la partie nodire
relatif a I'opérateur de maniere cohérente. Le mariusst
organisé de la maniére suivante : dans la premiéere sectio

structures soumises a des chargements importants. Pour deaprés avoir mentionné I'ensemble des étapes concelaant
tels réegimes de fonctionnements, les grandes défornstio méthodologie proposée, on s'intéresse plus pardoeent

et les grands déplacements ne peuvent plus étre nggligé 3 la modélisation probabiliste des incertitudes. Laisact
(voir par exemple [12, 11] dans le cadre des machines suivante concerne I'application numérique dans le cdatex
tournantes ou encore [10] pour des structures minces du post-flambement d’'une coque cylindrique modeélisée par

ou élancées). De surcroit, dans beaucoup d'application
industrielles présentant un haut niveau de complexité
structurelle, les modeles numériques déterministes- no

linéaires ne permettent pas de représenter le companteme
mécanique de la structure avec précision. Dans ce cas,
il est important de prendre en compte les incertitudes
dans les modeles numériques en utilisant des théories
probabilistes. Récemment une méthode numeérique pour
I'analyse de la propagation des incertitudes dans le ctatex

de la dynamique des structures en présence de non

linéarités géomeétriques a été proposée et valjéed, 8].
Limplémentation des incertitudes estfectuée dans le
contexte de la modélisation probabiliste non paramétriq

a partir d’'un modeéle réduit moyen non-linéaire. Undetel
approche probabiliste est possible dans le cas de non
linéarites géomeétriques, car un opérateur dédigigidite
défini positif est introduit, celui-ci contenant l'int&gité de
l'information concernant I'ensemble des termes de rigidit
linaires et non-linéaires. Toutefois, la dimension @ c
opérateur croit comme le carré de la dimension du modele
réduit non-linéaire, ce qui requiert rapidement un germe
aléatoire de grande dimension. En conséquence, un tel
effet d’échelle rend diicile I'analyse de la propagation des

des elements finis tridimensionnels.

2 Construction du modele numeérique

2.1 Meéthodologie gnérale

Récemment, une méthodologie numérique compléte a
été proposée dans le contexte du post-flambement satiqu
et dynamique de structures non-linéaires géométrigues
présence d'incertitudes [7]. Les principales étapest son
résumées ci-dessous :

1. Construction du modele élément fini de la structure

2. Calcul de la réponse statique non-linéaire de la
structure comme réponse de référence

3. Choix d'une base de projection en utilisant la
décomposition orthogonale en valeurs propres de la
réponse de référence

4. Construction directe des opérateurs linéaires et non-
linéaires du modele réduit non-linéaire moyen par



projection des opérateurs éléments finis sur la base de
projection précédemment calculée [6]

. Implémentation des incertitudes par [I'approche
probabiliste non-paramétrique généralisée aux
non-linéarités geéométriques [4]

par un algorithme basé sur les méthodes de longueur
d’'arc [9]

2.2 Principe de moctlisation des incertitudes

A partir de maintenant, on s’intéresse au point (5), qui
concerne la modélisation des incertitudes sur la stractur
Dans [4], I'extension de I'approche probabiliste non
paramétriqgue au cas des non-linéarités géométricques
été considéré en introduisant I'opérateuf] [ d’ordre
P = N(N + 1) suivant :

(K]

@ @
e ]} @

) [[E‘z’r 2[K0]

=2 .
oa les blocs matnmelsK[( )] et [K®)] sont les matricesN x
N?) et(N? x N?) dont les composantes sont définies par :

K200 =Kegy, 3= (B- DN +7, ?)
KO3 =K . 1=(@-1N+5, J=(y-1N+5. (3)

Il a été montré que la matric&C] est symétrique définie
positive ce qui permet d'écrire la factorisation suivante
[K] = [Lk]" [Lk].

En conséquence, I'extension de la théorie probabiliste
non paramétrique et immédiate et I'opérateur aléatest
défini par IC] = [Lk]" [Gk(6k)][Lk].

On s'intéresse & introduire une certaine cohérence de
modélisation lorsque 'aléa est considéré sur la péirieaire
de l'opérateur K] ou bien sur I'ensemble de I'opérateur.
L'idée consiste a ce que ce soit le méme germe aléataire q
pilote ces deux cas. Dans le cas oa l'aléa serait uniquemen
sur la partie linéaire de l'opérateur, il serait cohéren
d’extraire de I'opérateur aléatoiréC] uniquement la partie
linéaire, laissant les opérateurs quadratiques et cekiq
déterministes. Cependant, deuxfidultés apparaissent. La
premiere est unféet d’échelle qui conduit a considérer un
niveau local d'incertitudes pour la partie linéaire quisse
bien plus faible. La deuxiemefticulté provient du fait que
la matrice aléatoireGk (5} )] contientN? (N + 1) (N + 2)/2
variables aléatoires indépendantes. La faisabilit§&lerer
de telles réalisations de matrice aléatoires reste mpnedile
lorsqueN croit.

2.3 Nouvelle moelisation probabiliste

Dans le présent contexte, I'idée maitresse consiste a
utiliser le méme germe aléatoire pour la prise en compge de
incertitudes sur la partie linéaire ou bien les partieédine
et non-linéaires de I'opérateur . Pour ce faire, fin&ue une

. Résolution des équations stochastiques numériques

seconde réduction modale de I'opérated}f €n résolvant le
probleme aux valeurs propres

Kb, = A5, 4

La matrice K] peut &tre approximée par la matricé][
d’ordre P, définie par

[K] = [L"[E] (5)
avec [] la matrice rectangulaird\! x P) telle que
[l = [ANTE [N (6)

oa [AN] est la matrice diagonale d’ordrdl’ telle que
[AN]ee = A, avecd; > A, > --- > Aj,. Les vecteurs
colonnes de la matricetf¥'] de dimension P x N’) matrix
sont les vecteurs proprels,, « € {1,..., N’} associés aux
valeurs propres;,. La matrice [C] est alors remplacée par

la matrice aléatoirel{] telle que
[K] = [CdT [Gk(@I[Lk] (7

0a [Gk (k)] est la matrice aléatoire & valeurs dans I'espace
des matrices symétriques définies positives d’ortife
dont le modele probabiliste est obtenu par le principe
du maximum d’entropie. Il est a noter qu'on s'attend
naturellement a avoir la propriébé < N’ << N(N + 1).

3 Application numérique

3.1 Description du modele numérique

La théorie présentée ci-dessus est appliquée dans
le contexte du post-flambement statique d'une coque
cylindrique de hauteuh 0.144m, de rayon moyen
Fm 0.125m et d’épaisseure 27 x 10*m. La
coque cylindrique est encastrée a sa base et est rigide
en Xz h avec trois degrés de liberté de translation.
La coque est soumise eRrs h a un chargement
fixe de tractionF! 8500N et a un chargement de
cisaillement variableFsh(s) 10000sN, o0a s est
l'intensité de la force. Le matériau est élastique ispé&
homogéne dont les propriétés 1.8 x 10''N.m™2
et v 0.3 ont été mesurées dans [2, 3]. Le modele
elément fini est constitué d'un maillage régulier c@nét
de (y —1)xngx (N3 —1) = 1x 7500x 9599 = 712500
eléments finis solides tridimensionnels a 8 noeuds, pa,
et nz sont le nombre de noeuds selon les directions radiales,
ortho-radiales et;. Le modele numérique moyen possede
4230003 degrés de liberté. L'observation choigigs(s)
correspond au déplacement de corps rigidegrs h selon
la direction du chargement de cisaillement. La structute es
pré-déformée numériquement selon le premier modsine”
élastique de flambement, représenté par la Fig.1 pour une
amplitude maximale de.2x 1074 m.

3.2 Convergence de l'oprateur de rigidité
issu du mockle reduit moyen non-lineaire

Le modele réduit moyen est construit en utilisant
N = 27 modes issus de la decomposition orthogonale aux



Ficure 1 — Déformée du premier mode élastique de
flambement.

valeurs propres de la réponse de référence non-leé&air
post-flambement statique [6]. Par conséquent, la matrice
[K] définie par I'equation (1) est d’ordr® 756. La
seconde méthode de réduction est mise en oeuvre J&bit [
I'approximation de la matrice[] obtenue en gardant lé¢’
vecteurs propres associés aNX valeurs propres les plus
importantes. La figure 2 représente le graphe de la fonction
N’ + Conv(N’) définie par

RN -1k
COHV(N)_J e

Une convergence rapide est observée. A partir de maintenan
on choisitN’ = 425.

(8)
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Ficure 2 — Analyse de convergence pour la seconde
méthode de réduction : graphe de la fonctidrs ConyN)

3.3 Convergence de la &ponse stochastique
calculéea partir de la deuxieme réduction

En présence d'aléa, l'observation en déplacement
Uob(S) obtenue pour un chargemest donné est une
variable aléatoire. L'aléa introduit correspond a uweau
d'incertitudesx = 0.1 introduit sur la matrice aléatoir&]]
définie par I'équation (7). La convergence de cette rgpon
aléatoire en déplacement est analysée vis-a-vis dubreom
ns de réalisations requises par la simulation numérique
de Monte-Carlo et la tailleN’ de la seconde méthode de
réduction en introduisant

1 & ~n 2

o ;(fs(uybs(s 6)) ds) , 9)
avec UN (s6) la j-eme réalisation de I'observation
aléatoireUqp4s) obtenu a partir du second modéle réduit de
dimensionN’. Les figures 3 et 4 montrent les graphes des
fonctionsN’ — Cony(N’,3000) etng — Cony (425 ny).
Une bonne approximation est obtenue pdlir = 425 et

ns = 2000.

Cony (N, ng) = J

10°

-7

10 ¢

Coan(N|3000)
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Ficure 3 — Analyse de convergence de la réponse aléatoire :
graphe de la fonctiolN — Cony (N, 3000)

3.4 Analyse stochastique du post-flambement
statique de la coque.

Les résultats numériques présentés correspondent a
un niveau d’incertitudek 0.1 sur la matrice aléatoire
[K]. Dans le cas présenté, lincertitude est implementée
uniquement sur la partie linéaire de I'opérateur de i§id

Deux classes distinctes de branches sont observées en
post-flambement. Il existe des réalisations pour lesgsell
la réponse aléatoire en post-flambement suit la réponse e
post-flambement du modele moyen. Dans ce cas, on observe
une zone de comportement élastique particulierement
robuste aux incertitudes pour un incrément de charge
statiques € [0, 0.6], puis une zone d’assouplissement
particulierement sensible aux incertitudes et corredpoh
au flambement de la structure pasir]0.6, 1], puis enfin
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Ficure 5 — Graphe de la réeponse de référeaee Ugp(9),
Intervalle de confiance de la réponse aléatoire
s UL (s¢ =01).

Ficure 7 — Déformée en post-flambement statique d’'une
réalisationU}, (s = 1.6,6).

une zone de raidissement élastique davantage robuste
aux incertitudes pous > 1. Mais il existe également )
des realisations pour lesquelles la reponse aleatate e 4 Conclusion
sensiblement diérente du modele moyen. Dans ce cas, . ] o ) ] ]
on observe encore la zone de comportement élastique Une méthodologie d’'implémentation Qes incertitudes
particulierement robuste aux incertitudes, ; par comioeir dans le contexte du post-flambement statique d’'une coque
s > 0.6, on observe un assouplissement progressif, de Mince pour laquelle lesfiets non-linéaires geometriques
plus en plus sensible aux incertitudes. On distingue ces doivent &tre pris en compte dans la modélisation est
deux classes de comportement de post-flambement par lesPrésentée. Au travers de la construction d'un secondefeod
observations aléatoireisgbs(sé = 01) etU§b5(35 = 0.1), réduit, les incertitudes peuvent &étre impleémentéefadipon

dont les intervalles de confiances sont représentés par le cohérente, que ce soit sur la partie linéaire ou noraliee
graphes des figures 5 et 6. de I'opérateur de rigidité. Il est notamment montré qae |

Les figures 7 et 8 représentent les déformées en post- présence d'incertitudes donne lieu a deux branchesdisg
flambement statique pour un increment de charge1.6. Il de comportement de post-flambement, avec des plages de
est observé que les deux structures flambent selon le premie Sensibilite aux incertitudesfierentes.
mode d’Euler. Toutefois, les deux branches observées
se distinguent par leur vitesse d’assouplissement dans le
domaine du post-flambement.



Ficure 8 — Déformée en post-flambement statique d’'une

réalisationU?, (s = 1.6,¢).
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