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Première partie

Prémices et définitions de la théorie de Galois
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Préambule

Dans cette partie nous nous intéressons à la résolution d’équation de la forme
P (x) = 0

où P est un polynôme à coefficients dans Q. Le problème principal qui a fait naître
la théorie de Galois est de savoir si une telle équation peut toujours être résolue en
exprimant ses solutions à partir de rationnels et de radicaux successifs. Le problème
est résolu pour le degré 2 depuis l’antiquité. Celui des degrés 3 et 4 ont été résolu par
les géomètres italiens du 16ème siècle (Fontana (dit Tartaglia), Cardan, Ferrari). La
résolution des degrés supérieurs reste inconnue jusqu’àu 18ème siècle où, par les travaux
de Vandermonde et Lagrange, on commence à entrevoir une explication que donnera Abel
dans le cas du degré 5 et Galois en toute généralité.

Plutôt que de refaire la théorie de résolution par radicaux nous allons nous restreindre
au problème suivant

Problème 1. Étant donnée une équation P (x) = 0 de degré n, est-il possible
d’exprimer ses solutions en fonction de celles d’une équation de degré inférieur à n ?

Dans tout le restant de cette partie nous parlerons de manière équivalente des zéros
du polynôme P et des solutions de l’équation P (x) = 0. Ainsi, tout au long de cette
partie nous chercherons à exprimer le corps des racines du polynôme P , c’est-à-dire la
plus petite extension de Q qui contient l’ensemble des zéros de P . Pour construire cette
extension, nous allons ajouter successivement des valeurs irrationnelles au corps de base
Q en considérant des extensions successives de ce corps. Ceci nous amènera à définir
les objets fondamentaux de la théorie de Galois qui est effective par essence puisqu’elle
fournit les méthodes de résolution du problème 1.

Nous commencerons, au chapitre 1, par voir comment les idées de Lagrange, déve-
loppées pour la résolution des équations du degré 3 et 4, peuvent être vues comme les
semences de cette théorie. Nous verrons ensuite, au chapitre 2, comment Galois donne
une réponse infirmative au problème de la résolution d’équation par radicaux en faisant
le lien entre deux catégories d’objets mathématiques : les groupes de permutations et les
équations.
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CHAPITRE 1

Lagrange : les prémices de théorie de Galois

1.1. Introduction

Ce chapitre retrace les travaux de Lagrange sur la résolution des équations de degré
3 et 4. Ces travaux sont exposés dans ses Réflexions Sur La Résolution Algébrique Des
Équations (voir [29, Page 205]).

Dans ce mémoire, Lagrange donne un nouveau point de vue sur le problème en étu-
diant de manière systématique les méthodes pour la résolution d’équations par radicaux ;
Vandermonde a aussi mené le même genre d’étude parallèlement à Lagrange mais le mé-
moire de ce dernier développe plus d’idées générales que celui de Vandermonde. Lagrange
emploie les permutations comme outil de base pour cette étude sans introduire la notion
de groupe que Galois donnera 60 ans plus tard. Il développe ainsi un cadre général pour
expliquer la résolution des équations de degré inférieur à 5 et il propose de l’utiliser en
toute généralité, sans aller plus loin.

Ainsi, dans son étude sur les méthodes de résolution par radicaux de l’équation
P (x) = 0 de degré 3 ou 4, Lagrange se détache de l’empirisme classique. Au contraire,
il donne dans son mémoire une vision novatrice pour la résolution des équations algé-
briques générales et, en particulier, comme il énonce le principe général de résolution de
l’équation P (x) = 0 de degré n en essayant d’exhiber des formules qui permettent de
construire ses solutions en fonctions de celles d’une équation de degré plus petit (voir
Figure 1.1). Comme on peut le lire dans le résumé de ce principe, Lagrange ne considère

Fig. 1.1. [29, Page 355]

pas des équations particulières mais il propose de calculer formellement avec les racines
x1, . . . , xn du polynôme P .

Ainsi, toute son étude se fait à partir de l’équation générale de degré n. Pour cela, on
considère x1, . . . , xn des variables algébriquement disjointes sur le corps Q et le polynôme
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générique P ayant pour racines les xi sera

P (x) = xn + σ1x
n−1 − σ2x

n−2 + . . .+ (−1)nσn

Les coefficients de P sont alors les n fonctions symétriques σi élémentaires en les x1, . . . , xn

(au signe près). Le corps de base sur lequel nous commencerons tout notre raisonnement
sera donc le corps Q(σ1, . . . , σn).

L’étude que fait Lagrange, sans avoir les objets mathématiques à disposition, est celle
de l’extension Q(x1, . . . , xn) sur Q(σ1, . . . , σn) au regard du groupe symétrique Sn. Ceci
peut se voir comme les prémices de la théorie que Galois développera plus tard.

1.2. Action du groupe des permutations et résolvantes absolues

À partir des racines x1, . . . , xn Lagrange montre comment construire de nouvelles
équations dont il essaie de faire baisser le degré en utilisant des propriétés connues a
priori (ceci correspond à la première étape de son principe). Cette étude a priori se
fait en étudiant l’action du groupe symétrique Sn de degré n sur les éléments du corps
de fonctions Q(x1, . . . , xn). Sans les définir explicitement, il utilise les notions suivantes
(rappelons encore une fois que la notion de groupe n’existait pas encore).

Définitions 1.1. Soit f(x1, . . . , xn) une fonction de Q(x1, . . . , xn) et ρ une permu-
tation de Sn. L’action de ρ sur f est définie par

ρ · f = f(xρ(1), . . . , xρ(n)).

Pour un sous-groupe G de Sn le stabilisateur (ou groupe d’isotropie) de f dans G est
définie et noté par

StabG(f) = {ρ ∈ G : ρ · f = f},
l’orbite de f sous l’action de G est le sous-ensemble de Q(x1 . . . , xn) définie par

OrbG(f) = {ρ · f : ρ ∈ G}
Soient H ⊂ G deux sous-groupes de Sn un ensemble de représentants des classes de G/H
est appelé transversale à gauche.

À partir d’une fonction f dans Q(x1, . . . , x2), Lagrange considère le polynôme

Θf (t) =
∏
s∈Sn

(t− s · f(x1, . . . , xn))

Par construction, ce polynôme est stable sous l’action du groupe Sn sur les xi, ainsi ses
coefficients sont des fonctions symétriques des xi et, d’après les travaux de Newton, bien
connus par Lagrange, ses coefficients sont des éléments de Q(σ1, . . . , σn). En utilisant
toujours ce principe, Lagrange va ramener la résolution de l’équation P (x) = 0 à celle
de la résolution de plusieurs équations à coefficients dans ce corps. En des termes plus
modernes, il va étudier le lien entre l’action de Sn sur les xi et l’extension Q(x1, . . . , xn)
sur Q(σ1, . . . , σn).

À partir du polynôme Θf il essaye de trouver des facteurs a priori (ici le degré de
Θ est n!). Plus exactement il étudie les différentes formes que peut prendre la fonction
rationnelle f sous l’action des différentes permutations des racines de P . En des termes
plus modernes, il exhibe l’orbite et le stabilisateur de f sous l’action de Sn. Il montre
alors, que le cardinal du stabilisateur est un diviseur de l’ordre de Sn (ce résultat est
énoncé aujourd’hui plus généralement pour tout groupe et porte de le nom de Théorème
de Lagrange). Il en déduit que si le stabilisateur de f à un cardinal k > 1 alors le
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polynôme Θf pourra se factoriser puisque des formes identiques vont se répéter lors de
la construction. Lagrange propose alors de ne considérer qu’un facteur de Θf .

Définition 1.2. Soit f ∈ Q(x1, . . . , xn) la résolvante absolue de f est définie par

θf (t) =
∏

g∈OrbSn (f)

(t− g).

D’après ce que nous venons de voir, nous connaissons a priori le degré du polynôme
θf et plus généralement nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.3. La résolvante θ est un polynôme à coefficients dans Q(σ1, . . . , σn)
qui est séparable et de degré n!

k
.

On peut montrer aussi que ce polynôme est irréductible sur Q(σ1, . . . , σn), nous ver-
rons cela au chapitre suivant.

Il sera donc toujours possible de construire une résolvante à coefficients dans le corps
Q(σ1, . . . , σn) mais qu’en sera-t-il de ses solutions ? Pourrons nous les exprimer à partir
de quantités connues ? Le résultat qui suit donne une réponse à ces questions, Lagrange
le donne dans [29, Article 104] et ceci peut être vu comme le point de départ à la théorie
de Galois.

Théorème 1.4. Soit f et g deux fonctions de Q(x1, . . . , xn) telles que StabSn(f)
soit inclus dans StabSn(g). Alors g est une fonction rationnelle de f à coefficients dans
Q(σ1, . . . , σn)

Une traduction en terme de théorie des corps et des groupes de ce théorème peut
se voir comme suit. Posons K = Q(σ1, . . . , σn) et L = Q(x1, . . . , xn), nous avons le
diagramme d’inclusion qui suit

K
� � // K(g) � � // K(f) � � // L

Sn StabSn(g)? _oo StabSn(f)? _oo 〈Id〉? _oo

Rappelons que les racines des résolvantes que nous considérons sont des fonctions
rationnelles des x1, . . . , xn. Ainsi, ce théorème nous montre qu’il est possible d’exprimer
les racines de θg à partir des coefficients du polynôme de départ P et des racines de
θf . On en déduit une méthode pour dévisser le problème de départ : on cherche une
suite décroissante de groupes de Sn et des fonctions de Q(x1, . . . , xn) stables par chacun
des éléments de cette suite. On forme les résolvantes correspondant et on les résout
en utilisant les racines des précédentes plutôt que de se restreindre au corps de base
Q(σ1, . . . , σn). On recommence le procédé jusqu’à pouvoir exprimer les racines x1, . . . , xn

de l’équation de départ en fonction de celles que nous avons calculées tout au long du
procédé. En résumé, on construit des extensions intermédiaires entre Q(σ1, . . . , σn) et
Q(x1, . . . , xn) en adjoignant des fonctions rationnelles des racines de l’équation de départ
jusqu’à atteindre son corps des racines.

La démonstration que nous donnons pour ce théorème est une reformulation de celle
Lagrange, tout comme la version originelle elle est constructive et se base sur des principes
d’interpolation.

Démonstration du théorème 1.4. Soient f = f1, . . . , fr les différentes images de
la fonction f sous l’action de Sn, chacun de ces éléments correspond à une classe à gauche
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de StabSn(f) dans Sn, en d’autres termes, pour i = 1, . . . , r il existe un unique σi ∈ Sn

tel que fi = σi StabSn(f) · f (la suite finie Id = σ1, . . . .σr est appelée transversale pour ce
quotient à gauche). D’après les hypothèses faites sur f et g, nous avons r images distincts
de g en considérants les éléments σ1 · g, . . . , σr · g.

Soit la fonction interpolatrice

I(x) = θf (x)

(
g1

x− f1

+ · · ·+ gr

x− fr

)
Rappelons que la résolvante est stable sous l’action de Sn, ainsi, cette action sur I ne
fait que permuter les éléments de la somme et donc I reste globalement stable. Ce qui
implique que I est à coefficients dans Q(σ1, . . . , σn).

En évaluant I en f1 on obtient

I(f1) = g1

r∏
i=2

(f1 − fi)

et comme θf (x) =
∏r

i=1(x− fi) on a θ′f (f1) =
∏r

i=2(f1− fi) et finalement on obtient une
expression de g comme fonction rationnelle d’éléments de Q(σ1, . . . , σn, f)

g =
I(f)

θ′f (f)
.

ce qui termine la démonstration. �

Nous avons vu jusque là comment l’adjonction de fonction des racines permet de
remonter de proche en proche vers le corps Q(x1, . . . , xn) et donc vers les racines de
l’équation de départ. Nous allons voir maintenant comment l’adjonction de racines de
polynômes indépendants de l’équation de départ permet aussi de la réduire et surtout
comment exprimér les racines x1, . . . , xn en fonction de ces dernières.

1.3. Racine n-ème de l’unité et résolvantes de Lagrange

Dans cette section, on lâche un peu de contrainte sur la résolution du problème 1 en
autorisant l’adjonction de racines primitives de l’unité au corps de base et, de manière
équivalente, l’extraction de racine est permise. Ceci est une hypothèse standard pour la
résolution par radicaux.

Bézout, dans son article sur la résolution des équations par radicaux, met en avant
l’utilisation des racines n-ème pour mener à bien les résolution des équations de degré
3 et 4 et propose d’en faire usage dans un cadre plus général mais sans être concluant.
C’est Lagrange qui proposa cette méthode générale. Pour ce faire il construit ce que nous
appelons aujourd’hui les résolvantes de Lagrange et qui interviennent généralement dans
la construction des extensions cycliques.

Définition 1.5. Soit ω une racine primitive n-ème de l’unité la résolvante de La-
grange est la résolvante absolue qui a pour racine la fonction rationnelle t1 définie par :

t1 = x1 + ωx2 + ω2x3 + · · ·+ ωn−1xn

D’un point de vue des extensions de corps, pour pouvoir considérer de telles résol-
vantes, Lagrange a donc effectué une translation par adjonction de ω la racine n-ème de
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l’unité. Ceci peut se résumer comme suit :
Q(ω)(x1, . . . , xn)

Q(x1, . . . , xn)

mmmmmmmmmmmm

Q(ω)(σ1, . . . , σn)

Q(σ1, . . . , σn)

mmmmmmmmmmmm

Même si Lagrange a mené une étude générale sur les résolvantes absolues, celles qui
portent son nom sont celles qu’il a le plus étudiées. En effet, il a découvert qu’elles sont la
clé pour la résolution des équations 3 et 4. Ces résolvantes particulières ont de multiples
propriétés qu’il exhibe et utilise tout au long de son mémoire. Par exemple, puisque ce
sont des résolvantes absolues, d’après la proposition 1.3, ces résolvantes sont à coefficients
dans Q(ω)(σ1, . . . , σn) et de degré n!, on peut aussi montrer qu’elles sont à coefficients
dans Q(σ1, . . . , σn). Ces résolvantes particulières ont deux propriétés importantes pour ce
qui est de la résolution de l’équation P (x) = 0 :

(1) les solutions de cette équations peuvent être exprimées en fonctions des racines
de la résolvante de Lagrange qui correspond ;

(2) la résolvante de Lagrange peut être décomposée.
Ce sont ces deux propriétés que nous allons présenter maintenant.

Commençons par voir comment on peut décomposer une telle résolvante. On peut
facilement voir que l’action des puissances du cycle σ = (1, 2, . . . , n) sur t1 nous donne

σk · t1 = ωkt1

ainsi tous les ωkt1 seront aussi des racines pour la résolvante de Lagrange et on en conclut
que chacun de ses monômes ne pourra être que d’un degré un facteur de n. En faisant un
changement de variable, on peut alors résoudre un polynôme de degré (n− 1)! qui aura
pour racine T1 = tn1 . Les autres racines de ce polynômes seront obtenues en permutant
les x2, . . . , xn dans T1.

Ainsi, plutôt que de résoudre une équation de degré n! pour retrouver t1, on pourra
résoudre une équation de degré (n− 1)! et extraire une racine n-ème.

Voyons maintenant comment déduire les racines xi à partir des ti. Par construction,
la racine T1 s’écrira

T1 = ζ1 + ωζ2 + · · ·+ ωn−1ζn

où chacun des ζi est une fonction rationnelle des xi qui est stable sous l’action du groupe
cyclique engendré par le cycle (1, 2, . . . , n). Dès que les ζi sont connues, nous allons voir
comment en déduire les racines xi par les formules que l’on construit ci-après.

Notons plus généralement

ti = x1 + ωix2 + ωi2x3 + · · ·+ ωi(n−1)xn (i = 0, . . . , n− 1)

et Ti = tni , (on retrouve les t1 et T1 définis précédemment). Alors nous avons

xi =
1

n
(t0 +

n−1∑
j=1

ωitj) =
1

n
(t0 +

n−1∑
j=1

ωi n
√
Tj)
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Pour calculer les Tj (ou de manière équivalente les ζi), Lagrange propose une première
méthode basée sur l’élimination mais il préfère considérer le polynôme de degré n−1 dont
les racines sont T1, T2, . . . , Tn−1. Il montre que dans le cas où n est premier les coefficients
de ce polynôme peuvent être calculés en résolvant une équation de degré (n− 2)! ce qui
lui fait penser (voir Figure 1.2) qu’il n’y a que très peu de chance de voir ce type de
résolvantes utilisées pour résoudre l’équation générale de degré 5 et que si elle pouvait
être résolue alors il faudrait employer un nouveau type de résolvantes.

Fig. 1.2. [29, Page 403]

1.4. Résolution des équations de degré trois et quatre vue par Lagrange

Voyons comment Lagrange résout l’équation de degré 3 et 4 avec les résultats que
nous venons de présenter.

1.4.1. Équations de degré 3. Soit à résoudre l’équation générale du troisième de-
gré, on peut toujours se ramener, après un changement de variable (transformation de
Tschirnhaus), à la résolution de l’équation P (x) = 0 avec

P (x) = x3 + 3px+ 2q = (x− x1)(x− x2)(x− x3)

Ici n = 3 ainsi (n−1)! = 2 et l’utilisation des résolvantes de Lagrange est tout indiquée
puisque l’on sait résoudre une équation de degré 2. Soit j la racine primitive du troisième
degré, plutôt que de considérer la fonction (x1 + jx2 + j2x3) nous allons, pour faciliter
l’écriture des solutions, prendre T1 = (1

3
(x1 + jx2 + j2x3))

3. T1 étant stable sous l’action
du groupe cyclique engendré par le cycle (1, 2, 3), la deuxième forme possible de T1 sous
l’action de S3 est

T2 = (1, 2)T1 = (
1

3
(x2 + jx1 + j2x3))

3

et l’on obtient le polynôme de degré 2

(x− T1)(x− T2)

stable sous l’action de S3, donc ses coefficients pourront s’écrire comme fonction ra-
tionnelles de Q(j)(p, q) en vertu du théorème 1.4. Plus exactement, ce polynôme est à
coefficients dans Q(p, q) et est donné par :

(x− T1)(x− T2) = x2 + 2qx− p3 = (x+ q + s)(x+ q − s)
12
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où s est une des deux racines carrées de p3 + q2. On obtient donc une résolution de cette
équation et nous obtenons les valeurs de T1 et T2. On peut donc en déduire les valeurs
de x1, x2, x3 :

xi = ji 3
√
T1 + ji 3

√
T2

Ceci termine la résolution de l’équation générale du degré 3. La résolvante exhibée ici par
Lagrange permet de retrouver la méthode de Cardan.

1.4.2. Équations de degré 4. Passons maintenant à la résolution de l’équation
générale de degré 4. Soit à résoudre l’équation générale P (x) = 0 avec

P (x) = x4 − σ1x
3 + σ2x

2 − σ3x+ σ4

Dans ce cas (n−1)! = 6, ainsi l’application directe des résolvantes de Lagrange ne suffit
pas à résoudre le problème. Soit f la fonction rationnelle x1x2 +x3x4 qui est laissée stable
par le groupe H d’ordre 8 engendré par {(1, 2), (3, 4), (1, 3, 2, 4)}. D’après la proposition
1.3, la résolvante correspondante sera de degré 3. Soient y1, y2, y3 ses trois racines :

y1 = x1x2 + x3x4, y2 = x1x3 + x2x4, y3 = x3x2 + x1x4

cette résolvante (y − y1)(y − y2)(y − y3) sera alors à coefficients dans Q(σ1, σ2, σ3, σ4) et
peut être calculée explicitement :

y3 − σ2y
2 + (σ1σ3 − 4σ4)y − (σ2

3 + σ2
1σ

4 − 4σ2σ4)

Ses racines sont calculables par la méthode du degré 3 vue ci-avant, reste alors à pouvoir
exprimer les solutions de départ x1, x2, x3, x4 en fonction de ces dernières. Pour ce faire,
on peut considérer une résolvante de Lagrange qui a l’avantage d’avoir ses solutions
facilement exprimables à partir des xi et vice versa. Pour utiliser le calcul déjà fait ici et
ne pas avoir à résoudre une équation de degré 6, il faut pourvoir exprimer les racines de
cette résolvante de Lagrange en fonction des yi en espérant réduire la taille des calculs.
Pour cela, on utilise le théorème 1.4, on procède à une analyse préalable sur les sous-
groupes de S4.

Plutôt que de considérer une racine 4-ème de l’unité, Lagrange propose de découper le
problème selon les facteurs du degré de l’équation de départ. Ici, 4 = 2× 2, il suffit donc
de considérer ω une racine carrée primitive de l’unité (donc ω = −1) et de former des
sommes de racines. Nous ne ferrons pas ici l’analyse de toute cette théorie, mais le lecteur
pourra retrouver ceci dans le mémoire de Lagrange. Soit donc la fonction rationnelle
t = (x1 + x2)− (x3 + x4), cette dernière est elle aussi laissée stable par le groupe H, ainsi
par le théorème 1.4, la fonction rationnelle t peut s’écrire comme fonction rationnelle de
Q(σ1, . . . , σ4, y1) et nous obtenons un polynôme de degré 2 à résoudre :

t2 − 4y1 − σ2
1 + 4σ2

Ainsi, en changeant y1 en y2 et y3 nous avons trois couples de conjugués ti

ti = ±
√
−4yi − σ2

1 + 4σ2

Reste un problème : comment choisir le conjugué de ti (un par équation de degré 2) afin
de reconstruire les racines xi comme vue ci-avant ? Lagrange montre qu’il suffit de choisir
deux racines t1 et t2 et la troisième sera donnée par la relation

t1t2t3 = σ3 − 4σ1σ2 + 8σ3

qui s’obtient en utilisant le fait que la fonction rationnelle t1t2t3 est stable sous l’action
de S4 et peut donc s’écrire dans Q(σ1, . . . , σ4).

13
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D’un point de vue moderne, Lagrange dévisse l’extension Q(x1, . . . , x4)/Q(σ1, . . . , σ4)
en construisant deux étapes intermédiaires et ceci à partir de fonctions rationnelles choi-
sies après une étude faite sur le groupe S4 :

K = Q(σ1, . . . , σ4) ⊂ K(y1) ⊂ K(t1) ⊂ Q(x1, x2, x3, x4)

1.5. Conclusion

Les travaux de Lagrange ont permis de sortir le problème de la résolution d’équations
de l’empirisme dans lequel il était plongé depuis l’antiquité. Il a développé les premières
interactions entre résolution d’équations et étude des permutations des solutions qui vont
permettre à Abel et Galois de donner un cadre théorique satisfaisant à ce problème, c’est
ce qui va être présenté dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 2

Définition du groupe de l’équation et résolution

2.1. Introduction

C’est Abel qui donne une réponse négative au doute de Lagrange sur la possibilité
de résoudre une équation de degré 5 et Galois fournit la théorie permettant de répondre
à cette question en toute généralité. Ces deux démonstrations se basent sur les travaux
de Lagrange et mettent en relation la théorie des groupes de permutations et celles des
corps.

Dans le chapitre 1 nous avons cherché à résoudre l’équation générale de degré n. À
partir de maintenant, le polynôme P étudié sera à coefficients spécifiés dans Q et ses
racines (α1, . . . , αn) seront algébriquement liées, toutefois, nous les supposerons simples.
Ainsi, le corps Q(α1, . . . , αn) est isomorphe à l’anneau Q[α1, . . . , αn] et donc, plutôt que
de considérer des fonctions des racines de l’équation comme précédemment, nous consi-
dérerons des évaluations de polynômes multivariés en les racines de P .

Une autre différence importante avec ce qui a été vu précédemment est le caractère
séparable et irréductible des résolvantes considérées. En effet, les racines de l’équation
étant liées algébriquement, il se peut qu’une résolvante ait deux racines égales. On verra
que l’on peut toujours construire une résolvante séparable et donc se ramener a ce que
l’on a vu précédemment, notamment utiliser le théorème 1.4.

Dans tout ce chapitre, le corps de base Q peut être remplacé par un corps de carac-
téristique 0, les démonstrations resteront les mêmes.

2.1.1. Résolvante et groupe de Galois. Soit P un polynôme à coefficients dans
Q de degré n et supposé séparable. Nous allons construire une résolvante séparable qui
nous permettra de d’exprimer le n-uplet α = (α1, . . . , αn) des solutions de l’équation
P (x) = 0 en fonction de celles de cette dernière. D’après le théorème 1.4 il suffit de
trouver un polynôme qui, après évaluation des permutations des racines de P , donne n!
valeurs différentes. C’est exactement ce que propose Galois dans son mémoire [18] et ceci
ce traduit par le résultat suivant.

Proposition-Définition 2.1. Il existe un n-uplet d’entiers (k1, . . . , kn) tel que, en
notant V ∈ Q[x1, . . . , xn] le polynôme k1x1 + · · · , knxn et O son orbite sous l’action de
Sn, l’ensemble

{g(α) : g ∈ O}
soit de cardinal n!. La résolvante de degré n! correspondant à cet ensemble est appelée
résolvante de Galois.

Démonstration. Puisque le corps Q est infini l’anneau des entiers s’injecte dans
ce dernier. Comme les αi sont distinctes on pourra toujours trouver un n-uplet d’entiers
qui soit à l’extérieur de l’ensemble fini des solutions du système formé des équations
k1(α1 − ασ(1)) + · · ·+ kn(αn − ασ(n)) avec σ ∈ Sn. �
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Galois ne donne pas de preuve pour cette proposition qui lui semble immédiate. C’est
ce qui lui vaudra, en partie, les mauvais commentaires de Poisson lors de la lecture de
son mémoire.

D’après le théorème 1.4, comme le polynôme V est laissé stable par un unique élément,
l’identité dans Sn, nous pouvons identifier les racines α1, . . . , αn à des éléments de Q(V ),
en des termes plus modernes, nous venons de montrer comment construire un élément
primitif pour le corps Q(α1, . . . , αn). Même si Lagrange avait tous les éléments pour
établir un tel résultat, c’est bien Galois qui le donne en premier (voir Figure 2.1).

Fig. 2.1. [18, Page 420]

Comme nous venons de le voir, pour qu’une résolvante de Galois soit séparable il
faut pouvoir donner un polynôme V qui soit spécifique au polynôme P ou, de manière
équivalente, à ses racines α. Nous définissons ainsi la notion importante qui suit.

Définitions 2.2. Soient H ⊂ G deux sous-groupes de Sn. Un polynôme de Q[x1, . . . , xn]
dont le stabilisateur dans G est H est appelé H-invariantG-relatif et sera noté IG

H . Lorsque
G = Sn on dira juste H-invariant et on le notera IH .

Un H-invariant G-relatif est dit α-séparant si l’ensemble {(σ · IG
H)(α) : σ ∈ G} est

de cardinal |G|
|H|

Étant donné IH un H-invariant, pour que la résolvante correspondante soit séparable
il faut et il suffit que IH soit α-séparant. Comment pouvons nous être sur qu’un tel H-
invariant existe ? En fait il est toujours possible de construire un tel polynôme à partir
du 〈Id〉-invariant utilisé dans la définition de la résolvante de Galois mais nous verrons à
la section 3.4 comment en obtenir un plus efficacement.

À un H-invariant relatif, nous allons associer la notion plus générale de résolvante
relative. Jusqu’à présent, les résolvantes que nous avons rencontrées étaient construites
en étudiants des orbites de l’action du groupe Sn, nous allons maintenant généraliser ce
principe pour des sous-groupes de Sn.

Proposition-Définition 2.3. Soient H ⊂ G deux sous-groupes de Sn et I un H-
invariant G-relatif. Le polynôme

θI(t) =
∏

γ∈OrbG(I)

(t− γ(α))

est appelé résolvante G-relative de α (les résolvantes Sn-relative sont les résolvantes ab-
solues).

Le degré de θI est donné par |G|
|H| , de plus, si l’invariant I est α-séparant alors θI sera

séparable.

Nous venons de définir la résolvante de Galois comme une résolvante absolue construite
à partir d’un 〈Id〉-invariant α-séparant. Cette résolvante a pour racine un élément V (α)
permettant de définir toutes les solutions de l’équation P (x) = 0. Son degré est donné
par n! mais a priori n’est pas irréductible (contrairement à ce que nous avons pu voir
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au chapitre précédent où les racines de P étaient algébriquement libres). Nous allons
maintenant chercher à retrouver un facteur irréductible de cette résolvante qui s’annule
en V (α), en fait, nous construisons un polynôme minimal de V (α) à partir d’un sous-
groupe G de Sn.

Théorème 2.4. Soit V un 〈Id〉-invariant α-séparant et θV la résolvante de Galois
correspondant. Il existe un sous groupe G de Sn tel que

µV (x) =
∏
g∈G

(x− (g · V )(α))

soit un facteur irréductible à coefficients dans Q de θV s’annulant en V (α).
Le groupe G est caractérisé par le fait qu’un polynôme W ∈ Q[x1, . . . , xn] évalué en

les racines α est à valeur dans Q si et seulement si W (α) est stable sous l’action de G
(i.e. ∀g ∈ G, (g ·W )(α) = W (α)).

Démonstration. Soit G le sous-ensemble de Sn contenant Id tel que

µV =
∏
g∈G

(x− (g · V )(α))

soit un facteur irréductible sur Q de θV s’annulant en V (α), notons k son degré.
Soit W (α) un élément de Q(α) qui reste invariable sous l’action des éléments de G.

D’après le théorème 1.4 cet élément s’exprime rationnellement en V (α), i.e. il existe un
polynôme ψ en une variable à coefficients dans Q tel que

W (α) = ψ(V (α)).

Par hypothèse, ψ(V (α)) reste invariable sous l’action des éléments de G. Ainsi,

ψ(V (α)) =
1

k

(∑
g∈G

ψ((g · V )(α))

)
et la partie de droite de l’expression précédente est une fonction symétrique des racines
du polynôme µV ◦ ψ qui sera rationnel, donc W (α) ∈ Q.

Réciproquement, supposons que W (α) soit rationnelle. Il existe un polynôme ψ tel
que ψ(V (α)) = W (α) soit rationnel. Ainsi le polynôme ψ(x) −W (α) est à coefficients
dans Q et s’annule en V (α), comme µV est irréductible, ce polynôme s’annule en toutes
les racines de µV et donc ψ((e · V )(α)) = W (α) pour tout e dans G. On en conclut que
W (α) est stable sous l’action des éléments de G.

Reste à montrer que G est un groupe. D’après ce que nous venons de voir, comme les
coefficients de µV sont des éléments de Q(α) qui sont rationnels ils doivent être stable sous
l’action des éléments de G. En conséquence, le polynôme µV est stable sous l’action de ces
mêmes éléments. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que cette action se traduise par
la permutation des facteur binômes entrant dans la définition de ce polynôme. Comme
Id ∈ G on se rend compte rapidement que pour tout élément g ∈ G son inverse sera
présent dans G et donc G est un sous-groupe de Sn. �

Ce théorème nous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément
de Q(α) soit rationnel, cette condition se faisant à l’aide d’un groupe, ce théorème est le
point central de la théorie de Galois.

Proposition-Définition 2.5. Le groupe G du théorème précédent ne dépend pas du
choix de l’élément primitif V (α) et est appelé groupe de Galois sur Q de P . Par contre,
le groupe G dépend de l’ordre donné aux racines de P , pour être plus précis, on parlera
donc du groupe de Galois de l’extension Q(α) sur Q et que l’on notera Gal(Q(α)/Q).
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Démonstration. Soit V ′(α) un deuxième élément primitif pour Q(α). Le polynôme
minimal µV ′ de cet élément est rationnel ainsi, d’après le théorème 2.4, tous les éléments
du groupe de Galois G (obtenu à partir de V (α)) doivent le stabiliser. Soit G′ le groupe
de Galois défini à partir de V ′(α). Par définition, nous avons

µV ′(x) =
∏
g∈G′

(x− (g · V ′)(α))

et donc pour que les éléments deG stabilisent ce polynôme il faut qu’ils s’identifient à ceux
de G′. En échangeant le rôle de G et G′ on obtient l’égalité entre ces deux groupes. �

Le théorème 2.4 permet de caractériser les éléments rationnels de Q(α) à partir d’un
groupe de permutations. Nous allons maintenant voir comment caractériser ses sous-
corps à partir des sous-groupes de Gal(Q(α)/Q) mais avant de donner ces résultats, nous
donnons ici une traduction du théorème de Lagrange (Théorème 1.4) avec ce nouveau
regard galoisien.

Théorème 2.6. Soit β1 et β2 deux éléments de Q(α) tels que StabG(β1) soit inclus
dans StabG(β2) où G est le groupe de Galois Gal(Q(α)/Q). Alors β2 est un élément de
Q(β1)

Démonstration. La démonstration du théorème 1.4 peut être reprise mutatis mu-
tandis en utilisant la caractérisation du groupe de Galois. �

Les deux lemmes qui suivent nous donnent les premiers résultats de correspondance
entre les sous-groupes du groupe de Galois et des sous-corps du corps de décomposition.

Lemme 2.7. Soit H un sous-groupe de Gal(Q(α)/Q). L’ensemble des éléments de
Q(α) laissés stables sous l’action de H forme un sous-corps de Q(α) noté Q(α)H

Démonstration. Il est immédiat de vérifier que la partie Q(α)H de Q(α) est un
corps. �

Lemme 2.8. Soit L une extension intermédiaire entre Q et Q(α). Le groupe de Galois
de Q(α) sur L est un sous-groupe de Gal(Q(α)/Q), il est noté Gal(Q(α)/L).

Pour rester dans l’esprit de la résolution de l’équation P (x) = 0 le lemme qui précède
peut se reécrire de la manière suivante : soit f un polynôme irréductible ayant une racine
β dans Q(α). Le groupe de Galois de P vu à coefficients dans Q(β) est un sous-groupe de
Gal(Q(α)/Q). En d’autres termes, en rajoutant des solutions de l’équation f(x) = 0 au
problème de départ (la résolution de P (x) = 0), ce dernier devient moins difficile puisque
que le groupe à considérer s’affine, et le nombre de permutations à considérer est donc
plus petit.

Démonstration. Soit β un élément primitif de L sur Q. L’ensemble des éléments de
G = Gal(Q(α)/Q) qui stabilisent β est le sous-groupe de G défini par H = StabG(β). Par
la caractérisation du groupe de Galois (voir le théorème 2.4) on a alorsH = Gal(Q(α)/Q(β)).

�
Des deux lemmes précédents et du théorème 2.4 on déduit le résultat suivant.

Théorème 2.9. (Correspondance galoisienne) Soient G l’ensemble des sous-groupes
de Gal(Q(α)/Q) et K l’ensemble des sous-corps de Q(α). L’application qui fait corres-
pondre un élément H de G le sous-corps Q(α)H des éléments de Q(α) laissés stables sous
l’action de H est bijective.
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Les lemmes précédents sont très théoriques, ils nous donnent l’existence d’un corps
correspondant à un sous-groupe du groupe de Galois mais, ils ne donnent aucun moyen
de le définir explicitement. La proposition qui suit résout ce problème. Ce résultat est
fondamental pour l’utilisation des résolvantes relatives en théorie de Galois.

Proposition 2.10. Soit L une extension intermédiaire entre Q(α) et Q correspondant
à un sous-groupe H de G = Gal(Q(α)/Q) et soit I un H-invariant G-relatif supposé α-
séparable. La résolvante relative

θI(t) =
∏

γ∈OrbG(I)

(t− γ(α))

est un polynôme définissant L sur Q. En particulier, le degré [L : Q] est donné par le
degré |G|

|H| de cette résolvante.

En d’autres termes, cette proposition nous donne la définition d’un élément minimal
de L sur Q défini par I(α) qui est de polynôme minimal θI(t).

Démonstration. Montrons que le polynôme θI ainsi défini est un polynôme irré-
ductible à coefficients dans Q. Le fait qu’il soit à coefficients dans Q découle du théorème
2.4 puisque les coefficients de θI sont stable par G par construction.

Supposons que θI soit réductible, alors il existe E un sous-ensemble strict de G//H
contenant Id tel que

f(t) =
∏
τ∈E

(t− (τ · I)(α))

soit un polynôme annulateur de I(α) à coefficients dans Q. D’après la caractérisation du
groupe de Galois (voir le théorème 2.4) le polynôme f doit donc être stable sous l’action
G. Ainsi, si on prend un élément τ de G//H en dehors de E, le polynôme τ ·f doit rester
inchangé sans pouvoir être annulateur de I(α) puisque I est supposé α-séparant, ce qui
est absurde. Ainsi, le polynôme θI est irréductible sur Q.

Le corps Q(I(α)) est laissé stable par les éléments de H par hypothèse sur I, ainsi
Q(I(α)) ⊂ Q(α)H . Pour obtenir l’inclusion inverse, il suffit d’appliquer le théorème 2.6.

�

Maintenant que nous avons défini l’objet essentiel de ce cours voyons son application
pour la résolution de l’équation P (x) = 0.

2.1.2. Quelques propriétés sur les groupes de permutations finis. Puisque
nous allons utiliser des résultats sur les groupes de permutations finis, nous rappelons
ici certaines de leurs propriétés et définitions. Dans toute la suite nous étudions l’ac-
tion canonique du groupe symétrique sur l’ensemble X = {1 . . . , n}. Les définitions que
nous donnons ici seront données sur les sous-groupes de Sn plutôt que sur les actions
correspondantes.

Définition 2.11. Un sous-groupe G de Sn est dit transitif si pour tout entier i de
{1, . . . , n} il existe un élément g ∈ G tel que g(1) = i.

Soit G un sous-groupe de Sn et Π une partition de l’ensemble X. Nous dirons que G
stabilise Π dès que, pour tout ensemble e de Π on a {g ·e : g ∈ G} ∈ Π. Nous appellerons
partition triviale d’un ensemble E la partition réduit au seul élément E et celle composée
des singletons. Il est clair que tout sous-groupe G de Sn stabilise les partitions triviales
de X, les groupes qui ne stabilisent que ceux ci sont :.
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Définitions 2.12. Un sous-groupe G de Sn est dit primitif s’il ne stabilise que les
partitions triviales de X. Dans le cas contraire le groupe G sera dit imprimitif. Une
partition de X qui est stable sous l’action de d’un groupe imprimitif est appelé système
complet de bloc (d’imprimitivité).

L’exemple le plus simple de groupe imprimitif est Sn pour n > 0. Les groupes primitifs
sont rares, par exemple, on ne connaît pas de formule simple qui prédise le nombre de
tels groupes de permutations pour un degré donné.

Proposition 2.13. Soit G ⊂ Sn un groupe transitif qui soit aussi imprimitif. Toute
partition non triviale de X stable sous l’action de G est formée de sous-ensembles de
même cardinal.

Démonstration. Soit Π une partition de X stable sous l’action de G transitif.
Supposons que Π possède deux sous-ensembles A1, A2 de tailles différentes. Donc g ·A1 ∩
A2 = ∅ pour tout élément g de G, ce qui est impossible puisque G est transitif. �

Nous rappelons deux dernières définitions qui permettent de caractériser des corps de
décomposition de polynômes différents de P et inclus dans Q(α).

Définition 2.14. Soit G ⊃ H deux groupes de Sn. Nous dirons que H est un sous-
groupe distingué (ou normal) de G s’il est stable par conjugaison de G, c’est-à-dire

∀g ∈ G, g−1Hg = H

Le groupe G sera dit simple s’il ne possède aucun sous-groupe distingué autre que ses
groupes triviaux (celui réduit à l’identité et G tout entier).

La notion de groupe simple est centrale dans la résolution des équations s’appuyant
sur la théorie de Galois, le groupe A5 représentant un des exemples les plus connus.
C’est ce que nous allons voir maintenant. Chacune des notions introduites ci-avant sur
les groupes va être reliée à une propriété sur les polynômes.

2.1.3. Propriétés sur les corps obtenues à partir de celles du groupe de
Galois. Une première caractérisation du polynôme P à partir du groupe de Galois est
celle de son irréductibilité.

Proposition 2.15. Un polynôme irréductible de degré n a pour groupe de Galois un
sous-groupe transitif de Sn et réciproquement.

Démonstration. Soit (x−α1)(x−α2) · · · (x−αn) le polynôme irréductible de degré
n, supposons que son groupe de Galois G ne soit pas transitif. Soit O l’orbite de α1 sous
l’action de G. Par hypothèse, O est un sous-ensemble strict de {1, . . . , n}. Le polynôme∏

α∈O(x− α) est alors stable sous l’action de G et donc à coefficients rationnels d’après
le théorème 2.4. Ce dernier polynôme est annulateur de α1 de degré strictement inférieur
à n ce qui est absurde.

Réciproquement, soit G, sous-groupe transitif de Sn, le groupe de Galois de (x −
α1)(x−α2) · · · (x−αn). Supposons que ce polynôme n’est pas irréductible. Soit

∏
α∈O(x−

α) le facteur de ce polynôme qui s’annule en α1, alors par hypothèse O est un sous-
ensemble strict de {1, . . . , n}. Le groupe G étant transitif, on pourra toujours trouver
g ∈ G tel que g ·O 6= O ce facteur irréductible n’est pas stable sous l’action de G et donc
ne peut être à coefficients rationnels, ce qui termine la démonstration. �

Nous avons la définition qui suit.
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Définition 2.16. Soit α une racine d’un polynôme irréductible µ(x) sur Q. Les ra-
cines de µ sont appelées conjugués de α.

De la proposition précédente, on tire que l’ensemble des conjugués d’un élément algé-
brique sur Q est donné par l’orbite de cet élément sous l’action du groupe de Galois d’un
de ses polynômes annulateur.

Nous allons maintenant voir comment détecter les sous-corps de Q(α) qui sont eux
mêmes des corps de décomposition de polynômes.

Proposition-Définition 2.17. Soit f un polynôme irréductible qui a une de ses ra-
cines dans Q(α) alors toutes ses racines sont dans Q(α), plus généralement une extension
de corps qui a cette propriété est dite normale.

Démonstration. Soit β la racine de f qui est dans Q(α). Il existe donc un polynôme
W de Q[x1, . . . , xn] tel que β = W (α). Formons le polynôme

Θ(x) =
∏
g∈G

(x− (g ·W )(α))

qui, par le théorème 2.4, sera à coefficients rationnels et donc un multiple de f , on en
déduit alors le résultat. �

Corollaire 2.18. En reprenant les mêmes notations que celles utilisées dans la
démonstration de la proposition 2.17. Soit W un polynôme de Q[x1, . . . , xn] tel que β =
β1 = W (α) et {τ1 = Id, . . . , τk} une transversale à gauche de Gal(Q(α)/Q) sur H =
Gal(Q(α)/Q(β1)). Les racines de f dans Q(α) sont les éléments

β1 = (τ1 ·W )(α), . . . , βk = (τk ·W )(α)

et les groupes de Galois correspondants sont

Gal(Q(α)/Q(β1)) = τ1Hτ
−1
1 , . . . ,Gal(Q(α)/Q(βk)) = τ1Hτ

−1
k

Démonstration. Pour montrer ce corollaire il suffit de montrer l’assertion sur l’en-
semble des racines de f , la deuxième assertion étant obtenue par application directe du
théorème 2.9.

Pour montrer cette première assertion il suffit de remarquer que le polynôme Θ de
la preuve précédente peut être factorisé en facteurs irréductibles sur Q de la manière
suivante (comme nous l’avons déjà fait à plusieurs reprises)

Θ(x) = ((x− (τ1 ·W )(α)) · · · (x− (τk ·W ))|H| .

Le polynôme mis à la puissance est donc f et le résultat suit. �

Nous venons de voir qu’un corps de décomposition est une extension normale sur un
quelconque de ses sous-corps. Nous allons voir comment caractériser si un tel sous-corps
est lui même un corps de décomposition.

Proposition 2.19. Une extension intermédiaire L entre Q et Q(α) est le corps de
décomposition d’un polynôme f irréductible à coefficients dans Q (extension normale de
Q) si et seulement si le groupe de Galois Gal(Q(α)/L) est un sous groupe distingué de
Gal(Q(α)/Q).

Démonstration. Soit L = Q(β1, . . . , βk), contenu dans Q(α), le corps de décompo-
sition du polynôme f . D’après le corollaire 2.18 et le théorème 2.9, le groupe de Galois
de Q(α) sur L est l’intersection des τiHτ−1

i (en reprenant les mêmes notations que dans
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la démonstration du corollaire 2.18). Cet intersection est un groupe qui par construction
est distingué dans Gal(Q(α),Q).

Réciproquement, considérons une extension L de Q telle que le groupe de Galois de
Q(α) sur L soit distingué dans Gal(Q(α)/Q) et soit f un polynôme définissant cette
extension. Notant β1 une racine de f dans Q(α), nous avons L = Q(β). Comme H =
Gal(Q(α/L) est distingué dans Gal(Q(α)/Q), d’après le corollaire 2.18 et le théorème
2.9 nous avons égalité entre les corps Q(βi) définis à partir de chacune des racines de
f et donc Q(β1, . . . , βk) = Q(β1) = L est un corps de décomposition d’un polynôme
irréductible à coefficients dans Q. �

Le restant de cette section peut être passé en première lecture. Les résultats suivants
ne rentrent pas dans le cadre strict de la résolution de l’équation P (x) = 0 par adjonc-
tion d’éléments irrationnels. Les résultats qui suivent permettent d’identifier si l’équation
P (x) = 0 peut être décomposée, c’est-à-dire, telle que le polynôme P puisse s’écrire
P = f ◦ g pour f et g deux polynômes irréductibles, ainsi, le problème de la résolution de
l’équation P (x) = 0 peut être découpée. Ceci revient à caractériser la présence d’un sous
corps non trivial entre Q et le corps de rupture Q(α1) de P . Supposons pour le restant
de cette section que le polynôme P est irréductible.

Lemme 2.20. Soit Bi l’ensemble des blocs d’imprimitivité de {1, . . . , n} contenant i
et Ki l’ensemble des sous-corps de Q(αi). L’application qui a B ∈ Bi fait correspondre le
corps K ∈ Ki défini par K = Q(α)B est une bijection.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du théorème 2.9. �
D’après le lemme 2.20, nous pouvons donc associer de manière unique un système

complet de {1, . . . , n} à un sous-corps de Q(α1). Ceci peut se représenter par la figure
suivante

Q(α) 〈Id〉

Q(α1)

uuuuuuuuu
Q(α2) Q(αn)

IIIIIIIII

StabG({1})

ooooooooooooo
StabG({2}) StabG({n})

PPPPPPPPPPPPP

Q(β1) Q(βi) Q(βj) StabG(B1) StabG(Bi) StabG(Bj)

Q

IIIIIIIIII

uuuuuuuuuu
G

PPPPPPPPPPPPPP

nnnnnnnnnnnnnn

Étant donné une décomposition du polynôme P , ou de manière équivalente, d’un
corps K contenu dans Q(α1) nous allons voir comment construire le système complet
correspondant.

Lemme 2.21. Soit Q(β1) un sous-corps de Q(α1), g le polynôme minimal de β de
degré k et h un polynôme tel que h(α1) = β. L’ensemble B1 = {i : h(αi) = β1} est le bloc
d’imprimitivité qui définit le corps Q(β1). Le système complet correspondant est donné
par les blocs Bj = {i : h(αi) = βj} de taille n

k
.

Démonstration. Comme P est supposé irréductible, d’après la proposition 2.15,
le groupe de Galois de P sur Q est transitif et les blocs d’imprimitivité d’un système
complet seront donc de la même taille comme le montre la proposition 2.15. Pour obtenir
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le résultat il suffit donc de montrer que B1 est bloc d’imprimitivité, ce qui est immédiat
par construction. �

Réciproquement, nous allons voir comment construire le sous-corps de Q(α1) corres-
pondant à un système complet. Jusqu’à présent, lorsque nous utilisions les résolvantes
nous nous sommes restreints à utiliser des résolvantes absolues, pour la construction de
ces sous-corps, nous allons voir l’utilité des résolvantes relatives.

Lemme 2.22. Soit V le monôme
∏

i∈B1
xi. Le polynôme V est un StabGal(Q(α)/Q)(B1)-

invariant Gal(Q(α)/Q) relatif. Si de plus V est α-séparant, alors la résolvante relative∏
σ∈Gal(Q(α)/Q)// StabGal(Q(α)/Q)(B1)

(x− (σ · V )(α))

est un polynôme minimal pour le sous-corps de Q(α1) correspondant à B1.

Démonstration. Tous les résultats énoncés dans ce lemme sont des conséquences
directes de la construction et des raisonnements déjà utilisés pour les résolvantes. �

2.2. Résolution de l’équation et groupe de Galois

Dans cette section nous finissons d’étudier le problème 1 en lui donnant une réponse
négative basée sur les résultats obtenus dans les sections précédentes.

2.2.1. L’impossibilité de résoudre une équation de degré n > 5 en résolvant
des équations de plus petit degré. Rappelons que le problème 1 est de savoir si l’on
peut toujours résoudre l’équation P (x) = 0 avec P un polynôme à coeficients rationnels
de degré n en résolvant des équations de degrés inférieurs.

De manière équivalente, ce problème revient à savoir s’il est toujours possible de
construire L, une extension intermédiaire entre Q et Q(α), qui soit le corps de décom-
position d’un polynôme f de degré inférieur à n et telle que l’extension Q(α)/L soit de
degré inférieur à n.

D’après la proposition 2.19 et le théorème de correspondance galoisienne 2.9, ceci
revient à se demander s’il existe toujours un sous-groupe distingué H d’un groupe G ⊂ Sn

vérifiant les hypothèses suivantes
– |G|

|H| < n

– il existe un polynôme f de degré k < n tel que son corps de décomposition L vérifie
Gal(Q(α)/Q) = H.

En notant β1, . . . , βk les racines de f , on peut représenter ceci à l’aide la figure suivante.

Q(α)

G

H distingué

Q(β1, . . . , βk)

Q(β1)

Q

k<n
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Le problème 1 se réduit donc à l’analyse des sous-groupes de Sn et on en déduit le
résultat suivant.

Théorème 2.23. Soit K une extension de Q et G le groupe de Galois sur K de P
supposé de degré n. Si G est simple alors l’équation P (x) = 0 ne pourra pas être résolue en
utilisant une équation de degré plus petit que n. Plus précisément, cette équation auxiliaire
sera de degré un facteur de |G|.

Ce théorème est la réponse tant attendue à la résolution des équations. C’est Galois
qui la donna en premier et lui permit de caractériser les équations de degré n qui sont
résolubles à l’aide d’équations auxiliaires de degrés inférieurs. Ceci permet de montrer
que l’équation générale de degré n > 4 répond négativement au problème 1 en reprenant
les mêmes arguments que ceux que l’on a développés dans le cas des équations définies
sur Q.

Théorème 2.24. L’équation générale de degré n a pour groupe de Galois sur le corps
Q(σ1, . . . , σn) le groupe Sn. Pour n > 4 ce groupe ne possède qu’un seul sous-groupe propre
distingué, le groupe alterné An qui est simple.

La première assertion de ce théorème est immédiate, la seconde assertion est classique
et se trouve déjà dans l’ouvrage de Jordan [26]. De ce résultat et de tout ce que nous
venons de développer, on déduit :

Corollaire 2.25. L’équation générale de degré n > 4 ne peut être résolue à l’aide
d’équations auxiliaires de degrés inférieurs.

Démonstration. Le seul moyen de résoudre l’équation générale de degré n > 4 est,
d’après le théorème précédent, de considérer le corps de décomposition d’une équation de
degré 2 (la résolvante correspondant au groupe An). Le groupe de Galois de l’équation
de départ se réduira à An en la considérant sur cette extension et donc, pour la résoudre,
il faudra considérer le corps de décomposition d’un polynôme de degré un multiple de
|An| = n!

2
puisque le groupe alterné de degré n > 4 est simple. �

Si l’on reprend ce que nous avions fait au chapitre 1 pour le degré 4 nous pouvons
redonner une explication qui ne se fait qu’en utilisant les sous-groupes de S4.

Soit H le sous-groupe d’ordre 8 de S4 engendré par les permutations (1, 2), (3, 4),
(1, 3)(2, 4) (c’est le groupe diédral, celui qui laisse fixe un carré). Nous avons vu au chapitre
1 que la résolvante absolue correspondant à ce groupe est de degré 3. Une fois cette
équation résolue, nous pouvons considérer le corps de décomposition K1 de cette dernière
et alors le groupe de Galois de Q(x1, . . . , x4) sur K1 sera le groupe I = ∩g∈SngHg

−1

(voir la preuve de la proposition 2.19) qui se réduit au groupe d’ordre 4 engendré par les
permutations (1, 2)(3, 4) et (1, 3)(2, 4). Le groupeH ′ engendré par l’élément (1, 2)(3, 4) est
un sous-groupe d’ordre 2 distingué dans I. Ainsi, en considérant une résolvante séparable
H-relative pour un H ′-invariant H-relatif, ce polynôme sera d’ordre 2 sur K1 et son corps
de décomposition K2 a pour propriété que le groupe de Galois de l’équation de départ
sur K2 se réduira H ′. Comme H ′ n’est plus d’ordre 4, il ne peut plus être transitif,
ainsi l’équation ne peut plus être irréductible et, plus exactement, se factorise en deux
équations de degré 2 que nous pourrons résoudre (la résolution d’une seule des deux
équations permettra de réduire le groupe de Galois à l’identité et on obtiendra l’ensemble
des solutions de l’équation de départ). Tout ceci peut se résumer par la descente de
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groupes qui suit
S4

distingué

3
H I

distingué

2
H ′ 2 〈Id〉

2.2.2. Résolution par radicaux. Pour caractériser les équations qui sont résolubles
par radicaux il faut, en plus de considérer les sous groupes distingués de Sn, étudier le
lien entre les groupes abéliens et les extensions de corps obtenues par adjonction de racine
primitive de l’unité. Ce lien se fait à l’aide des résolvantes de Lagrange que nous avons
vues au chapitre 1. Pour plus de détails sur ces résultats, on pourra lire les ouvrages
[12] [42] et pour une vision plus algorithmique de la résolution par radicaux on pourra
consulter les articles [3] [47] [24].

25

Journées Nationales de Calcul Formel 2008 page 163



Journées Nationales de Calcul Formel 2008 page 164



Deuxième partie

Calcul du groupe de Galois et du corps de
décomposition

Journées Nationales de Calcul Formel 2008 page 165



Journées Nationales de Calcul Formel 2008 page 166



Préambule

Comme nous avons pu le voir dans la partie précédente, le calcul du groupe de Galois et
du corps de décomposition d’un polynôme P permet de construire les différentes relations
entre ses racines et permet ainsi de résoudre l’équation P (x) = 0 formellement. Rappelons
que d’après la correspondance de Galois, l’étude des sous-groupes de groupe de Galois
permet de construire l’ensemble des sous-corps du corps de décomposition qui peuvent
posséder des caractéristiques arithmétiques intéressantes pour le mathématicien.

Il y a différents problèmes liés au calcul du groupe de Galois d’un polynôme. Étant
donné un polynôme f de degré n nous avons, par ordre croissant de difficulté, les pro-
blèmes suivants

(1) Calculer une représentation dans Sn du groupe de Galois de f ;
(2) calculer une représentation dans Sn de l’action du groupe de Galois de f sur des

approximations des racines de f ;
(3) calculer une représentation dans Sn de l’action du groupe de Galois de f sur des

représentations formelles des racines de f .

Si le but du calcul du groupe de Galois est de pouvoir utiliser cet objet pour effectuer
des constructions mathématiques, la résolution du premier point ne sera pas d’une très
grande utilité. Le troisième problème peut se voir comme le calcul du corps de décompo-
sition du polynôme f et du groupe de Galois correspondant et le deuxième comme une
approxiamtion de cette action. Dans cette partie nous traiterons principalement les deux
derniers points

D’un point de vue historique, la première méthode pour le calcul du groupe de Galois
d’une équation est donnée par Galois lui même dans sa définition de ce groupe (c’est celle

Fig. 2.2. [26, Page 355]

que nous avons présentée au chapitre précédent). Bien que constructive, cette méthode
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est loin d’être effective, en effet, il s’agit ici de factoriser un polynôme de degré n! où n est
le degré de l’équation. D’ailleurs c’est pour résoudre formellement ce genre de problème
de factorisation que Kronecker construit un tel algorithme dans [28]. Cette méthode,
bien que de complexité exponentielle, est celle que reprend Van der Waerden dans son
livre [43, 44] alors que Jordan donnait déjà dans son ouvrage [26] (voir Figure 2.2), une
méthode qui parait beaucoup plus prometteuse. Ceci c’est révélé être vrai puisque les
algorithmes utilisés aujourd’hui découlent tous du même principe basé sur le calcul de
résolvantes qui ne se résume pas à l’utilisation de celle définie par Galois (de degré n!).
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CHAPITRE 3

Calcul du groupe de Galois

3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons des méthodes de calcul permettant de retrouver
le groupe de Galois d’un polynôme donné en entrée. Nous présenterons, en particulier,
des algorithmes permettant de retrouver l’action de ce groupe sur des approximations
des racines de ce polynôme. Dans tout ce chapitre, le polynôme étudié P sera supposé
irréductible de degré n et à coefficients dans le corps des rationnels. Tout comme nous
l’avons déjà fait précédemment, nous fixons α = (α1, . . . , αn) un ensemble ordonné fixé
des racines de P .

3.2. Groupe de Galois, automorphismes et conjugaisons

Nous avons vu au chapitre 2, une définition du groupe de Galois d’un corps de décom-
position sous la forme d’un sous-groupe du groupe symétrique qui repose sur un ordre fixé
des racines du polynôme. Nous allons ici montrer comment passer d’une représentation
de ce groupe en passant d’une numérotation à une autre et le lien avec le groupe des
Q-automorphismes d’un corps de décomposition. Ces résultats très généraux pourront
être retrouvés et développés dans un ouvrage général comme celui de Lang (voir [30]).

Représentation par permutations. Soit G un groupe agissant sur un ensemble
E. À une telle action on peut associer un homomorphisme ρ du groupe G dans le groupe
Perm(E) des permutations de l’ensemble E, où l’image par ρ d’un élément g de G est
définie par

ρ(g) : E −→ E

e 7−→ g · e
Inversement, si on se donne un homomorphisme ρ du groupe G dans le groupe

Perm(E), alors on peut en déduire une action de G sur E (notée ·). En effet, si on
considère l’application définie par

G× E −→ E

(g, e) 7−→ g · e := ρ(g)(e)

on vérifie aisément que ceci est action de G sur E.
Un homomorphisme du groupe G dans le groupe des permutations Perm(E) est appelé

représentation par permutations du groupe G. D’après ce que nous venons de voir, il
est donc équivalent de se donner une action d’un groupe G sur un ensemble E ou une
représentation par permutations du groupe G. Ainsi nous ne distinguerons plus une action
de sa représentation par permutations qui lui est associée. Nous allons maintenant nous
concentrer sur le cas où l’ensemble E est fini.
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Représentation symétrique. Soit G un groupe agissant sur un ensemble fini E de
cardinal l’entier n. Notons ρ la représentation par permutations qui est associée à cette
action.

Une numérotation de E peut être vue comme une application bijective de l’ensemble
{1, . . . , n} dans E. Fixons N une telle numérotation de E. Nous avons alors l’isomor-
phisme de groupe :

Perm(E) −→ Sn

s 7−→ N−1 ◦ s ◦ N
et nous en déduisons l’homomorphisme de groupe suivant :

φN : G −→ Sn

g 7−→ N−1 ◦ ρ(g) ◦ N
Un tel homomorphisme sera appelé représentation symétrique par rapport à la nu-

mérotation N et lorsque la situation est sans ambiguïté sur N , c’est-à-dire lorsque la
numérotation est fixée, nous parlerons de représentation symétrique.

Soit N1 et N2 deux numérotations de E. Alors, il existe une permutation σ dans Sn

telle que :
N2 = σ ◦ N1 ,

et donc :
φN2 = σ−1 ◦ φN1 ◦ σ .

Soit Ĝ le sous-groupe de Sn image d’une représentation symétrique de G. D’après ce
qui précède, G peut être représenté par un groupe quelconque de la classe de conjugaison
de Ĝ dans Sn mais aucun autre.

L’action du groupe G sur l’ensemble E est dite fidèle si la représentation symétrique
correspondante est injective, ou si, de manière équivalente, le sous-groupe ∩e∈E StabG(e)
de G est réduit à l’élément unité.

Groupe des automorphismes. Soit P un polynôme séparable et α l’ensemble fini
de ses racines (distinctes) dans une clôture de Q. Notons L un corps intermédiaire entre le
corps de décomposition QP de P et Q. Le corps de décomposition de P est alors engendré
sur L par α. Comme la restriction à L d’un élément φ du groupe des L-automorphismes
de QP se réduit à l’identité, la définition de φ ne dépend que des images qu’il prend sur les
éléments de α. Ainsi nous pouvons construire un homomorphisme injectif ρ de la forme

AutL(QP ) −→ Perm(α)

et défini par

ρ(φ) : α −→ α

e 7−→ φ(e)

De cette manière, nous obtenons une action fidèle du groupe des L-automorphismes
sur l’ensemble α. Soit N une numérotation des racines de P , c’est-à-dire des éléments de
α, alors nous avons une représentation symétrique injective du groupe G dans Sn. Soit
Ĝ l’image dans Sn de cette représentation, alors G est isomorphe à Ĝ et, d’après ce que
nous avons vu plus haut, nous pouvons construire un isomorphisme entre G et chacun
des conjugués de Ĝ dans Sn en changeant de numérotation. On a la définition qui suit.
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Définition 3.1. Soit P un polynôme séparable de Q[x] de degré n un entier stric-
tement positif et L un corps intermédiaire entre QP et Q. Nous appellerons groupe de
Galois de P sur L, un représentant quelconque de la classe de conjugaison dans Sn du
groupe de Galois du corps QP sur L. Ce groupe sera noté GalL(f).

Exemple 3.2. Soit Q = Q et f = x6 − 10x4 + 31x2 − 30. Comme f se factorise sur
Q en f = (x2− 2)(x2− 3)(x2− 5) les racines de f sont toutes réelles et sont données par
α = {√2,−√2,

√
3,−√3,

√
5,−√5}.

Exhibons le groupe des Q-automorphismes du corps QP = Q[α]. Le groupe AutQ(QP )
contient [QP : Q] éléments et ici nous avons clairement [QP : Q] = 8. Soit φ ∈ AutQ(KP )
et α ∈ α. Comme l’image de α par φ ne peut être qu’un conjugué de α dans α nous
avons :

φ(α) = −α .
Nous obtenons ainsi la définition de chacun des éléments du groupe des Q-automorphismes
de QP = Q[α] à partir de leur action sur l’ensemble α. Si l’on choisit de numéroter α à
l’aide de la fonction N définie par :

N : α −→ {1, . . . , 6}√
i 7−→ i+ (i mod 2)

−
√
i 7−→ N (

√
i)− 1

alors le groupe AutQ(QP ) est représenté symétriquement par le sous-groupe Ĝ de S6 en-
gendré par l’ensemble de permutations {(12), (34), (56)} noté C(2)×C(2)×C(2). Si nous
avions choisi une autre numérotation N2 pour l’ensemble α alors, en notant σ l’unique
élément de Perm({1, . . . , 6}) tel que N2 = σ ◦N , le groupe des Q-automorphismes de QP

serait représenté par le sous-groupe de S6 engendré par l’ensemble de permutations

{(σ(1), σ(2)), (σ(3), σ(4)), (σ(5), σ(6))}
qui n’est autre que le conjugué de Ĝ par σ−1. Quel que soit la numérotation choisie, nous
dirons que le polynôme f a pour groupe de Galois C(2)× C(2)× C(2).

Soit L le corps Q[
√

2] intermédiaire entre Q et QP . Le groupe des L-automorphismes
de QP est isomorphe à C(2)×C(2). Si nous choisissons de numéroter l’ensemble α à l’aide
de N alors une représentation symétrique de AutL(QP ) sera donnée par le sous-groupe
de S6 engendré par l’ensemble des permutations {(3, 4), (5, 6)}.

3.3. Théorème fondamental sur les résolvantes et détermination du groupe
de Galois

Dans cette section nous présentons les critères permettant de distinguer les sous-
groupes transitifs dans leur ensemble. Ces critères reposent sur le calcul de résolvantes et
permet de distinguer le groupe de Galois d’un polynôme.

Soit P un polynôme irréductible de degré n, d’après la proposition 2.15 le groupe de
Galois de ce polynôme est transitif. Peut on obtenir d’autres types de caractéristiques
sur ce groupe lorsque l’hypothèse d’irréductibilité n’est plus vraie ? Supposons que h soit
réductible sur Q, séparable et factorisable sous la forme h = fg, où f et g sont des po-
lynômes irréductibles à coefficients rationnels. Le groupe de Galois de h, noté G, n’est
donc pas transitif et on peut lui associer un système complet composé de deux blocks de
transitivité. En effet, l’action de G sur les racines de h a deux orbites correspondant cha-
cune à l’ensemble des racines de f et g car, si ça n’était pas le cas, ces deux polynômes ne
pourraient être irréductibles à coefficients dans Q (voir la preuve de la proposition 2.15).
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En fait, l’action de G sur l’orbite des racines de f peut être représentée fidèlement comme
un sous-groupe Tf de Sk où k est le cardinal de cette orbite. On voit immédiatement que
le groupe Tf est transitif et qu’il correspond au groupe de Galois de f .

Ainsi, à un polynôme réductible et séparable, on peut associer l’ensemble des groupes
de Galois de chacun de ses facteurs en analysant l’action canonique de son groupe de
Galois. Mais le groupe de Galois d’un polynôme réductible n’est pas, en générale, égal au
produit direct des groupes de Galois de ses facteurs.

Plus généralement, nous pouvons appliquer le même genre de raisonnement au résol-
vantes séparable. On rappelle que P est un polynôme irréductible sur Q et que l’on note
Q(α) un corps de décomposition de P . Nous rappelons la notion de classe de double.

Définition 3.3. Soit G et H deux sous-groupes du groupe U ⊂ Sn. Une (G,U)-classe
double est une classe de la relation d’équivalence qui met en relation deux éléments x et
y de U dès qu’il existe un couple (g, h) ∈ G×H tel que gxh = y. L’ensemble des (G,H)
classes doubles de U est noté G\U/U .

En gardant les mêmes notations que dans la définition précédente, les (G,H)-classes
doubles de U sont de la forme GuH où u ∈ U et U peut être partitionné selon ces classes
doubles. Chacune de ces classes doubles est l’union de classes à droite de U selon G
(de la forme Gu) et de classes à gauche de U selon H (de la forme uH). Nous pouvons
maintenant énoncer le résultat fondamental qui suit.

Théorème 3.4. Soit U ⊂ Sn contenant les deux sous-groupes G = Gal(Q(α),Q) et
H. Si F est H-invariant G-relatif alors la résolvante relative à U de F s’écrit

R(x) =
∏

τ∈U//H

(x− τ · F (α)) =
k∏

i=1

gai
i (x)

avec gi irréductible sur Q et si l’on note IR l’ensemble des facteurs {ga1
1 , . . . , g

ak
k } alors

l’application de G\U/H dans IR qui fait correspondre une (G,H)-classe double GuH de
U au polynôme

gu(x) =
∏

τ∈U//H tq τH⊂GuH

(x− (τ · F )(α))

est bijective. Les éléments τ de U//H rentrant dans la définition du polynôme gu sont
exactement ceux définis par τ = u′u avec u′ ∈ G//(G ∩ uHu−1).

Démonstration. La dernière assertion sur l’ensemble des éléments entrant dans la
définiton du polynôme est claire, il s’agit uniquement de réécrire l’inclusion qui définit le
produit.

Soit GuH une (G,H)-classe double de U . Commençons par montrer que le polynôme
gu est à coefficients dans Q. Pour cela il suffit de montrer qu’il est stable sous l’action de
G. Le groupe G agit naturellement sur la transversale à gauche G//(G ∩ uHu−1), ainsi,
d’après l’assertion finale du théorème, G agit naturellement sur l’ensemble des éléments
de U//H entrant dans la définition de gu en les échangeant. On en conclut que l’action de
G sur gu le laisse stable puisque les classes rentrant dans sa définition ne changent pas.

Clairement, gu est un diviseur de R, et il est clair aussi que tous les facteurs irré-
ductibles de R sont des diviseurs des polynômes dans IR. Montrons que les zéros de
gu sont conjugués sous l’action de G. Soient τ1, τ2 deux éléments de U//H tels que
τ1H, τ2H ⊂ GuH alors il existe deux éléments u′1, u′2 dans G tels que τ1 = u′1u et
τ2 = u′2u et donc τ1 = u′1u

′−1u2 ce qui nous donne la conjugaison des racines de gu sous
l’action de G.
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Montrons que les zéros de R qui sont conjugués sous l’action de G correspondent à
la même (G,H)-classe double de U . Soient (σ · (τ1 · F ))(α) = (τ2 · F )(α) avec τ1, τ2 ∈ U
et σ ∈ G deux racines de R qui sont conjuguées sous l’action de G. Nous avons alors
τ−1
2 στ1 ∈ H et donc στ1H = τ2H, on en conclut Gτ1U = Gτ2U .

D’après ce que nous venons de voir, les polynômes de IR sont des produits de puis-
sances des facteurs irréductibles de R, sachant que tous ces facteurs irréductibles y ap-
paraîtront. Reste à montrer que les puissances maximales des facteurs irréductibles de R
sont exactement les polynômes de IR. Puisque les zéros de gu sont conjugués sous l’ac-
tion du groupe de Galois G, gu ne peut être qu’une puissance d’un facteur irréductible
et d’après la correspondance avec les classes doubles, ce facteur irréductible ne peut pas
apparaître dans un autre polynôme de IR. Ainsi gu = gbi

i et pour finir la démonstration
de ce théorème, il reste montrer que bi = ai.

Le degré du polynôme gu est donné par

Deg(gu) =
|GuH|
|H| =

|G|
|G ∩ (uHu−1)|

et comme les (G,H)-classes doubles de U forment une partition de U . On obtient alors
le degré du produit Q des gvi

où vi prend ses valeurs dans l’ensemble des représentants
des (G,H)-classes doubles de U et donc

Deg(Q) =
∑

i

Deg(gvi
) =

∑
i

|GuH|
|H| =

|U |
|H|

et donc Deg(Q) = Deg(R) et le résultat suit. �
De ce théorème on peut en déduire deux méthodes générales pour distinguer le groupe

de Galois d’un polynôme. Ces deux méthodes sont basées sur les corollaires qui suivent.
Le premier corollaire permet de distinguer le groupe de Galois de P à partir de valeurs
qualitatives des facteurs irréductibles de résolvantes calculées à partir de P .

Corollaire 3.5. En reprenant les mêmes notations que dans le théorème 3.4 et en
notant m le degré de R. Si la résolvante R est séparable alors la représentation symétrique
dans Sm de l’action de G sur la transversale U//H est égale au groupe de Galois sur Q
du corps de décomposition de R. En particulier, cette action sur chacune (resp. la tailles)
de ses orbites peut être mis en relation avec les groupes de Galois sur Q (resp. le degré)
de chacun des facteurs irréductibles de R.

Le deuxième corollaire permet d’identifier les sous-groupes de Sn contentant le groupe
de Galois Gal(Q(α),Q).

Corollaire 3.6. En reprenant les mêmes notations que dans le théorème 3.4. La
résolvante R possède un facteur linéaire simple correspondant à la classe double GuH
si et seulement si le groupe uHu−1 contient G.

Démonstration. En reprenant les mêmes notations que dans la preuve du théorème
3.4. Supposons que gu soit linéaire, alors nous avons

1 = Deg(gu) =
|G|

|G ∩ uHu−1|
et ceci nous donne le résultat. �

Remarque 3.7. Notez que si la résolvante R du corollaire précédent ne possède aucun
facteur linéaire alors G ne pourra pas être un sous-groupe d’un conjugué de H dans U .
Si R ne possède que des facteurs linéaires multiples on ne peut rien conclure.
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La méthode proposée par Jordan (voir le préambule) repose sur ces résultats et plus
particulièrement sur le corollaire 3.6. En effet il propose de calculer des résolvantes ab-
solues et après factorisation de rejeter les groupes correspondants aux résolvantes ne
possédant pas de facteur linéaire. De proche en proche on pourra en déduire le groupe de
Galois de P . Les algorithmes actuels pour le calcul du groupe de Galois reposent sur le
même genre d’idée mais l’utilisent de meilleure manière

Exemple 3.8. Soit F =
∏

i<j(xi − xj). Le polynôme F est un An-invariant, il est
immédiat que la résolvante

RF (x) = (x− F (α))(x− (1, 2) · F (α)) = (x− F (α))(x+ F (α))

est séparable de degré 2 dès que le polynôme f est séparable. Comme ∆(f), le discriminant
de f , vérifie ∆(f) = F (α)2, le groupe de Galois d’un polynôme f est contenu dans An

(dans ce cas on dit qu’il est pair) si et seulement si son discriminant est un carré dans
Q.

Distinction par résolvantes absolues. L’application du corollaire 3.5 peut se faire
de la manière suivante. Comme groupe de base on prend U = Sn ainsi les hypothèses
d’inclusions seront toujours vérifiées et les résolvantes seront absolues. De cette manière,
on peut distinguer les groupes transitifs de degré n en fonction des différentes lignes
d’un tableau mettant en correspondance les degrés (ou groupes de Galois) des différents
facteurs irréductibles des résolvantes absolues calculées à partir des sous-groupes de Sn.
Un tel tableau est appelé table des partitions et fût utilisées par Girstmair [22], Mc Kay,
Soicher, Casperson (voir [40, 7]) pour déterminer les groupes de Galois de polynômes de
degrés modérés. Arnaudiès et Valibouze ont montré que ce moyen de déterminer le groupe
de Galois d’un polynôme est déterministe (voir [4]) et ont fourni des tables de partitions
jusqu’au degré 11. Cette détermination ne se fait qu’à conjugaison près, ceci permet de
résoudre le problème 1 du calcul du groupe de Galois mais, comme nous l’avons dit dans
l’introduction, ceci n’a que très peu d’intérêt si l’on veut pouvoir calculer formellement
des actions du groupe de Galois sur le corps de décomposition de P .

Nous allons maintenant présenter des résultats qui permettront de construire une
approximation de l’action du groupe de Galois sur le corps de décomposition.

Distinction par descente dans l’arbre des sous-groupes. Ici on utilise le corol-
laire 3.6 pour descendre dans l’arbre des sous-groupes de Sn jusqu’à obtenir le groupe de
Galois du polynôme. On commence par prendre U = Sn en testant tous les sous-groupes
maximaux par une recherche de racine simple de chacune des résolvantes correspondantes
et on itère le principe en prenant pour groupe U le premier qui contient le groupe de Ga-
lois. On arrête le calcul lorsqu’aucun sous-groupe maximal ne peut contenir le groupe de
Galois. On en déduit l’algorithme 1.

Pour mettre en pratique cette méthode il faut donner un ordre particulier au racines
de P et le conserver tout au long du calcul, c’est le rôle que remplit la fonction Ψ. Cette
fonction permet de vérifier si l’évaluation d’un polynôme en les racines de f est ration-
nelle, l’ordre des racines se raffinant au cours du calcul. De cette manière, le calcul du
groupe de Galois ne se fait pas à conjugaison près, la sortie obtenue en fin de calcul est la
représentation symétrique de l’action du groupe de Galois sur les racines ordonnées don-
nées par Ψ. A priori, pour utiliser Ψ, nous devons connaître les racines de f pour réaliser
une telle descente, ce qui est contradictoire. Pour ce faire on peut utiliser des approxi-
mations numériques ou p-adiques. Stauduhar est le premier à donner un algorithme et
une implantation basée sur cette méthode (voir [41]), il utilise des approximations numé-
riques des racines de P pour calculer les racines des résolvantes relatives. L’utilisation des
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Algorithme 1 Stauduhar(f ,Ψ)
Entrée : f ∈ Q[X] irréductible de degré n, Ψ une fonction qui vérifie si l’évaluation en les

racines de f d’un polynôme en n variables est rationnelle et la renvoie le cas échéant.
Sortie : Le groupe de Galois de f correspond à l’ordre des racines de f donné par Ψ.
1: U = Sn

2: Calculer T l’ensemble des sous-groupes transitifs maximaux de U (à conjugaison près dans
U)

3: Si T est vide renvoyer U
4: Soit T un élément de T . Calculer F un T -invariant U -relatif.
5: Calculer S = {σ ∈ U//T tq ΨN(σ · F ) est rationnel}
6: Si S est vide, exclure T de T continuer à l’étape 3
7: S’il existe σ1 ∈ S tel que pour tout σ2 ∈ S on a ΨN(σ1 ·F ) 6= ΨN(σ2 ·F ), remplacer U par
σ1Tσ

−1
1 et continuer à l’étape 2. Sinon appliquer une transformation de Tschirnhaus sur F

et retourner à l’étape 5

approximations numériques est très efficace pour calculer les racines des résolvantes mais
devient coûteuse lorsqu’il faut certifier les inclusions (voir [17]). C’est pour cette raison
que Yokoyama [46] introduit des approximations p-adiques pour effectuer ce calcul, c’est
ce type d’approximation que nous retenons, nous présenterons ceci au chapitre suivant.
Darmon et Ford (voir [14]) ont aussi utilisé des approximations p-adiques pour calculer
le groupe de Galois de deux polynômes mais l’article de Yokoyama établit de nouveaux
résultats et développe complètement la version p-adique de l’algorithme de Stauduhar.

Il reste un problème que nous devons traiter avant de pouvoir mettre en place une
implantation pour le calcul du groupe de Galois basée sur la stratégie de Stauduhar :
comment obtenir une résolvante qui soit séparable ou, au moins, qui possède un facteur
linéaire simple ?

Remarque 3.9. Colin, dans [10, 11], propose une méthode symbolique basée sur l’al-
gorithme de Stauduhar. Pour un degré donné n, il calcule les formes génériques des ré-
solvantes relatives correspondant aux différentes étapes de la descente dans l’arbre des
sous-groupes transitifs de Sn. Les coefficients de ces résolvantes sont des éléments d’an-
neaux d’invariants. Pour calculer le groupe de Galois d’un polynôme f irréductible de
degré n, on évalue, au fur et à mesure de la descente, les coefficients des résolvantes à
l’aide de ceux de f et de ceux des résolvantes déjà calculées.

3.4. Calcul d’invariant et transformation de Tschirnhaus pour le calcul de
résolvante séparable

Dans cette section on introduit un moyen permettant d’obtenir une résolvante qui
soit séparable pour un groupe donné. Soit U ⊃ H deux sous-groupes de Sn tel que U
contienne Gal(Q(α)/Q).

3.4.1. Transformation de Tschirnhaus. Dans un premier temps, nous supposons
connu F un H-invariant U relatif. Nous utilisons ces données afin d’obtenir une résolvante
U -relative qui soit α-séparant.

Proposition-Définition 3.10. Soit R une résolvante U-relative de F et t un poly-
nôme de degré [U : H] − 1. On appelle transformation de Tschirnhaus de R selon t le
polynôme

Rt(x) =
∏

τ∈U//H

x− (τ · F )(t(α1), . . . , t(αn)).
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Le polynôme Rt est à coefficients dans Q et est une résolvante U-relative pour le H-
invariant U-relatif F (t(x1), . . . , t(xn)).

Démonstration. Cette proposition repose sur le fait que le polynôme F (t(x1), . . . , t(xn))
est un H-invariant U -relatif, ce qui est clair. �

Étant donné un H-invariant U -relatif, il est donc possible d’obtenir une infinité de
résolvantes U -relatives en appliquant des transformations de Tschirnhaus successives.
Dans [22], Girstmair montre que ce genre de transformation permet de construire une
résolvante U -relative qui soit α-séparante. Colin détermine dans [10] le nombre maximal
de transformations qu’il faudra appliquer avant d’obtenir une telle résolvante séparable
en étudiant le degré d’une hypersurface paramétrant l’ensemble des transformations qui
vérifient cette hypothèse. En pratique, le nombre de transformations de Tschirnhaus à
appliquer est très faible en comparaison avec la borne théorique obtenue par Colin.

Proposition 3.11. Il existe toujours une transformation de Tschirnhaus qui permet
d’obtenir une résolvante U-relative qui soit α-séparant.

Nous avons donc vu comment obtenir une résolvante séparable à partir d’une résol-
vante qui ne l’est pas. Reste à savoir comment construire une résolvante, et en particulier,
comment construire un H-invariant U -relatif.

3.4.2. Calcul d’un H-invariant U-relatif. Soit R l’anneau des polynômes en n
variables Q[x1, . . . , xn] et U ⊃ H deux sous-groupes de Sn. L’orbite d’un monôme de
R sous l’action de H est un ensemble de monômes de même degré. Ainsi, sans aucune
perte de généralité, nous pouvons considérer des H-invariants qui soient homogènes et
construits comme une somme des éléments d’une H-orbite d’un monôme m. Pour qu’un
tel H-invariant soit U -relatif il faut et il suffit que |H ·m| < |U ·m|. On peut facilement
construire un H-invariant U -relatif en prenant le monôme m = x1

1x
2
2 · · ·xn

n :

F =
∑
σ∈H

σ · (x1
1x

2
2 · · ·xn

n).

En fait, F est un H-invariant G-relatif pour tout sous-groupe G de Sn contenant H. Le
problème de cet invariant est sont degré : n(n−1)

2
et aussi son nombre de monômes |G| ce

qui n’est vraiment pas bon dès que l’on veut un tant soit peu calculer !
Pour construire des invariants de plus petit degré, nous allons exposer une méthode

reposant sur l’étude de la série de Hilbert des anneaux de polynômes invariants. Cette
méthode repose sur des résultats classiques de la théorie des invariants (voir le livre de
Derksen et Kemper [15]) et est, par exemple, exposée dans les articles de Hulpke [25] et
aussi de Geissler et Klüners [21].

On note RH le sous-anneau des polynômes de R qui sont stables sous l’action de H.
De la décomposition des éléments de R en sommes de composantes homogènes on déduit
le même genre de décomposition pour RH :

RH =
∞∑

d=0

RH
d

où RH
d représente l’ensemble des composantes homogènes de RH de degré fixé d. On

associe à cette décomposition une série génératrice dont les coefficients sont les dimensions
des RH

d en tant que Q-espace vectoriel, elle est appelée série de Hilbert :

Hilb(H, t) =
∞∑

d=0

DimQ(RH
d )td ∈ Z[[t]]
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Le principe de base pour trouver un H-invariant U -relatif dans le cas où H est un
sous-groupe maximal de U repose sur la remarque suivante. Plutôt que de chercher un
invariant quelconque choisissons en un qui soit homogène, dans ce cas nous pouvons
utiliser les résultats qui précèdent. Comme U ⊃ H nous avons RH

d ⊃ RU
d pour tout degré

d et donc, si U 6= H, il existe un certain indice minimal d0 tel que les coefficients d’indice
d0 des séries de Hilbert de H et U diffèrent. On pourra donc trouver un invariant H-
invariant U -relatif homogène de degré d0 qui sera donc minimal. On déduit l’algorithme 2
Invariant(H,U) qui calcule un H-invariant U -relatif.

Algorithme 2 Invariant(H,U)
Entrée : H ⊂ U ⊂ Sn tel que H soit maximal dans U
Sortie : Un H-invariant U -relatif
1: Calculer le plus petit indice d0 qui diffère entre Hilb(H, t) et Hilb(U, t)
2: Calculer une base de I = RH

d0

3: Extraire de I les U -invariants
4: Renvoyer un H-invariant de I qui ait un nombre minimal de monômes

Chacune des étapes de cet algorithme peut être calculée efficacement (voir [27] et [15])
avec les logiciels de calcul formel comme Magma [6] et GAP [19].

Dans le cas où H n’est pas maximal dans U , le d0 que nous venons de calculer
correspond à une chute de dimension dûe à un sous-groupe maximal de U contenant H.
Dans ce cas, il faudra utiliser le même principe en recommençant l’étude récursivement
sur une chaîne de sous-groupes maximaux allant de H à U .

Pour des familles de groupes particuliers, il est possible de calculer plus efficacement
des invariants, le lecteur intéressé pourra se référer aux articles [23, 25, 21] et ouvrage
[15].

3.5. Conclusion

Pour finir l’implantation de l’algorithme 1 il nous faut un moyen de tester si une
résolvante relative possède un facteur linéaire simple sur Q. Pour ce faire nous allons
présenter une méthode p-adique dans le chapitre 4 qui permet d’approximer ces calculs
et de les certifier. Pour rendre plus efficace les calculs du groupe de Galois il est nécessaire
d’utiliser des techniques permettant de réduire le nombre de tests à effectuer lors de la
descente dans l’arbre des sous-groupes (voir [25, 21, 20]).

Une implantation de l’algorithme 1 tel que nous l’avons présenté, nécessite d’avoir
préalablement calculé l’arbre d’inclusion des groupes transitifs d’un degré donné auquel
on peut associer un ensemble d’invariants relatifs correspondants aux différentes arrêtes.
Une implantation très récente de Fieker et Klüners dans Magma (datant de 2007) permet
de se détacher de ce genre de données (tous les calculs étant réalisés dynamiquement), il
n’y pas encore d’article correspondant mais leur implantation est stupéfiante d’efficacité.
Certaines idées de ce genre sont déjà présentent dans l’article de Hulpke [25].
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CHAPITRE 4

Calcul du corps de décomposition

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, on montre comment calculer efficacement le corps de décomposition
d’un polynôme. Nous commencerons par donner un encodage de ce corps à l’aide d’un
ensemble triangulaire et nous étudierons quels les propriétés de son image modulo un
nombre premier p et ses approximations p-adiques. Nous finirons pas donner des tech-
niques de calculs efficaces pour calculer cet ensemble triangulaire.

Dans tout ce chapitre, le polynôme f sera supposé unitaire et à coefficients entiers et
nous le supposerons aussi irréductible.

4.2. Représentation du corps de décomposition de f

Dans toute cette section, on considère un corps K parfait tel que si f est vu à co-
efficients dans K il reste séparable (pour faire plus simple, K sera soit Q soit Qp soit
Z/pZ).

4.2.1. Idéal des relations. Le corps de décomposition de f sur K, noté Kf , est
une extension de K et on peut le représenter à l’aide d’un polynôme minimal µ d’un
élément primitif comme le faisait Galois (voir section 2.1.1). De cet manière nous avons
l’isomorphisme

Kf ' K[x]/〈µ〉
et les racines de f peuvent être représentées par des polynômes de degré au plus N − 1,
où N est le degré de µ, par l’intermédiaire de cet isomorphisme.

Dès que l’on voudra faire des calculs avec les racines de f , il faudra donc manipuler
des polynômes de degré N − 1. L’encodage du corps Kf que nous présentons maintenant
permet de réduire ce degré en découpant l’extension simple Kf/K en plusieurs extensions
successives.

Soit α = (α1, . . . , αn) les n racines de f dans une clôture algébrique de K données
dans un ordre fixé. Nous avons le morphisme surjectif canonique Ψα, appelé morphisme
d’évaluation :

Ψα : K[x1, . . . , xn] // // Kf

P
� // P (α)

Le noyau M de ce morphisme est appelé idéal des relations et rassemble, comme son
nom l’indique, toutes les relations algébriques en les racines α de f (attention,M dépend
du choix de l’ordre donné à α). Nous allons voir que cet idéal peut être engendré par un
système de polynômes de forme particulière.

Définition 4.1. Un ensemble de polynômes S ∈ K[x1, . . . , xn] sera dit triangulaire
lorsque S est composé de n polynômes f1, |dots, fn vérifiant

– fi ∈ K[x1, . . . , xi] ;
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– fi est séparable en tant que polynôme en une variable xi à coefficients dans K[x1, . . . , xi−1.

La proposition qui suit nous donne la forme particulière deM.

Proposition 4.2. L’idéal M est maximal et est engendré par un ensemble triangu-
laire T .

Démonstration. Le fait que cet idéal soit maximal est immédiat. Pour voir que
cet idéal est engendré par un ensemble triangulaire nous allons procéder par récurrence.
Soit K0 = K et Ki = Ki−1[xi]/〈µi〉 avec µi le polynôme minimal de αi sur Ki−1. Le
polynôme µi peut être vu comme un polynôme à coefficients dans K[x1, . . . , xi]. Pour
tout 0 < i < n, il existe un idéal Mi tel que Ki[xi+1, . . . , xn]/Mi ' Kf et nous avons
alors M = 〈µ1(x1), . . . , µi(x1, . . . , xi),Mi〉K1[x1, . . . , xn]. L’idéal M est donc engendré
par le système de polynômes de K[x1, . . . , xn]

〈µ1(x1), µ2(x1, x2), . . . , µn(x1, . . . , xn)〉
qui est triangulaire. �

La preuve qui précède donne un premier algorithme pour construire le système trian-
gulaire T de l’idéal M et de cette manière un encodage du corps de décomposition de
f .

Algorithme 3 Kronecker-Tchebotarev(f)
Entrée : f ∈ Z[X] unitaire et irréductible de degré n.
Sortie : Un ensemble triangulaire définissant le corps Kf .
1: Soit i = 1, µi(xi) un facteur irréductible de f(xi) sur K et Ki = K[xi]/〈µi〉.
2: i = i+ 1
3: Factoriser f

µ1···µi−1
sur Ki−1

4: Soit µi un des facteurs irréductibles que nous venons de calculer, il peut être vu comme un
polynôme de Q[x1, . . . , xi]

5: Si i < n on définit Ki = Ki−1[xi]/〈µi〉 et continue à l’étape 2
6: Renvoyer {µ1, . . . , µn}.

Nous venons de voir que l’idéal des relations est engendré par l’ensemble triangulaire

{µ1(x1), µ2(x1, x2), . . . , µn(x1, . . .)}
qui est une base de Gröbner pour l’ordre lexicographique x1 < x2 < · · · < xn. Ainsi, pour
calculer dans le corps de décomposition de f , on pourra encoder ce corps à l’aide de cette
base et calculer des formes normales modulo cet ensemble triangulaire pour manipuler
ses éléments. En particulier, on pourra évaluer en α un polynôme en n variables F en
calculant sa forme normale modulo l’ensemble T .

En utilisant une représentation symétrique du groupe de Galois il est immédiat que
ce groupe est caractérisé par le résultat suivant :

Proposition 4.3. Le groupe de Galois Gal(Kf/K) est donné par

StabSn(M) = {σ ∈ Sn tq ∀F ∈M, σ · F ∈M}
Ainsi, étant donné l’idéalM, ou plus exactement un ensemble triangulaire le définis-

sant, on pourra calculer le groupe de Galois correspondant (voir [2], [1] par exemple et
[32] pour des améliorations).
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La variété associée à l’idéal des relations est équiprojectable (voir [5]) mais sa nature
est encore plus particulière. En effet, il est immédiat de voir qu’elle est définie à partir
du stabilisateur deM et de α, plus exactement nous avons

Z(M) = StabSn(M).α

4.2.2. Variétés galoisiennes. Plus généralement, une variété possédant la pro-
priété d’être définie comme l’orbite de α sous l’action d’un sous-groupe U de Sn ne
pourra être une K-variété que si elle est stable sous l’action de G = Gal(K(α)/K). Ceci
est vérifié si et seulement si le groupe U contient G. Un telle K-variété est appelée variété
galoisienne et peut être partitionnée selon les classes à gauche de U dans G, on en déduit
la décomposition suivante :

U · α =
⋃

τ∈U//G

τG · α

La K-variété U ·α est équirojectable, l’idéal radical sur K sera donc triangulaire (voir
[5],[13]) et de la décomposition de la variété ci-avant on en déduit la proposition qui suit.

Proposition 4.4. Soit I un idéal radical sur K de variété galoisienne définie par le
groupe de U (le stabilisateur de I) et α, alors

I =
⋂

τ∈U//G

τ · M

Dans la décomposition de l’idéal I, les idéaux τ · M sont maximaux de stabilisateur
τGτ−1 et sont les idéaux de relations pour l’ordre des racines donné par τ · α.

Remarque 4.5. Tels qu’ils sont définis ici, les idéaux triangulaires sont de dimension
0 et le cardinal de leur variété se lit sur les éléments de sa base triangulaire, il est égal au
produit des degrés des monômes initiaux. De cette manière, l’ordre du groupe définissant
une variété galoisienne peut être retrouvé facilement à partir des polynômes intervenant
dans la base de l’idéal de cette variété.

Les idéaux de variété galoisienne sont aussi appelés idéaux de Galois et sont utilisés
pour l’étude de l’idéal des relations (voir [16],[5]). Une étude duale de ce genre de décom-
position basée sur les idempotents de l’algèbre de décomposition universel est décrite par
Pohst et Zassenhaus dans [34].

Nous allons maintenant nous intéresser à l’image de l’idéal des relations de f modulo
un nombre premier et aux remontées p-adiques correspondantes.

4.3. Approximations p-adiques des racines de f

L’idéal M est à partir de maintenant l’idéal des relations de f sur Q pour l’ordre α
des racines.

Calculer formellement avec les racines de f revient à calculer modulo l’ensemble tri-
angulaire T qui définit l’idéal des relations M. Si l’on veut obtenir une approximation
modulo une puissance d’un nombre premier p d’un tel calcul renvoyant des rationnels
ceci revient à renvoyer le résultat de l’opération suivante

(F mod T ) mod pk

Il faut donc savoir dans quelle mesure une telle opération est possible. De plus, on aimerait
pouvoir faire ce calcul sans connaître T . Pour cela nous allons étudier la construction de
l’idéal des relations de f vu à coefficients dans le corps des nombres p-adiques. Donnons
un bref rappel sur cette structure.
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Soit Zp la limite projective des anneaux Z/pkZ pour la projection canonique, c’est-à-
dire l’ensemble des suites (ak)k>0 telles que ak ∈ Z/pkZ et ak+1 mod pk = ak pour tout
indice k > 0. L’ensemble Zp est un anneau appelé anneau des entiers p-adiques.

Clairement Z s’injecte dans Zp (pour m ∈ Z il suffit de considérer la suite (m
mod pk)k>0) et on montre facilement que Zp ne contient pas de diviseur de zéro. On peut
donc considérer Qp le corps des fractions de Zp qui contiendra le corps des rationnels Q.

L’anneau Zp a une structure d’anneau local d’idéal maximal 〈p〉, c’est une autre
manière de le construire, on localise Z en p et on le complète selon la distance définie par
la valuation vp qui à un entier n fait correspondre la plus grande puissance k telle que pk

divise n. Ainsi tout élément a ∈ Qp peut être représenté sous la forme d’une série

a =
∑
i>k

aip
i

où les ai sont des représentants des classes Zp/〈p〉 ' Z/pZ et l’on choisit de représenter
les classes de Z/pkZ par les éléments de {−pk+1

2
, . . . , pk

2
} pour des raisons d’efficacité. (Zp

correspond donc aux éléments de Qp de valuation positive ou nulle.)
Le résultat fondamental attaché aux nombres p-adiques est celui qui permet de rame-

ner des connaissances obtenues modulo p à des connaissances dans Qp.

Lemme 4.6. (Hensel) Soit f un polynôme de Zp[X] et π le morphisme canonique de
projection de Zp dans Z/pZ. Si π(f) s’écrit

π(f) = ĝĥ

dans Z/pZ[x] avec ĝ et ĥ premiers entre eux. Alors ils existent g et h uniques dans Zp[x]
tels que

f = gh

dans Zp[x] avec π(g) = ĝ et π(h) = ĥ.

Démonstration. La démonstration de ce lemme peut être retrouvée dans n’importe
quel ouvrage de calcul formel. La démonstration de la proposition générale qui suit peut
être adaptée à ce cas plus simple. �

D’après ce lemme, un polynôme à coefficients entiers sera irréductible sur Qp si et
seulement s’il le reste modulo p. Ce résultat peut être généralisé au cas des extensions de
Qp et en particulier on a la proposition qui suit.

Proposition 4.7. Soit l ∈ Zp[x] irréductible sur Qp et α une racine de l. L’idéal
P = pR avec R = Zp[α] est maximal et si un polynôme f ∈ R[x] vérifie

f = ĝĥ mod p

pour ĝ et ĥ des polynômes de R/p[x] premiers entre eux alors ils existent g et h uniques
dans R[x] tel que

f = gh et ĝ = g, ĥ = h mod p

Nous donnons une démonstration basée sur la version simple de la remontée de Hensel.
On peut tout aussi bien appliquer une version quadratique comme celle donnée dans [45]
ou [9].

Démonstration. Nous avons l’isomorphisme R/p ' Zp[x]/〈l, p〉 et en posant l̂ = l
mod p on obtient

R/p ' (Z/pZ)[x]/〈l̂〉
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qui sera un corps puisque l̂ est irréductible comme l d’après le lemme de Hensel. Ainsi
l’idéal p est maximal.

Soit pk l’idéal pkR. Nous allons montrer comment construire pour tout k > 1 des
polynômes g(k) et hk tels que

f = gkhk mod pk et gk = ĝ, hk = ĝ mod p

ainsi en faisant tendre k vers l’infini on obtiendra le résultat.
Fixons k > 1 et supposons que gk et hk existent. Les polynômes gk+1 et hk+1 vérifient

f − gkhk ∈ pkR ainsi t =
f − gkhk

pk
∈ R.

Comme ĝ et ĥ sont étrangers et à coefficients dans un corps, nous pouvons calculer les
facteurs de Bézout u et v par l’algorithme d’Euclide dans Fp[x] :

uĝ + vĥ = 1

En posant g′ = tv mod ĥ et h′ = tuĝ on peut prendre gk+1 = gk+pkg′ et hk+1 = hk+pkh′.
Il suffit de voir que f = gk+1hk+1 mod pk+1 équivaut à tpk = gkpkh′ + hkpkg′

mod pk+1 et en divisant par pk on a t = gkh′ + hkg′ mod pk+1 ce qui nous donne le
résultat. �

Corollaire 4.8. Soit f ∈ Z[x] et p un nombre premier. Le polynôme f vu à coeffi-
cients dans Zp est séparable si et seulement si il l’est vu à coefficients dans Z/pZ.

Et on obtient immédiatement

Corollaire 4.9. Soit f ∈ Z[X] et p un nombre premier. Le polynôme f vu à coeffi-
cients dans Zp[x] est séparable si et seulement si le discriminant Disc(f) ∈ Z de f n’est
pas divisible par p.

L’utilisation du lemme de Hensel se fait à l’aide de la remontée utilisée dans la dé-
monstration précédente. On effectue des calculs modulo p et on les remonte modulo pk

pour k > 0. Pour cela il faut s’assurer que le résultat que l’on cherche à calculer peut être
inclus dans l’anneau Zp. En ce qui nous concerne ici, puisque nous sommes intéressés par
représenter une approximation des racines d’un polynôme f à coefficients dans Z nous
allons chercher à approximer un de ses idéaux de relations.

Proposition 4.10. Soit T la base triangulaire d’un idéal des relations de f . Nous
avons

T ⊂ 1

Disc(P )D
Z[x1, . . . , xn]

où D > 0 est un entier obtenu à partir de f .

Démonstration. La démonstration de cette proposition découlera d’un résultat sur
interpolation des éléments de T que nous donnerons plus loin. �

La proposition qui précède nous donne une condition nécessaire et suffisante pour que
la base triangulaire T soit des éléments à coefficients dans Zp.

Corollaire 4.11. Si f est séparable modulo p alors l’idéal Mp = Qp ⊗Q M est
engendré par T sur Qp[x1, . . . , xn] et nous avons

T ⊂ Zp[x1, . . . , xn]

Démonstration. Conséquence directe du corollaire 4.8 et la proposition 4.10. �
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À partir de maintenant, et jusqu’à la fin de ce chapitre, le premier p sera supposé,
sauf mention du contraire, non ramifié dans le corps de rupture de f .

Plus généralement on peut montrer, en adaptant la proposition 4.24.

Proposition 4.12. Tout idéal sur Qp de variété galoisienne construit à partir des
racines de f a une base triangulaire à coefficients dans Zp.

D’après la proposition 4.12, les idéaux que nous considérons ont tous des bases que
nous pourront relever par le principe de Hensel et d’après le corollaire 4.9 nous pouvons
appliquer les résultats de la section 4.2 avec K = Qp où K = Z/pZ. À partir de ces
résultats, nous allons donc maintenant étudier la décomposition de l’idéal M vu dans
Qp[x1, . . . , xn] par extension des constantes :

Mp = Qp ⊗QM
. L’idéal Mp va nous permettre de représenter les racines α de f modulo une puissance
de p comme désiré.

Proposition 4.13. L’idéal Mp est contenu dans un idéal des relations de f sur Qp

et Mp est stable sous l’action de Gal(Q(α)/Q).

Démonstration. Comme f(xi) s’annule moduloM pour tout i dans {1, . . . , n} il en
sera de même pour f(xi) moduloMp ce qui nous donne la première assertion. Nous avons
Stab(M) ⊂ Stab(Mp). De plus, commeMp = Qp⊗Q 〈T 〉 nous avons |Z(Mp)| 6 |Z(M)|
(voir remarque 4.5 et le résultat suit. �

De cette proposition on obtient la décomposition qui suit.

Corollaire 4.14. Soit Np un idéal des relations de f sur Qp contenant Mp et
Gp := StabSn(Np) le groupe de Galois de f sur Qp correspondant à cet idéal maximal.
Nous avons

Gp ⊂ G = Gal(Q(α)/Q) et Mp =
⋂

σ∈G//Gp

σ · Np

De plus, l’idéal M est l’unique idéal des relations de f sur Q contenu dans Np sur Qp.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe de la proposition 4.4 et de la
proposition 4.13. �

De ce corollaire on tire qu’un idéal des relations de f sur Qp ne peut correspondre
qu’un unique idéal M. Nous allons nous servir de cet idéal pour approximer les racines
de f .

Proposition 4.15. Soit f un polynôme à coefficients entiers séparable modulo le
premier p. La base triangulaire T̂ d’un idéal des relations de f mod p peut être remontée
en une base triangulaire Tp d’un idéal des relations Np de f sur Qp. En particulier Tp ⊂
Zp[x1, . . . , xn]

Démonstration. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 4.7 ou
plutôt de sa démonstration en construisant récursivement les éléments de la base selon
les puissances croissantes. Plus généralement on pourra se référer à la construction de
Newton-Hensel pour les ensembles triangulaires décrite par Schost (voir [39]). �

Pour calculer avec des approximations p-adiques des racines de f on commence par
calculer T̂p puis on remonte cette base modulo des puissances de p pour obtenir Np

mod pk et on pourra calculer des formes normales modulo cet idéal.
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Définition 4.16. L’approximation modulo pk+1 de la base Tp ∈ Zp[x1, . . . , xn] est
notée T k

p

4.4. Calcul des racines d’une résolvante et test d’inclusion dans le groupe de
Galois

Soit f ∈ Z[x] un polynôme unitaire de degré n et supposé irréductible. Dans cette
section nous allons montrer comment tester l’inclusion du groupe de Galois de f dans un
sous-groupe H de Sn en faisant des calculs avec des approximations p-adiques des racines
de f où p est un nombre premier ne divisant pas le discriminant de f . On définit ainsi
une fonction Ψ prenant place dans l’algorithme 1.

Ce test d’inclusion, comme décrit dans le chapitre 3, s’effectue en testant si une
résolvante d’un H-invariant U -relatif I possède une racine dans Q (Le groupe U ∈ Sn

contenant le groupe de Galois). Si I est choisi à coefficients entiers (ce qui est toujours
possible), ceci revient à tester s’il existe une permutation σ ∈ U//H telle que (σ · I)(α)
est un entier puisque les racines de f sont des entiers algébriques. Voyons comment ce
test se traduit lorsque que l’on fait les calculs dans Qp.

Proposition 4.17. Soit U et H des sous-groupe de Sn tel que U contienne G le
groupe de Galois de f et I un H-invariant U-relatif à coefficients entiers. SoitM l’idéal
des relations de f sur Q de stabilisateur G et Np un idéal des relations de f sur Qp

contenant Mp. S’il existe une permutation σ ∈ U//H et un entier A tel que

(σ · I − A) ∈ Np et ∀σ′ 6= σ ∈ U//H, (σ · I − A) 6∈ Np

alors A est une racine simple de la résolvante relative de I et G est contenu dans σHσ−1.

Démonstration. Soit R la résolvante relative de f construite à partir de I. Par
hypothèse R est à coefficients entiers et est donnée par

R(x) = NF (
∏

σU//H

(x− σ · I),M)

Ainsi, en passant au p-adique, nous avons

R(A) = NF (
∏

σU//H

(x− σ · I),Mp) = NF (
∏

σU//H

(x− σ · I),
⋂

τ∈G//Gp

τ · Np)

Comme G est contenu dans U et que R est laissée stable par U par définition, on a égalité
des NF (

∏
σU//H(x − σ · I), τ · Np) pour tout τ ∈ U//H. Comme la transversale U//H

contient l’identité et que NF (
∏

σU//H(x− σ · I),Np) = 0 par hypothèse, par le théorème
des restes chinois on a

NF (
∏

σU//H

(x− σ · I),
⋂

τ∈G//Gp

τ · Np) = 0

et donc A est une racine de R sur Qp et Q. Si cette racine n’était pas simple elle ne le
serait pas dans Qp ce qui est absurde par hypothèse. Le résultat suit. �

Corollaire 4.18. Soit U et H des sous-groupe de §n tel que U contienne G le
groupe de Galois de f et I un H-invariant U-relatif à coefficients entiers. SoitM l’idéal
des relations de f sur Q de stabilisateur G et Np un idéal des relations de f sur Qp

contenant Mp. La résolvante relative R de f construite à partir de I est à coefficients
entiers et vérifie

(1) Si R mod p possède une racine dans Z/pZ de multiplicité v alors elle peut être
remontée en v racine de R sur Qp[x1, . . . , xn]/Np
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(2) Supposons qu’il existe σ ∈ U tel que (σ · I − a mod p) ∈ N̂p pour a ∈ Z/pZ
(a est une racine de R mod p) et tel que la remontée A de la racine a est une
racine entière simple de R sur Qp[x1, . . . , xn]/Np. Alors σHσ−1 contient G. Au
contraire, si aucune des racines de R dans Z/pZ ne peuvent être remontées en
des racines dans Z pour R sur Qp alors G ne peut être contenu dans aucun des
U-conjugués de H.

Cette proposition et son corollaire nous donne un test d’inclusion sur Qp nécessitant
la connaissance de Np qui est aussi dur à calculer que M. Nous avons le corollaire qui
suit par application du principe de Hensel.

C’est le point 2 du corollaire précédent que nous allons mettre en pratique pour faire
nos tests d’inclusion selon des approximations p-adiques des racines de f . Le point 1
permet de rejeter de suite des groupes H.

Proposition 4.19. En reprenant les mêmes hypothèses que dans le corollaire 4.18.
Soit M une borne entière sur la norme des racines de R dans C et un entier k tel que
pk+1 > (2M)[U :H]. Nous avons les tests suivants

(1) Si R ne possède aucune racine dans Z/pZ alors G n’est contenu dans aucun des
U-conjugués de H.

(2) Supposons qu’il existe un sous-ensemble S de U//H tel que pour tout σ ∈ S il
existe un élément aσ ∈ Z/pZ vérifiant σ · I − aσ ∈ N̂p. S’il existe σ ∈ S tel que
Aσ = NF (σ · I, T k+1

p ) vérifie

Aσ ∈ Z/pk+1Z, |Aσ| < M, Aσ 6= NF (σ′ · I, T k)∀σ′ 6= σ ∈ S
alors G est contenu dans σHσ−1

Démonstration. Le premier point est immédiat. Comme σ · I − Aσ est à coef-
ficients entiers, nous pouvons considérer la réduction modulo pk+1 de cet élément de
Zp[x1, . . . , xn]. Nous avons σ · I−Aσ mod (Np, p

k+1) = σ · I−Aσ mod (T k+1
p , pk+1) = 0.

En appliquant le même raisonnement pour la résolvante R et en posant A = Aσ, nous
avons :

R(A) mod pk+1 = NF (
∏

σ∈U//H

(A− σ · I),Mp) mod pk+1

Comme

NF (
∏

σ∈U//H

(A− σ · I),Np) mod pk+1 = NF (
∏

σ∈U//H

(A− σ · I), T k
p ) mod pk+1 = 0

en appliquant le même raisonnement que dans la démonstration de la proposition 4.17)
on a

R(A) = NF (
∏

σ∈U//H

(A− σ · I),∩τ∈G//Gpτ · Np) mod pk+1 = 0

Donc R(x) = (x−A)h(x)+pk+1g(x) avec h et g des polynômes dans Z[x]. Par hypothèse,
|R(A)| < (2M)[U :H] < pk+1 ainsi R(A) = 0. Pour montrer que A est une racine simple de
R on fait comme dans la preuve de la proposition 4.17. �

De cette proposition on tire tous les instruments permettant de modifier l’algorithme
de Stauduhar pour calculer le groupe de Galois à partir d’approximations p-adiques des
racines de f . Dans la pratique, on commence par calculer N̂p et son stabilisateur Gp en
faisant des calculs modulo p. On fixe l’ordre des racines à l’aide de cet idéal : au départ on
a Gp ⊂ G ⊂ Sn et au fur et à mesure des tests d’inclusion on trouvera le stabilisateur G de
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M contenu dans Np. L’action de G sur les racines de f dans (Z/pk+1Z[x1, . . . , xn])/〈T k
p 〉

sera vue comme l’action du groupe de Galois sur des approximations p-adiques des racines.

4.5. Calcul de l’ensemble triangulaire T à partir de la sortie de l’algorithme
de Stauduhar p-adique.

Dans cette section nous allons montrer comment calculer efficacement l’ensemble tri-
angulaire T ∈ Q[x1, . . . , xn] d’un idéal des relationsM de f ∈ Z[x] à partir de la sortie de
l’algorithme de Stauduhar en version p-adique comme élaboré dans la section précédente.

4.5.1. Interpolation de l’ensemble T . Dans [13] Dahan et Schost proposent une
formule d’interpolation générale pour chacun des polynômes intervenant dans un ensemble
triangulaire T (Lederer a proposé le même genre de formules d’interpolation dans [31]
en se limitant aux idéaux de relations). Ces formules se basent sur l’analyse de la variété
équiprojectable définie par l’ensemble T .

Nous allons voir ici comment l’analyse du groupe G, stabilisateur de l’idéal T peut
réduire le nombre de coefficients à calculer.

La forme générique de T . L’étude de G nous donne facilement une forme géné-
rique pour l’ensemble triangulaire T = {f1(x1), f2(x1, x2), . . . , fn(x1, . . . , xn)} que l’on
suppose réduit. En effet, puisque fi(α, xi) est le polynôme définissant de l’extension
Ki = Q(α1, . . . , αi) sur Ki−1 = Q(α1, . . . , αi−1) dont le degré est donné par |Gal(Q(α)/Ki−1)|

|Gal(Q(α)/Ki)|
d’après la correspondance galoisienne. Ainsi, pour tout i ∈ {1, . . . , n} on a Degxi

(fi) =
| StabG[1, . . . , i− 1]|/| Stab[1, . . . , i]| et pour tout j ∈ {1, . . . , i− 1}

Degxj
(fi) < | StabG[1, . . . , j − 1]|/| Stab[1, . . . , j]|

A partir de ces bornes on obtient une forme générique (c’est celle que nous obtenons en
appliquant [13] ou [31]) pour les éléments de T , c’est à dire un polynôme à coefficients
indéterminés

fi = xdi
i +

∑
cjx

j1
1 · · ·xjn

n

dont le nombre de coefficients indéterminés est donné par
∏

j∈{1,...,n}(dj − 1) où dj =

| StabG[1, . . . , j − 1]|/| Stab[1, . . . , j]| < |G|. Ce nombre peut être très grand (borné par
n!) et l’on aimerait pouvoir le réduire.

Réduction du nombre d’indéterminées : i-relations. Pour réduire ce nombre
d’indéterminées, nous allons chercher des relations entre les α qui peuvent remplacer
fi ∈ T et qui comporteront moins de coefficients indéterminés à calculer.

Définition 4.20. Soit E un sous-ensemble de {1, . . . , i}, nous noterons XE l’en-
semble des indéterminée {xi : i ∈ E}. L’ensemble E est appelé i-relation si max(E) = i
et s’il existe un polynôme ri ∈ Q[XE] tel que

αdi
i + ri(α) avec Degxi

(ri) < di

L’exemple le plus simple de i-relation est donné par l’ensemble {1, . . . , i} et dans ce
cas une relation correspondant pourra être le polynôme fi. Pour ce polynôme nous avons
vu comment identifier les bornes sur les multi-degrés de ses termes. Le résultat qui suit
permet de faire de même avec des i-relations plus générales.

Proposition 4.21. Soit E = {e1 < e2 < · · · < es = i} une i-relation. Il existe un
polynôme ri ∈ Q[XE] comme dans la définition 4.20 tel que pour tout j ∈ {1, . . . , s}

Degxj
(ri) <

| StabG[e1, . . . , es−1]|
| StabG[e1, . . . , es]|
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Démonstration. Est une conséquence directe de la correspondance galoisienne. �
Pour calculer des i-relations non triviales, on peut utiliser le résultat immédiat suivant

Lemme 4.22. Soit 1 < i 6 n un entier et 1 < m < i le plus petit entier tel que

di =
| StabG[1, . . . ,m]|
| StabG[e1, . . . ,m, i]| .

Il existe une i-relation dans {1, . . . ,m}.
Ce lemme permet de calculer rapidement des i-relations mais ne permettra pas de

trouver les meilleurs. Ci-après nous définissons ce qu’est la meilleure i-relation possible.

Définition 4.23. Soit Ei = {e1 < e2 < · · · < es = i} une i-relation. Le degré
Degej

(Ei) de Ei en ej ∈ Ei est défini comme suit

Degej
(Ei) =

| StabG[e1, . . . , ej−1]|
| StabG[e1, . . . , ej]|

Le degré Deg(Ei) est donné par le produit des degrés de Ei en les ej ∈ Ei. La i-relation Ei

est dite minimale lorsqu’elle est minimale pour son degré et son cardinal dans l’ensemble
des i-relations.

Le problème de calculer une i-relation minimale relève de la combinatoire et il n’y a
pas d’algorithme efficace connu mais, étant donné un groupe G, ce calcul peut être fait
une fois pour toute et stocké.

Les i-relations minimales correspondent aux sous-corps K de Ki = Q(α1, . . . , αi) de
degré absolu minimal et engendrés par des racines de f prises dans {α1, . . . , αi−1}. Le
nombre de coefficients indéterminés à calculer pour retrouver le polynôme définissant
l’extension K/Ki est donné par le degré de la i-relation correspondant. Ceci peut se
résumer par la figure ??.

4.5.2. Formules de Lagrange et i-relations. Soit Ei une i-relation, nous allons
présenter une formule permettant de retrouver le polynôme associé à Ei à partir de la
variété équiprojectable deM.

Nous avons vu qu’à une i-relation Ei = {e1 < e2 < · · · < es = i} on peut associer une
extension. En fait, on peut lui associer un ensemble triangulaire.

En effet, on peut lui associer les polynômes minimaux µj desQ(αe1 , . . . , αes = αi)

Q(αe1 , . . . , αes−1 )

µi=x
di
i +ri(XEi

)

Q(αe1 , . . . , αes−1 )

µes−1

Q(αe1 )

Q

µ1=f(x1)

extensions successives construites à partir des racines de f d’in-
dices croissants dans Ei. Ces polynômes peuvent être représentés
à l’aide de polynômes gj dans Q[XEi

] et l’ensemble {ge1 , . . . , ges}
sera triangulaire par définition. Le polynôme ges étant celui qui
pourra remplacer fi dans T . Pour calculer l’ensemble des gj, on
peut appliquer les formules de Lagrange données par Dahan et
Schost dans [13] mais comme la variété utilisée ici est définie par
un groupe de permutations, nous allons utiliser ce cadre parti-
culier pour définir ces formules. Soit σ une permutation de Sn.
Nous notons O(j, σ) l’orbite de σ(ej) sous l’action du stabili-
sateur point-à-point StabG[σ(e1), . . . , σ(ej−1)] qui est défini par
l’ensemble {τ ∈ G | τ(σ(ei))∀i ∈ {1, . . . , j−1}}. Ainsi, l’ensemble

O(j, σ) représente l’ensemble des indices des racines conjuguées de σ(αej
) = ασ(ej) sur le

corps Q(ασ(e1), . . . , ασ(ej−1)). Ceci posé, on peut donner la formule de Lagrange définissant
gi.
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Proposition 4.24. Soit Ei = {e1 < . . . < es = i} une i-relation. Le polynôme gi

correspondant à Ei peut être interpolé par la formule

∑
σ∈Trans


s−1∏

j=1

∏
e∈O(j,σ)
e6=σ(ej)

xej
− αe

ασ(ej) − αe

 ∏
e∈O(s,σ)

xi − αe


où Trans est la transversale Gf// StabGf

([e1, . . . , es])

À partir de i-relations pour chacun des polynômes de T et de l’action du groupe
G sur des approximations des racines de f (nous connaissons une approximation T k

p

de l’ensemble triangulaire engendrant l’idéal maximal Np contenant Mp). En effectuant
des calculs de formes normales modulo l’ensemble triangulaire T k

p , on pourra interpoler
une approximation du polynôme gi à l’aide de la formule de la proposition 4.24. De
cette manière, on peut calculer une approximation p-adique de la base triangulaire T .
Nous verrons plus loin comment certifier qu’une approximation est suffisante, pour le
moment nous allons voir comment éviter le calcul de certains polynômes de T grâce à la
connaissance du groupe G.

4.5.3. Schéma de calcul : où comment éviter des calculs superflus. Dans
[33, 35, 32] des techniques pour éviter des calculs lors de la construction M à partir de
données partielles sur le groupe G sont introduits. Dans [38],[36, 37] ces techniques sont
exploitées afin de définir un schéma de calcul de T associé au groupe G. Ce schéma de
calcul ne dépend que de G et peut être calculé une fois pour toute et stocké pour des
calculs ultérieurs.

Étant donné le groupe G ⊂ Sn, on suppose connue une i-relation Ei pour chacun des
polynômes gi de l’ensemble triangulaire d’un idéal de relations de stabilisateur G. Nous
allons voir comment éviter le calcul de certains polynômes de T par simple analyse du
groupe G.

Modules de Cauchy généralisés. Soit à calculer l’ensemble triangulaire T =
{g1, . . . , gn} de M et rappelons que l’on note di le degré de gi en xi. Notons O = {i1 =
i < i2 < · · · < ik} l’orbite de i sous l’action du groupe StabG[1, . . . , i − 1]. Nous avons
k = di et cette orbite représente les indices des racines de f qui sont les racines de gi.
Pour un polynôme multivarié g on notera Ev(g, u) l’évaluation de g où l’on a remplacé
sa variable dominante par u. Nous définissons alors.

Définition 4.25. Les modules de Cauchy généralisés de gi sont les di polynômes
définis par c1(gi) = gi et

c2(gi) =
Ev(c1, xi2)− Ev(c1, xi1)

(xi2 − xi1)
, · · · , cdi

(gi) =
Ev(cdi−1, xidi

)− Ev(cdi−1, xidi−1
)

(xidi
− xidi−1

)
.

Les modules de Cauchy (appelés aussi différences divisées) représentent les facteurs
génériques d’un polynôme dans chacune des extensions de la tour qui va jusqu’à son
corps de décomposition. Ils ont été introduit par Cauchy [8] pour définit une base des
fonctions symmétriques évaluées en les racines d’un polynôme. Par construction, nous
avons le résultat suivant.

Proposition 4.26. Le polynôme cj(gi) est un polynôme de Q[X{1,...,ij}] unitaire en la
variable xij et de degré di − j + 1 en xij . De plus, ce polynôme est inclus dans M.

51

Journées Nationales de Calcul Formel 2008 page 189



La connaissance de G nous permet de calculer au préalable les degrés en leur variable
dominante des polynômes gi et des modules de Cauchy correspondants à chacune des
i-relations. Par exemple, si le degré en xij du polynôme gj est le même que celui de
cj(gi) alors on pourra remplacer gi par ce module de Cauchy dans l’ensemble triangulaire
T . Ainsi on remplace l’interpolation d’un polynôme par celui du calcul d’une différence
divisée qui est moins coûteux en général.

Transporteur. Ici nous utilisons le fait que G est le stabilisateur de l’idéalM.

Définition 4.27. Soit Ei = {e1 < e2 < · · · < es = i} une i-relation et j ∈ {i +
1, . . . , n}. Une permutation σ ∈ Gf est appelée (i, j)-transporteur dès qu’elle satisfait :

σ(i) = j et j = max({σ(e) : e ∈ Ei})
Les transporteurs peuvent être déterminés par l’analyse du groupe G et à partir des

la connaissance des i-relations correspondant aux polynômes de la base à calculer. Par
construction nous avons.

Proposition 4.28. Soit σ un (i, j)-transporteur et gi le polynôme à la i-relation Ei.
Alors, NF (σ · gi, {g1, . . . , gj−1}) est un facteur de gj en tant que polynôme sur A =
(Q[X{1,...,j−1}]/〈g1, . . . , gj−1〉)[xj].

Démonstration. Puisque σ est un (i, j)-transporter, le polynômeNF (gσ
i , {g1, . . . , gj−1})

peut être vu comme un polynôme h en une variable xj sur Q(α1, . . . , αj−1). De plus,
puisque σ · gi ∈M, nous avons h(αj) = 0. Ainsi h est un multiple du polynôme minimal
de αj sur Q(α1, . . . , αj−1), donc h est un multiple de gi en tant que polynôme sur A �

Corollaire 4.29. En reprenant les mêmes notations que dans la proposition 4.28.
Si les degrés dj et di sont égaux alors σ · gi peut remplacer gj dans T .

Comme pour les modules de Cauchy, la connaissance d’un (i, j)-transporteur vérifiant
les hypothèses du corollaire 4.29 permet de remplacer l’interpolation de polynôme gj par
l’application d’un transport par σ de gi qui sera bien moins coûteux.

L’ensemble des i-relations et des techniques permettant d’éviter des interpolations par
modules de Cauchy ou transporteurs peut être stocké et forme ainsi un schéma de calcul
générique pour tout idéal des relations de stabilisateur G.

4.5.4. Bornes sur les coefficients de T et certification préalable. Nous don-
nons ici une borne sur les coefficients de gi obtenue à l’aide de la formule d’interpolation
donnée dans la proposition 4.24. La démonstration faite ici reprend celle de Lederer [31] en
l’adaptant aux i-relations (voir [37]). Notons Li la formule définissant gi, il est immédiat
que la multiplication par une puissance de Disc(f) permet de ramener Li à coefficients
entiers. Plus exactement, la multiplication de Li par Disc(f) permet de réduire deux dé-
nominateurs de la forme

∏
e∈O(j,σ)
e6=σ(ej)

1
ασ(ej)−αe

. Ainsi, l’ensemble des dénominateurs pourront

être réduits par la multiplication de Di = Disc(f)d
s
2
e.

Le polynôme DiLi est donc à coefficients entiers, nous allons donner une borne pour
c, le coefficient correspondant au multi-degré (k1, . . . , ks). Soit δ une borne sur les normes
des différences des racines |αi − αj| et ν une borne sur les normes |αi|.

– Le numérateur de DiLi est composé du produit de n(n− 1)d s
2
e − d1 − . . .− ds + s

éléments de la forme (αj − αi). Ce produit est distribué sur tous les coefficients de
gi et est borné par B = δn(n−1)d s

2
e−d1−...−ds+s.

– La variable xei
de degré ki dans Li provient d’un produit de di − 1 éléments de la

forme (xei
− αj). Ainsi, la norme de son coefficient est majoré par

(
di−1

ki

)
νdi−1−ki .
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En sommant tous ces produit sur la transversale définissant la formule d’interpolation,
on obtient la borne

|c| 6 d(Ei)

(
d1 − 1

k1

)
νd1−1−k1 · · ·

(
ds

ks

)
νds−ksB.

À partir de cette borne, on pourra certifier qu’un calcul fait par approximations p-
adiques peut être considéré comme celui attendu sur Q. Cette borne est la meilleure
à notre connaissance pour le calcul de l’idéal des relations mais elle est souvent très
pessimiste. Nous donnons ci-après un moyen de tester si un ensemble triangulaire candidat
T c = {h1, . . . , hn} obtenue par interpolation selon des approximations p-adiques et des
reconstructions rationnelles est bien une base pourM.

Pour ce faire il suffit de vérifier que l’idéal engendré par T c contient les modules de
Cauchy de f , le résultat suivant montrer ceci.

Proposition 4.30. Nous avons l’égalité hj = gj si et seulement si

NF (cj(f), {g1, . . . , gj−1, hj}) = 0

Démonstration. La condition nécessaire est immédiate. Montrons la réciproque.
Soit H l’ensemble triangulaire {g1, . . . , gj−1, hj}. Par hypothèse, l’idéal 〈H〉 contient
{c1(f), . . . , cj(f)} qui est une base de Gröbner réduite de l’idéal d’élimination M ∩
Q[X{1,...,j}]. Ainsi, 〈H〉 est contenu dans un idéal maximal M′ de Q[X{1,...,j}]. Cet idéal
maximal coïncide avec σ · M ∩ Q[X{1,...,j}] pour un σ ∈ Sn. Mais, en comparant les di-
mensions des anneaux quotient correspondant, il vient que〈H〉 =M′ =Mσ∩Q[X{1,...,j}].
Leurs stabilisateurs seront égaux et il vient σ est l’identité et hj = fj. �
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