N
N

N

HAL

open science

Valeurs moyennes effectives de fonctions multiplicatives
complexes

Gérald Tenenbaum

» To cite this version:

Gérald Tenenbaum. Valeurs moyennes effectives de fonctions multiplicatives complexes. 2016. hal-

01300328v2

HAL Id: hal-01300328
https://hal.science/hal-01300328v2

Preprint submitted on 12 Apr 2016 (v2), last revised 6 Jul 2020 (v18)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://hal.science/hal-01300328v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

(12/4/2016, 4h34)
Valeurs moyennes effectives de

fonctions multiplicatives complexes

Gérald Tenenbaum

Abstract. We establish effective mean-value estimates for a wide class of multiplicative
arithmetic functions, thereby providing (essentially optimal) quantitative versions of Wirsing’s
classical estimates and extending those of Haldsz. Several applications are derived, including:
estimates for the difference of mean-values of so-called pretentious functions, local laws for the
distribution of prime factors in an arbitrary set, and weighted distribution of additive functions.
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1. Introduction et énoncé des résultats

Les estimations de valeurs moyennes de fonctions multiplicatives constituent un outil pri-
vilégié de la théorie probabiliste des nombres. Elles permettent notamment d’appréhender la
répartition des fonctions additives sur les N premiers entiers via leurs fonctions caractéristiques
et, partant, d’obtenir des théoremes de convergence avec controle de I’approximation. Les deux
succes historiques de la théorie sont respectivement dus & Wirsing [34] et Haldsz [12].

Pout j € {0, 1}, désignons par M; (A, B) la classe des fonctions multiplicatives vérifiant

p”)|(log p* )+
pl/

(1) max|f(p) < 4, > N <B.

p,v=2

Ici et dans la suite, nous réservons la lettre p pour désigner un nombre premier.
Dans son remarquable article [34], Wirsing établit notamment que, si r € Mgy(A, B), r > 0,
et s’il existe p > 0

T 7(p) log p

(1-2) ~ plogx (x — 00),

P

alors toute fonction multiplicative réelle f telle que |f| < r vérifie, lorsque x — oo,

(1-3) M(z; f) - Zf = {e WH Zy>0fp ))//;) to }logx

n<z v>0

P pYsz

ott le produit infini est considéré comme nul lorsqu’il diverge.(!) Ici et dans la suite, nous
notons v la constante d’Euler.

1. Le second produit est en fait fini.
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Le cas r = 1 (la fonction constante égale & 1), o = 1, confirme une célebre conjecture d’Erdds
selon laquelle une fonction multiplicative réelle a valeurs dans [—1, 1] possede nécessairement
une valeur moyenne.

Dans [12], Haldsz a élucidé le comportement asymptotique des fonctions multiplicatives
complexes f a valeurs dans le disque unité. Son résultat principal établit une dichotomie : soit
il existe 7 € R tel que

(1-4) 3 1—Re{f(p)/p""} <o

» p
et nous avons alors
$1+i7'
(1:5) M)~ 1 (1 ) Z ST o) @ o0)

soit la série diverge pour tout 7 € R, et 'on a M(x; f) = o(z) lorsque x — oo. Une précision
supplémentaire est que, sous 'hypothese (1:4), le terme principal de (1-5) est de la forme
K, 2177 L (logx) ott L, est une fonction de module unité & croissance lente au sens de
Karamata [21], c’est-a-dire telle que L,(u)/L;(v) — 1 lorsque u et v tendent vers 'infini
sous la condition v =< v.

Une preuve alternative du cas de convergence a été obtenue par Delange via une méthode
reposant, a partir d'une idée de Rényi, sur 'inégalité de Turdn—Kubilius : voir [32], th.II1.4.4,
pour une démonstration de ce résultat non publiée par Delange.

Indlekofer, Kétai & Wagner [20] ont généralisé ces résultats(®) en établissant que, pour toutes
fonctions multiplicatives r, f, telles que r € My (A, B), f & valeurs complexe, |f| < 7, et sous
I'hypothese (1-2), nous avons M (z; f) = o(M (x;7)) lorsque @ — oo si la condition

(1-6) 3 r(p) = Re{f(p)/p"} _

p

p

n’est réalisée pour aucune valeur de 7 € R. Ils énoncent également que, sous la condition (1-6)
nous avons, lorsque x — 00,

VY /v (14iT) M (e
o (IR e

Cette formule asymptotique résulte en fait implicitement, sous la méme hypothese (1-6), du
le travail de Wirsing [34]. Notons également que les estimations de Wirsing impliquent 1’équi-
valence de (1-7) et

e 'ygxl—l—m'
(1-8) M(z; f) = AT logm{ H Z V(H”) + 0((logx)9)}.

p<x l/>0

p<T

De plus, le cas général se réduit aisément, par sommation d’Abel, au cas 7 = 0.

Les développements ultérieurs de la théorie ont principalement visé a rendre les résultats
précédents effectifs, c’est-a-dire a expliciter les majorations dans le cas de divergence et
les termes d’erreur dans le cas de convergence. La nécessité de telles estimations étant
naturellement plus impérieuse dans le cas ou le terme principal est nul, les recherches se sont
d’abord orientées dans cette direction. Les travaux de Haldsz [13], précisés par Montgomery
[25], Elliott [7], puis par Pauteur [32] (ch. III.4), fournissent ainsi des majorations explicites
dans le cas de fonctions a valeurs dans le disque unité ou dont les valeurs sur les nombres
premiers évitent un secteur fixe.®

2. Un résultat qualitatif antérieur, de méme nature mais valide sous des hypotheses plus fortes, est du
& Levin & Timofeev [23].

3. Voir également [28] pour des variantes relatives & des sommes pondérées.
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Lorsque les f(p) sont confinés a une ellipse de diametre 2 strictement incluse dans le disque
unité, Hall & Tenenbaum [18] établissent la majoration effective

M(w;f)<<xe><p{ Kzl—%ef(p)}

p<T

ou la constante K est optimale. Ce résultat a été généralisé par Hall [17] au cas ou les f(p)
sont confinés & sous-ensemble strict et fermé du disque unité évitant au moins un point de
module 1. Des compléments et raffinements sont proposés dans I'article exhaustif de Granville
et Soundararajan [10], qui contient également des développements relatifs au comportement
local les moyennes M (z; f).

Dans la voie d’une version quantitative des estimations de Wirsing, un résultat de Haldsz
([13], th. 3) fournit une formule asymptotique avec terme principal non nul lorsque les valeurs
aux nombres premiers sont proches de 1. Une version relative aux fonctions & valeurs dans
[—1,1] a également été donnée par Indlekofer [19] — cf. le Corollaire 2.2 infra.

Nous nous proposons ici de préciser les résultats antérieurs dans deux directions : d’une
part en étendant les majorations effectives aux fonctions des classes M;(A, B), d’autre part
en fournissant des versions quantitatives de I’ensemble des estimations de type Wirsing telles
qu’établies sous forme qualitative par Indlekofer, Kétai & Wagner dans [20].

Un tel programme suppose que les fonctions multiplicatives considérées soient autorisées a
dépendre du parametre x gouvernant la taille de la moyenne prise en considération. Dans la
suite, nous considérons donc, pour tous parameétres A > 0, B > 0, j € {0,1}, > 2, la classe
M;(z; A, B) des fonctions multiplicatives complexes f vérifiant

v v\1+j
p<z o< P
v>2

Notre premier résultat étend aux fonctions de M (z; A, B) le théoreme I11.4.7 de [32]. Pour
toute fonction multiplicative f dont la série de Dirichlet }_, -, f(n)/n® converge dans le demi-
plan Re s > 1, nous posons

vi(s) =vs(s;x) == Z /() (s € C),

P<T p
(110) 2 1 vy(s;x)|2
HT(O[) = Z ]{2—4-]_ aIilla-f-(a ‘e FA5 | (O[ > 0, T > 1)
keZ |7—k|<1/2

|kI<T

Dans tout ce travail, nous définissons implicitement les parties réelle et imaginaire d’un nombre
complexe s par la formule s = o + i7.
Nous posons encore

f(p)
Py p

(1-11) (2<y <.

Théoréme 1.1. Soient A > 0, B > 0. Sous les hypothéses = > 2, f,r € My(x; A, B), |[f| <
et T' > 1, nous avons uniformément

1 Z(w;r) Z(x5m)
H
(1-12) M(z: f) < — {/ r(@) da + < + 2 }
1/logx «Q \/T 10g €
De plus, pour tout ¢ €]0,2[ fixé, et sous I’hypothése supplémentaire

(1-13) Zasr) = Zlir) > clog (150) +0(1) (2 <y <a),

cette majoration persiste pour f € Mo(z; A, B) a condition de remplacer le dernier terme dans
’accolade par eZ(7) /(log x)™in(l:e),
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Le résultat suivant fournit une version effective des formules asymptotiques (1-7) et (1-8).
Conformément a une remarque effectuée plus haut, nous nous restreignons, sans perte de
généralité, au cas 7 = 0.

Etant donnée une fonction arithmétique multiplicative complexe f, nous posons wy := 1 si
f est réelle, et wy := % dans le cas général.

Théoréme 1.2. Soient
a€l0, 1], be [a,1], A>1, B>0,
(1-14) sinp 1-b
>1, o= 26, A], p = -2, - = .
v 0= €| Ly fi= p f min(1l,p) — b
Pour tout € = ¢, €]1/\/logz, 3], les assertions suivantes relatives aux fonctions multiplicatives
f, r telles que |f| < r sont vérifides.

Sous les hypotheses

- R
(1-15) ;; w < 50blog(1/e),
(1-16) > {r@) = Re ()} ogP oy logy  (2° <y <),
= <py p
—o}logp w6y b (2
i Tg<zp:<y {1og syt <& gyt (T Sy <a),

ou 41 € [a, %ﬁb], nous avons, uniformément pour x > 2, r € My(z; A, B),
e er f p” -
(1-18) M(z; f) = OITE {H > ( ) 4 ( 0%l *f))},
) log x =
ou I'on a posé
(1-19) § = wyb.

La constante implicite dans (1-18) dépend au plus de A, B, a, b, et des constantes implicites
de (1-16) et (1-17).
Remarques. (i) On a h =1, dés que o > 1.

(ii) L’hypothese (1-16) est trivialement impliquée par la condition

(120) SIRUELI I

€ <p<x

et, bien entendu, également par la majoration uniforme

(1-21) L% {r(p) = Re f(p)} < ™.

(iii) Une condition suffisante pour la validité de (1-17) est

r(p) — o}lo
Zw<awﬂsl/blogz (z° < z < x).
p<z
Ainsi, le Théoréeme 1.2 généralise bien le théoreme de Wirsing.

(iv) Les hypotheses du Théoreme 1.2 impliquent
1y f oZ(@:f)
p p’<w
alors que les deux membres sont du méme ordre de grandeur des que

Z f(];)/)

0<v<(logz)/logp p

(1-22) min > 1.

p,z
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Sous cette condition génériquement vérifiée, la formule (1-18) devient

(1-23) M(z; f) = {1+ 0(°) P(g long > f

P pYsw

L’hypothese (1-17) représente une contrainte significative pour la répartition des valeurs r(p).
Nous pouvons la remplacer par une minoration en moyenne sur de petits intervalles.
Nous posons

B o sin(27b/A) B 1
(1-24) Bo = PBo(b,A) :=1 2mbjA o(b) = do(b, A) := 3b03.
Théoréme 1.3. Soienta €]0,1], b € [a,1], A>0, B> 0, 8:= fo(b, A), z > 2, et 1/\/logz <

e < % On suppose que les fonctions mu]t1p11cat1ves f, r, telles que r € Mo(m 2A ,B), |f| <,
vérifient les conditions (1-15), (1-16) avec h := (1 — b)/b, (1-20) avec h =1, et

1
(1-25) Z M > 4be; logy (el/E1 <y< xl/(1+61))
y<pLy'tel P
oti 'on a posé €1 := /e. On suppose de plus que 61 € [a,00(b)]. Nous avons alors

L S nZ(zsr)—cZ(zr—f)
(1-26) M (x; f) = H > e IO/ +O<I€ A )

vea T(0V)/PY log z

ot 6 :=wyd1, et ¢ := b/A. La constante implicite de (1-26) dépend au plus de A, B, a et b.

11 est possible de supprimer la condition (1-:20) au prix d’un renforcement des hypotheses
sur les nombres r(p).

Théoréme 1.4. La formule asymptotique (1-26) demeure valide sans la condition (1-20) avec
h = 1 si ’hypothése (1-25) est remplacée par mig r(p) > 4b.
T <pKxT

Nous fournissons les détails au §6.

Les méthodes développées dans le présent travail reposent principalement sur 'approche de
Haldsz [12], assortie de raffinements introduits dans [25] et [32]. La preuve du Théoréme 1.3
fait usage d’une version pondérée de 'inégalité de Turdn—Kubilius (Lemme 5.1) et d’arguments
de convolution des fonctions arithmétiques. Ainsi que 'attestent les formules asymptotiques
obtenues aux Corollaires 2.4 et 2.5, les termes d’erreur effectifs des Théoremes 1.2, 1.3 et 1.4
sont essentiellement optimaux sous les hypotheses effectuées.

2. Applications

Nous énoncgons ici, de fagon non exhaustive, quelques applications des résultats présentés
plus haut.

La premiere est une conséquence simplifiée du Théoréme 1.1 analogue a une majoration de
Haldsz [15] valable pour les fonctions de module au plus 1, et dont une version optimale est
établie au cor. I11.4.12 de [32]. Lorsque r € Mq(x; A, B) et f est une fonction multiplicative
telle que | f| < r, nous posons

(21) my:T) o= min 3R TR U@AT) o

<T
[T|< < p

X

Corollaire 2.1. Soient A > 0, B > 0, b > 0. Sous les conditions x > 2, f,r € My(z; A, B),
lfl<r,T>1,et

(22) 3 % > blog (%) +0(1) (2<y<a),

y<p<z

nous avons uniformément

(2-3) M(z; f) <

log x N

2e?@m) (1 +my(z;T) 1 N 1
emf(x;T) \/T (logx)min(l,b)
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Une illustration simple du Théoreme 1.2 peut étre obtenue de la fagon suivante. Soient A
et B des constantes positives et f une fonction multiplicative complexe de My (A, B) telle que
max, |f(p)| < 0. Supposons encore que (1-4) est satisfaite avec 7 = 0, autrement dit

(2:4) $ %ﬁf@ < s

11 résulte alors de (1-8) et de la formule de Mertens que

(2:5) M(x;f)_{H( ) Zf }%BH.

p<T v>0

Nous pouvons a présent préciser le terme d’erreur en fonction de la vitesse de convergence
de la série (2-4). En effet, I'hypothese (2-4) implique immédiatement, par sommation d’Abel,
que

— R 1
< p
p<x
pour une fonction convenable 7, tendant vers 0 a 'infini. Choisissons b := = mln(l 0), A:=p,
de sorte que p =m, f =1, h =2/ min(1, p) — 1. Posant
(2:7) 01 := %min(l, 0) < %b,
nous avons alors d1h = 2 — ¥ min(1, o) et
- R b1
Z {o—Re f(p)}" logp <Vlogy  (aF <y <)
p

€ <p<Ly

pour le choix ¢ := nz/ b g /v/1og z. Comme la condition (1-15) découle immédiatement de
(2-4) pour x assez grand, nous pouvons énoncer le résultat suivant.

Corollaire 2.2. Soient A > 0, B > 0, 0 > 0, et f € My(A, B) une fonction multiplicative
complexe telle que Re f(p) < o pour tout nombre premier p. Sous I’hypothése (2-4) et avec les
notations (2-6), (2:7), nous avons

(2:8) M(z; f) = = Vlzx{ﬂ > fp £ +O< el (112)5)}

P pYsw

ot l'on a posé a := wys/h = wymin(1, p)/{2 — min(1, o)}, b := wy min(1, ) /6.
Remarque. Sous la condition (1-22), nous déduisons de (2-8) que 'on peut remplacer le terme
d’erreur de (2-5) par O(n2 + (logz)~?).

Lorsque f est réelle et o = 1, nous avons donc a = 1. Cela précise un résultat, mentionné
plus haut, de Indlekofer [19], qui obtient dans ce cas a = % par une méthode reposant sur
une technique de convolution des fonctions arithmétiques.

Dans le méme esprit, nous pouvons énoncer le résultat suivant. Nous notons P*(n) le plus

grand facteur premier d'un entier n > 1 avec la convention P*(1) = 1 et rappelons la notation
do(b) définie en (1-24).

Corollaire 2.3. Soient r une fonction multiplicative positive ou nulle satisfaisant aux
hypotheéses du Théoréeme 1.3 et f, g deux fonctions multiplicatives telles que |f| <, |g| < r.
Supposons que, pour une fonction n, tendant vers 0 lorsque x — oo et telle que n, logz > 1,
la majoration

(29) > M logp <mzlogz (x> 2)
p<T
ait lieu pour h = |f|?, h = |g|* et h = Re fg. Nous avons alors
> p(ny<a |f (M) = g(n)?/n
2-10 O(ns
(210) M |f ~ gf?) = M(air >{ S o[ @
avec a := 300/{3+ (1 —b)Bo}, out By est défini en (1-24).

> 92)
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Pour établir cette assertion, il suffit d’observer que les fonctions r? et fg (respectivement
|f12, |g9|?) satisfont aux hypotheéses du Théoreme 1.3 pour le choix ¢ : 1/(1+61h) , 01 50( ),
h:=(1-b)/b,0:= 51 Nous appliquons ensuite ce résultat aux couples ( fg) et ( fg)
(respectivement (r? | f1%), (r%,]19/*)) en négligeant la contribution impliquant le parametre c.

Lecasr =1du Corollalre 2.3 releve de la théorie des fonctions « simulatrices » (pretentiousen
anglais) telle que développée depuis quelques années par Granville, Soundararajan et d’autres
auteurs — voir par exemple [4], [11], [22]. Si f et g sont des fonctions multiplicatives & valeurs
dans le disque unité et si (2:9) est satisfaite avec 7 = 1 pour h = | f|2, |g|? et Re fg,® il résulte
en particulier de (2-10) que

211) Ml o) = T2 sz@QJ@E+ow@}

log x P n

Le terme principal de (2-11) vaut alors
M(as [[2) + M(a; |gf) = e 2 @I9TOW (@ 00),

ot D?(x; f, g) := Re Z(x;1 — £g) est la pseudo-norme de la théorie des fonctions simulatrices.

Au titre d’une autre illustration du Théoréme 1.3, nous pouvons préciser un théoreme de
Haldsz [13], [14], relatif aux lois locales de la répartition des facteurs premiers d’un entier dans
un ensemble quelconque. Etant donné un ensemble E de nombres premiers, notons Q(n; )
le nombre des facteurs premiers appartenant a F, comptés avec multiplicité, d’un entier n, et

posons
1
B(z):= Y -

p<z,pEE p

Haldsz a montré que, pour tout x €]0, 1] fixé et uniformément pour
(2-12) 0<m<(2—k)E(x),
le nombre Ny, (z; E') des entiers n < x tels que Q(n; F) = m vérifie
_ m — E(x)] 1
213 N,.(z: E) = ze E@)ﬂ{uo('m n )}
(2:13) (; E) o o .

Sérkozy [30] a ensuite établi que le terme principal de (2-13) fournit en fait I'ordre de
grandeur du membre de gauche dans l'intervalle

(2-14) kE(x) <m < (2—k)E(z).
Autrement dit, sous la contrainte (2-14), nous avons, pour x assez grand,
B E@)™
. “B) = pe— E@ 2\
(2-15) Np(z; E) < -

des que E(z) tend vers l'infini avec z.() Cet encadrement a été ultérieurement précisé et
généralisé par Balazard [2].

Soit £ €]0,1[. Le Théoreme 1.2 appliqué avec o = A := 1, a := ik, b := 1, & = 1,
e = |r — 12 + 1/y/logz fournit immédiatement

1
Q(n; E r—1)E(x
(2-16) S(z;r, E) E r ) = gelr—1) (){1+O<T—1+W>}’

n<e

uniformément pour £ < r < 2 — k. De plus, il résulte par exemple du théoréme 1.1 de [33]
que, dans les mémes conditions,

(2-17) S(x;r, E) =< zer=DE@),

4. Cette hypothese est en particulier impliquée, pour une valeur convenable de 1z, par la convergence
des trois séries >° {1 — Re h(p)}/p.

5. Le cas ou E(z) est borné releve de techniques de crible élémentaires.
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Nous obtenons le résultat suivant, qui précise (2-13) lorsque m— E(z) > /FE(z) et implique
(2-15). Nous posons

~8(n) 2\ —1
(2:18) F(zE):= Y = (1 - —) (z€C, |2 <2),
neNE) pEE p
et t(z; E) := \/{log E(x)}/E(x).
Corollaire 2.4. Soient E un ensemble de nombres premiers tel que lim, ., E(z) = oo,

k €]0,1], et K > 0.

(i) Sous I’hypothése k < r < 2 — K, z =€
x assez grand,
(2-19) S(x;2,F) < e(r=1=r0?/180)E(x),

(ii) Sous I'hypothése k < r < 2 — K, z = re'’, |9| < Kt(x; E), nous avons, uniformément
pour x assez grand,

W _r <Y < 7, nous avons, uniformément pour

(2-20) S(x; 2z, E) = S(z; 7, E){ ?Ei’g; + O<|1960192E(w) + (logla:)c> }7

ot c=c(k,K) > 0.
(iii) Nous avons, uniformément pour x assez grand,

(2:21) Nop(@: E) < xe—E<x>E§n$ (0<m<(2—rE@)).

De plus, sous la condition kE(x) < m < (2 — k)E(x) et avec r := m/FE(x), nous avons

e {10 7))
(2-22) Np(z; E) = S(z;1, E) +0 .
E(z)

Nous donnons la démonstration au paragraphe 7.2. Les assertions (i) et (ii) impliquent
immédiatement (2-22) en appliquant la formule de Cauchy sur le cercle |z| = r := m/E(x)
et en observant que F(z; E)/F(r; E) = e="F@) 1 + O(9)}. Compte tenu de (2-21), on
obtient (2-13) en évaluant S(z;7, E) par (2:16). Enfin, l'estimation (2-15) résulte immédia-
tement de (2-17) et (2-22).

Haldsz a annoncé la possibilité de prouver (2-22) : voir [7], p.312. Cela résulte d’une
variante du théoreme 3 de [13] dans laquelle les hypotheéses incluent une condition de
type (1-21). Conformément & la remarque (ii) suivant ’énoncé du Théoreme 1.2, nous utilisons
effectivement (1-21) pour établir notre corollaire. Avec la condition (1-20) seule, le Théo-
réme 1.3 n’implique que les variantes de (2:20) et (2-22) dans lesquelles le terme d’erreur est
multiplié par log F(z).

Notons encore que le Corollaire 2.4 demeure valable, mutatis mutandis, lorsque I’on remplace
Q(n; E) par la fonction fortement additive w(n; E) = >, p 1. La borne supérieure 2 — x

peut alors étre remplacée par 1/k.

De méme, 'extension & ’approximation des lois locales conjointes des fonctions Q(n; E;)
ou w(n; Ej) (1 < j < k) relatives a des ensembles fixés de nombres premiers disjoints tels
que min; E;(x) — oo est immédiate. En appliquant a la fonction f(n) := [],¢;«; z] w(nib) 1q
traitement détaillé au paragraphe 7.2, nous obtenons ainsi

D e ) I e
| o™ J
n<z 1<<k Ej(x) 1<k T 1K<k
w(n;Ej)=m; (1<j<k)
uniformément pour k < r;j :=m;/E;j(z) < 1/k (1 < j < k). De plus, le membre de gauche de
(2:23) est égal a
E;(z)™
o(%) A e
re H m;!emi
1<k

uniformément pour max; r; < 1/k, avec T =}, .} {Irj =11+ 1/\/E;(z) }.
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Nos deux dernieres applications concernent la répartition des fonctions additives réelles
relativement a des mesures pondérées sur I’ensemble des entiers n’excédant pas x. Nous nous
restreignons ici au cas standard d’une loi limite gaussienne, mais nos résultats sont susceptibles
de fournir des estimations analogues dans des situations significativement plus générales.

Etant données une fonction positive ou nulle r € Mo(z; A, B) et une fonction additive
réelle h, nous notons z — F,(z;h,r) la fonction de répartition de la variable aléatoire h(n)
sur I’ensemble des entiers n’excédant pas x, équipé de la mesure associant a chaque entier n
le poids r(n)/M (x;r), autrement dit

Fy(z;h,r) == m Z r(n).

Nous posons h?ng)iz
r(p)h r(0)h(p)2
Eh(l‘;’l”) = ZM, Dh(x;T)Q = ZM’
ps@ P p<w p

rappelons la notation dy(b) définie en (1-24), et notons

1 ? 2
(I)(Z) = \/T_ﬂ-/ efu /2 du

la fonction de répartition de la loi normale.

Corollaire 2.5. Soient A, B des constantes positives, x > 2, r € Mo(z; A, B), et h une
fonction additive réelle. Supposons que :
(i) r satisfait (1-25) avec 1 := 1/(log2)*/*;
(i) Dp(w;r) > 1;
|h(p)]

ol
(iii) max ) SHe

pY<rv>2 p
Alors

(2-24) F, (Eh(ac; r) + 2Dp(z;7); h,r) =®(2)+0 </ij + Dh(lx,r)>

Le théoreme 20.1 de [7] fournit une évaluation de méme type que (2-24) pour une combinaison
linéaire finie de fonctions hj(n + a;) ot les h; (1 < j < k) sont fortement additives et les a;
des entiers fixés. Dans le cas k = 1, le terme d’erreur de (2-24) est un peu plus précis que
celui de [7] lorsque, par exemple, z est borné et Dy, (x;r)u, > 1. Cette derniére condition est
certainement remplie dés que max,<, |h(p)| > 1.

Notons ¢ la fonction indicatrice d’Euler et désignons par €2(n) le nombre total des facteurs
premiers d’'un entier naturel n, comptés avec multiplicité. Comme conséquence spécifique du
résultat précédent, nous pouvons déduire facilement une extension d’un théoreme d’Erdés &
Pomerance [8] concernant la répartition des nombres Q(¢(n)) et obtenir un terme d’erreur
identique & celui de Balazard & Smati [3]. Pour la simplicité de ’énoncé, nous restreignons
plus qu’il n’est nécessaire les hypotheses concernant la fonction pondérale r.

Corollaire 2.6. Soient A, B des constantes positives, x > 2, 0 := g, > 0, r € Mo(x; 4, B).
Supposons que :
(i) 7 satisfait (1-25) avec £1 := 1/(logx)'/*;

r(p)lo
(ii) szglogw()(mlegy) (e <y <a);
P<Y
Alors, notant h := § o ¢, nous avons

zo(log, x)3/2_ — !
(2:25) F, (%g(log2 r)? + 5 hﬂ’)) =@(2) + O(\/ﬁ)'
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Le terme d’erreur de (2-25) pose un intéressant probléme ouvert : en accord avec l'estimation
de concentration obtenue par Marie-Jeanne & Tenenbaum [24], on attend < 1/(log, x)3/2
majoration qui demeure pour l'instant hors d’atteinte des techniques disponibles.

, une

3. Preuve du Théoréme 1.1

3-1. Lemme de Gallagher

Un résultat de Gallagher [9] (th. 1), tel qu’énoncé, par exemple, au lemme II1.4.9 de [32]
fournit une majoration générique pour la norme quadratique d’un polynéme de Dirichlet.
Une inégalité bien connue de Montgomery et Vaughan ([27], cor.2) en constitue une forme
plus précise. Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la majoration initiale de
Gallagher. Le lemme 2.1 de [6] étend le résultat de Gallagher dans une autre direction.

Nous notons e(z) := e?™* (x € R).

Lemme 3.1. Soient N € N*, {\,})__, une suite finie de nombres réels distincts. Pour tous
{an}N_, € CN 1 <r < N, T >0, nous avons

(3:1) [ ] X anctnt

1<n<N
ot la constante implicite est absolue.

2

d<T > e > 1

1<n<N A —An|<1/T

Remarque. La forme usuelle sous laquelle est utilisée la majoration de Gallagher est

T 2
1
(32) / S anetnt)| di Y Jan{T 4}
T l1g<ng N 1<n<N n
ot 'on a posé 6, := miny,zy, [Am — Ap|. Comme on a trivialement

2
>, I<lege

[Am—An|<1/T

la majoration (3-1) est bien génériquement plus précise.

Démonstration. Pour établir (3-1), nous observons que, posant

Alx) =T Z an, S(t) = Z ane(Ant),

1<n<N 1<n<N
sz)‘nlgl/le
nous avons
~ sin(mt/2T)
A = A — = . ) [ .
(t) /R (z)e(—tz)dz = S(—t) /2T

D’apres la formule de Plancherel, nous pouvons donc écrire

/_Z|S(t)|2dt<</R

Posons alors Ni := 3 o7y _pi<1lan| (k€ Z) et observons que |A(z)| < TNy lorsque
|x — k/2T) < 1/4T. 11 suit

sin(mt/2T)

2
= A 2dzx.
| a /R| (2)[? da

S(—t)

/ |A(x)]? dz < TZN,?.
R kEZ
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

2 2 2
Ni < g lan| E 1< E lan| E 1.
277, —k|<1 12T A, —k| <1 27N, —k|<1 Am—An|<1/T

En sommant sur k£, nous obtenons bien I'inégalité annoncée. ]



Valeurs moyennes effectives de fonctions multiplicatives 11

3-2. Réduction au cas exponentiellement multiplicatif
Soit g la fonction exponentiellement multiplicative coincidant avec f sur ’ensemble des
nombres premiers n’excédant pas x et nulle sur les nombres premiers > x, autrement dit

f) /vt sip<z,v>1,
g(p”) = .

(3-3)
sip>x.

Nous avons donc, avec la notation (1-10),

(34) Gls):=Y 7 () _ gostsm),

Supposons la majoration (1-12) acquise pour la fonction g. Nous allons montrer qu’elle vaut
encore pour f.
Nous avons f = g x h avec

(3:5) hp')= > (-1)

Jjt+k=v

de sorte que h(p) = 0 pour tout p, h( Y)=0sip>uz, et

h J
Z |h(®@")| zz|f > Z(: f]('zz

p,v=>2 p p k>0 j

2—k)
(3-6)
£ (p)? ("))
S SLLI SR
p p, k=2
Cela implique
[h(P¥)]
(37) 11 > Mo
s P
(3-8) HZ p ~1I e—f(p)/pz f
p v>=0 p<x v>0
De plus, pour 2 < y < z, nous pouvons écrire d’une part

Z |h( n)|logn

h(n
3 |n)|

y<n<zx logy
1 h(m)h(p¥)|log p” 1 h(p¥)|1 v
< 3 |h(m) (pV)I ogp < 3 |h(p )\Uogp 7
ogy L. mp ogy £ P
et, d’autre part,
) |7(p")|log p” Ilogp < ¥ [f ()P (0")|(k + j) log p
_ jlpk+i
pY<z p]+k§w
J+k>2
)| 1 4+ 1 J
<2} |f(@")|log p* | ogp* T (J+ “)If(p)l <1,
J'p’
pk<La j>max(0,2—k)
d’apres (1-9) avec 7 = 0. Donc
[h(n)] 1
. S N A 2<y <)
(39) QW) =) =~ iy (@<y<o)

n>y

Semblablement, lorsque f € M;(x; A, B), nous obtenons

1

(2<y<u)

en développant (logn)? = (zp,,”n logp”)Q.
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Cela dit, nous avons

= Z h(n)M(%;g).

n<e
Il suit
I"h {/1 HT(O[) eZ ;r) Z(x/n;r) }
M(x; f) < do + +
(3.11) Z “ nlog 293/” 1/log(3z/n) & VT log(2x/n)
1 Z(w;r)
H ‘
< :v/ M6)1(39(:63_1/0‘) da + ze” 01 (@) + 2eZ@) @y (z),
1/ log(3x) « \/T
ou 'on a posé
A (n)] ;
0,(y) = - =1,2,y2>2).
J(y) ;n{log@fﬁ/n)}ﬂ (] )4, Y )
En scindant les sommes & /x, nous déduisons de (3-10) que, sous ’hypothese f € My (z; A, B)
1
; — =1,2,2<y < x).
@](y) < (logx)f (.] s S Y l‘)

Cela implique bien l’estimation requise.
Si nous supposons seulement f € Mq(z; A, B) et adjoignons I'hypothese (1-13), nous
pouvons, grace a (3-9), majorer la contribution & (3-11) du dernier terme de ’accolade par

< er(:E;r) |h(n)| er(IQT)
(logz)e ~ n{log(2z/n)}2=¢ = (logx)+min(lc)

3-3. Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif
Soit g la fonction multiplicative définie par (3-3). La premiere étape consiste a& majorer

K(z) := Zg(n) logn

en fonction d’une moyenne sur [1,z] de t — M(¢; g).

Lemme 3.2. Soient A > 0, B > 0. Uniformément pour = > 2, f,r € Mo(z; A, B), |f| <r
nous avons

(3-12) | K (z)] <Ax/lz\M(t;g)|%+O(xe

Z(w;)
log >

Démonstration. Nous avons

(3-13) K(z) = Zg(n) Z logp = Z (logp) Z g(mp”).

n<x pY|n pY<x m<x/pY

La somme intérieure vaut

S oggm)+ D glmptth) = g(p”)M(%;g) ~ R, (p)
m<a/p” m<a/pr P
ptm
avec
R,(p):= Y. {9®)g(mp) — g(mp"*")}
m<a/prt!
= ]; {g phth g(pu+k+1)}M<#;gp>
0
v+k+1 y x
=2 G k:—i—u+1 {< k > B 1}g(p) +MM(;W;QP)’
k>0

ou g, désigne la fonction multiplicative coincidant avec g sur I’ensemble des entiers premiers
a p et nulle sur I’ensemble des multiples de p.
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Compte tenu de la majoration de Halberstam-Richert [16](®)

Z(y;r)
ye
(3-14) M(y; |g]) < oz y (2<y<u),

nous pouvons écrire

> Ruplogp < 30 Y D8y (2 )

pY<z j=22piz

Z(z;r) 1+ |g(p j Ing
e 2 Z j'pilog(2z/p7)

J>2pi<a
Z(ac r) 10 Z(z;r)
Z(x;r) gp €re .
log = +re § 3/2x1/4 log =
p
En reportant dans (3-13), nous obtenons donc
er(x;r)

315 A(d ( : ) 0( )
(3-15) => A 19 o2

d<z

La contribution au terme principal des entiers d = p” avec v > 2 n’excede pas

|” logp xeZ (@)

Z(z;r)
< e Z I/'p log (2z/p¥) logz
1/>2

ou nous avons de nouveau fait appel a (3-14) et estimé la somme en p” en la scindant & /z.
Introduisant la fonction de Tchébychev 9(t) := 3 logp et notant R(t) := ¥(t) — ¢, nous
pouvons donc écrire

,g ‘dﬂ +O(xig(:>>
Lo ea [ (s ,g)\dRWo(xfg(z”)
:Ax/l |M(t;g)‘%+A/1_ M(%;g)‘dR(t)+O(xig(zr)>.

La derniere intégrale peut étre évaluée par sommation d’Abel en notant que
|dIM(E; g)|| < AM(E; |g]).-
Nous avons

I

M(%;g)‘dR(t)=|M($§g)|_/1zR(%)dM(t;g)

we? @) zlg(n)|
< log x + nz n(log 2x/n)?
Z(a: )
et Y T b
g 2kLx n/2k+1<n§x/2k
er(z,r) meZ(x;r) er(w;'r)
< log x * Q;w (k%2 4 1) log(2x/2%) < log =
Cela complete la preuve de (3-12). 0

6. Voir le th. II1.3.5 de [32] pour une version simplifiée suffisante ici.
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Lemme 3.3. Soient A > 0, B > 0. Pour x > 2, f,r € My(x; A, B), |f| < r, nous avons
uniformément

er(m;r)

(316) Mol < o [ o +0o(G )
(3-17) /m Mt g)logt 4y /m ’K; Ol 4t + 0(1).

t2

Démonstration. Nous avons

T ¢ T dt x eZ(t;r) meZ(ac;r)
Maig)logs — K@) = Y ato) [ F = [ M) < [ Trar< T
n<e n

ou l'avant-derniére majoration résulte de (3-14). Cela implique (3-16) en reportant dans (3-12).
De plus, pour x > €2, nous pouvons écrire

[ rsgliost [ UKL, [ / M)
o 12 = 12 o 12

[0y [ ) gdu

2 u max(u,e?) t2

[ gy [ M5, o

2 t2 2

N

Cela implique bien (3-17). O

Lemme 3.4. Soient A > 0, B > 0. Sous les conditions x > 2, f € Mo(z; A, B), T > 1,
1/logzr < a < 1 nous avons uniformément

2 2
(3-18) Hp(a) > 1.
Démonstration. Nous avons

vi(l+a+ir)2dr < 1« < 1,
ICERRER LSS D= D SRR WP

—1/2 | log(p' /p)|<1/2

ou la premiere majoration résulte du Lemme 3.1, et la seconde du théoreme de Brun—

Titchmarsh. Il s’ensuit que max ;14 || > 1. O
I7I<1/2

Nous sommes & présent en mesure d’aborder la phase finale de la démonstration. L’argument
repose essentiellement sur la technique élaborée par Haldsz [12], avec, ainsi qu’il a été
mentionné dans 'introduction, certains raffinements issus de [25] et [32].

Nous observons d’abord que 'inégalité de Cauchy—Schwarz fournit

o [ R L

et que la formule de Plancherel permet d’écrire, pour tout o > 0, avec la notation (3-4),

TIK@)P 1
2 =
(3-20) /1 iaa =5

La contribution du domaine |7| > T peut étre estimée grace au Lemme 3.1. En notant que
G'(s) = v}(s)e“f(s) et que

G(1+a+ir)|
1+a+ir

(3-21) G(s) < eZ(exp(1/{o—1})ir) (0> 1),
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il suit
/

G'(1+a+ir)|

- dr
l+a+ir

/1/2 IG'(1 + a + ik +i7)|°
—1/2 k? +1

o207 (s) Z lg( P)|2+12zgp Z 1

keZ ‘.,.,k|<l [log(p’/p)I<1/2

En vertu de l'inégalité de Brun-Titchmarsh, la somme intérieure en p’ est < p/logp. La

somme en p est donc
10gp
< Z 1+2oz

En faisant appel a la majoration triviale (3-21) pour |k| > T, nous pouvons finalement énoncer
G'(1+a+ir) | r(@)?  e?Z(exp(1/a)n)

que
H
d
/R 1+atir T< T

Choisissons « := 1/logz et reportons successivement dans (3-20), (3-19) et (3-17). Nous
obtenons

/x [M(t; g)|log t 1

1 t2 log
puisque, en vertu de (3-18), le terme d’erreur de (3:17) est dominé par le premier terme du
majorant. Nous exploitons cette estimation sous la forme

dt < HT<

/ ") e < () S )
t;g < ( ) + ey <)
N 12 "\logy VT'logy

Ainsi

z dt T dt t dy T dy min(z,y?) dt
M(t;9)|—= M(t; 9)|— = M(t; 9)|—=
[ el < [ o [ i< [ e [T el

T 1 d Z(x;7) 1 H Z(z;r)
<</ HT( ) vy 4 ° < T(O‘)daqte :
e logy/ ylogy =~ /T Vlogs « VT

En reportant dans (3-16), nous obtenons bien (1-12).

4. Preuve du Théoréme 1.2
4-1. Lemmes
Nous aurons plusieurs fois I'usage du résultat auxiliaire suivant.

Lemme 4.1. Dans les hypothéses du Théoréme 1.2, nous avons

- . logy \°

41 Z(yir) Z(m){ 0 (_) } 1<y<a)
(4-1) e <e e+ (log 22 (l<y<wz)
Démonstration. Posons

1
(4-2) Zi(t) = Z r(p)logp (t>2),

p

p<t

de sorte que, par sommation d’Abel impliquant (1-17), nous avons, pour une constante positive
c1 convenable,

Zi(t) = (o— 0155) logt (t > x°).
De plus,

(43) Z(asr) - 2() = | ' (Zl“)
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Pour zf < y < x, nous pouvons donc écrire

log

) +0(1) = elog (- o

log x
logy

(4-4) Z(x;r) — Z(y;r) = (Q — 0155) log ( ) + O(1).

Or, si y < 2%, nous avons
(4-5) Z(xyr) — Z(y;r) = Z(x;r) — Z(acs;r) > olog(1/e) + O(1).

Cela implique bien le résultat annoncé. O

Le résultat qui suit est une conséquence immédiate du théoreme I1.5.2 ou du théoreme 11.5.4
de [32].

Lemme 4.2. Soient A, b des constantes positives. Pour b < o0 < A, y > 2, nous avons
uniformément

(46) T,0) = 3 maln) = s ozn) {14+0(o ) )

ny

Soient f et r des fonctions multiplicatives satisfaisant aux hypotheses du Théoréeme 1.2 et
g la fonction exponentiellement multiplicative définie par

(4.7 9(p”) = {fy(p) ,/V! S% N (p=2,v=1).
0" /V! S1p>uw,

Nous posons
g(p)
<y p

de sorte que Z(y;g9) = Z(y; f) telle que définie en (1-11) pour y < x. Nous définissons en outre

P e—vg+Z(ﬂc;f)

;= = 2),

(4-9) G(s) == Z g n) = exp { Z g(i? } (0 >1),
n>1 D p

9a(n) :=g(n) — ZLi7p(n)  (n21)
de sorte que, par (4-6),

e_'YQer($§f) (EZxQZ(fo))

(4-10) M(x;9:) = M(x;9) — T(o)logz

log x

Rappelons encore la notation  := wyé; < % min(2, o).

Lemme 4.3. Pour x > 2, nous avons

© 1M (y; ga .
(411) Mz gs) < —* {/ | (y;g )|dy+aae§re62(z,f)}_
log y

Démonstration. Posons gy := min(1, ¢)/3. Observons d’abord qu’il résulte de (3-14), (4-6) et
(41), que

y eZ (@)

logy
Mirlad) < o= {e+ (o) )
(3 lga]) < logy c log = (2<y <),

< ygmin(Z,g)eZ(:c;T) < y€5+QOeZ(I?f)

(4-12)

ou la seconde estimation résulte d’un calcul d’extremum et la derniere de (1-15).
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Posons ensuite

(4-13) Ne(y) ==Y ga(n)logn  (2<y<w).

nxy
Nous avons
Y M(2: g. .
M(y; gz)logy — Nu(y) = Z 9z(n) log (ﬂ) = / M dz < y€5+ger(r,f)’
n<y n 1 z

et donc

Na(y)] |, getreveRe 2

4-14 M (y; g

(2<y<u).

Nous allons estimer N, (y) pour 2 < y < z en utilisant l'identité

ge(ab) = g(a)ge(b) + Z7G(a)7o(b)  ((a,b) =1)),

ol nous avons posé g(n) := g(n) — 7,(n) (n > 1). Ainsi

Ne(y) = > ge(mp”)logp”

mp;éy
(4-15) i N
= Y g loer” S glm)+20 S G0 logp” Y Ty(m).
pY<y m<y/p” pY<y m<y/p”

pfm pfm

Ici et dans la suite, une somme portant sur des puissances de nombres premiers p” est entendue
comme une somme double o I'exposant satisfait systématiquement v > 1. La contribution au
membre de droite de (4-15) des puissances p” avec v > 2 est estimée en faisant appel a (4-6)
et (4-12). Elle est

< yeZW”{e@ + (bﬂ>9} 3 {lg(p”)] + 7o(p")} log p”

log z =, p¥log(2y/p”)
V2\2
Z(x;
_ yettn {04 (logy>@} )
logy log x

ou la seconde estimation découle, par sommation d’Abel, de 'hypothese de multiplicativité
exponentielle effectuée sur g.
Nous pouvons donc écrire

(4-16) No(y) = Wi + Wa + O(ys‘”@ez(““f)) 2<y<a),
avec

Wi=Y g(p)logp > gu(m),  Wai=Z7> G(p)logp Y 7o(m).
Py m<y/p Py m<y/p
ptm pfm

La somme intérieure de Wy vaut M (y/p; g») — Up(y/p) avec, pour p < z < y,

@)= Yo X i) + 2inorm(2) )
lefnz v<(logz)/logp

)

Z (@) log 2 0 6+00pZ(w;f)
ze {Q (ogz/p)}<<zs e

<< -
plog(2z/p) log P
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ot I'on a fait appel & (4-12) et (4-6).(") La contribution & W, des termes impliquant U, (y/p)

est donc
15
<y

Une variante de (4-6) prouvée par la méme méthode d’intégration complexe (cf. [32],
théoreme I11.5.2), fournit par ailleurs, uniformément pour 2 < p < z, 2b < p < A4,

Z To(m) = P(Zg) (1 B g%)g(logQZ)Q_l{l + O(log12z>}‘

m<z
ptm

6+ger(:E f) logp

< yafs‘l“QOeZ(m?f).

On en déduit que 'on peut remplacer la somme intérieure de Ws par

y (1 2y)@—1
=\ log — )
I'(o)p p
avec une erreur englobée par le terme résiduel de (4-16). Nous avons donc obtenu jusqu’ici
(417) Na(y) = Soly) + W5 +0(yeltme@D) <y <a),

ou l'on a posé

(418)  S:(y):==_g(p) logp)M( 79x) Wy = F(g Zg logp( Q;I)H

Py Py

Nous allons établir 'estimation

. 1 0
(4-19) Wi <<€6yeZ(:E,f){€Qo_|_ <%) O} (2<y <.

Pour cela, nous observons d’abord que la majoration triviale g(p) < 1 fournit
. (lo e
Wy < yeZ(z,f)(ﬂ> :

log x

et donc (4-19) si y < 2%¢. La méme majoration g(p) < 1 permet d’écrire, lorsque y > x2°

1 g(p)1 2y\ o1 1 e-1 1 3g0—1
3 9(p) ogp(log_y) <<E( ogy) <<E( ogy) 0
(log )@ = D D log = log =

X

<<€290( logy )290—1(10gy)90 <<56{6QO n (logy)go}
elogw log x log ’

puisque 299 > 4. Cette estimation est bien compatible avec (4:19). Il reste a évaluer la
contribution complémentaire, relative aux nombres premiers de l'intervalle |z, y]. A cette
fin, nous employons I'inégalité |Im g(p)|? < 2A4{r(p) — Re g(p)} sous la forme

(4-20) Z 9(p)logp logp Z {r(p) Q}IOgPH)( D {T(p>—3?eg(p)}”flogp>.

p

<p<Lz <p<z TE<pL2

Il résulte alors des relations (1-16) et (1-17) que le membre de droite est < £°logz. Nous
utiliserons également le fait que la dernieére somme en p est & termes positifs ou nuls.
Reportons (4-20) dans ’expression

Z g(p logp( 2_y)9—1'

e <pKy p

7. Nous avons également utilisé ici I'inégalité élémentaire

2
%10g@*1< Z)<< log?™~ 1<—Z> (2<p<a),
1<v<(log 2)/ log p P p

valable uniformément pour 0 < ¢ < 1, et dont nous omettons la démonstration.
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Compte tenu de (1-17), nous pouvons traiter la contribution du terme principal de (4-20) par
sommation d’Abel : nous obtenons qu’elle est < £°(logy)?. La contribution du terme d’erreur
est trivialement < 5‘5(log y)? si o > 1. Lorsque 2b < ¢ < 1, nous I’évaluons par I'inégalité de
Holder avec exposants h/wy et h/(h — wy). Nous obtenons la majoration

<<{ Z {r(p) —Reg

p

(p)}h(logp)}wf/h{ S 1ng(log2_y>(91)h/(bwf)}lwf/h

b p

e <p<y € <pKy

< £°(logy)®,

puisque

e—Dbh___(A-01-0 .

h—w;  1-b—wsle—b)
Cela acheve la preuve de (4:19).
En reportant (4-19) dans (4-17), il vient donc

4-21 N, (y) < S (y +€5ye%ez(x;f) gl 4 loﬂ e 2<y<ua).
log x

A ce stade, nous observons que lorsque |y — x| < h avec \/z < h < 3z, on a

|Nm(l’) - Nm(y)| < (logx) Z {|g(n)‘ +°§/ﬂw*7-g(n)} < heZ($;r)’
rz—h<n<z+h

d’apres le théoréeme de Shiu [31]. Nous pouvons donc écrire, compte tenu de (4-21),

1 [” ' .
(422 Nal) <5 / |Sa(y)| dy + he?t757) 4 &0 R Z(i)),
z—h
Choisissons h = x/logz < &%z. Au vu de (1-15), le second terme du membre de droite

de (4-22) est donc dominé par le troisieme. De plus, d’apres (4-18), nous avons

/i_hlsx@n|dy<<:ji_hgéglogpﬁnf(p,gx) dy<<:2£;10gzajg_h\Af(p7gx) ay
z/p
= 1 / M(y; g.)| d
> plogp (wih)/pl (Y3 92)| dy

pP<ZT

—/ | M (y; 9)| > plogpdy
1

(z—h)/y<p<z/y

“ M (y; )|
< x/ —_— log pdy.
1 >

Y (z—h)/y<p<z/y

D’apres le théoreme de Brun—Titchmarsh, la somme intérieure est

hlog(2x/y)
ylog(h/y)

deés que h > 2y. Nous utilisons cette majoration lorsque y < h/logx = x/(logz)?. La
contribution correspondante a la derniere intégrale est donc

<<h/ My ge)l o,
1 Yy
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Lorsque h/logz < y < x, nous majorons trivialement |M (y; g, )| par (4-12). La contribution
correspondante est

z/p

Z logp/ dy

p<z/(h/logz) (z—h)/p
h Z(wsr) 1 h Z(z;r)l
ne ogp  he 0y T

log pelor? o P log x

oZ(@im)
<

log x

<

er(m;r)

< < 127 P/2e2(f) « gedeZ(@if),

log x
En reportant nos estimations dans (4-22) puis (4-14) avec y = z, nous obtenons bien (4-11). O
4-2. Preuve dans le cas exponentiellement multiplicatif

Sous I'hypothese supplémentaire de multiplicativité exponentielle, nous établirons le Théo-
reme 1.2 en trois étapes. La premiere consiste a étudier la valeur moyenne de la fonction
exponentiellement multiplicative g définie en (4-7). Avec la notation .Z,* définie en (4-9), nous
posons

(4-23) Ho(a)? =Y ——— sup |G(s) — Z:¢(s)°],

ol ici et dans la suite, I(«) désigne le segment 1 + « + ik + i[f%, %} Par ailleurs, nous
conservons la notation gy := min(1, p)/3 introduite au Lemme 4.3.

Proposition 4.4. Sous les hypothéses du Théoréme 1.2, nous avons

—Y0p o Z (2 f) 1/(elogz)
(4-24) M(a:;g)—e re ‘<< 3: / Ha(a )da—l-e ele Z(z:f) L
F(Q) IOgIE logx 1/logx «

Démonstration. Observons d’emblée que, grace a (4:10), nous pouvons remplacer le membre
de gauche de (4-24) par |M(x; g,)|. Nous déduirons (4-24) de (4-11). A cette fin, nous prouvons
en premier lieu que, pour ¢ < y < &, nous avons

1 Y IM(2;9,)(log 2)*2 |
z
3/2 2
(4_25) (10gy) 1 z |
5 Re Z(z:f) [ oo 0g Yy o
< (logy> teve {8 + <log$) }

3/2

Il est suffisant d’établir cette majoration lorsque |M(z;g,)|(logz)?/# est remplacé dans

I'intégrande par |N,(z)|v/1og z : en vertu de (4-14), l'erreur impliquée est

gteo0eZ(@if) / \/@ dz < 902 (@),

< log y 3/2

Au vu de (4-21), nous pouvons encore remplacer N;(z) par S;(z) (cf. (4-18)) avec une erreur
acceptable. Maintenant, I'inégalité de Cauchy—Schwarz

/1 1S4 (2 )Z\\/@ {/ly%dz/ly lofzdz}l/g

nous permet de ramener la preuve de (4-25) a celle de

(4-26) /OO Sa(2)1* dz <« J—Cxéa)Q (a > 0).

23+2a

En effet, la majoration souhaitée découlera alors du choix o = 1/logy.
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La fonction G étant définie en (4-9), posons
B(s) 1= G(s) — L2C(5)".

La relation
G'(s) @(s)
G(s) s

+oo
/ Sp(e?)e e T dv = — (c>1)
0

nous permet d’écrire la formule de Plancherel

(427) /1°° S /Om Su(e) 1 1+a+i°o‘af<s>q><s>‘zds

z3+20 e2v(lta) 270 J1pa—ico | G(S) s
<« 3 Belo) |‘I’(S)2/ G'(s) ‘2| s
2T Rt ey | G(5)

En vertu de la multiplicativité exponentielle de g, nous avons

G’ s) Z g(p logp
et donc, par le Lemme 3.1,
k+3
s
En reportant dans (4-27), il suit

w [0, Sl

23+2a

logp 1
1+2a a

¢ (1+a—|—zk—|—w)‘ dT<<Z

' 2 3

Nous avons ainsi établi (4-26) et donc (4-25).
Nous sommes maintenant en mesure d’achever la preuve de (4-24). Nous utilisons (4-25)
sous la forme

Y IM(z; gz 1 , 1
/ Lfﬂd < H, ( )Jrs‘semez(x’f){ "°+(Ogy) } (z° <y <)
VT z logy log

Il suit

T AM(y: . T AM(y: " Yy x min(tQ,z) M (v .
/ (M (y: g )Idy<</ | M (y; 92)| di dy<</ di / M (y: 92)|
2 2 2
z2e Y 22¢ Y vy tlogt L tlogt J, Y
* 1 log t \ @0 dt
o (oga) + ™ 7 [+ () )
<</Is{ logt te + log tlogt

1/(glogx) H
<</ 2(9) 4o 4 SR 2|
1/logx «

Par ailleurs, la majoration triviale

2e

v M ) x xX
/ (y;g )| < Y |92 (n)]
1 y n<x2s n
< Z@*) L c0 o Z(wir) o p0pZ(wir) o 0o Z(wif)
découle de (4-6), (4-1) et (1-15). En reportant dans (4-11), nous obtenons bien (4-24). O

Nous devons maintenant estimer I'intégrale figurant au membre de gauche de (4-24). Une
majoration de G(s) est & cet égard essentielle. Nous rappelons les notations p := mg/A et
B :=1— (sinp)/p introduites dans 1’énoncé du Théoreme 1.2.
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Proposition 4.5. Sous les conditions s = 1+ a+ i1, 1 < alogx < 1/¢, x > 2, nous avons
uniformément

Bo eZ(z:f)
( a ) ¢ si |7 <1/(elogx),

a+|r]/  (alogz)e’
Bo—Bb/2 (Z(w:f)
(a logx)(lfﬂ)g ’

(4-29) G(s) <
si 1/(glogz) < |7] < 1/%.

Démonstration. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer 7 > 0. Nous avons

(4-30) G(s) = exp { Z M} < S(ar)

p1+a+z7'

ou l'on a posé
g\p
S(n,7) = Re Z I% (0<n<1).
p<exp(1/n)
L’approximation p'™ = 1 + O(7 logp) implique clairement S(n,7) = S(n,0) + O(7/n), et en
particulier
(4-31) S(a,7) = S(a,0) + O(1) = Re Z(el/”‘; f) +0(1) (I7] < ).
De plus, par sommation d’Abel, I'hypotheése (1-16) implique pour € < v < w < x,
Re Z(w; f) — Re Z(v; f) = Z(w;r) — Z(v;r) + O(1)

> olog (lloif) +0(1),

0g

(4-32)

ol la derniére inégalité découle de (1-17) par une seconde sommation d’Abel.(®)
Appliquons (4-32) avec v = exp(1/a), w = z,(9) et reportons dans (4-31) puis (4-30). Il suit

eZ(@:f)
G(s) < (alogz) (I7] < a),
ce qui établit bien (4-29) lorsque |7| < a.
Supposons maintenant
(4-33) a<T<1/(elog).

Grace aux remarques énoncées plus haut concernant la quantité S(n, 7), nous pouvons écrire
(4-34) S(a,7) = S(r,7)+D = S(r,0) + D+ O(1)
avec

D := Z M

exp(1/7) <p<exp(1/a) b
Pour majorer D, nous observons que, pour tous z € C, 9 € R, nous avons
(4-35) Re (ze'”) < |z] cos? + /2]z](|z] — Re 2).

En effet, Re (ze”) = |z| cos ¥ — (|z| — Re z) cos ¥ —sin ¥ Im 2 et, notant z = re’?, nous pouvons
écrire
—(|z| = Re z) cos¥—sin Sm z = —r{(1 — cos ¢) cos ¥ + sin psin v}
= —2rsin 2¢{sin Lo cos + cos Lpsind}

= —2rsin Jpsin(2¢ + 9) < 2r|sin 3| = /2r(|z] — Re 2).

8. Nous omettons les détails qui sont essentiellement identiques & ceux de la preuve de (4-4).
9. Ce choix est licite puisque 1 < alogx < 1/e.
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En appliquant (4-35) avec z = g(p), 9 = —7logp, et en notant que |z| < r(p) < A, nous
déduisons de (4-35) et (1-20) que, dans le domaine (4-33), nous avons

D < Dy + V2AU + 0(1)
ou, notant D(«, 7) :=]exp(1/7),exp(1/c)], nous avons posé

Dy= 3 |9(p)| cos(7 log p)

pED(a,T) p
— 5(0,0) - 5,0+ 3 l9(p)| — Reg(p) > l9(p)[{1 — cos(r log p)}
peD(a,T) p peD(a,T) p
< S(a,0) — S(7,0) — D1 + O(1),
avec
D= Y r(p){1 = cos(rlogp)}
pED(a,T) p
et
- R
v= ¥ V0g(p)| — Reg(p)
(436) ze<p<Lexp(l/a) p
1 {r(p) = Reg(p)}> />
< { Z —} { Z } < %/ 10g(1/e).
€ <pKzT p € <p<LxT p

En reportant dans (4-34) et en faisant de nouveau appel a (4-32) sous la forme
S(a,0) < Re Z(x; f) — olog(alogx) + O(1),
nous obtenons que, toujours sous ’hypothese (4-33),
(4-37) S(a,7) <K Re Z(zx; f) — plog(alogz) — D1 + O(1).
Cela étant, posons A := cosp. Il est facile de vérifier que I'on a
r(1 —cosd) = (1 —A)r — (cost — \)Tr (0<r<AdeR)
> (1—N)r — A(cosd — AT
D’ou

1 _ +
(4:38) Diza-y Y My g (eoslosn) VT
p€D(a,T) p peD(a,T) p

Par (4-32), nous avons

Z r(p) Qlog< )—l—O( )
pED(a,T) p
La seconde somme de (4-38) peut étre évaluée par sommation d’Abel a 'aide du théoréme des
nombres premiers (cf., par exemple, [32], Lemme II1.4.13). Nous obtenons

Z (cos(tlogp) — AT mlog( ) + o),

pED(a,7) p

avec

:—/ (cos — \)d ﬁ:smp pA =(1-p-N)

[

En reportant dans (4-38), il vient
D 2 Bolog(r/a) + O(1),
ce qui, compte tenu de (4-37) et (4-30), établit bien (4-29) pour lintervalle (4-33).(19)

10. Notons que cette minoration de Dj est optimale : lorsque p = 2b, elle devient une égalité pour
) A si cos(Tlogp) > cosp,
r(p) :=
P 0 sicos(tlogp) < cosp.
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Examinons a présent le cas
(4-39) 1/(elogz) < T < 1/%.
Nous devons estimer S(a, 7). A cette fin, nous majorons Re (g(p)/p'™) par r(p) si p < 2° et
par (4-35) lorsque z° < p < exp(1/a). En employant la majoration (4-36) pour U, il vient
r cos(7lo
(4'40) png p Z‘E<p<91/a p

< Z(el/a;r) —Dy4+0(1)

avec

T 1 — cos(7lo
3 (»){ (Tlogp)}

p

D2 =

x= <p<exp(1l/a)

Nous appliquons a D5 la méthode de minoration utilisée pour D1, en observant que ’hypothese

elogz > /logx implique, pour z assez grand, || < 1/2¢ < eVe°8% d’on, grace au lemme
I11.4.13 de [32],

Z (cos(Tlogp) — A\)*

) = —mlog(aclogz) + O(1).

z¢ <p<exp(l/a)
Nous obtenons ainsi
Dy > —polog(aclogz) + O(1).
Maintenant, nous déduisons de (4-32) et de (1-15) que
Z(eYr) < Re Z(x; f) — olog(alogz) + $3blog(1/e) + O(1).
En reportant les deux dernieres inégalités dans (4-40) puis (4-30), nous obtenons bien la
seconde majoration de (4-29). O

Nous sommes maintenant en mesure de fournir un premier jeu d’estimations pour la fonction
H,(a) définie par (4-23). Nous posons

(4-41) W(s)=3" g(f)

_Qlogg(s)—Z%—i—glogQI—i—’yg (Res > 1)

p pP<zT
et, pour 0 < u < 1,
W) — 1 '
(4-42) Jp (o, u) == lalilll%a W’ J. (v, u) := min (1,Jm(a,u)).
rI<a/e®

Proposition 4.6. Pour 1 < alogx < 1/e, 0 < u < 1, nous avons

e?@f) (aelog x)Pe
. Bueo
(4-43) H,(a) < (alogx)g{ﬂx(a,u) et LB 1
Démonstration. L’estimation classique
1
implique
* 2 .
. 2 SUDser, (o) | Za¢(5)?] e2Z(@:f) {62“9 }
. 3 Z e 15.
(4-45) swp - Z5C(s) T+ > T < logaye Lame
a/e"<|TI<1 [k|>1

Par ailleurs, la majoration triviale
eZ(QU;T') 5—55/2€Z(I;f)

(alogx)e < (alogx)e

G(s) < eZ(ew(t/oin) « (c=1+a)
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fournit
SUD,c 1, (a) |G(s)|? £20—Pbo2Z(z; f)

(4-46) > ; < >
k| >1/e2e k541 (alogz)e

alors que (4-29) implique
’2

G
swp G+ Y SPsei o) [ GO5)

o= k2 +1
(4-47) a/euglmég1 1<|k|<1/e2e
< ﬂ{gww N M}
(alog x)2e 2006 :

On constate facilement que les membres de droite de (4-45) et (4-46) sont dominés par celui
de (4-47). Nous pouvons donc écrire

" o e%e Z(z; f)
Ha(a) < Sup |G(s) — Z;7¢(s)°] + (alogz)e
|7|<min(1,a/e™)

{eﬂgu n (aclog x)ﬁg}
20b/2

Lorsque 0 = 1+ a, |7] < min(1, /™), nous avons
B eZ(I;f)f'YQC(S)Q {eW(S) B 1} <«
(log z)e

De plus, (4-29) et (4-44) impliquent également que le membre de gauche est

. eZ@ 17, (o, u)
G(s) — £, ¢(s)° W'

eZ(@:f) {1 (e log x)P? }
(alogx)e efb/2 '
Cela termine la preuve de (4-43). O
Il nous faut & ce stade disposer d’estimations pour la quantité J,(«, u) définie en (4-42).

Proposition 4.7. Pour 0 <u<1—-16, 1 < alogz < e¥ti-1

(4-48) Jo (o, u) < €°.

, I0US avons

Démonstration. La fonction ((s exp{ Z 1/p® } est analytique en s = 1. On a donc, au
voisinage de s = 1,

1 1 1
log((s) = — —b+0(s—1) avec b= {——Ho (1——)}.
() zp: e (s—1) zpj , Hloe ’
D’apres la formule de Mertens, nous avons également
1 1
Z—zlog2x+b+7+0(—> (x> 2).
el P log x

Soit alors s = 14+ a + i7 ol « et 7 satisfont aux conditions de 1’énoncé. Comme nous
avons 1/logz < |s — 1| dans le domaine de variation en « considéré, nous obtenons, pour
IT| < afe* < et <« 1,

(4-49) Zg — 0 Zg O(s — 1).

p<z

Posons a, := 0 — g(p), de sorte que a, = 0 pour p > z, et désignons par Wi(s) le terme

principal de (4-49), soit
a 1
Wi(s) := —p<1 - )
1( ) Z P psfl

p<T

Nous scindons la somme en p sous la forme Wi(s) = Wi1(s) + Wia(s), correspondant aux
domaines de sommation respectifs p < zf et z° <p < x
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Nous estimons Wi1(s) en employant la majoration triviale a, < 1 et I'inégalité
[1—p'=°| < s — 1| logp.

11 suit

1
Wii(s) < |s — 1| E ng<<|s—1|5loga;
(450) pLx®

< (ealogz)(1+|7|/a) < €°.
Posons a présent V(y) := > <oy, @p(logp)/p. Par (4-20) et (1-16), nous avons
(4-51) V(y) < % (elogzx <y < logx).

On en déduit que

1ogw 1 _ e(l—s)y
o= [ L

log x Y

logz s —1)ye(l=9)y L o(1=5)y _ 1
<<s“+/ V(y) (s =y - dy
(4_52) elogx y yl
* d BT (g —1le”™ 1
< e +e%s—1] —y+e‘5/ {¥+—2}dy
elogz Y 1/« Y ()

1
<<55{1+|371|10g( )}<<5‘5.
ealogx

En regroupant les estimations (4-49), (4-50) et (4-52), nous pouvons donc énoncer que, sous
les hypotheses effectuées, nous avons

(4-53) W(s) <&,

puisque le terme d’erreur de (4-49) est < o + |7] < a/e* < e!*9.
Cela implique bien la conclusion annoncée. ]

Proposition 4.8. Nous avons

1/(glogx) H
(4-54) / Hola) da < %e?@h),
1/logx «

Démonstration. Fixons une fois pour toutes u := % <1-9.
Désignons par X(e, ) 'intégrale figurant au membre de gauche de (4-54). La relation (4-43)
fournit d’abord

1/(elogx)
K(e,z) < eZ@f) / o —Hx(a,u) da + gPe/3 4 Pe=Bv/210g(1 /e) 3.
’ 1/logx (Oleg.’L‘)g «

Les deux derniers termes dans 'accolade sont < &’ puisque nos hypotheses impliquent
Bo/3 > 268/3 > 5 et o — Bb/2 > 26.

En majorant J,(«,u) par O(1) dans le domaine e~
plus

/3 < alogz < 1/e, nous obtenons de

1/elogx a.w) da
/ M_ < €Q/3 < 55.
e=1/3/logx (Oé log x)g «
Pour estimer l'intégrale complémentaire, relative au domaine 1 < alogz < £~ /3, nous
appliquons (4-48) avec u = % Cela complete la preuve de (4-54). O
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En concaténant les Propositions 4.4 et 4.8, nous obtenons le résultat suivant.
Corollaire 4.9. Dans les hypotheses du Théoréme 1.2, la fonction exponentiellement multi-
plicative g définie en (4-7) vérifie
e~ vet+Z(z;f) 4

4-8. Complétion de ’argument

Soit f une fonction multiplicative satisfaisant aux hypotheses du Théoreme 1.2. Considérons
la fonction exponentiellement multiplicative g définie en (4-7). Nous pouvons, sans affecter la
généralité, supposer que f(p¥) = g(p”) = 0”/v! pour p > x et f(p¥) =0sip < z, p¥ > .
Nous avons alors f = g*h ou h est définie par (3-5). Notons que, bien que les définitions (3-3)
et (4-7) ne coincident pas, la relation de convolution définit bien la méme fonction h. Ainsi,
h(p) = 0 pour tout nombre premier p, h(p”) = 0 si p > z, et la majoration (3-9) demeure
valide.

Nous avons

(4:55) Ma; f) = Y h(m)M (:g).

n<x

Appliquons le Corollaire 4.9 & M (z/n; g) pour n < y/x. Nous obtenons

1+O(56+10gn>} (n < V),

€T e*’YQ‘FZ(I;f)I
(2,0) = 020D

T'(o)nlogx log
ol 'on a utilisé ’estimation
2w f) - Zamn < Y < BN (n<Va)
’ ' p  logx '
z/n<p<z
Grace a (4-55) et (4-12), il suit
—vo+Z(xif) h
(4-56) Mz f) = S Y M)y v,y
(o) log x n
n<y/@
avec, compte tenu de (3-7) et (4-32),
h(n)]
% 5 | 5
1K€ Z " <
n<f
h(n)|1
YQ << Z | | Ogn
n< VT
< ), |hnn)| {1069(1205/2) * (10g102 x;n))gil}'
Vz<n<z & &
En vertu de (3-9), nous pouvons écrire
1
Y2<<—/ logy dQ(y) < Q(Vx / Q ng <e
logx 2 T
De méme
¥ ellogx log 2z /y)\ e—1
Ys < / { +( ) jdow
3 vz og(2z/y) log )
* 1 (log 2z /y)°e~2
<<€Q_|_€Q/ Q(y) ngQ _1|/ og .’,E/y ?( )dy
vz y(log2z/y) y(log x)e~

< e?+ 1 < gmin(e:2)
logx

En reportant dans (4-56) ol la somme en n est étendue jusqu’a Uinfini au prix d’un terme
d’erreur supplémentaire < 1/logx < € et en tenant compte de (3-8), nous obtenons
bien (1-18).
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5. Preuve du Théoréeme 1.3
5-1. Inégalité de Turdn-Kubilius pondérée

Le résultat suivant, qui possede un intérét propre, n’est pas stricto sensu indispensable a
la démonstration. Il permettra cependant de simplifier la présentation. Un résultat de méme
nature, mais relatif a des hypotheses sensiblement différentes des notres, a été établi par Bird
& Szamuely [5].

Lemme 5.1. Soient A, B des constantes positives, x > 1, A une fonction multiplicative
positive ou nulle de la classe My(x; A, B), et ¥ une fonction additive complexe. Posons

v v v V|2
(5-1) o)=Y %’ &)=Y Alp )Lﬁy(p )

Nous avons alors
(5-2) Z @W(n) — @(w)’Q < Z @6(1‘)

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 9 est a valeurs réelles
positives. Le résultat général s’en déduit en introduisant classiquement les parties positives et
négatives des parties réelle et imaginaire de .

Observons d’abord qu'’il résulte du théoreme 1.1 de [33] que

(5-3) L::Z@xn(l—k%).

Ensuite, nous développons le membre de gauche de (5-2) sous la forme

(5-4) My —20(x)M; + O(z)?L,
ou l'on a posé
A(n)d(n)? )
ay = 3 NOEE g g
n<e

Nous avons

M, = Z M Z )‘( ) :@(ZL‘)L— Z M{Rl(p")—f—Rg(py)},

pY<z m<x/p p<z

avec

v Ap") A(n) v A(n)
R =YD 5 A0y A
k>1 n<x/pvtk z/p¥<n<x
Nous estimons R;(p”) en majorant trivialement la somme intérieure par L. Il suit
A
rn <1 (M2 1),
p
ol €, > 0 est le terme général d’une série convergente. La contribution a (5-4) est donc
Alp")9 (") > A")9(p*) (A(p)

p p

<L +6p)
p

v pH<z

S ALl SR AT LN S e ia

Pour évaluer Ry(p¥), nous utilisons (3-14) et (5-3) sous la forme

xzL
\Mn) € —— 0<k<logp”).
z/e’H—Z?LQI/ek ( ) ek{log(Qz) - k} ( )
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Par sommation sur k, nous obtenons

log 2x
Ra(p”) < Llog (o).
Pour les petites valeurs de p”, cette majoration est moins précise que l'inégalité triviale
Ry(p¥) < L elle sera néanmoins suffisante pour la suite. Posant v, := |(logz)/logp], nous

obtenons en effet que la contribution globale correspondante, disons Ss, & (5-4) vérifie

o 1) 3 30 MWD 52 AW, (e

p<z v<py p<vy

En observant que

log 2 1
g( Ogm) B2 T jogpt (p < a),

log(2x/p*) log
et en traitant les deux sommes intérieures par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous pouvons
écrire

log, = Alp”)d(p”)? A(p”) A(p*)(log p*)* \ ?
SQ<<L10g2xZZT{Z P’ 2 P }

PLT VSV vy HVp
Mp? )9 (¥ 2
p
pY<zT

puisque la quantité entre accolades est < log z.
Nous déduisons de ce qui précede que le membre de gauche de (5-2) vaut

M, — ©(2)’L + O(L&(z)).

Or
My =Y @{ S+ Y ﬁ(p”)ﬂ((ﬁ‘)}
n
n<x p¥|n p”||In, p"{in
DP#q
A(p”)9(p")? A(n) AP")A(g")d (") (g") A(n)
o Y AR 5 ) g > A
p n pYq n
pY<w n<z/pY p’ <z, pt'<x n<z/pYq"
pin p#q (n,pq)=1
< &(z)L +O(2)’L.
Cela acheve la démonstration. O

5-2. Complétion de l’argument

Nous pouvons supposer € arbitrairement petit. En effet, dans le cas contraire, le résultat
découle de 'inégalité |f| < r et de la majoration de Halberstam—Richert [16].

Par ailleurs, nous pouvons supposer sans perte de généralité que f(p¥) =0 si p” > x.

Soit

__} log(1/e1) log x
| log(1+¢1) log(1+ &
Appliquons (1-25) avec y = y, := exp{(1 + £1)*} pour k € K. Nous obtenons

-1

1 1

1-b 1-b
o <vons, PHlos(2y/p} (logy/yr)

avec

46 < by < 2A+O(e’\/@).
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Nous posons alors s(p) := 2br(p)/bx pour yr < p < yYrr1, &k € K, et s(p) := 0 pour

p € [2,2] N Ukex Uk, Yk+1]. De plus, puisque € est supposé arbitrairement petit, nous avons
clairement 0 < s(p) < 27(p) pour p < z. Par sommation, il suit

< e1(logy)® (e/s <y < x).

(56) Z {S p) — 2b} logp

p{log(2y/p}'—°

Introduisons alors ¥(p¥) := arg f(p¥) €] — 7, 7], avec la convention ¥(p”) = 0 si f(p”) =0, et
définissons trois fonctions arithmétiques multiplicatives ¢, ¥, et ¢, par les formules

o () =s(p) siv=1 o () = s(p)e™®) siv=1 _
t(p )_{T(p”) Sll/>2’ w(p )_{t(py)e“%pl/) Slll}l, <P*¢—f

Nous prolongeons alors s en une fonction multiplicative par la formule s % ¢ = r.
Notons d’emblée que 'inégalité s(p) < %r(p) implique que s(p) < ¢(p) pour tout nombre

premier p. En particulier, nous avons donc [¢| < t. De plus, il résulte de la relation
©o(p) = s(p)e®?®), valable pour tout nombre premier p, que, notant h := (1 — b)/b, nous
avons, pour z° < y < x,

s(p) — Re b1o s(p)?{1 — cos ¥ b1o
Z {s(p) o(p)} logp ) (p)’{ (p)}’ logp

(57) € <p<z p ¢ <p<zT p

< ehh logy = 5?5“’ log y.
Notant s* la fonction multiplicative définie par s*(p) = s(p), s*(p*) = |e(®’)| (v = 2), il
résulte de (5-6) que, quitte a altérer la constante B, le couple (¢, s*) satisfait pour tout
y € [z, x], aux hypotheéses du Théoréme 1.2 avec €1 au lieu de ¢, 207 au lieu de 01, o := 2b.

En effet, nous avons bien 2§; < 2dp(b) = %ﬂb ot [ est défini par (1-14) avec o = 2b, et
e1 = 1/y/elogx > 1/+/logy. Nous pouvons donc écrire

M(y; ¢) = 1Ogy{ 11 Z (P 5eZ(y;“’))} (z <y <a)

P pY<y

avec 0 := wysd;. Rappelons la notation ¢ := b/A. En notant que

s(p) —Rep(p) = c{r(p) —Re f(p)}  (p< ),

il suit

e p@’) | ¥(d)
(5:8) wen =Gy X AL E 2P b

el <d<zl—=1 p pr<z/d

+ e 2@ =Nr Ry + 2R, + 2R

avec
eZ(:c/d;s)t(d)
S D O}
1o log(z/d)
o2 (w3s) t(d) eZ(@/ds)
R S/
M < Z dlog:v ’ 2 < Z dlog(2x/d)
d<zf1 rl—e1<d<z

A ce stade, observons que la formule (5-6) et l'inégalité t(p) > s(p) impliquent, par
sommation d’Abel,

log x)
logy

Z(x:t) — Z(y;t) > {2b+0(51)}1og(i°§;’)+0(1)

Z(w;s) — Z(y; ) = {20 + O(e1)} og (
(5-9)
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De plus

y eZWit)

log 2y

(5-10) M(y;t) < I<y<a).

Une sommation d’Abel tenant compte de (5-9) et (5-10) permet donc d’écrire

e?(@is) t(d)
Ao < (log x)2b Z d(logxz/d)1—2b

el <d<zl 1

e dy o2 (@ir)

Z(z;r) T
< loga)™ /m y(logy) 2 (log /y) =%  logz

De méme, nous obtenons d’une part, grace a (5-9),

- eZ((E s) €1 eZ(y;t) d
'S Toga /1 ylog(2y)
Z(wss)+Z(exp(1/e)it) 1o (1 Z(wss) ot Z(y3t)
< og(1/e) L€ / e d
log z 1082 Joxp(1/¢) Ylogy

eZ(x r) 1 3b/21 1 Z(z;r) 1 dy
L1 B (TR
logz \zlogz og(1/e) + (log 7)1 +30/2 exp(1/2) y(logy)1—30/2

< Z(a:;'r)€3b/2 iOg(l/S) < eZ(z;f)gb/Q
log x logx '

ou nous avons fait appel a (1-15), et, d’autre part,
eZ(z;s)

t(d)
(log x)2b Z d(log2x/d)1—2b

zl=f1<d<z

Ry K

< eZ(J:;T) /T dy < mez($;f)5b/2
(logz)1+2% | 1 o, y(log2x/y)L—2° logz

Ces majorations sont bien compatibles avec I’estimation annoncée (1-26).

Il reste & évaluer le terme principal de (5-8).

Commengons par observer que la condition (1-20) avec ) = 1 permet, sans altérer les termes
d’erreur, de remplacer dans (5-8) le produit en p par

(5:11) Iy 297 y @

p<Lxe V<a:/d p>xc V<z/d

De plus, lorsque d < 2'17°1, la seconde condition (1:1) permet de supprimer la contrainte
p¥ < z/d dans le produit de gauche de (5-11). Par ailleurs, nous pouvons également, toujours
sans détérioration des termes résiduels, substituer Pexpression eZ(#/dis)=2(z%s) ay produit de
droite. Introduisant la notation

Z g p ")

v>0
pour le facteur eulérien d’indice p d’une fonction multiplicative générique g, nous avons donc
établi que
Y(d)e? @/ dis)=2(2%;s)
dlog(z/d)

M(z; f) = ”‘Hep, 3

(5-12) p<ze 1 <d<zl e
c er(:p r)—cZ(zyr—f)
+0( ).
log x
Pour estimer la somme intérieure en d, nous observons que l'on a, pour une constante
convenable ¢,

(5-13) Z(xz/d;s) = 2blogy(x/d) 4+ cob + O(e).
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Par sommation d’Abel et en utilisant (5-10), on vérifie aisément que la contribution du terme
d’erreur est acceptable.

Désignons ensuite par a (resp. b) un entier générique dont les facteurs premiers ne dépassent
pas z° (resp. excedent tous x), de sorte que chaque entier d possede une décomposition unique
sous la forme d = ab. Soit alors 5 := €%/, La majoration de Rankin

t t -1 . €,
(5-14) Z % e e2/e Z O < o= 2y — 2%t

ql—1/(elogx)
a>z2 asy

permet de montrer que la contribution au terme principal de (5-12) des entiers d = ab tels que
a > x°2 est également négligeable. Cela permet, toujours au prix d’une erreur acceptable, de
remplacer z/d par x/b dans la sommation. On utilise ensuite la majoration

,UeZ(v;t)—Z(mE;t)

Z¢(b)<<T (.Z'€<’U<y).

b<w

pour établir que I'on peut remplacer le domaine de sommation par z°! < b < x!7°1, et enfin
(5-14) pour étendre la sommation en a a toutes les valeurs possibles.
Puisque ¢ x ¢ = f, nous obtenons

w(b)eZ(m/b;s)fZ(xE;s)

Mw: f) = DY blog(z/b)
(5_15) p<a® 1 <b<zl 1
c er(z r)—cZ(z;r—f)
+ O( log )

Prolongeons la fonction ¢ précédemment définie sur les puissances de nombres premiers en
une fonction additive. Nous avons ainsi

Y(n) = ()| (0 > 1)

ou l'on a posé

k(n) = Z 1.

plln

If(p)I<s(p)
Notons encore

o = 3 tp"){9(p”) + 7r(p")}

pV
P>z, Py
Comme k(p)t(p) < 2{r(p) — |f(p)|}, nous déduisons de la validité de (1-20) avec h = 1 que
(5-16) Oy) <&’ (f<y<a)

Posons

wy) =y U
by

Il suit, pour tout y € [2°1, x1=51],

Oy = 3 @{1 B <1 _ %) }ew<b>+m<b)i@<y>

I
N
|
_|_
=~}
&
_|_
3

ou 'on a posé

b v b)[9(b) + wr(b) — ©
e 3 MO S (OO gy s L0100 ) O

v
b<y b tr") b<y b
#(b)#0
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Nous estimons Rz par interversion de sommation en notant que, pour tout p,

t(p) = lb(p)l < 2{r(p) — |/ ()I}-

Nous obtenons PR3 < £%1eZ@t)=2(=%1)  Nous majorons ensuite R4 en faisant appel au Lem-
me 5.1 apres application de l'inégalité de Cauchy—Schwarz. Au vu de (5:16), nous obtenons
ainsi
w(y) = W o(ervn-ze0)  n <y <o,
b<y
Reportons & présent dans (5-15) en effectuant une nouvelle sommation d’Abel pour substituer

t & 1 dans le terme principal. Compte tenu de (5-13), cette manipulation n’altére pas les
termes d’erreur. Nous obtenons

t(b)eZ(I/b;s)fz(Is;S)

Ma; f) = blog(z/b)

>

p<ze zf1 <bLal el

L0 (55xe (z;r)—cZ(zr—f) > .
log x

En appliquant cette évaluation pour f = r, nous obtenons bien I’estimation annoncée (1-26).
6. Preuve du Théoreme 1.4

Nous indiquons brievement ici comment modifier la démonstration du Théoreme 1.3 sous
les hypotheses indiquées dans 1’énoncé du Théoreme 1.4.

En application du Théoreme 1.2 avec I'hypothese (1-16), la formule (5-8) demeure valable.
Il en va de méme de la majoration des termes d’erreur R; (0 < j < 2).

La substitution indiquée en (5-11) produit & présent des termes d’erreur

5 t(d)eZ (@/dis)=Z(a%3) log x
, 1
<e xpgs €(p; ¢) EK;I_H dlog(z/d) og <log(x/d)>

. t(d)ez(z;s) log x
6. o Z(w50) 1
< eze E d{log(z/d)} 12 (log z)2° og <1og(1:/d))

1 <d<al e

€ er(mT) cZ(zr—f)

)

log

ce qui est acceptable.

On vérifie également que la formule (5-15) demeure valable.

Le point le plus délicat consiste & introduire la fonction ¢ dans la somme en b de (5-15). A
cette fin, nous évaluons

R(y) := eZWit=¥)=Z(@%t=v) Z @ — Z @

by by

Nous pouvons clairement restreindre les deux sommations aux entiers sans facteur carré avec
une erreur acceptable. Notons w(p) := {t(p) — ¥ (p)}/t(p) (¢ < p < z) et gardons en mémoire
le fait que t(p) > 2b pour tous les nombres premiers considérés. Pour les entiers b sommés,
nous pouvons donc écrire

v() =) [T (1 —w®) = {1 = wp) + 0( X ) }.
plb p|b plb
Comme

2yt —9) - 2650-9) = 3 O gy (1),

¢ <p<y
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il suit
w(p)t(p ¢(b ) Z
R(y) = Z M Z % =+ 0(526 1Og2(1/6)eZ(y,t) Z( ,t))

x= <p<y P y/p<b<y
Z it(p) —v(p)| [¥ (10%27))% dv 4 g38/2
D logy vlog 2v

xs<p<y y/p

< eZ(y;t>—Z(m€;t>{

< eZ(y;t)_Z(IE;t){ Z 4p) — ¥1p) (logp>2b + 636/2} < PeZuit)—Z(a%it)

vy P logy

ol nous avons fait appel & (1-16), (5-9), et (5-10).
En reportant dans (5-15) aprés sommation d’Abel, nous obtenons

(z/b;s)—Z(x%;s)

e _e—2'yb$ . 1 t(b)e?
(x,f)—T%)H (»; f) H E(pit) Z blog(z/b)

(6-1) e <p<x el <bLzl—e1

_’_O(E er(zr) cZ(z;r—f)

log x ) ’
En appliquant cette relation pour f = r, nous obtenons bien (1-:26), comme souhaité.

7. Preuves des corollaires
7-1. Preuve du Corollaire 2.1
Comme au corollaire I11.4.12 de [32], I'hypothese r(p) < 1 implique

Z(y;r) =mys(y; T) < Z(x;r) —my(e;T)+O(1)  (2<y < ).

Il s’ensuit que, pour s = 1+ a + i1, 1/logz < a < 1, |7| < T, nous pouvons écrire, avec la
notation (1-10),
(71)  Rewp(s) < Z(er) —my (e T) + O(1) < Z(x;r) — my(a;T) + O(1).

Nous utilisons cette majoration pour a < g := emf(x?T)/b/ log z et employons la majoration
triviale

mys(e;T) < Z(eM%r) +0(1) < Z(x;7) — blog(alogz) + O(1)
lorsque ap < o < 1. 11 suit
eZ(a:;'r‘)fmf(z;T)
Hr(a) < eZ (@)
(alogx)b
L’intégrale de (1-12) est donc

{1 + my(z; T)}eZ@r)
emy(;T) '

Cela implique bien la majoration annoncée en reportant dans (1-12).

7-2. Preuve du Corollaire 2.4

Considérons la fonction multiplicative f(n) := z Commencons par une minoration de
la quantité m(x;T) définie en (2-1) avec T := log z. Nous avons, pour une certaine valeur de
T €1[0,T7,

Q(n;E).

—cos(¥, — 7lo

pT

ot l'on a posé ry := min(r, 1), ¥, := 1g(p)Y. Notant hy la fonction indicatrice de

[, 7]~ ([—%W, %W] Ul — %W,ﬂ—F %ﬂ']),
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nous pouvons donc écrire

my(z;T) > 1y Z ho(7logp)
Pz p
Le membre de droite releve du théoréme des nombres premiers via une sommation d’Abel
dont les détails sont explicités par exemple au lemme II1.4.13 de [32]. Pour tout w € [2,x],
nous avons

hy(tlogp) _ 4 log x 1 1+ |7]
-2 — - > 2] .
(7-2) Z P 68 <logw) +0 |7|log w * oV/1ogw

Si 1< |r] <T :=logz, nous choisissons w := exp{(log, )} et obtenons pour z assez grand

wPpLT

my(z;T) > Lrilogy z + O(ry logg z).

Définissons ensuite v par logv = e~ 3(1=c0sDE@) Jog 2 Si 1/logv < |7| < 1, nous choisissons
w = v dans [7-2] et obtenons

Z hy (7 log p) > (1 —cosV)E(z) + O(1) > ﬁ—ZE(m) +0(1).

<y P 97

Enfin, si |7| < 1/logwv, nous avons trivialement

Z hy (T logp) < Z 1 —cos¥ + O(7logp)

p<v p p<v p
pEE
1 — cos?
>(1—cos?)E(z) +O0(1) = Y —r
v<pLT p

peEE
) 202
En rassemblant nos résultats, nous obtenons

2

9
my(z;T) > min (1—121“1 logy, x 4+ O(ry logs x), ?;;E(ac)) +0(1)

et finalement
’1927"1
(73) my(:T) > 13

En reportant dans (2-3), nous obtenons bien (2:19). Cela établit 'assertion (i).

Prouvons Dassertion (ii). Soit K une constante. Nous appliquons le Théoreme 1.4 sous la
forme de la validité de (1-26) pour la fonction f(n) := 2™ lorsque || < Kt(x; E), avec
r(n) = rmE) A =2, 6; :=ndy(b), § := 161, b= ik, £ == 9|V +1/\logz, ol n = n(k, K)
est une constante assez petite. Comme

r(p) — Re f(p) < (1 —cos?) < 92 <« &%,

E(z) + O(1).

la condition (1-21) est bien satisfaite.
Nous avons de méme, toujours pour |¢¥| < Kt(x; F),
—-R
Z r(p) = Re J(p) = (1 —cosV)E(z) < %192E(:c) < 1K?%log E(z) < nK?log(1/e).

1
p 2

p<z
La condition (1-15) est donc également satisfaite pour un choix convenable de 7. La formule
(1-26) fournit alors I’évaluation

1—
(7-4) S(z;2; E) = S(a;r, E) H r/p + O(e(r—l)E(w)—c(r—z)E(z)EzS)_
pep b #/p

Cela implique bien (2:20) puisque S(z;7, E) < "= DE)  Comme indiqué dans I'introduction,
nous obtenons (2-22) par intégration sur le cercle |z| = r = m/E(x).
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Pour achever la démonstration du point (iii), il reste & établir (2-21). Nous pouvons supposer
r < k < 4. Nous utilisons la majoration de Montgomery & Vaughan [28]

(7-5) vy L/l Hy(a) .
n 1

log x Jlogz O

n<x

ou l'on a posé

Hy(a)? = max
o=1+4«a
k€Z |r—k|<1/2

D’apres (7-1) et (7-3), nous avons
min  Rev;(s) < Z(z;r) — 9?rE(x)/180 + O(1),

|7|<log &

donc
eZ(ac;r)—rﬁzE(w)/ISO eZ(J:;T)

+
Vlog x

Hi(o) < (1/logz < < 1).

Il résulte alors de (7-5) que
2 B) < eZ(z;r)fr192E(a:)/180 eZ(:t;T) )
Vlogx

Comme Z(z;7r) = (r — 1)E(z) + logy  + O(1), nous obtenons, par intégration sur le cercle
2| =7 =(m+1)/E(z) <k +1/E(z),

z

n<e

1 _ E(x)™
7-6 — Bl@) 227 .
(7-6) n§<z . <e —logz
Q(n;E‘):m

La suite de la preuve est essentiellement identique & celle de Haldsz [14]. Nous reproduisons
les détails pour la commodité du lecteur.
Nous avons

1 x 1

n<T n<T
Q(n;E)=m Q(n;E)=m
1 E(x)™
= Z logp + O(aze*E(I)ﬁ)
log o m!
Q(dp;E)=m
1 z _B@ @)™ _B@ @)™
< Z - +xe — <Lz —_—
log = d m! m!

Q(d;E)=moum—1
ol nous avons appliqué (7-6) pour m et m — 1, ce dernier terme n’étant présent que si m > 1.

7-3. Preuve du Corollaire 2.5

Avec la perspective de recourir a l'inégalité de Berry-Esseen, nous évaluons la fonction
caractéristique

Z T(n)eit{h(n)—E}/D (t e R),

n<e

1
1) i = ———
otl, pour simplifier I’écriture, nous avons posé F := Ey(x;r), D := Dp(z;r).
Appliquons le Théoreme 1.3 & la fonction f(n) := r(n)e™**(™/P . Nous avons

3 r(p) —Re f(p) _

<stPu2 o (It < 1/ pa),
p<T p
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donc lestimation (1-26) est valide avec & := 180(b) et €° = |t|p, dans le domaine
—50(b)/4 1
(7:7) (log )~/ < [t|p, < 3

La contribution des puissances p¥ avec v > 2 au produit apparaissant au membre de droite
de (1-26) étant trivialement 1+ O(t/D), nous obtenons, dans le domaine (7-7),

o(t) = e_t2/2{1 + O(t(ﬂm + 1/D)>}
Lorsque [t|p, < (logz)~%(®)/4 nous employons la majoration triviale

o) - e r LS ) <4 1y TR

DM (zx;r) M(x;r)

n<x v

> 1t r()|h(p¥) ¢ logx  \1=¢
< DPZ Y (log(2x/pl’)> ’

v<z
ol ¢ est une constante positive convenable : cela résulte du Théoreme 1.2 (ou du th.1.1
de [33]) sous la forme M (z;7) < ze%®") /log z, de la majoration de Halberstam-Richert [16]
pour M(z/p”;r), et de (4-1) avec € := (logz)'/*. Compte tenu des hypotheses (ii) et (iv),
nous obtenons ¢(t) — 2 < 12 [t] pee: logs .

Nous pouvons alors employer 'inégalité de Berry—Esseen (cf., e.g., [32], th.I11.7.16) sur
Pintervalle —T <t < T avec T := 1/,ux. Il vient

z T _ a—t2/2
F:E(E—i—zD;f,r)—L/ e 2 qy < l—|—/ ap(t)ie dt
V2W —00 T -T t
(7:8)
1 1
& g s

(log z)%(®)/4 D
Comme on a nécessairement ji, > 1/4/log, x en vertu de 'inégalité

r(p)h(p)® r(p)
Dzzgi <uiD2;7,
PRI PKT

qui résulte de 'hypothese (iii), le second terme du membre de droite de (7-8) est dominé par
le premier.

Cela acheve la démonstration.
7-4. Preuve du Corollaire 2.6

La fonction h(n) := Q(p(n)) est additive. Le théoreme de Bombieri-Vinogradov et les
estimations de moments centrés pour la fonction p — Q(p — 1) telles qu’établies par Alladi [1]
dans un énoncé tres général permettent aisément de montrer que, pour > 3, nous avons

Ba(wr) = S T2 =D 4105, 22 + O(log, ),

p<z p
r(p)Q(p —1)?
Dy (x;7)% = Z r(p)p = 17 (5 S 2o(logy ) + O((logy x)?).
psw

Cependant, le Corollaire 2.5 n’est pas applicable directement car la condition (iii) n’est pas
satisfaite. Cette difficulté peut étre contournée en introduisant la fonction additive

hn) = > Q).
l/Hn
Q(p—f)@ log, ©
Nous verrons que h(n) = hi(n) sauf peut-étre pour au plus < x/v/logz entiers n < x.
Admettons cela un instant. Au vu du terme d’erreur de (2-25), il suffit donc d’évaluer la
fonction de répartition relative & hq, qui reléve du Corollaire 2.5 avec u, =< 1/4/log, x, puisque
la condition (iv) de cet énoncé résulte trivialement de la seconde hypothese (1-9). Cela implique
bien le résultat annoncé.
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Pour estimer le cardinal U(x) de ’ensemble des entiers n < z tels que hq(n) < h(n), nous

majorons sa fonction sommatoire par

Z(%)Q(p—l)—510g2 T

pln
11 suit
SR S N L S SN T
= 5log(3/2 = 5log(3/2
(log aj) g(3/2) = P (logx) g(3/2) = n
< zlogz)¥/2 5108/ L
Vlog x
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