
حول الحجم النھائي للأوبئة الموسمیة
 1966 1954 (2009) 71 

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01299608

32 شارع ھنري فارانیا ، 93413 بوندي ، فرنسا 
nicolas.bacaer@ird.fr

 ، Oeiras ،
المركز البرتغالي للریاضیات والتطبیقات الأساسیة ، جامعة لشبونة ، البرتغال

الملخص

ندرس أولاً نظام SIR للمعادلات التفاضلیة مع المعاملات الدوریة التي تصف الوباء في بیئة موسمیة. على عكس البیئة الثابتة ، قد لا یكون
. ولكن كما ھو الحال في . بالإضافة إلى ذلك ، یمكن أن تحدث أوبئة كبیرة حتى لو  الحجم النھائي للوباء وظیفة متزایدة للتكاثر

بیئة ثابتة ، یتقارب الحجم النھائي للوباء إلى 0 إذا وإذا كان الجزء الأولي من الأشخاص المصابین یتقارب إلى 0. یكون الحجم
. باختصار ، تحتفظ عملیة إعادة الإنتاج بخاصیة النھائي للوباء أكبر من الجزء  من السكان غیر المناعي الأولي إذا 
العتبة الكلاسیكیة ولكن العدید من الخصائص الأخرى لم تعد صحیحة في بیئة موسمیة. یجب أن تؤخذ ھذه النتائج النظریة في الاعتبار عند

تحلیل البیانات عن الأمراض الناشئة المنقولة بالنواقل (فیروس غرب النیل ، حمى الضنك ، الشیكونغونیا) أو الأمراض المنقولة جواً (السارس
، الأنفلونزا الوبائیة). كل ھذه الأمراض تتأثر بالموسمیة.

1. مقدمة

    خذ بعین الاعتبار نظام SIR التالي ، الذي یصف الوباء:

غیر دوریة. ھنا معدل الاتصال  ومعدل الشفاء  متواصلة وایجابیة و 

 ھو الجزء الصحي من السكان
 ھو الجزء المصاب

 ھو الجزء الذي تعافى من العدوى وھو محصن.

. خذ بعین الاعتبار الشرط الأولي لذا 

یتوافق مع . لاحظ أن الحالات التافھة  و  یتم استبعاد وأن الحالة الخاصة حیث  ،  و  مع 
مرض ناشئ لا یملك السكان مناعة ضده. إذا

. للتأكید على ھذا الاعتماد ، یمكننا أن ،  و  ثم  ھو الحجم النھائي للوباء.  یعتمد على الوظائف  و  والمعلمات 
. النظام (1) مع  and دوریة وثابتة used یمكن استخدامھا للأمراض الفیروسیة مثل الأنفلونزا نكتب 

والسارس ، التي تنتقل عن طریق الجو والتي تنتشر على نطاق زمني سریع فیما یتعلق بالعملیات الدیموغرافیة وفترة الحصانة.

ثابتة ، (1) ھو "النظام المبسط ل Kermack و McKendrick" (1927) (Thieme ، 2003). في ھذه الحالة ، ھناك     إذا  و 
صیغة ضمنیة ل
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dt
= −β(t)S I ,

dI

dt
= β(t)S I − γ(t) I ,

dR

dt
= γ(t) I . (1)

β(t)γ(t)τ

S(t)
I(t)
R(t)

S(t) + I(t) + R(t) = 1
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i > 0r ≥ 0i + r < 1i = 0i + r = 1r = 0
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R(t),

R∗ − rR∗β(t)γ(t)t0ir
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. كل ھذه الخصائص ، ووظیفة متزایدة من  بغض النظر عن  ھو "التكاثر". ویتبع ذلك  ھي وظیفة متزایدة لـ  أین 
. إذا ثم ، ثم  بدیھیة إلى حد ما. إذا و 

كما یمكن التحقق منھ بسھولة من خلال دراسة الجانب الأیسر من (3) ؛ انظر أیضًا (Thieme، 2003، Theorem 18.6).  یتقارب إذا 
. في حالة مرض ناشئ حیث r = 0 ، یمكن تحدید ھذا الحد بالانتشار المصلي بعد نھایة الوباء. ثم (3)  نحو حد إیجابي إذا 

Bacaër) .وھذا یعطي تقدیرا لتغطیة اللقاحات اللازمة لمنع وباء من نفس المرض في مناطق أخرى ذات خصائص مماثلة . یعطي تقدیر
and Guernaoui، 2006؛ Bacaër، 2007؛ Bacaer and Ouifki، 2007؛ Wang and Zhao، 2008؛ Bacaër، 2009) درسوا

مشكلة تعریف قابلیة التكاثر للأنظمة الدوریة. باختصار ، لدینا لنظام (1)

، نحن نرى ذلك في الواقع ، من خلال خطیة (1) قریبة من التوازن دون مرض 

من الواضح أن عتبة ھذه المعادلة الخطیة الدوریة البسیطة. ولكن یمكننا أیضًا إظھار ذلك  ھو نصف القطر الطیفي لمشغل الجیل
التالي المتكامل على مساحة الوظائف الدوریة الدوریة

أین  ھو معدل إنتاج الحالات الثانویة في الوقت المناسب  من قبل شخص مصاب في
ذلك الوقت  (باقر وجرناوي ، 2006 ، §5). وجھة النظر ھذه قریبة من التعریف "المعتاد" للإنتاج في بیئة ثابتة كمتوسط   عدد الحالات
الثانویة الناتجة عن حالة أولیة. لكن الموسمیة تقدم مستوى من التعقید مشابھ لمستویات النماذج الوبائیة المنظمة حسب العمر ، والتي تمثل قابلیة

التكرار نصف القطر الطیفي لعامل متكامل (Diekmann and Heesterbeek، 2000). من السھل أیضًا رؤیة أن قابلیة التكاثر ھي الرقم
الحقیقي الإیجابي الوحید الذي یحتوي علیھ النظام الخطي الدوري التالي لمضاعف فلوكیت السائد یساوي 1:

Bacaër،) یظھر أیضًا في تحلیل عملیات الولادة والوفاة الدوریة  .(Wang and Zhao، 2008) و (Bacaër، 2007، §3.4) انظر
. في جمیع الحالات ، لا تعتمد 5.2§ ،2007). لاحظ أننا نسمي التكاثر ما یسمیھ بعض المؤلفین التكاثر الفعال. سیبقون  للحاصل 

قابلیة التكاثر على الحالة الأولیة.

قد     في القسم 2 ، نبدأ بدراسة خصائص النظام المبسط ل Kermack و McKendrick التي تظل صحیحة في الحالة الدوریة. یبدو أن 
لا تكون وظیفة متزایدة للتكاثر ، أنھا وظیفة دوریة للحظة الأولیة ، وأنھا قد لا تكون وظیفة متزایدة لـ i . الأولى والثالثة من ھذه الملاحظات

معادیة للحدس إلى حد ما. تشیر الملاحظة الأولى إلى أنھ قد یكون من المستحیل تقدیر التكاثر من بیانات الانتشار المصلي. تظھر المحاكاة
. یحدث ھذا إذا تم إدخال المرض خلال فترة مواتیة ، إذا لم یكن الجزء الأولي أیضا أن الأوبئة الكبیرة یمكن أن تحدث حتى عندما
من الأشخاص المصابین صغیرًا جدًا ، إذا كانت الموسمیة محددة بشكل كاف ، وإذا كان متوسط   فترة الإصابة قصیرًا مقارنة بالموسم. ربما

كان وباء الشیكونغونیا عام 2007 في إیطالیا مثل ھذه الحالة (ECDC ، 2009). لا ینبغي الاستنتاج أن التكاثر> 1 ببساطة من ملاحظة ذروة
الوباء ویجب على المرء الانتباه إلى الطریقة التي یتم بھا تعریف التكاثر إذا كانت الموسمیة مھمة. تظھر المحاكاة أیضًا أن الحجم النھائي للوباء
یمكن أن یكون حساسًا جدًا للتغیرات الصغیرة في التكاثر. قد یفسر ھذا سبب صعوبة التنبؤ بمستقبل وباء یتأثر الموسمیة. وقد لوحظ ذلك خلال

وباء الشیكونغونیا في عامي 2005 و 2006 في ریونیون.

ھي عتبة النظام غیر الخطي  ، McKendrick و Kermack نظھر في القسم 3 أنھ ، كما ھو الحال في النظام المبسط ل    
الدوري (1). نظھر أكثر دقة ذلك

. ، ثم  إذا  و 
. ، ثم  ل  إذا 

(1 − R∗) exp[R0
R∗ − r

1 − r
] = 1 − i − r, (3)

R0 = β/γR∗
R0t0i

R0 < 1i → 0R∗ → rR0 > 1

R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0) ,

R∗

i → 0R0 > 1
R0

R0 =
β̄(1 − r)

γ̄
 , β̄ =

1

τ
∫

τ

0

β(t) dt , γ̄ =
1

τ
∫

τ

0

γ(t) dt .

(S = 1 − r, I = 0,R = r)

dI

dt
≃ β(t)(1 − r)I − γ(t) I.

R0 = 1R0

ϕ(t)⟼ ∫
∞

0

K(t,x)ϕ(t − x) dx,

K(t,x) = β(t)(1 − r) exp(− ∫ t

t−x
γ(s) ds)t

t − x

dI

dt
= β(t) (1 − r) I/R0 − γ(t) I.

R0

R0β̄/γ̄

R∗

R0 < 1

R0 = 1

R0 < 1i → 0R∗ − r → 0
R0 > 1R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)0 < i < 1 − r



. بمعنى ما . لذا فإن الوباء یقسم السكان غیر المناعیین على عدد أكبر من  ، لدینا  لاحظ أنھ في حال 
، إنھا تشبھ النظریة الكلاسیكیة للتطعیم للأنظمة ذات المعاملات المستمرة (أندرسون ومایو ، 1991). تم عرض نظریات عتبة مماثلة أو یمكن

Diekmann and ؛McKendrick (1927) (Thieme، 2003 و Kermack إظھارھا في مختلف التعمیمات للنظام المبسط لـ
Heesterbeek، 2000؛ Anderson and May، 1991؛ Ma and Earn، 2006؛ Arino et al . ، 2007). لكن طریقة العرض

التوضیحي لدینا ستكون مختلفة لأنھ لا یمكننا العثور على معادلة بالحجم النھائي تشبھ (3) عندما یكون للنظام معاملات دوریة. نظھر أیضًا في
القسم 3 أن نظریة العتبة لا تزال صالحة لنظام دوري SEIR ونظام دوري یصف مرضًا ینقلھ الناقل. یتم تعریف الاستنساخ وحسابھ في كل

مرة كما في (Bacaër، 2007، §3.4) ؛ انظر أیضا (وانغ وتشاو ، 2008).

2. المحاكاة العددیة

    لإبقاء الأمر بسیطاً وبسبب الاھتمام الحالي بالإنفلونزا الوبائیة ، نستخدم نظام RIS الدوري ، على الرغم من أن المناقشة ستمتد أیضًا إلى
الأمراض المنقولة بالنواقل ، الشیكونغونیا. یمكننا التحقق من أن ملاحظات نوعیة مماثلة لا تزال صالحة لنظام §3.3. لذلك دعونا ننظر (1)

، كما ھو ، أین  یمثل الموسمیة ولا یمكن تغییره. نفترض في ھذا القسم أن  على سبیل المثال
. ،  و   ،  ، الحال مع مرض ناشئ ، ونحن ندرس كیف  یعتمد على معلمات أخرى: 

،  الأسبوع  . قیم المعلمات ھي      یوضح الشكل 1 أ أن الحجم النھائي للوباء  قد لا تنمو مع التكاثر 
. مع أعلى قیمة تناسلیة ، یحدث ، وأخذنا قیمتین لـ  التي تتوافق مع  و   ،  السنة ، 

) ، فإن أقل من المتوسط. عندما یصل الموسم المفضل ( متى  الوباء خلال الموسم غیر المواتي 
إمدادات الأشخاص الأصحاء جاریة بالفعل حتى لا یحدث وباء جدید. بالنسبة لأصغر قیمة تناسلیة ، لم یبدأ إمداد الأشخاص الأصحاء بالقدر
الكافي ، وتحدث موجة وبائیة ثانیة والحجم النھائي للوباء أكبر. ھذا الوضع الأخیر ھو بالضبط ما حدث في 2005 و 2006 في ریونیون ،
وھي جزیرة صغیرة في المحیط الھندي وھي منطقة فرنسیة وراء البحار. وقعت أول قمة صغیرة في مایو 2005 ، قبل بدایة فصل الشتاء
الجنوبي مباشرة. لقد انتقل الوباء خلال فصل الشتاء على مستوى منخفض. حدثت ذروة وبائیة أكبر بكثیر في بدایة الصیف التالي في ینایر
2006 وأصاب حوالي 250.000 شخص ، أو ثلث سكان الجزیرة. أخیرًا ، لاحظ أنھ إذا كان الحجم النھائي للوباء لیس دالة رتیبة متزایدة

للتكاثر ، فمن المستحیل تقدیر التكاثر من بیانات الانتشار المصلي. ومع ذلك ، سنعرض في القسم 3 ذلك
، مما یعطي الحد الأعلى للتكاثر. . لذلك نحن نعلم ذلك على الأقل 

R0 > 11 − R∗ ≤ (1 − r)/R0R0

β(t) = β̄(1 + ε sin 2πt/τ)τ = 1r = 0
R∗β̄εγt0i

R∗R0 = β̄/γε = 0,51/γ = 1

= 1/52t0/τ = 0,5i = 10−3β̄R0 = 2R0 = 2,5
0,5 < t/τ < 1β(t)1 < t/τ < 1,5

R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)R0 ≤ (1 − r)/(1 − R∗)



 

؛ ب) مع الكسر الأولي  من المصابین. الشكل 1. الحجم النھائي للوباء قد لا یزید: أ) مع التكاثر 

 ،     وبالمثل ، یوضح الشكل 1 ب أن الحجم النھائي للوباء قد لا یزداد مع الجزء الأول من الأشخاص المصابین. قیم المعلمات ھي 
. من جدید، یقلل ) ، وأخذنا إما  سواء  ،  (الذي یحدد   السنة ، 

من عدد الأشخاص الأصحاء بشكل أبطأ خلال الموسم غیر المواتي.

،  السنة ،   ، . قیم المعلمات ھي     یوضح الشكل 2 أ أن الأوبئة الكبیرة ممكنة حتى لو 
یعطي إشارة لما یحدث ؛ بشكل عام ، (1) یوضح ذلك . أن  لكن   و 

. یحدث الوباء خلال الموسم المناسب ویتوقف ببساطة عند وصول الفترة غیر المواتیة. حقیقة أن الجزء  إذا 
) یلعب دورًا أیضًا. في الواقع ، نظریة العتبة مع  بین أن  إذا  الأولي من الأشخاص المصابین لیس صغیرًا جدًا (

بمجرد ملاحظة ذروة الوباء. في . نستنتج من ھذه الملاحظات أننا یجب أن نكون حذرین قبل الادعاء بذلك   و 
صیف عام 2007 ، حدث وباء صغیر من الشیكونغونیا بالقرب من رافینا في إیطالیا. الصیف ھو أفضل موسم للبعوض في ھذه المنطقة ،

وربما لم یكن الوباء قد مر الشتاء. في رأینا ، یجب النظر إلى تقدیرات التكاثر ، وكلھا أعلى بكثیر من 1 ، المقدمة خلال الاجتماع بشأن نمذجة
الشیكونغونیا في المركز الأوروبي لمكافحة الأمراض والوقایة منھا (ECDC ، 2009) بحذر. تأتي المشكلة بشكل أساسي من تعریف التكاثر

وافتراضات النموذج. لا یمكن للنموذج الذي یفترض وجود بیئة ثابتة مماثلة لظروف الصیف أن یفسر سبب توقف الوباء في الخریف ؛ انھا
بالتأكید غیر مناسبة عندما

R0i

ε = 0,5
1/γ = 1/52t0/τ = 0,5R0 = 2,5β̄i = 10−6i = 10−3i = 10−6

R0 < 1R0 = 0,9ε = 0,51/γ = 1/52
t0/τ = 0i = 10−3

R0(1 + ε) > 1R0(1 − ε) < 1
dI/dt < 0β(t)/γ(t) < 1

i = 10−3r = 0R∗ → 0
i → 0R0 < 1R0 > 1



 

. (ب) یمكن أن تكون حساسة للغایة للاختلافات الصغیرة الشكل 2. (أ) یمكن أن تحدث الأوبئة الكبیرة حتى لو 
في التكاثر.

 ،     یوضح الشكل 2 ب أن الحجم النھائي للوباء یمكن أن یكون حساسًا للغایة للتغیرات الصغیرة في التكاثر. قیم المعلمات ھي 
، بینما تأخذ عملیة التكاثر إحدى القیم الثلاث: 1.15 (خط صلب) ، 1.2 (متقطع) و 1.25  ،  السنة ، 
. من الناحیة العملیة ،  إذا  و  إذا  (خط منقط). نحصل  إذا 

، لیس من الممكن التمییز بین ھذه القیم الوثیقة للتكاثر. ومع ذلك ، یختلف الحجم النھائي للوباء المقابل بعامل 2. في الأنظمة ذات المعاملات
الدوریة مثل (1) ، یبدو من الصعب جدًا توقع الحجم النھائي للوباء. ربما یكون ردا على الانتقادات الموجھة ضد علماء الأوبئة الذین تابعوا

وباء الشیكونغونیا في ریونیون. على الرغم من متابعة شبكة المراقبة بعنایة للوباء منذ ظھوره في أبریل 2005 ، لم یتمكن علماء الأوبئة من
التنبؤ بالذروة الرئیسیة التي حدثت في ینایر وفبرایر 2006. وبالتالي فقد خضع السكان ضغط من المعھد الفرنسي لمراقبة الصحة العامة ،
المسؤول عن مراقبة الأمراض في فرنسا وأقالیمھا فیما وراء البحار. تشیر عملیات المحاكاة التي قمنا بھا إلى أن ھذا الضغط قد یكون غیر

مبرر. بطریقة ما ، قد تكون التنبؤات الوبائیة التي تتجاوز أسابیع قلیلة في بیئة موسمیة غیر مؤكدة مثل توقعات الطقس بعد أیام قلیلة. إن تحلیل
الأمراض المتوطنة في البیئة الموسمیة ، المرتبطة بالفوضى ، ھي صعوبة مختلفة عن تلك التي تمت دراستھا ھنا.

. من الناحیة العملیة ، من الصعب تقدیر الجزء الأول من الأشخاص المصابین. تكمن المشكلة في     بالنسبة للشكل 2 ب ، اخترنا 
أن نظام SIR یفترض وجود جھات اتصال متجانسة. إذا بدأ الوباء في مدینة ما من حالة أولیة واحدة ، فیمكننا أن نعتقد أن الجزء i یساوي

ببساطة عكس سكان المدینة. ولكن إذا كانت المدینة كبیرة ، فقد لا یكون من المنطقي افتراض اتصال متجانس ویمكن للمرء أن یفكر في
استخدام سكان منطقة المدینة حیث تم تقدیم الحالة الأولیة. المشكلة ھي نفسھا بالنسبة للأوبئة في جزیرة صغیرة مثل لا ریونیون ولكن مع

حوالي 800،000 نسمة یتركزون على طول الساحل.

بما أن النظام     الشكل 3 أ یدرس اعتماد الحجم النھائي للوباء في الوقت الذي یبدأ فیھ الوباء. بالطبع الحجم النھائي ھو دائما وظیفة دوریة 
،  أسبوع أو 3 أسابیع و   ، (1) غیر متغیر بمقابل τ في الزمن. قیم المعلمات في الشكل 3 أ ھي

مھم إذا كانت قابلیة التكاثر قریبة من 1 وإذا كانت الفترة المعدیة قصیرة مقارنة بالفترة τ. في مثل ھذه الحالة ، لا . الاعتماد على
یمكن أن یتطور الوباء خلال الموسم غیر المواتي. یظھر الشكل 3 ب "القیمة الإنجابیة"  ("القیمة المعدیة" ستكون تعبیرًا

محسوبة بالمعادلة الخطیة بالقرب من التوازن بدون مرض: أكثر ملاءمة) للحالة الأولیة التي تم تقدیمھا في ذلك الوقت 

R0 < 1R∗

ε = 0,5
1/γ = 1/52t0/τ = 0,5i = 10−6

R∗ ≃ 54%R0 = 1,15R∗ ≃ 23%R0 = 1,2R∗ ≃ 50%R0 = 1,25

i = 10−6

t0

R0 ∈ {1 ; 1, 5}ε = 0,51/γ = 1
i = 10−3t0

R0 = 1V (t0)
t0



ثابت. تذكر أن معدل النمو المقارب (4) ھو  وأنھ نعتبر ھنا الحالة العامة ، ولیس فقط الحالة الخاصة بـ  و 
الرقم الحقیقي الوحید الذي یكون للمعادلة التالیة حل دوري غیر صفري

في (4). (باكیر وعبد الرحمن ، 2008 ، §2) أظھر أن القیمة التناسلیة في النماذج السكانیة كما نرى بالسؤال 
الخطیة الدوریة في وقت مثل (4) لا تعتمد على "العمر" (ھنا ، الوقت المنقضي منذ الإصابة) ویعطیھا أي حل غیر صفري للمعادلة المجاورة

ھذا یعطي

ضمن ثابت مضاعف. الشكل 3 ب مقارنة بالشكل 3 أ حیث یظھر أن القیمة التناسلیة تعطي فكرة غامضة فقط عن اعتماد الحجم
. مع النھائي للوباء علیھا  : نتوقع فقط أن الحد الأقصى  یمكن الوصول إلیھا بالقرب  والحد الأدنى على مقربة من 

(غیر معروض) ولكن الشكل 3 أ یوضح أن ھذا نظرة  مشابھ ، بحد أقصى في  والحد الأدنى من 
مضلل: تصبح التأثیرات غیر الخطیة مھمة. مع فترة أطول من العدوى ( أسابیع) ، الفرق بین الوباء الذي یبدأ في موسم غیر مواتٍ

وآخر یبدأ في موسم موات أقل وضوحا مما كان علیھ عندما تكون فترة العدوى أقصر ( الأسبوع).

 

dI

dt
= β(t) (1 − r) I(t) − γ(t) I(t) . (4)

r = 0γ(t)ρ = β̄(1 − r) − γ̄

dJ

dt
+ ρ J(t) = β(t) (1 − r)J(t) − γ(t)J(t)

I(t) = J(t) exp(ρt)

−
dV

dt0
+ ρ V (t0) = β(t0) (1 − r)V (t0) − γ(t0)V (t0) .

V (t0) = exp[∫
t0

0
(γ(t) − γ̄) dt − (1 − r)∫

t0

0
(β(t) − β̄) dt]

R0 = 1
t0R∗t0 = 0t0 = 0,5

R0 = 1,5V (t0)t0 = 0t0 = 0,5
1/γ = 3

1/γ = 1



إذا كانت الفترة المعدیة قصیرة مقارنة الشكل 3. (أ) إذا  یقترب من 1 ، یعتمد الحجم النھائي للوباء بشكل كبیر على 
بطول الموسم. (ب) "القیمة الإنجابیة" الطبیعیة یعطي فكرة غامضة عن اعتماد الحجم النھائي للوباء علیھ  (ھنا ، 

.(

 ،     فیما یلي بعض التعلیقات حول طریقة تقدیر التكاثر من البیانات دون استخدام الحجم النھائي للوباء. في بدایة الوباء ، نحن
. یمكن تقدیر ھذا . لذا و  یمیل إلى النمو أضعافا مضاعفة في المعدل  ،  و 

. لكن تحلیلنا یظھر أن المعدل مع بدایة منحنى الوباء. بمعرفة متوسط   مدة الإصابة ، یمكننا أن نستنتج وبالتالي حاصل القسمة 
، أین  معروف ھذا الحاصل لا یرتبط بخصائص عتبة النظام. لذلك لیس من الجید أن یطلق علیھ "التكاثر". إذا كان ذلك 

. لاحظ ذلك  المبالغة (أو التقلیل)  إذا  ودوري بمتوسط   یساوي 1 ، ثم یمكننا الحساب 
. للأمراض المحمولة جوا ، من ) ، أي إذا بدأ الوباء خلال فترة مواتیة (أو غیر مواتیة)  أعلى أو أقل من المتوسط  (أو 

لأنھ من الصعب التقدیر الكمي لتأثیر درجة الحرارة والرطوبة على قابلیة الانتقال. بالنسبة للأمراض الصعب معرفة شكل 
Bacaër and) المنقولة ، یمكن قیاس الاختلافات الموسمیة في عدد ناقلات المرض. لذلك یمكننا تقدیر التكاثر. انظر على سبیل المثال

.(Guernaoui، 2006

3. نظریات العتبة

3.1 النظام الدوري 

    ملاحظات أولیة. ویترتب على (Thieme، 2003، § A.1) أن (1) - (2) لھا حل واحد محدد لجمیع t وھذا و  ل
. لذا و  إذا  . بالإضافة إلى ذلك ، الوظیفة یتناقص ،  یتزاید و 

. لذلك یتكامل ھذا التكامل إذا . لكن ، نحن نرى ذلك  . لان 
. .  یعني 

، لدینا ،  و  ل  . مع     تحت العتبة. افترض 

، نحصل مع 

. لذا لكن  و 

. لذا فإن . لكن  لان  ، لدینا  إذا 
التكامل على الجانب الأیمن من (5) یتقارب إذا و

. لذا  إذا 

. ثم . والدلیل من العبث. ومن المفترض     فوق العتبة. ومن المفترض 
. ثم . لان ھي وظیفة متزایدة ، ونحن نرى ذلك  ل 

. بالإضافة إلى ذلك ، أین 

R0t0

V (t0)t0

R0 = 1

t ≃ t0S ≃ 1
I ≃ 0R ≃ 0dI/dt ≃ (β(t0) − γ)II(t)β(t0) − γ

β(t0)β(t0)/γ

β(t) = β̄ f(t)f(t)
R0 = (β(t0)/γ)/f(t0)β(t0)/γR0f(t0) > 1

f(t0) < 1β(t)β̄

f(t) = β(t)/β̄

S-I-R

S(t) > 0I(t) > 0
t ≥ t0S(t)R(t)S + I + R = 1S(t) → S∗R(t) → R∗

t → +∞I = 1 − S − RI(t) → I ∗R(t) − r = ∫ t

t0
γ(u) I(u) du

t → +∞γ̄ > 0I ∗ = 0

R0 < 1S(t) = 1 − I(t) − R(t)I(t) ≥ 0R(t) ≥ rt ≥ t0

dI

dt
= β(t)(1 − I − R)I − γ(t)I ≤ [β(t)(1 − r) − γ(t)]I(t).

I(t0) = i

I(t) ≤ i exp(∫
t

t0

[β(u)(1 − r) − γ(u)] du).

dR/dt = γ(t)IR(t0) = r

r ≤ R(t) ≤ r + i∫
t

t0

γ(u) exp(∫
u

t0

[β(v)(1 − r) − γ(v)] dv)du. (5)

u → +∞∫ u

t0
[β(v)(1 − r) − γ(v)] dv ∼ [β̄(1 − r) − γ̄]uβ̄(1 − r) − γ̄ < 0R0 < 1

t → +∞

r ≤ R∗ ≤ r + i∫
∞

t0

γ(u) exp(∫
u

t0

[β(v)(1 − r) − γ(v)] dv)du.

R∗(t0, i, r) → ri → 0

R0 > 1R∗ − r < (1 − r)(1 − 1/R0)

1 − R∗ > (1 − r)/R0 = γ̄/β̄R(t)R(t) ≤ R∗t ≥ t0

dI

dt
= β(t)(1 − I − R)I − γ(t)I ≥ α(t)I − β(t)I 2, (6)

α(t) = β(t)(1 − R∗) − γ(t)



. الآن ، یمكننا أن نجد  مع  ل  . لان إذا  دعنا نختار  مع 
المعادلة (6) تعني ذلك

، . بسبب اختیار η ، نحصل  إذا  . لذا ل  ل 
. . لذا وھو ما یتناقض 

3.2 نظام SEIR الدوري

. خذ بعین الاعتبار النظام     نموذج وتعریف 

. خذ مع  وأین المعدل  یمكن أن یكون الانتقال من المقصورة الكامنة إلى المقصورة المعدیة دوریاً 
بعین الاعتبار الشرط الأولي

، نحدد  عامل التطور المرتبط بالنظام الخطي  . ل  ،  و   ،  ، مع 
غیر دوریة

. المعاملات غیر القطریة (7) نصف القطر الطیفي  من  ھو المضاعف المھیمن لـ Floquet (7) ولا یعتمد علیھ 
. بالإضافة إلى ذلك ، إیجابیة. (Aronsson and Kellogg، 1978، Lemma 2) یعني ذلك ھي مصفوفة إیجابیة 

 دالة تناقص  (وانغ وتشاو ، 2008). في (Bacaër، 2007، §3.4) (انظر أیضًا (Wang and Zhao، 2008)، استنساخ  ھو
. الفرید λ> 0 مع 

    بعض الملاحظات. ویترتب على ذلك (Thieme ، 2003 ، § A.1) ذلك

نظام SEIR الدوري لدیھ حل واحد محدد لجمیع ر
. ،  و  ل 

. ینمو ویتقارب. لذا ، الوظیفة  . لان  .  ینمو ویتقارب   یقلل ویتقارب 
. . لكن  . لذا یعني  بالإضافة إلى ذلك ، یتقارب إذا 

. دعونا نظھر ، لدینا  یتلاقى. مع لا یتجزأ  . لان  لذا 
. مع . تخیل ذلك 

. لكن عدم المساواة لدینا 

ᾱ =
1

τ
∫

τ

0
α(t) dt = β̄(1 − R∗) − γ̄ > 0.

η0 < η < ᾱ/β̄I(t) → 0t → +∞t1 > t00 ≤ I(t) ≤ ηt ≥ t1

dI

dt
≥ (α(t) − β(t) η)I

t ≥ t1I(t) ≥ I(t1) exp(∫
t

t1
(α(u) − β(u)η) du)t ≥ t1I(t) → +∞t → +∞

I(t) ≤ 1R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)

R0

dS

dt
= −β(t)S I,

dE

dt
= β(t)S I − δ(t)E,

dI

dt
= δ(t)E − γ(t)I,

dR

dt
= γ(t)I,

S + E + I + R = 1δ(t)δ̄ > 0

S(t0) = 1 − e − i − r, E(t0) = e, I(t0) = i, R(t0) = r,

e ≥ 0i ≥ 0r ≥ 0e + i > 0e + i + r < 1λ > 0Φ(t, t0;λ)τ

d

dt
( ) = ( )( ).

~
E
~
I

−δ(t) β(t)(1−r)
λ

δ(t) −γ(t)

~
E
~
I

(7)

σ(λ)Φ(t0 + τ, t0;λ)t0

Φ(t, t0;λ)t > t0

σ(λ)λR0

σ(λ) = 1

S(t) > 0E(t) > 0I(t) > 0t > t0

S(t)S∗R(t)R∗d
dt (I + R) = δ(t)EI + RI(t) → I ∗

R(t) − r = ∫
t

t0
γ(u)I(u)dut → +∞γ̄ > 0I ∗ = 0E = 1 − S − I − R

E(t) → E∗d
dt

(S + E) = −δ(t)E∫ ∞
t0

δ(u)E(u) duδ̄ > 0E∗ = 0

S∗ > 0S∗ = 0

logS(t) − logS(t0) = − ∫
t

t0

β(u) I(u) du,

∫
∞
t0

β(u) I(u) du = +∞

∫
t

t0

β(u) I(u) du ≤ [ max
0≤u≤τ

β(u)

γ(u)
] ∫

t

t0

γ(u) I(u) du ,

∫
t

t0

γ(u) I(u) du = R(t) − r ≤ 1 − r



. . لذا و  تبین ذلك 

، لدینا     تحت العتبة. مع

یشیر إلى ، حیث علامة  حیث یعني عدم المساواة بین المتجھات عدم المساواة بین المكونات. لذا
، ثم  و تبدیل. إذا 

تتقارب إلى 0 إذا تقارب e و i إلى 0. (ھیل ، 1980 ، نظریة 7.2). لذا  مع  و 

. ثم . تخیل أن التفاوت التالي كاذب:     فوق العتبة. 

، باستمراریة نصف القطر الطیفي ولسبب 

. لذا . لقد فعلنا  إذا  مع 

لذلك ،

. بالخصوص، و  ل 

ھي القیمة الذاتیة السائدة ، وفقاً لنظریة  . . القیم الذاتیة للمصفوفة الإیجابیة  ھم  و  للجمیع 
Perron و Frobenius (Berman and Plemmons ، 1979). وفقا لصیغة لیوفیل

. وفقا لنظریة Perron و Frobenius ، یمكن للمرء أن یجد ناقلات ذاتیة إیجابیة ، لدینا  و  لان 
 مع

یتم تحدید  مع

لا یمكن ربط المتجھات الذاتیة الإیجابیة إلا بالقیمة الذاتیة السائدة (Berman and Plemmons، 1979، Theorem 2.1.4). لذا
. نحدد . حتى نفترض ذلك  و 

∫ ∞
t0

β(u) I(u) du < +∞S∗ > 0R∗ = 1 − S∗ < 1

S = 1 − E − I − R

d

dt
( ) ≤ ( )( ) ,
E

I

−δ(t) β(t)(1 − r)

δ(t) −γ(t)

E

I

(E(t), I(t))′ ≤ Φ(t, t0; 1)(e, i)′′

R0 < 1σ(1) < 1

∥Φ(t, t0; 1)∥ ≤ K exp(−ξ(t − t0))

K > 0ξ > 0R∗ − r = ∫ ∞
0 γ(t)I(t)dt

R0 > 1R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)

1 − R∗ > (1 − r)/R0

σ((1 − r)/(1 − R∗)) > σ(R0) = 1.

R∗ < 1

∃η ∈]0, 1 − R∗[, σ(λ) > 1,

λ = (1 − r)/(1 − R∗ − η)S(t) → 1 − R∗t → +∞

∃t1 > t0, ∀t ≥ t1, S(t) ≥ 1 − R∗ − η.

d

dt
( ) ≥ ( )( )E

I

−δ(t) β(t)(1 − R∗ − η)

δ(t) −γ(t)

E

I

(E(t), I(t))′ ≥ Φ(t, t1;λ) (E(t1), I(t1))′t ≥ t1

( ) ≥ Φ(t1 + nτ, t1;λ)( ) = Φ(t1 + τ, t1;λ)n( )E(t1 + nτ)

I(t1 + nτ)

E(t1)

I(t1)

E(t1)

I(t1)

n ≥ 1Φ(t1 + τ, t1;λ)μ1μ2μ1 = σ(λ)

det[Φ(t1 + τ, t1;λ)] = μ1μ2 = exp(− ∫
τ

0

[δ(t) + γ(t)]dt) = exp(−(δ̄ + γ̄)τ) < 1.

μ1 = σ(λ) > 1μ2 ∈ R0 < μ2 < 1
(p1,1, p2,1)′

Φ(t1 + τ, t1;λ) (p1,1, p2,1)′ = μ1 (p1,1, p2,1)′.

(p1,2, p2,2)′ ∈ R
2 ∖ 0

Φ(t1 + τ, t1;λ) (p1,2, p2,2)′ = μ2 (p1,2, p2,2)′.

p1,2 p2,2 < 0p2,2 > 0p1,2 < 0

P = ( ).
p1,1 p1,2

p2,1 p2,2



غیر المحدد من P . ثم  . ثم  للجمیع 

، لدینا ،  و   ،  ،  ، لان 

. . لذا  لكن ھذا یتناقض مع حقیقة ذلك  إذا 

3.3 نظام دوري لمرض منقولة

    فكر في نظام الأمراض المنقولة بالنواقل

مع

 : مجموعة دوریة من المتجھات
،  : إجمالي عدد السكان ، 

 : عدد المتجھات المصابة ،
 : وفیات النواقل ،

): المعدل الذي تتضاعف فیھ لدغة النواقل في احتمال الانتقال من الناقل إلى الإنسان (على التوالي من الإنسان إلى  (على التوالي 
الناقل).

إنھ نموذج معقول لوباء فیروس أربو: حمى الضنك ، حمى غرب النیل ، الحمى الصفراء ، الشیكونغونیا ، إلخ. الشرط الأولي ھو

. استنساخ  ھو أن النظام التالي لدیھ مضاعف فلوكیت مھیمن یساوي 1 ،  و   ، مع 

. یمكننا أن نوضح كما في الفقرة 3.2 ما یلي: (باكیر ، 2007). یفضل بعض المؤلفین استخدامھ 

، ،  و   إذا 
.  إذا 

، ھذا ینتج من دعونا نوجز الأدلة بإیجاز. إذا

، لدینا إذا 

. ثم افترض 

Φ(t1 + τ, t1;λ)n = P diag(μn
1 ,μn

2 )P−1n ≥ 1Δ = p1,1p2,2 − p1,2p2,1 > 0

( ) ≥
1

Δ
( )( )( )( )

=
1

Δ
( ).

E(t1 + nτ)

I(t1 + nτ)

p1,1 p1,2

p2,1 p2,2

μn
1 0

0 μn
2

p2,2 −p1,2

−p2,1 p1,1

E(t1)

I(t1)
μn

1 p1,1 [p2,2 E(t1) − p1,2 I(t1)] + μn
2 p1,2 [−p2,1 E(t1) + p1,1 I(t1)]

μn
1 p2,1 [p2,2 E(t1) − p1,2 I(t1)] + μn

2 p2,2 [−p2,1 E(t1) + p1,1 I(t1)]

μ1 > 10 < μ2 < 1Δ > 0p1,1 > 0p2,1 > 0p2,2 E(t1) − p1,2 I(t1) > 0

E(t1 + nτ) ⟶
n→+∞

+∞, I(t1 + nτ) ⟶
n→+∞

+∞.

(E(t), I(t)) → (0, 0)t → +∞R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)

dS

dt
= −

βSJ

H
,

dI

dt
=

βSJ

H
− γ I,

dR

dt
= γ I,

dJ

dt
= β′(V (t) − J)I − δ J,

V (t)
HS + I + R = H
J
δ
ββ′

S(t0) = 1 − i − r, I(t0) = i, R(t0) = r, J(t0) = j,

i > 0r ≥ 0i + r < 10 ≤ j ≤ V (t0)R0

d

dt
( ) = ( )( )

~
I
~
J

−γ
β(1−r)
R0 H

β′ V (t) −δ

~
I
~
J

R
′
0 = √R0

R∗ − r → 0R0 < 1i → 0j → 0
R∗ − r ≥ (1 − r)(1 − 1/R0)R0 > 1

R0 < 1

d

dt
( ) ≤ ( )( ).
I

J

−γ
β(1−r)

H

β′ V (t) −δ

I

J

R0 > 1

R(t) → R∗, S(t) → 1 − R∗, I(t) → 0, J(t) → 0, t → +∞.

1 − R∗ > (1 − r)/R0

∃η > 0, ∃t1 > t0, ∀t ≥ t1,
d

dt
( ) ≥ ( )( ).
I

J

−γ
β(1−R∗−η)

H

β′ (V (t) − η) −δ

I

J



. لذا إن المضاعف المھیمن فلوكیت على الجانب الأیمن أكبر بدقة من 1. وھذا یؤدي كما في الفقرة 3.2 إلى تناقض مع 
.

4. الخلاصة

) یعمم على الأنظمة     یظھر تحلیلنا أن نظریة العتبة للأنظمة ذات المعاملات المستمرة (مع الحالتین الكلاسیكیتین ،  و 
یتم تعریفھا كما في عملنا السابق (Bacaër and Guernaoui، 2006؛ ذات المعاملات الدوریة التي تمثل الموسمیة ، بشرط أن تتكرر 

Bacaër، 2007؛ Bacaer and Ouifki، 2007). بشكل غیر متوقع إلى حد ما ، یمكن للأنظمة الدوریة أن تؤدي إلى أوبئة كبیرة إلى حد ما
؛ قد لا ینمو الحجم النھائي للوباء مع  أو بالكسر الأولي  من المصابین. حتى عندما 

    یجب أن تكون ھذه الملاحظات القائمة على أنظمة بسیطة بمثابة تحذیر لتفسیر الأوبئة المتأثرة بالموسمیة. ینبغي تحلیل الأوبئة الناشئة
للأمراض المنقولة ، والتي تولیھا نظریة تغیر المناخ اھتماما خاصا ، بحذر كما رأینا مع حالة الشیكونغونیا في ریونیون وإیطالیا. حالة أخرى
مثیرة للاھتمام الیوم ھي أنفلونزا جائحة في البشر ، تلیھا في الطیور. حدث جائحة 1918-1919 في عدة موجات متأثرة بالموسمیة. افترضت

محاولات تقدیر التكاثر لھذا الوباء معاملات ثابتة واستخدمت بدایة منحنى الوباء أو الحجم النھائي للوباء.  وسلوك الأوبئة المتأثرة
بالموسمیة لیس تعمیماً واضحاً لما ھو معروف في حالة البیئة المستمرة.

شكر وتقدیر

    بدأ ھذا العمل أثناء زیارة NB لمعھد Gulbenkian للعلوم ، بتمویل من مجلس البحوث البرتغالي (FCT) والمفوضیة الأوروبیة
(MEXT-CT-2004-14338). كما یشكر NB المركز الأوروبي لمكافحة الأمراض والوقایة منھا على دعوتھ إلى اجتماع بشأن نمذجة

الشیكونغونیا.
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