N

N

Répartition des fonctions Q-additives le long des carrés
de polynémes sur un corps fini
Mireille Car, Christian Mauduit

» To cite this version:

Mireille Car, Christian Mauduit. Répartition des fonctions Q-additives le long des carrés de polynémes
sur un corps fini. Bulletin de la société mathématique de France, 2016, 144 (4), pp.775-817. hal-
01297936

HAL Id: hal-01297936
https://hal.science/hal-01297936
Submitted on 1 Oct 2019

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://hal.science/hal-01297936
https://hal.archives-ouvertes.fr

Répartition des fonctions ()-additives
le long des carrés de polynomes sur
un corps fini~

Mireille CAR
Université d’Aix-Marseille,

Institut de Mathématiques de Marseille CNRS, UMR 7373
CMI, 39 rue F. Joliot-Curie 13453 Marseille Cedex 13, France
Christian MAUDUIT
Université d’Aix-Marseille et Institut Universitaire de France,
Institut de Mathématiques de Marseille CNRS, UMR 7373
163 avenue de Luminy, Case 907, F-13288 Marseille Cedex 9, France

1 Introduction et notations

Soit F' un corps fini a ¢ éléments et de caractéristisque p. On note A
I'anneau F[T] des polynoémes a une variable sur le corps F, M 1’ensemble
des polynémes unitaires de F[T] et I I’ensemble des polynomes irréductibles
unitaires de F[T].

Si X et Y sont des polynomes non nuls, on note 7(X) le nombre de
diviseurs unitaires de X et (X,Y") le plus grand commun diviseur unitaire de
XetY.

Si @ € A un polynome de degré strictement positif, on note

Co={X € Aldeg X < deg@}

I’ensemble des restes de la division euclidienne par ) ou 'on convient que
deg 0 = —oo. Tout polynéome X € A admet une unique représentation comme
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somimnle
(1.1) X =) X,Q"
n=0

ou X, € Cg pour tout n € N, appelée représentation de X en base (). La
suite (X, )nen dont tous les termes sont nuls a partir d’un certain rang est la
suite des chiffres de X en base ().

La valeur absolue d'un polynome X € A est définie par

deg X i X 0
_Ja si X # 0,
(1.2) <X>_{ 0 siX=0.

Enfin, on notera |X| le nombre d’éléments de tout ensemble fini X.

Définition Une application f de A dans un groupe additif B est dite
completement ()-additive si pour tout ¥ € A et tout R € Cp, on a

fYQ+R) = f(Y)+ f(R).

Observons qu'une fonction completement (Q-additive f a valeurs dans
un anneau B est déterminée par les valeurs prises par f sur ’ensemble des
chiffres Cg. En effet, si (1.1) est la représentation de X en base (), alors

X = f;o F(X,).

Drmota et Gutenbrunner ont étudié dans [6] la distribution des fonctions
(Q-additives sur A et montré des résultats analogues a ceux obtenus par
Bassily-Kéatai, Kim et Drmota dans le cas des nombres entiers (voir [1], [9]
et [5]). Madritsch et Thuswaldner ont étudié dans [10] le cas plus général des
sommes de Weyl polynomiales associées aux fonctions ()-additives. Lorque
B est égal a 'anneau A = F[T1], la fonction "somme des chiffres en base
Q" définie pour tout X € A écrit sous la forme (1.1) par s(X) = > X,

n>0
constitue un exemple typique de fonction Q-additive sur A. Dans [4] nous
avons étudié son comportement sur les puissances k-iemes des éléments de
A. Dans cet article nous nous intéressons au cas plus difficile des fonctions

(Q-additives a valeurs réelles.
Un exemple simple de fonctions completement -additives a valeurs réelles

est fourni par les fonctions de poids QQ-adique wg), ¢ étant un parametre réel,
définies par

(1.3) wy (X) =) (X,



pour tout X € A dont la représentation en base @) est donnée par (1.1). En

particulier, wg) )(X ) est le nombre de chiffres de X différents de 0.

Drmota et Gutenbrunner ont montré dans [6] I'existence d’un théoreme
central limite pour les fonctions ()-additives a valeurs réelles sur les puis-
sances k-iemes des éléments de A :

Théoréeme Pour toute fonction (Q-additive f: A — R et pour tout nombre
entier k > 0, on a pour y nombre réel et n nombre entier tendant vers +oo,

qinHX € Aldeg X <n, f(X*) < os} = B(y) +o(1),

n n nk

avec iy = q~4%0 T2 f(X), 0F = 70 3 f(X)et Bly) = S [ e,

:EECQ CEGCQ
la loi de distribution normale.

Dans ce qui suit, on suppose que ¢ est un nombre entier impair, f une fonc-
tion completement ()-additive a valeurs réelles définie sur A et on s’intéresse
a la répartition des valeurs prises par f(X?), X décrivant anneau A. Le but
de cet article est de montrer que la méthode introduite par Mauduit et Rivat
dans [12] (voir également [7] et [14]) peut étre adaptée a A afin d’étudier
le comportement de f(X*) lorsque k = 2. Notons que le cas général k > 3
semble hors d’atteinte par les techniques connues a ce jour.

La situation est rendue plus complexe que dans le cas des nombres en-
tiers par l'existence d’obstructions de nature arithmétique propres a A et
qui n’apparaissaient pas dans le cas des nombres entiers. Plus précisément,
nous allons identifier une classe de fonctions completement (Q-additives pour
lesquelles pour tout nombre entier & > 0, la suites (% f(X?))xea a un com-
portement pathologique.

Par exemple, dans le cas ot A = F3[T|, Q =T et f est 'application de
A dans R définie par f(0) =0, f(1)=1, f(2)=2,0ona

371 siq =0,
{X € F3[T]|deg X <n, f(X?)=a (mod 3)}| =< 2x3"lsia=1,
Osia=2.

et f n’est donc pas équidistribuée sur les carrés.
A toute forme linéaire A : F'Y — F, on associe I'application A\* de Cg dans
[F, définie par
d—1
MO DY) =tr(Mao, ., 2a1)),

1=0



ou tr désigne la trace de F' sur F,,.

Définition On dira qu'une application w de Cg dans Z est dans la classe £
s'il existe une forme linéaire \ : F'¢ — F telle que pour tout X € Cq, A*(X)
soit la classe de w(X) modulo p. Les fonctions Q-additives f pour lesquelles
Jicq décrit L seront dites dégénérées. Notons D I'ensemble de ces fonctions
pour lesquelles nous démontrerons :

Théoreme 1.1 Soit f une fonction completement QQ-additive a valeurs entieres
dégénérée. Alors il existe une constante v(q,Q, f) > 0 ne dépendant que de
q,Q, f telle que pour tout nombre entier k et tout nombre entier N > deg @),
on ait

Y exp<2m§f<X2>>|zwq,@,f)qN.

XeA
deg X <N

Le principal théoreme établi dans cet article est le suivant :

Théoreme 1.2 Soit f une fonction complétement Q-additive a valeurs entiéres
non dégénérée. Alors, pour tout nombre réel o non entier, il existe un nombre
réel 0 < a(q, @, f,a) < 1 et un nombre entier N(q,Q, f,«) ne dépendant que
de q,Q, [ et « tel que pour tout nombre entier N > N(Q, f,«) on ait

S exp(2riaf(X?)] < blg, QN T NI~ @ ),

XeA
deg X<N

w(Q) désignant le nombres de polynomes irréductibles distincts divisant Q) et
b(q,Q) > 0 étant une constante ne dépendant que de q et de Q.

On déduira de ce théoréeme le corollaire ci dessous :

Corollaire 1.3 Soit f une fonction completement QQ-additive a valeurs entieres
non dégénérée. Alors, pour tout nombre entier m > 0, il existe un nombre
réel 0 < h(q,Q, f,m) < 1, tel que pour tout nombre entier rationnel a, on
ait

n

HX € Aldeg X <n, f(X?) =a (mod m)}| = 4 4 O(g" =M@ @ m))y
m

Y

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de q,Q, f et m.



La preuve du Théoreme 1.1 sera donnée a la section 3. Pour obtenir la
majoration du Théoreme 1.2 prouvée a la section 6, nous majorerons les

sommes
Xf(N) = > e(af(X?)),
XeA
vdeg@ < deg X < N

v = v(N) étant le nombre entier déterminé par la condition vdeg @ < N <
(r+1)deg Q. Ceci sera fait a la section 5. Les outils nécessaires a ces preuves
seront établis aux sections 2 et 4. Ce sont essentiellement des majorations de
sommes de caracteres faisant intervenir le caractere E défini a la section 2.1.

Pour o € R, on pose e(a) = exp(2mia) et on note ||| la distance de «
au nombre entier le plus proche. Pour alléger I’écriture, d’une part, dans les
estimations de sommes de caracteres, un élément x de ), sera identifié¢ a son
image j(z) € {0,...,p — 1} et d’autre part, la dépendance des constantes a
¢ ne sera pas précisée.

2 Rappels et lemmes techniques concernant
le caractere exponentiel F

2.1 Le caractere F

On note K le corps F/(T). La valuation a l'infini sur le corps K est 1'ap-
plication vy, de K dans Z U {oco} définie par v,,(0) = 00 et vo(G/H) =
deg H — deg GG, si G et H sont des polyndmes non nuls. Le complété de K
pour la valuation v, est le corps Koo = F((T71)) des séries de Laurent

formelles
—+o00

y= > yT" ym€F
les coefficients y,, étant tous nuls pour n assez grand. On prolonge v, a K,
en posant pour y # 0,

Voo(y) = —sup{n € Z | y, # 0}.

Soit P l'idéal de valuation de K. Tout y € K, s’écrit de facon unique
comme somme

y=+{y}, WeA {y}eP,

ou [y] et {y} peuvent étre vus commes les parties entiere et fractionnaire de
y. Soit ¢ : F' +— C le caractere non trivial du groupe additif de F' défini par

o)
v(a) = exp(2rilt D)



J étant la bijection naturelle de F,, sur {0,1,...,p — 1}. On associe a ¢ un

+o0o
caractere additif non trivial de K, en posant pour tout y = > y,T" €

KOO?

n=—oo

E(y) = ¢¥(Res(y)),
Res(y) = y-1.

Ce caractere est trivial sur 'anneau A. Dans la suite de ce travail nous
utiliserons souvent une conséquence immédiate de cette propriété a savoir,
I'implication : Si A, B, H sont dans A avec H # 0

A=B (mod H)= E(%) - E(g).

2.2 Sommes associées au caractere I

Tout d’abord rappelons sans démonstration le résultat fondamental sui-
vant (voir [8]).

Proposition 2.1 Soit, pour y € Ko, et N un nombre entier naturel

(2.1) S(y,N) = > E(yX).

XecA
deg X < N
Alors,
N .
_ [ d" siove({y}) > N,
(2.2) S(y, N) = { 0 sinon.

d’ou 'on déduit le corollaire

Corollaire 2.2 Soit H € A un polynome non nul et soit G € A. Alors,

(Hy si G=0 (mod H),
(2.3 > B =

XeCy 0 sinon.



Proposition 2.3 Pour tout H € A non nul, on désigne par vo(H) le plus
grand nombre entier m tel que Q™ divise H. Soient m,n et { des nombres
entiers tels que 0 < m < n </ et soit 0 € R. Alors,

(2.4) > (D)2H@)" o™
DeM
D|Q*
m <wg(D) <n

/2
< (n—m+ 1)r(QF™) (%) max (((Q)4Y2)™, ((Q)°q"/2)")

Preuve. Analogue a celle du lemme 19 de [12]

Lemme 2.4 Pour tout u € R, on a
(2.5) 11+ e(u)| <2 —4ful?

Preuve. On a |1+ e(u)|? = 4(1 — sin(7u)?) < 4(1 — 4||u]?*), d’ou |1 +e(u)| <
2(1 = 2[|ul]?).

O

Proposition 2.5 Soit w une application de Cy dans Z n’appartenant pas a
la classe L. Pour o € R, H € Cg, soit

HX

(2.6) ¢ =o1(Qw,a, H) = Y e(aw(X))E( o

XECQ

).

Alors, pour tout nombre réel o ¢ Z, il existe une constante 0 < cgupa < 1
telle que pour tout H € Cq, on ait

(27) |¢1(Q7 w, &, H)’ < <Q> — QQu,a-
Preuve. Posons d = deg (). Dans le corps K, g se développe en série de
Laurent

gy

Q i<—1 r



d—1
Pour tout X = ) 2,77 appartenant a Cg, on a

7=0
E(_%) =(—(a120 + a_ox1 + -+ - + a_gx4_1))
_ e(tr(—(a—1$o +asr+ - +a_grgq)) ),
p
d’ou
e(aw(X))E(—%) =e(aw(X) — fr(a1zo + a_ﬂl; S a_dxd_l)).

Notons Ly (X) =a_1x¢+ a_sx1 + -+ + a_gry_1. Soit a un nombre réel non
entier. Si a n’est pas un nombre rationnel de la forme ¢/p, ¢ premier & p
alors, pour tout chiffre X € Cg non nul, on a (cw(X) — H(LZI'&) ¢ 7. Si
a = {/p, ¢ étant premier a p, comme w ¢ L, il existe X € Cg non nul tel que
(w(X)—tr(Ly(X))) ¢ Zp et donc tel que (aw(X)— %) ¢ 7. Dans I'un
ou Dautre cas on peut choisir X € Co— {0} maximisant [|aw(X)— ZEa&X))),

P
 tr(Ly(XH) || ot
P

On pose Ay oz = ||ow(Xp) dw.a = Igmcn Ay o (0n note que
€l

dw.a > 0). La somme ¢ = ¢1(Q, w, o, H) s’écrit

p=1+elaw(Xy)) — M) + Z e(aw(X)E(—ﬁ),
p Q@
X e CQ
X ¢ {0, Xy}
d’ou
6] < 1+ e(aw(Xy)) — LEEED)y oy o
Avec (2.5), il vient
61 < (@)~ au(xy) - Loy

= (Q) — 4Dy an < (Q) — 402,
0

Pour des commodités d’écriture, posons ¢, o = 0 dans le cas ot a@ € Z.



Proposition 2.6 Soit w une application de Cy dans Z n’appartenant pas a
la classe L. Soient a € R, (Q, H) € A? avec deg@Q > 0. Pour tout nombre
entier 7 > 0, soit

(2.8) b= 0@ )= 3 e(aw(R»E(—%»
ReCo

Alors on a

(2.9) ¢; <(Q) — cQu.a-

Preuve. Soit

H=> H.Q" H;€Cq
k=0

le développement de H en base (). Le caractere E étant trivial sur A, on a

min(m,j—1) min(m,j

HR HkR HyR
E(—57 Z Qj—k) = 1_[0 E(Q] k))
Pour 0 <k <j—2 ona vm(%) > 2, d’ou E( If ) = 1. Par suite,
H;R
;= Y elaw(R)E(-—4~) = ¢i(w,a, Q, Hy).

Q

ReCq

La proposition précédente nous donne

¢j < <Q> — CQw,a-
0

2.3 Sommes de Gauss quadratiques associées au ca-
ractere F

Pour H € A non nul et (A, B) € A2, soit
AX?+ BX
(2.10) [(H;A,B)=)_ B(———).
XeCy
Proposition 2.7 Soient H € A;,A € A et B € A avec H # 0. Alors, on a
(1) T(H; A, B) = (A, H)I (35 (AAH) ay) st (A H) divise B ;
(2) I'(H; A, B) =0 si (A, H) ne divise pas B.

9



Preuve. On pose H = H (A, H),A = A;(A, H). Tout X € Cy s’écrivant de
facon unique X =Y + ZH, avec Y € Cy, et Z € Ca,m), o0 a

A(Y + ZH))?  B(Y + ZH))
D(HAB) =Y Y ( T, +H1<A7H))

YGCHI ZGC(A H)

A Y2 BY BZ
=2 E( H, +H1(A,H)) > E((A,H))’

YECHl ZGC(A’H)

Le corollaire 2.2 nous donne alors

o AY?  BY (A H)) si (A H)B
A = Y;: E< H, +H1(A7H)> X{ 0 sinon.

ce qui prouve (2). Si (A, H) divise B, on pose B = By(A, H). On a alors

4.5 = (A1) 3 (S04 B) — (e 4,5,

YeCu,

O

Proposition 2.8 Soient H € A,A € A et B A avec H # 0. Alors, on a
(2.11) IT(H; A, B)| < (A, H))">(H)'2.

Preuve. Si (A, H) ne divise pas B, la relation (2.11) est triviale. On sup-
pose que (A, H) divise B. Comme ci-dessus, on pose H = H(A,H), A =
A1(A,H),B = B(A, H). Les polynomes A; et H; étant premiers entre eux,
il existe C; € Cy, tel que By = 2A,C; (mod Hy). Par suite,

T'(Hy; Ay, By) = Z E(A1(Y2+QC1Y)> _ Z E(AI(Y—W)E(_C_% |

H, H,y
YECH1 YECHI

L’application Y — Y + (' étant une permutation de ’ensemble Cy,, on a
2
F(Hl;Al,Bl) = E(—IC{—ll)F(Hl,Al,O), d’Ol\l |F(H1,A1,Bl)| = |F(H1,A1,0)|
Les propositions I11.2 et II1.3 de [2] nous donnent |I'(Hy; A;,0)| = (H,)'/?
d’ou,
ID(His Av, Bu)| = (A, H)YH)Y2 = (A, ) V2(H)2,

10



3 Démonstration du Théoréme 1.1

Soit A une application linéaire non nulle de F'¢ dans F, \* I’application
de Cq dans IF,, définie par

d—1

)\*(Z zT") = tr(Mxg, 21, ..., 7q_1))

1=0

et f* la fonction completement ()-additive a valeurs dans I, prolongeant \*
a I’anneau A.

Proposition 3.1 Les applications \* et f* sont linéaires et
Kerf* = Ker\* + (Q — 1),
(Q — 1) désignant l’idéal de A engendré par le polynome @ — 1.

Preuve. La linéarité de \* est évidente et on vérifie facilement celle de f*.
L’inclusion KerA* C Ker f* est également évidente et pour montrer I'inclusion

(Q — 1) C Kerf*, on remarque que si X = > X,,Q™ est la représentation
m=0
en base Q de X € A, alors

X(Q - 1) = _XO + Z(Xm - Xerl)Q
m=0
et par suite

f*<X(Q - 1)) = /\*(_XO) + Z )‘*(Xm - Xm—i-l)

= =N (Xo) + Y (N (Xp) = A(Xpny1)) = 0.

m=0
Montrons maintenant 'inclusion inverse. Soit Y € Kerf. On fait la division
euclidienne de Y par () — 1 :

Y=R+X(Q—-1), ReCy_y, X € A.

On a vu que X(Q —1) € Kerf*. Il s’en suit que R € Kerf*. Comme deg R <
deg(@Q — 1) =deg@, on a f(R) = w(R), c’est a dire R € Ker\*.

O

11



On pose pour tout nombre entier N strictement positif et tout a € I,
(3.1) Un(a) = [{X € A ;deg X < N et f*(X?) = a}|.

Proposition 3.2 Soient (uy,...,uy) Uélément non nul de F¢ tel que pour
(LE(), o ,xd,l) € Fd,

Mg, ..., Tg—1) = UrTo + - - - + UgTq—1

et (z—m)m>1 la suite d’éléments de F définie par

Q)E 1 - i 2T,

m=1

o
YVy=[(Q— DT 4 uT2+ - +u ™).

Soit ¢ la forme quadratique & d variables définie sur F® par

2d—2
o(x0,... Tg-1) = Z Zg( Z ZCzllfj)
k=0 i+j=k

Alors,
(i) la forme ¢ n’est pas nulle;
(11) pour tout a € I, et tout nombre entier N > d, on a

Un(a) = " {(xo,...,2q-1) € F*; tr(p(xg, ..., 2q-1)) = a}|.

Preuve. Posons D = () — 1. La forme linéaire A\ n’étant pas nulle, elle est
surjective. La trace I’étant aussi, \* est surjective et il existe R € C tel que
M (R) = a. Soit X € A tel que deg X < N. Comme

Kerf* = KerA* 4+ (Q — 1) = KerA\* + (D),
on en déduit

Uv(a)= Y X €A;degX <NetX*=R+A (mod D)}|.

AeKer\*

Supposons N > d. La division euclidienne par D nous donne ’égalité
{X €A ;degX < Net X? =R+ A (mod D)} =¢" (R, A),

ou

v(R,A) = |{X €Cp; X* = R+ A (mod D)}|.

12



Si A € Ker\*, on a par orthogonalité,

- Y o e,

XeCD YecD
d’ou avec (3.1)
RY XY
2d—N _
(3.2) ¢ NUn(a) = ) E(_f) > E(T)U‘A
YeCp XeCp
ol AV
Oy = Z E(—F)
AeKer\*

Pour tout Y € Cp, l'application A — E(_T) est un caractere du groupe
additif Ker\* et la somme oy vaut donc 0 ou |KerA\*| = qd/ p. D’autre part,

2. > EBem= 0L ) d

YeCp AeKer\* AcKer\* YeCp

et donc, il y a exactement ¢¢/|Ker\*| = p polynomes Y € Cp pour lesquels
la somme oy est non nulle. Déterminons ces polynomes.

Comme Yy = [D(u;T7 ' +usT2 + -+ +ugT9, on a voo(% — (u T +
ugT =2 4 -+ + udT_d)) > d. Donc, pour tout A € Cp et tout b € F, on a
Voo (D2 — (T us T2 4+ 4 ugT9))A) > 1 d'ot B(b52) = E(b(ui T~ +

d—1
u2T_2 _|_ e + UdT_d)A). Sl A = Z aij—n'7 alOI“S
1=0

Y)\A tr(b(u1a0 + -+ udad_l))

bt B
22) = o ; ) — ottt b uatey)

p

E(b ).
En particulier, E(%) = 1 pour tout b € F, et tout A € Ker\*. Par suite,
pour tout b € IF,,, la somme o3y, est non nulle. Les p polynomes Y € Cp pour
lesquels oy # 0 sont donc les polynomes bY), b décrivant F,. Avec (3.2) il
vient

(33)  pe" NUn(a) =D E(- MZYA ) Y E( bx YA = > ox,

belF, XeCp XeCp

ou

(3.4 ox = Y mpPE— 1)

beF,,

13



Les sommes © x valent 0 ou p. Posons

R:p0—|—p1T+...+p2d_2T2d_2 avecpd:pd+1:...:p2d_2:0.

-1
Pour X = Y x;T" appartenant a Cp,
i=0

2d—2
E(WYA(X? = R)/D)) = e(tr() | zra( Y wixj — pi))/p)-
k=0 i+j=k
D’apres (3.4), on a
2d—2
@X—p@trszl lex] pr)) =0,
i+j=k
soit en posant
2d—2
o(xo,y ..., Tg_1) = sz1 Zxx] ) et b(a szlpk,
i+j=k

Ox =p < tr(p(xg,...,xq1) — bla)) =

Observons que dans I’écriture

% = i Z_g I

ona z_, =u, pourm=1,...,d. Cela montre d'une part que la forme ¢
n’est pas nulle et que d’autre part

d—1
a) =Y u_p_1pp = Apo, - Pa-1)-
k=0

On a donc tr(b(a)) = a, d’ot, avec (3.3),
d—N _ d _
¢ "Un(a) = {(zo,...,24-1) € F* tr(e(xg,...,x4-1) = a}|,
ce qui est le résultat annoncé.

O

On s’intéresse maintenant aux fonctions @Q-additives a valeurs entieres.

14



Proposition 3.3 Soit f € D. Alors, pour tout nombre entier k, on a

k
Y e(];f(XQ))|>>qN,
XeA
deg X<N

la constante impliquée par le symbole >> ne dépendant que de q,Q) et f.

Preuve. Posons

SN = e<§f<x2>>.
deg X<N

La fonction f étant a valeurs entieres, on peut supposer 0 < k < p. Si k =0,
alors Si(N) = ¢V. Il reste a prouver la proposition dans le cas ot 0 < k < p,
ce que l'on supposera maintenant. Comme f € D, on a w = fi, € L. 1l
existe \, application linéaire non nulle de F¢ dans F telle que pour tout
X € Cq, M (X) soit la classe de w(X) modulo p. Par Q-additivité, pour tout
X € A, la classe de f(X) modulo p est f*(X). Donc,

s = Y elpamy= Y e(%f*(XZ))=Ze(C;7k)UN(a)-

p
XeA XeA a€Fp

deg X<N deg X<N

Si 'on suppose N > d, il s’en suit que

SN) =¥t S e<‘;,7k>u<a>.

a€lFy,

La forme @, n’est pas nulle. Soit 7 € [1, d] son rang et § son discriminant. Elle
est équivalente & une forme diagonale ¢(y1,...,yq) = y5 + -+ + y2_, + a,y?
ou a, est un élément non nul de F'. Par suite, pour tout a € I,,, on a

u(a) = ¢*~"v(a),
v(a) =y yr € 7 @y, 90) (001, - 0r)) = af

et
Oy, - Ur) = Y1+ + Yoy + ayr.



On a donc

ou
ng(x) = {(y1, ...,y € F" O(y1,...,y.) = x}|.

Les propositions 6.26 et 6.27 de [11] nous donnent les valeurs des nombres
ng(x). Pour cela, notons 7 le caractere quadratique du corps F' et remarquons
que |Ker(tr)| = ¢/p. .

Supposons d’abord r pair. La proposition 6.26 de [11] nous donne

—1six#0,

ne(a:) = qril + U(x)q(T72)/2)n((_1)r/25) avec U(Q?) = { g—1siz=0.

Sia#0,les z € F intervenant dans la somme v(a) sont non nuls. Si a = 0,
0 intervient dans la somme v(a) et il y a exactement £ — 1 éléments = non
nuls intervenant dans v(a). D’ou,

V) = ¢S g1 ) S e%’“)
a#0

HE =D = I E(=1)720) + g (g = D" A((-1)729)

(@ =" Pn((=1)7%6)) Y e(%k) +q"*n((=1)"%5))

a€lFy,

=" P((=1)"7%9)),

ce qui donne le résultat annoncé lorsque 7 est pair.
Supposons maintenant r impair. La proposition 6.27 de [11] nous donne

ng(x) = ¢~ + ¢V An((=1)Y2g6),

d’ou
- ak, @ - r—
Sk(N) =gV " e(—) (= + ¢ Ip((—)TI28) Y p(a),
a€lF p p
P zeF
tr(z)=a
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= ()25 S o) S ).

p
ackp zeF
tr(z)=a
Posons I
a
o= e(—) Y n)
acky P zEF
tr(z)=a
O
ne q ak ak
c==>e(—)+ Y e(—) > )
paGIFP p S p 2eF
tr(z)=a
ak tr(z)k
S ITC I SRERTEI R S SRR TE)
a€clFy ceF zEeF
tr(z)=a tr(z)=a
tr(z)k tr(y?)k
S GALATHPS T QN LI Q)
zeF b yer p yel
tr(z)=a

v étant le caractere additif de F défini dans I'introduction. On a |o| = ¢*/2
(voir par exemple [11, Théoreme 5.15]) et il s’en suit que

[Se(N)] = "2,
ce qui donne le résultat annoncé lorsque r est impair.

O

4 Transformées de Fourier des fonctions ()-
additives tronquées

Dans ce paragraphe ainsi que dans les paragraphes suivants w est une

application de Cg dans Z n’appartenant pas a I’ensemble £. On note encore
w la fonction @Q-additive non dégénérée prolongeant w a A. On introduit les

17



fonctions tronquées. Soient A et p des nombres entiers tels que 0 < pu < A.
Pour tout X € A dont le développement en base @) est

=0

on définit wy(X) et w, A (X) par

A—1 A—1
(4.1) wA(X) =) w(X,), wea(X) =) w(X,).
n=0 n=p
Soit o € R, fixé. On pose pour tout H € A,
HX
(4.2) F(H) = F") (o, H) - Z elowy (X)) E(— §>,
XeC
HX
(4.3) Fua(H) = F%) (o, H) N elaw (X)) E(— §>'
XeC

Bien qu’élémentaire la proposition suivante sera tres utilisée dans la suite
de ce travail.

Proposition 4.1 Soit un nombre entier X > 0.

(i) Si X € Cga, alors wx(X) = w(X).

(ii) Si X € Con et Y € Cg, alors wx(1(QX +Y) = wy(X) +w(Y) =
w(X) +w(Y).

(ii1) Si X € Con et Y € A, alors wy(X + Y Q) = w(X) = wy(X).

(iv) Si p est un nombre entier tel que p < X, siY € Cor—n et si Z € Cqu,
alors w\YQ' + Z) = w(Y) = wy_,(Y).

(v) Si X € Con et Y € A, alors F)\(X +YQ") = F)\(X).

(vi) Si X € A et Y € A sont congrus modulo Q*, alors, F\(X) = F\(Y).
(vii) Si o est un nombre entier tel que p < X, siY € Coa—u et si Z € Cqu,
alors E, \(YQ'+ Z) = Fy_,(Y).

Preuve. Les points (i), (iii), et (iv) sont évidents; (v) et (vii) découlent de
(4.2), (iii) et de la définition du caractere E'; (vi) est une conséquence de
(v). Pour démontrer (ii), il suffit de vérifier que pour X € Cor et Y € Cq
onaw(QX+Y)=w@X+Y)=wX)+wy)=wX)+wy)=
uu()()+—u()/)
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Proposition 4.2 On a

FO(H) =1,

et pour tout nombre entier A > 1, on a

<Q>>\F>\(H) = H¢j(@awaa7H)7

i=1

les fonctions ¢; étant définies par (2.8).

Preuve. Utilisant la proposition 4.1-(ii), la preuve est analogue a celle de la
relation (17) de [12].

OJ

Proposition 4.3 Soient un nombre entier A > 0 et H € A. Alors,

(4.4) |FA(H)| < (Q)~“@mweA,
avec

o CQ,w,a
(45) ClQw,2) = (Q) deg Qlog g’

0l CQuw.a est défini dans la Proposition 2.5.

Preuve. La proposition précédente donne le résultat quand A = 0. Lorsque
A > 0, la proposition 4.2 jointe a la majoration (2.9) donne

_ Y 4 4 w. o _ CQQu,a Y
[F\(H)| =(Q) E!%(Q, o, H)| < (1 <Q>)

Soit C' = Coua = CQua/(Q)log(Q). Alors, C'log(Q) < log (W),
d’ott 1 = cgua/(Q) < (Q)™C.

O

Proposition 4.4 Soient A € A et § et A des nombres entiers tels que 0 <
0 < \. Alors,

. IR =[Fs(A)P
XGCQA
X=A(modQ?)
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Preuve. Utilisant la proposition 4.1-(ii), la preuve est analogue a celle du
lemme 19 de [13].

O

Proposition 4.5 Soient A\ et p des nombres entiers tels que 0 < p < A.
Alors, pour tout H € A, on a

Q) Fyn(H) = FM(H>S(§, ideg Q).

Preuve. Utilisant la proposition 4.1-(iv), la preuve est analogue a celle a celle
du lemme 10 de [12].

O

Proposition 4.6 Soient \ et p des nombres entiers tel que 0 < pu < A.

Alors,
S EA = Y IBL(R) < @

XGCQ)\ Rech*,u,

Preuve. Ici on fait la division euclidienne par Q** des polynomes X € Cors
Avec la proposition précédente, il vient

A—p
C M= Y BB LIS S e ) =
XGCQA RECQ/\—u
LeCqu
A—p
SRR+ LIS S e )
RECor—
LeCqu

puisque d’apres la proposition 2.1, les sommes S (%W, pudeg Q) sont po-

sitives ou nulles. La partie (v) de la proposition 4.1 nous donne ensuite

LO M+
QS Fa = S IBom) Y s Q ideg Q).
HECyx RECoryp LeCon
Or,
R+ L L
> S(——r— + Q pdeg@Q) = > > EB(( —+—)X)

LeCou LeCou XeCou
Q Q Q

20



= Y BG Y B =@

A
XeCqop Q LeCqu Q#
d’apres le corollaire 2.2. En reportant cette égalité dans la somme précédente,
on obtient
Yo IBaH)I= ) BB
HECQA RGCQAfu

et on majore trivialement |F\_,(R)| par 1.
O

Proposition 4.7 Soient A\, et p des nombres entiers tels que 1 < p <
AMA—pu<o< A\ SiAe A, alors

QX
X=A (mod Q%)

Preuve. Soit R € Cgs congru a A modulo @°. Alors A et R sont congrus
modulo @Q**. Les polynomes X € Cg» congrus a A modulo Q? sont de la
forme X = R+ LQ° avec L € Cgr-s; ils sont congrus a R modulo Q M et
vérifient, d’apres la proposition 4.5, la relation

R+ LQ°
Q*

, iwdeg Q) jointe a la proposition 4.1-(vi)

(@ Fun(X) = Fx—u(R)S( , ppdeg Q).

R+LQ

La positivité des sommes S (
permet d’écrire

QS Ea®) = B Y S(§+%,udeg®-

LeC
XGCQX
X=A(modQ?)

Q)\ﬁ

Par ailleurs,

Z S Q)\ 5,,udegQ Z Z Qf(;)X)

LeC,

QX9 LGCQ)\ 5X€CQH

LX s RX
= B Q)\ > E(oms) = @) > E(ox)
XeCqn LECQ)\_(; XeCon

X=0(modQ*9%)

21



D’apres le corollaire 2.2, la proposition 2.1 donne alors

2. Sigxt v e ndes Q)

LECQ)\ 5
(O % (@2 si 0(R/Q%) > (140 — X) deg Q,
0 sinon.
On a donc
_ 1 si 0o(R/Q%) > (n+ 60— \)degQ,
S Bl =1moi{ 5
HECQ,\
H=A(modQ?%)

et on conclut en observant que v (R/Q°) = v ({A/Q%}).

O

Proposition 4.8 Soient A\, 0 et i des nombres entiers tels que 1 < u < X et
§<A—pu. Si(A L)€ A? alors

> | Fun(X) Fa-pu (X + L)| < [F5(A)[|F5(A+ L)].

XECQ/\
X=A(modQ?)

Preuve. Notons B la somme a majorer et R € Cgs le reste de A modulo
Q°. Les polynémes X € Co» congrus a R modulo Q° sont de la forme X =
Y +ZQ " avec Y € Coru,Y = R (mod Q°) et Z € Cqu. D’apres les
propositions 4.5 et 4.1-(v), on obtient comme ci-dessus

@B= Y BLMIBLEY) Y S<§+§>,udeg@.

ZeC,
YECQ)\,M QH

Y=R(modQ*)

Mais, pour tout Y € CQA_,L, on a

> St gndes@ = Y Y Bl + )W)

ZeCqu ZeCqou WeCqu
ZW
= ) E Z E(@) = (@Q)"
WeCqu ZeCqu

22



d’apres le corollaire 2.2. On a donc,

B= S B WIBL+Y)
YECQA_#
Y=R(modQ*)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
B<( Y IBLMPC D B+ Y)P).

YECor—p YeCyr—u
Y=R(modQ?) Y=R(modQ?)

Notons V le reste de L modulo Q*~*. Pour tout Y € Cor-n, on a avec la
proposition 4.1-(vi) Fa_,(L+Y) = F_,(V +Y), dou

Z |F>\—M(L+Y)|2 = Z |F>\—M(V+Y)|2
YGCQ)\fﬂ YGCQA*[.L
Y=R(modQ®) Y=R(modQ°)
- Y BL@P
ZGCQA—u

Z=V+R(modQ?)

La proposition 4.4 donne alors
B* < |F5(R)*|F5(V + R)|*

On conclut en remarquant que puisque R = A (mod Q%) et V + R
L+A (mod @Q°%),onaFs(R)=Fs(A),Fs(R+V)=Fs(A+L).

Proposition 4.9 Soient A\, 0 et p des nombres entiers tels que 1 < p <
M=—pu<o< A\ SiAe A, alors

. - /4 o 5 ~\d 7
> IFA(X)FA(Y)] < { (1) znoz ({A4/Q°}) > (n+ )deg Q
X.YeCpx

X—-Y=A(modQ?)
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Preuve. Posons

B= Y FaX)Ea)

X,YECQA
X—-Y=A(modQ?)

Alors avec les proposition 4.5 et 2.1, il vient

B = > [ Eua (V) Es-u(R(Y))].
YECQA
X=A+Y (modQ?)
R(Y)

voo(?)>ﬂdegQ

Comme § > X\ — p, la proposition 4.1-(vi) nous donne

B’ = > [ELan (Y[ Er (A +Y))]. (*)
YECQ)\
X=A+Y (modQ?)

Rg? )>pdegQ

Voo (

Soit A’ € Cgs congru a A modulo Q°. Pour Y € Cy» on a

R(Y A+Y
il () > e @ & vnl(500) > 5 - N dex @
Un tel Y s'écrit Y = R+ ZQ° avec R € Cys et Z € Cyr-s, ce qui donne
{AC}Y = AIC;V. On a alors
R(y) :
Uso({ o }) > pdeg@Q < deg(A"+ V) < (A — p) deg Q.
La relation (%) devient
B= ). > Fa(V+ ZQ)Fa (A +V + ZQ°)].
ZECQA_(S VECQ§
A/+V€CQ)\*H

Comme A — p < §, en posant S = A’ + V, on obtient

B'= Y Y [Fu(S—A+ZQ)F\_u(S+2Q").

ZECQA,(; SECQ)\,#
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D’aprés la proposition 4.1-(vi), pour S € Cor-u, on a F\_,(S + ZQ°) =
Fro(S), d'ot,

B = Z Z |FM,A(S_A/+ZQ6)F/FM<S)’

ZECQ)\,(; SECQX*M
= D IB® Y Ea(S - A+ 2Q0).
SeCor—u ZeCor—s

Lorsque Z décrit I'ensemble Cga-s, le polynéme S—A'+ 7 Q° décrit I'ensemble
des polynomes X € Cpa congrus a S — A’ modulo Q°. Par suite,

B' = Z |F)\—M(S)| Z |FM’)‘(X)|'

SGCQA—;L XECQ)\
X=8—A’(modQ?)

La proposition 4.7 nous donne pour S € Cyoa-» fixé,

> rFu,A<X>I={ [Fru(S = 40| st vno({553) > (46 = A) deg Q.

0 sinon.

XGCQA
X=5—A'(modQ?)
Par ailleurs on a

_A/
(2D > (45— N degQ o deg(S — 4) < (A= ) deg @
& deg(A) < (A — p) deg Q.

Donc, si deg A" > (A — pu)deg @, alors B’ = 0 et si deg A" < (A — p) deg @,
alors

B= Y B u(S)[Fr (S — 4]

SECQ)\,H

et la proposition 4.8 donne B’ < |Fy(0)||Fo(—A")| = 1.

5 Majoration de la somme Y(N)

Le nombre réel o étant toujours fixé. Soient un nombre entier N > 0 et
X = X(N) l'ensemble des polynomes X € A tels que

(5.1) vdeg@ < deg X < N,
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ou v = v(N) est le nombre entier déterminé par la condition
(5.2) vdeg@Q < N < (v+1)deg@Q.

Observons que I'ensemble X a au plus ¢V éléments. Posons

(5.3) S =%(N) =) elaw(X?))

XeXx

Nous supposerons N assez grand pour que v(N) > 30deg(@. Soient des
nombres entiers r et m tels que

l<r< W (Z)

m<v—r, (i)

m<v+4+r+3—2rdegQ, (iii)

2m >v+r(l+deg@). (iv)

(5.4)

Observons qu’a 'exception du cas deg @ = 1, la condition (iii) implique la
condition (ii). Observons aussi que la condition (i) assure la compatibilité
des conditions (ii) et (iv) et celle des conditions (iii) et (iv). On pose

(5.5) (=v+r+1

5.1 Utilisation des fonctions de poids tronquées

La proposition suivante est un analogue polynomial de 'inégalité de Van
der Corput (Voir [6, Lemme 3.2]).

Proposition 5.1 On a

(56) BN < maXIZ w((X + R))) — w(X?))) |

RGCQr

Preuve. Soit R € Cgr. Puisque r < v, l'application X — X + R est une
permutation de I’ensemble X'. On a donc

D elow(X?) =D e(aw((X + R)%)).

Xex XekX

Par suite,

(@S =(Q)" ) elaw(X?) = > Y elaw((X +R)%)

XeXx ReCor XeX
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=3 3 claw((X + R).

XeX RECQT

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

@I <X Y| Y elaw((X + R))P

Xex RECQ7
<d" > D e(a((X + Ri)?) —w((X + Ry)?)))
Xex RieCor
RQECQT
NN Y e (a((X 4 Ry)?) — w((X + Ra)?))
RieCor Xex
R‘ZGCQT

L’application X — Y = X + Ry est une permutation de X et 'application
Ry — R = Ry — Ry est une permutation de Cg- ; donc,

@S <q" > Y e(aw((Y +R)?) —w(¥?)),

Faccqr YEX
RGCQT
d’ou
)

QUIZP<dV Y Y e(a(w((Y +R)?) —w(¥?)

ReCor YeX

<¢"(Q) joax | ) e (a(w((Y + R)?) —w(¥?))).

On en déduit

Proposition 5.2 On a

(5.7) Z(N)|* <q éggx(!T(N r, R)]),
(5.8) T=T(N,r,R)= > e(a(w((X + R)*) —w(X?)),

wy €tant la fonction tronquée introduite a la section 4.
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Preuve. Soient X € X et R € Cgr. On a deg X < N < (v +1)deg(@, d'on

deg(XR) < (v+r+1)degQ — 2 = Ldeg@ — 2. On a aussi deg(R?) <

2TdegQ—2 < {deg @ — 2. Par suite, deg (X + R)? — X?) < fdeg@Q — 2. Si
Z Y, Q" et (X + R)? = > Z,Q" sont les représentations respectives

n=0

de X2 et (X + R)? en base Q, on a Y; = Z; pour tout nombre entier j > ¢,

d’on, avec (4.1), w((X + R)?) — w,((X + R)?) = w(X?) — we(X?) ou encore

w((X + R)?) — w(X?) = w,((X + R)?) — wy(X?). On conclut avec (5.6).

OJ
En appliquant une deuxieme fois I'inégalité de Van der Corput, on obtient

Proposition 5.3 Soit R € Cor. Alors

(5.9) T*(N,r,R) < ¢" max U(N,r,m, R, S),
SeCor

ot

(5.10) U(N,r,m,R,S) =

[ e (@wne((X + R+ 5Q™)?) = wine(X + R)?) = wino(X + SQ™)?) + win,e(X?))) |

XeX

Preuve. Soit S € Cgr. Alors, avec (5.4-(ii)), deg(SQ™) < (m + r)deg@ <
vdeg ). L’application X — X 4+SQ™ est donc une permutation de I’ensemble
X. De ce fait,

T =) ela(w((X +R+SQM)?) —w((X +5Q™)%)).

Xex

Par suite, on a

QT=3 3 ela(wl(X +R+S5Q™?) — w((X +5Q™))))

SECQ’V‘ XeX

=3 3 ela(wl(X + R+ SQ™)?) — wi((X + SQ™)?)))

XeX SeCor

et 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

QTP <™ Y 1 Y ela(we(X + R+ SQ™)) —wi((X + Q™))

XeX SeCor
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=¥ Y > eOx(S1) —0x(Ss)),

XEX Sl GCQ’I‘

SQECQr
ot pour S € Cgr, 0x(S) = a(w,((X + R+ SQ™)?) — we((X + SQ™)?)). En
inversant ’ordre des sommations on obtient
@™ ITP<q" D > e(0x(S) —0x(S)).
S1€Cor XeX

Sa ECQr

Les applications X — Y = X + SQ™ et S — S = 51 — S5 sont des
permutations de X et Cgr respectivement. Donc,

@™ITP <™ Y > elby_s,gn(Sa+S) = by_s,0n(52)),

Specor VEX

SGCQT
d’ou
@ ITP <qV > > > ela(wl(Y + R+ SQ™)) — wel(Y + 5Q™)?)
SQECQ7 SECQ'r YeXx
—we((Y 4+ R)?) + we(Y?))),
ce qui nous donne

71> < ¢V maxU(NrmRS)

ECQT‘
avec
U= U rm, R.S) = | Y e (alu((Y + R+ Q")) — wil(¥ +5Q7))
Yex
—we((Y + R)?) +we(Y?))) |.
Montrons que U vérifie legahte (5.10). Soient Z € X et S € Cqr. Si Z% =
Z V,Q" et (Z + SQ™)? = Z W,Q™ sont les représentations respectives de

n=0
22 et (Z+5Q™)? en base @, alors V; = W, pour tout nombre entier j < m,
d’ott w, ((Z +5SQ™)?) = w,,(Z?). D’autre part, wy(Z?) = wp,(Z%) +wm o (Z?)
et we((Z +SQ™)?) = wn((Z + SQ™)?) + wy o ((Z + SQ™)?). 1l s’en suit que

we((Z +8Q™)*) — we(Z?) = wime((Z + SQ™)*)) — wino(Z7).

On reporte cette égalité dans la formule définissant U en prenant Z égal a
Y + R puis a Y et on obtient (5.10).

O
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5.2 Fonction caractéristique des carrés

Proposition 5.4 Pour R et S dans Cgr, on a

(5.11) (Q)'U(N,r,m, R, S)
=1 > Y B(- S Fd(A)Fg(=B) Fog(=G) Fo o(H)A(L)),
LeCom XEX A,B,G,H)G(CQZ)‘l
ou
(5.12) A(L) = A(N,r,R,S,L,A,B,G,H) =
Z P ((M+ R+ SQ™)*A+ (M + R)*B + (M+SQm)2G+M2H+LM> ‘
MeCy, Q°

Preuve. Onpose U = U(N,r,m, R, S) et pour X € XY € Cqye,p € {0, 1}eto €
{0,1},

0= O(X.Y. p.o) = Z E(((X+,0R+USQM)2_Y)Z>‘

¢
ZGCQg Q
D’apres le corollaire 2.2, on a
(@) siY=(X+pR+05Q™)? (mod Q°),
(—) pu—
0 sinon,
d'o1 © =0 et

e(Qw,(Y)) siY = (X + pR+ 0SQ™)? (mod QF),
(@) ‘e(awy (V)0 =

0 sinon.

D’autre part, d’apres la proposition 4.1-(iv), si Y = (X+pR+0SQ™)? (mod Q*),
alors Wy, (Y) = wn((X + pR + 0SQ™)?). Par suite, pour X € X et
(p,0) € {0,1}?, on

e(awm,f((X + IOR + USQm)2>) = Z <Q>7€e(@wm,£(y))®(){7 Yv Ps U)'
YGCQz

On porte cette relation dans I’égalité (5.10). Il vient

QYU =1 > e(aw, (Y))O(X, Y, 1, 1)e(—aw,,(Z))O(X, Z,1,0)

XEX (Y,Z,V,W)E(Cye)*
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Xe(—awy,(V))O(X, V.0, 1)e(aw, (W))O(X, W, 0,0)|

On inverse l'ordre des sommations apres avoir remplacé les ©(X ., p, o) par
leurs valeurs et on obtient :

Q=Y aawmAY»E(};4> 3 a—awmAZ»Exj§F>
Y,AECQg Z,BeCQg

< Y elrou (VB Y el (W) (S x w),

V.GEC s @ W,HEC @

ou
U =V(AB,G H) =

Z = ((X+R+SQ’”)2A+ (X + R)?’B+ (X+SQ”"‘)2G+X2H>
Q* '

Xex
Avec (4.3), on a

U=1Y FudA) 3 Fus=B) . Fue=G) 3 Frd H)¥| (%)

AECQg BECQg GECQe HECQg

I nous reste a transformer la somme W(A, B, G, H). Pour cela, on répartit
les X € X dans les différentes classes modulo Q°. On a

V(A B,G,H) =
Z Z E((X+R+SQ’”)2A+(X+R)QB+(X+SQ’")2G+X2H)
MeC Xe Qé
X:M(mon‘>
Z Z E((M+R+5Qm)2A+(M+R)QB+(M+SQm)2G+M2H>‘
MeC Qé
X:M(monf)

Le corollaire 2.2 nous donne alors

(@QWABGH) => Y Y E <M X))

MECQZ Xex LEC

((M + R+ SQm)??PA+ (M + R)?*B+ (M + SQ™)*G + M2H)
X E o'
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= (Q)U(A,B,G,H)= Y Y E(-
LECQ[ XekX
y Z 5 ((M + R+ SQm)*A+ (M + R)Qg;r (M + SQ™)*G + M*H + LM) ‘

MECQZ

En reportant cette valeur dans () on obtient (5.11), ce qui acheve la preuve
de la proposition 5.4.

]
Lemme 5.5 On a
1
(5.13) SIS B <201 - )(Q)
LECQg XeXx q
Preuve. Posons pour tout L € Cqe, 0, = >, E(—% or X). On a
Xex
LX LX LX
S ST S L D )
Q Q@ Q
XeA XeA XeA
vdeg Q<deg X <N deg X <N deg X <vdegQ

La proposition 2.1 donne la valeur de o7, en fonction de vo.(L/Q°) = £ deg Q—
deg L :

gV —qv9eQ si degL < fdeg@ — N,

o =4{ —q’d8@ si £deg@ — N <degL < ({ —v)degQ,
0 si degL > (¢ —v)degQ.
Par suite,
doIYE- oo @@+ > @)"
LECQg XeX LeA LeA
degL<ldeg Q—N £deg Q—N<degL<({—v)degQ

= (@)™ (" Q")+ Q) ¢)NQ)" = 2(Q) (1-(Q)"¢™") < 2(1—$)<Q>‘5-

O

32



Proposition 5.6 Pour tout (R,S) € (Cgr)? on a

(5.14)  U(N,r,m,R,S) <2(1 — 1)(QW max ( »  |D|'*W(L, D)),

q LGCQfe
DeM
DIQ"
avec
(5.15)  W(L,D) = Z | Font(A)Eo(—B) Fo o (—G) Fry o (H)|,

(A,B,G,H)eG(L,D)

G(L, D) désignant l’ensemble des (A, B,G,H) € (Cge)* vérifiant les condi-
tions

(5.16) (A+ B+G+H, Q=D (4),
' L+ 2R(A+ B) +25Q™(A+G) =0 (mod D) (ii).

Preuve. Si (R, S) € (Cor)?, on pose U = U(N,r,m, R, S) et pour L € Cge

u(L) = > Frt(A)E o(=B) Fpo(—G) Fo(H)A(L).
(A,B,G,H)E(Cye)*

Alors, avec (5.11),

=Y Y B ) < Y ol Y B2

LECQm XeX LECQm XeX

max |u(L)] Y \ZE I
LGCQ’"L

LeCom XeX

d’ou, avec (5.13),
1

U<2(1- 5) max lu(L)].
Avec (5.12) et (2.10), on a
u(L)] < Yo EneA)Fu(=B)Fi(~G) Fe(H))|

x|T(Q A+ B+ G+ H,L+2R(A+ B)+2SQ™(A+@))|.
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On divise la somme ci-dessus en sommes partielles, suivant les valeurs de
D = (A+ B+ G+ H,Q"). La Proposition 2.7 jointe & la majoration (2.11)
nous donnent alors

(L) < > > | Fon i (A) Fop (= B) Fon o (= G) Fr o (H) (D) /2(Q) 2,
DeM (A,B,G,H)E(CQZ)“
D|Q* (A+B+G+H,QY)=D

D|(L+2R(A+B)+25Q™(A+G))

ce qui donne le résultat annoncé.

Soit, pour R € Cgr, S € Cor et L € Cyy,

(5.17) V=V(R,S L= > (D)/’W(LD)
DeM
DIQ*

On pose

(5.18) p=p(Q) =rdeg@—1

et

(5.19) A=0—m+p(Q).

La condition (5.4-(ii)) jointe a (5.5) entraine A > 0. La condition (5.4-(iv))
entraine rdeg@ — 1 <2m —v —r —1, d’ou p(Q) < 2m —v —r — 1 et, avec
(5.19) et (5.5), A < m. On divise V' en trois sommes partielles suivant les
valeurs de vg(D) : V = Vi 4+ Vo + Vi, avec

(5.20) Vi=Vi(R,S,.L)= > (D)'’W(L,D).

DeM
D|Q*
vQ (D)<A

(5.21) Vo =Wa(R,S.L)= Y (D)'’W(L,D).

DeM
D|Q*
A<vg(D)<m
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(5.22) Vs =Va(R,S,L)= > (D)*W(L,D).
DeM
D|Q*
v(D)>m

On fixe momentanément les polyndémes R, S et L et on majore ces trois
sommes. La majoration de V] est facile.

Proposition 5.7 Pour tout (R,S) € (Cgr)? et L € Coe on a

@) v gAV/2

(5.23) Vi(R, S, L) < Ar(Q)(Q)*™ ( :

Preuve. On majore les sommes W (L, D) intervenant dans V] en remplagant la
condition (A, B, G, H) € G(L, D) par la condition moins restrictive (A, B,G, H) €
(Cge)*. Cela donne

Vi< Y DY Y (FusA)Ei(B)Ey(G)En(H).
DeM (A,B,G,H)E(Cope)*
D|Q*

OJQ(D)<A

d’ou, avec la proposition 4.6,

‘/1 < <Q>4(€7m) Z <D>1/2.

DeM
D|Q*
UJQ(D)<A

On applique alors la proposition 2.3 avec m =60 =0et n = A — 1 et il vient

1/2 - (@) mmaX (A=1)/2
DEZM (D) sam(q) (1,172,

D|Q*
(/JQ(D)<A

O

Les majorations de V5 et V3 demandent quelques notations supplémentaires.
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D’apres (5.15), si D est un polynome unitaire divisant Q° tel que G(L, D) =
), W(L,D) = 0 et n’intervient pas dans les sommes V;. On n’a donc a
considérer que les polynomes D pour lesquels G(L, D) # (). Pour tout po-
lynéme unitaire D divisant Qf, on pose

(5.24) D = (D,R).

Les facteurs irréductibles de D sont facteurs irréductibles de Q. Soit P

I'un de ces facteurs. Alors PU7(") divise (D, R), donc divise R. On a donc

vp(D)deg P < deg R < rdeg (@, ou encore avec (5.18), vp(D) < p. Par suite,

(5.25) D=[ ™ | [P | @
Pel Pel
P|D P|Q

Avec (5.4-(ii)) et (5.4-(iv)) on a p < m, dou D|Q™. D’apres (5.16), si
(A,B,G,H) € G(L,D), alors D|Q* et L + 2R(A + B) + 2SQ™(A + G) =
0 (mod D), don, avec (5.24), L +2SQ™(A+G)=0 (mod D), ce qui
implique que D divise L. Les polynémes D tels que G(L, D) # () sont tels
que D divise L. Quand cette condition est réalisée, on pose

(5.26) 2R=R'D, 28Q°=S'D, L=LD, D=DD.

La deuxieme des conditions (5.16) s’écrit alors
L'D+RDA+B)+SQm"*D(A+G)=0 (mod D'D),

d’ou

(5.16 — (4ii)) L'+R(A+B)+SQ"P(A+G)=0 (mod D).

Les polynomes R’ et D' sont premiers entre eux. Soit R’ € Cp, inverse de
R’ modulo D’. Posons

2R”SQ*
.2 L?? — 77L/ 2 — ) /: .
(5.27) R'L', S”"=RS D.R)
La condition (5.16-(iii)) devient
(5.16 — (iv)) L"+A+B+S"Q"?(A+G)=0 (mod D).

On peut maintenant majorer Vs et V3 :
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Proposition 5.8 Pour tout (R, S) € (Cgr)? et L € Cqe, on a

/2
529 R SD < - @) (L) oo

Preuve. Soit D € M divisant Q* et tel que A < vg(D) < m. Nous suppose-
rons que D divise L. Soit § = vg(D). D’apres (5.19), on a

vQ(D'D) = vo(D) > A =L —m+p,

et d’apres (5.25), vg(D) < p. Donc vg(D’) > § — p > £ —m. On majore la
somme W (L, D) en remplacant les conditions (5.16) par les conditions moins
restrictives

A+B+G+H=0(mod Q*); L +A+B=0 (mod Q")
impliquées par (5.16-(i)) et (5.16-(iv)). On obtient avec (5.21) et (5.15)

‘/'2 < Z <D>1/2

DeM
DIQ*
A<vg(D)<m

X Z ‘me(A)Fm,E(_B)Fm,E - (G)Fm,E(H)’a
(A,B,G,H)E(Cqe)*

A+B+G+H=0 (mod Q°~r)
A+B=-L" (mon‘s’p)

d’ou

V2 < Z <D>l/2{ Z |Fm,€(A)Fm,€(_B)’}

DeM (A,B)E(CQe)Q
D|Q* A+B=—L"(modQ%~")
A<vg(D)<m
x{ > | Eone(=G) o ()]}
(GﬂH)E(CQl)2

G+H=L"(modQ%")
Comme ¢/—m < §—p, on peut appliquer la proposition 4.9 aux deux dernieres
sommes. On obtient
n< Y (D)

DeM
D|Q*
A<vg(D)<m
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d’ou, avec la proposition 2.3,

(@

02
D) (02,

Vy < (m —A)T(Q2) (

Pour majorer V3, on majore d’abord les W (L, D) intervenant dans V.

Proposition 5.9 Soit D un diviseur unitaire de Q° tel que D divise L et tel
que 0 = vg(D) > m. Alors,

(5 29) W(L D) < <Q>_2C(Q7w7a)(é_m_2P(Q)) SZ. 5 —m — QP(Q) > 07
’ ’ - 1 SiNon.

Preuve. Soit (A, B,G,H) € G(L, D). Avec (5.16-(iv)) on a
L"+A+B+5S"Q"?(A+G) =0 (mod D'
et avec (5.16-(i)) on a
A+B+G+H=0 (mod D)
On avg(D') > 6 — p, d’ou

L"+A+B+S5Q"*?(A+G) =0 (mod Q°7)
A+B+G+H=0 (mod Q°7),

systéme équivalent au systeme (€) suivant

L"+A+B+5Q"*(A+G) =0 (mod Q°7)
G+H-S"QmP(A+G)— L =0 (mod Q°~*).

On majore W = W(L, D) en remplagant la condition (A, B,G, H) € G(L, D)
par la condition moins restrictive (A, B,G, H) € (Cge)* et vérifie (€). On
obtient

W< > |FuelA)Fe(—G) > |Fe(—B)]
(A,G)G(CQg)2 BECQZ
—B=L"+A+S"Q™ ?(A+G)(modQ’~*)
X Z |Fm,€(H) |)
HECQ(

H=L"-G48" Q™ P(A+G)(mod Q%—°)
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Avec (5.4-(iv)), (5.5) et (5.18), on a 6 — p > m — p > ¢ — m. En appliquant
la proposition 4.7 aux deux dernieres sommes on obtient que la somme

> | Fme(—B)

BECQe
—B=L"+A+8"Q™ P(A+G)(mod Q%—°

vatt |Fr_m(L” + A+ S"Qm (A + Q)| si vo ({2 > (m

9 —p—1L)deg@ et 0 sinon ainsi que la majoration

> | Fne(H)| < |[Fom (L7 =G457Q"(A+G))|

HGCQZ
H=L"—G+58" Q™ P(A+G)(modQ5—?)

On définit le sous ensemble H de (Cge)? par la condition

Ln _‘_A_I_Sanfp(A_‘_G)
Q-

(A,G)eH<ev({ > (m+6—p—10)degQ.

Alors,

w S Z |Fm,Z(A>Fm,E<_G)|
(A,G)eH

| Fpm (L7 + A+ S"QmP(A+ G))||From(L” — G+ S7Q" (A + Q).

Fixons A € Cye et montrons que les G € Ce tels que (A, G) € H sont dans
une méme classe de congruence modulo Q°~™ 2. En effet, supposons que

(A,G) e Het (A, G) € H. Alors on a
S?? (G _ G/)
Q5—m

Avec (5.4-(iv)) on a 2m > r(deg@Q + 1) + v, doum+d§ —p—£€ > 0 —m.
Par suite S”(G — G’) = 0 (mod Q°~™) d’ott, avec (5.27), 1(%;,]%‘7 (G-G) =
0 (mod Q°~™). Le polynome R’ étant I'inverse de R’ modulo D', il est donc
premier a tout diviseur de D’. En particulier, il est premier a Q et donc
inversible modulo Q°~™, d’ott SQ*(G — G') = 0 (mod Q°~™). Par ailleurs, si
P est un facteur irréductible de (S, Q), on vp(S)deg P < deg S < rdeg@,
d’ou avec (5.18), vp(S) < p. On a donc

H pvrS) | Q*,

Pel
P[(5,Q)

Vo ({ })>(m+06—p—{)degQ.
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d’ou
QQP(G - G’) =0 (H’lOd Q57m> et & =G (mod Q67m72p>.

Pour tout A € Cge, notons Go(A) I'élément de Cgys—m-2, tel que pour tout
G € Cye on ait

(A,G) € H = G = Gy(A) (mod Q°m%).

On majore W = W(L, D) en remplacant la condition (A, H) € H par la
condition G = Gy(A) (mod Q°~™2¢). On obtient

WS Z Z |Fm,Z(A)‘

AECQZ GECQe
G=Go(A)(modQ4—m—2r)

X[ Eoom (L7 +A+S" Q" P (A+G)) || F o (= G) | Fpom (L7 =G)+57 Q™ P (A+G)))|
Avec (5.4-(iv)) on a m — p > £ — m et la proposition 4.1-(vi) nous donne

W< ) > | Fo e (A) oy (L7 +A)|| Font (=G| Fem (L7 =G|,

AECQZ GECQz

G=Go(A)(modQO—m—2r)

soit
W< Y [ Fne(A)Fm(L” + A)|
AGCQg
X > |Foo(—G)Eyp_ (L7 — @)
GGCQg

G=Go(A)(modQ?—m—2r)

(I) Supposons d’abord que v = § —m —2p > 0. On a alors v < £ —m et
m < £. On applique la proposition 4.8 a la somme intérieure et on obtient

W< Y B A) (L + A)IE(=Go(A) Fy (L7 = Go(A))].

AGCQe

La proposition 4.3 donne alors

W <(Q)7* Y [Fos(A)Fm(L” + A)
AGCQz
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ou C' = C(Q,w,a) et les propositions 4.8 et 4.2 nous donnent
W < {Q) M Fo(0) Fo(L7)] = (@) 7.

(IT) Supposons maintenant que v = § —m —2p < 0. Dans ce cas, la condition
de congruence dans la somme majorant W n’apportant aucune restriction,
on majore W trivialement et on obtient

W< i) Frm(L + A Y [Fn(—G)Frn (L7 = G

AECQg GECQZ

et la proposition 4.8 nous donne W < 1.

Proposition 5.10 Pour tout (R,S) € (Cgr)? et L € Cge, on a
(5.30)  V3(R,S,L) < (£ —m+ D)7T(Q™)NQ)/*Q) ¢ @wa)t=m=2p(Q))

avec

1

(5.31) Qs w, @) = min(2C(Q, w, ), 2deg @

).

Preuve. Observons d’abord que la condition (5.4-(iii)) entraine la relation
m+2p < L. Avec (5.22) et (5.29), on a

Vi < > (D)4 N (D)),

DeM DeM
D|Q* D|Q*
m<vg(D)<m+2p m+2p<vg (D)

ot 'on a posé C' = C(Q,w, ). Comme 7(Q"™"271) < 7(Q*™), la propo-
sition 2.3 donne

2/2
Vs <7(Q7) (%) ((2p+1)g"™2 + (£ = m — 2p)(Q)*™ ¢

% Max <(<Q>—QCl|all2q1/2)m+2p+17 (<Q>—QC||Q||2q1/2)Z> .

Si (Q)"2¢¢Y/?2 <1, 0na
(@Q\"?
Vs <7(Q) (7) (2o +1)g"" ™2 + (€ — m — 2p)q"™ 202(Q)727) |
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d’ou
Vs < T(QTMQ)A(E = m + 1)grtm T,
S1{Q) %> > 1, ona

/2
o< r @) ()7 (@ 0tk (0 2 Qo)

< (@R (2o 4+ Vet + (= m = 20)(Q) ) )

Si on pose C' = C'(Q,w,a), on a

Vs < 7(Q™(Q)2(6 — m + 1)(Q) ===,

Proposition 5.11 On a

V(R, S, L) < mr(Q")(Q)"? (q~H(Q)+or/2-(4+1/2deg Qmrtd

(5.32) +q—1—r/2<Q>f(u—m)/2degQ + <Q>fc’(Q7w,a)(ZfM72p)> )

Preuve. La proposition 5.7 nous donne

V< AT(Q£)<Q>4(€—m) (@)Z/Q q(A—l)/Q’

d’on, avec (5.19), (5.18), (5.4) et (5.5),
V< mT(QZ)<Q>€/2<Q>4(y+r+1—m)+r/2q—1—m/2’

< %T(Qe) <Q>£/2<Q>4u+9r/27m(4+1/2degQ)+4.
La proposition 5.8 nous donne
oy (N
Vo< mr(@) (1) g

d’ou, avec (5.5),

Vs < T (QOQY2q (@) ~(r—m)/20ex @
q
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D’apres la proposition 5.10, on a
Vs < (€= m+ 1)r(Q")NQ) (@) (@umetmm=2r),
d’ou, avec (5.18), (5.4) et (5.5),
Vs < mr(QF)(Q)3(Q)~ ¢ (@meltmm=2e),

Les majorations de Vi, Vo, V5 jointes aux relations (5.17), (5.20), (5.21),
(5.22), nous donnent

V< mT(Qé) <Q>£/2 <q—1<Q>4u+9r/2—m(4+1/2degQ)+4

+q—1—r/2<Q>—(u—m)/2degQ + <Q>—C’(Q,w,a)(€—m—2p) ]

5.3 Fin de la Majoration

On est en mesure de démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.12 On suppose a non entier. Soient

g1 excp( o) (1= )1+ 2)7(Q)(Q)° 1/4
(5.33) n(Q) = ( 48d(d§g Q)w(@+1 )
et
11 1
(5.34) §@wa) = i P+ 1 deg O — 1
! )
16(deg Q) + Tdeg Q + fyed — 17

ot C(Q,w, ) est définie par (4.5). Alors, pour v(N) > 100/£(Q, w, «), on a

(5.35) IS(N)| < n(Q)N =G N -dgps@uwa)),

Preuve. On pose C" = C'(Q, w, o) défini par (5.31). On va imposer des condi-
tions supplémentaires aux parametres r et m afin que les conditions suivantes
soilent réalisées :

(4dv +13r/2) —m(4+1/2deg @) <0,
(5.36) (m—v—r)/2deg@ +2r —4 <0,
C'm—v—r—3)+2r(l+C"deg@) —4 <0.
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Ces conditions réalisées, on déduit des relations (5.14), (5.17) et (5.32) que
pour R € Cg et S € Cqr,

1
U=U(N,r,m,R,S) <2(1— 5)TI’LT(QZ)<Q>Z (q—l<Q>4V+9r/2—(4+1/2degQ)m+4

+q717r/2<Q>7(l/fm)/2degQ + <Q>70’(47m72p)> :
d’on, avec (5.5), (5.18) et (5.36),

(5.37) U <2(1—=)(=+ Dmr(Q)NQ) .

Compte tenu de (5.31), les conditions (5.36) sont réalisées des que les condi-
tions

(5.38) { (8v+13r) deg Q@ < m(8deg Q + 1),

mﬁu+r—%—2rdeg@+8deg@.

le sont.

On se donne un parametre £ €]0, 1] et on impose
(5.39) 1<r<éw
Les conditions (5.38) sont satisfaites si
1+ 4 2
V(—Ef §m§y(1+f——£—2§degQ).

1+m C’/

On exigera donc que & vérifie la condition

1+ 1 2
(5.40) —§§1+5—2gdegQ——€
1+ s5a0 C
et que l'intervalle
1+ 1 2¢
Jew = (1 + € — 26 deg Q — =)
+ 8deg @

contienne des nombres entiers m tels que r < v et m vérifient les conditions

(5.4). On prend

11

o o 15
(541) ’S— f(Qawaa) - 16(deg Q)Q + 7degQ + 2+160(%egQ _ 1
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et la condition (5.40) est vérifiée. Observons que, C' = C'(Q,w, ) étant
défini par (5.31), £(Q, w, «) vérifie (5.34). On suppose que N est assez grand
pour que v = v(N) > 100/&. Alors on a v > 30deg @ et

1
13¢
1+€—26deg@ — & — ——+

1+8degQ

(5.42) v >

L’intervalle J¢, contient alors des nombres nombres entiers. Si r < {v, alors

1-3/v 1-1/10deg Q ) s v—3
5deg Q—1 5deg Q—1 > 5; d’ou 7 S §V < 5deg@—1’

(5.4-(1)). Soit un nombre entier m € Je,. Alors

ce qui est la relation

m < v(l+§—2deg@ —26/C") < (14§ —66degQ),
d’ott, d’'une part m < v(1 — 5§) < v —r et d’autre part,
m<v(l+&(1—-2degQ)) <v+r(l—2degQ) <v+r(l—2degQ))+3
Les relations (5.4-(ii)) et (5.4-(iii)) sont vérifiées. Avec (5.41), on a

1—1/8deg@
(14 degQ)(1+1/8degQ)’

E<

d’ou
2m > v(14+&(1+degQ)) > v+ 1r(l + degQ)
et (5.4)-(iv) est vérifiée. Par suite, (5.37) est vérifiée. Majorons 7(Q). On a

(@)= [ wr@+1) < [[ (or(Q) +0) = D7(Q).

Pel Pel
P|Q PlQ

Avec (5.5) puis (5.39), on a
1
D = (v 47+ 1)@ < (1 4 £ 4 2@,
v

Comme v = v(N) > 100/, on a
101

@ < ,/w(Q)(1+2§)w(Q) = @ exp(w(Q)log(1+—=¢) < )eXp(_f deg Q).
100 100
Avec (5.41) et (5.31),
1
W@ < (@ g
g v (48 degQ)
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d’ou

(5.43) 7(Q") < exp(m)T(Q)yw(Q).

Avec (54) onaam <v+r —6rdeg@ +8deg@Q < v+ r < 2v, d’on, avec
(5.37), (5.42) et (5.43),

U < K(Q)T(Que @ Q) 2,

R(Q) = 4exp<m><l - $><1 + §>.

La proposition 5.3 nous donne
T(N,R,S)> < r(Q)T(Q)g" v @THQ)" ",
puis, la proposition 5.2 nous donne

|E(N) |4 < K(Q)T(Q)qg'NVw(Q)—H <Q>V_r+5,
d’ol, en majorant v par N/ deg @,

w(@)+1

! N —r/
99

L'intervalle [{55£v,€v] contient des nombres entiers. On prend r dans cet
intervalle et on obtient la majoration

SV < (HQ)HQ@Q)) (

w(Q)+1

S(V)] < (R@)m(@)@)) (d]gv Q) T pra-Bord

6 Démonstration du théoreme 1.2

Proposition 6.1 Soit N un nombre entier, N > 100deg Q/£(Q,w, ). Alors

1-99¢ /400 -
) elaw(X?)] < (@) (1 + <Q<>612>99£/400 — 1) N2 N (-99€ /400)

XeA
deg X <N
([100/€]+1)(1-99¢ /400)
[100/¢] _ =911 (Q)
+(Q) Q)N+ (Q)1-9%/400 — 1
ot f = §(Q7w7 OJ).
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Preuve. Posons

XeA
deg X <N
Avec (5.1), (5.2) et (5.3), on a
v(N)
S(N) =1+ %(jdegQ)+(N).
j=1
La proposition 5.12 nous donne
[100/¢]
S(N)| <1+ ) [S(jdeg Q)|+
j=1
gl . w@+L s jeg Q(1—99¢/400) w(DFL N(1-99¢/400)
@ Y. (deg@) T ¢ + N
J=1+4[100/¢]

On majore la premiére somme en majorant trivialement [¥(jdeg@)| par
w(@)+1

@ I8@ — 1@ of ]a deuxiéme somme en majorant (jdeg@)~ 4  par
N9 On obtient
v(N)
S(N)] < (@)L pn(@NTET DT (U g N )
J=1+[100/¢]

d’on,
SN < (@M
wi@ytr ((Q)INFTHI—99/400) _ () (1+[100/£])(1-99¢/400) N(1-99¢/400)
QN4 < (Q)(1-99€/400) _ 1 ta '

Avec (5.2), on obtient

100/¢ (Q)!~99/400 “AQFL N (1-99¢ /400
S(01 < (@)1 4 5Q) (14 1o g ) N =F e

QNS () (1100/€]+1)(1-99/400)
<Q> 1-99¢/400 __ 1
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Corollaire 6.2 Soit o un nombre réel non entier. Alors il existe un nombre
entier N(Q,w, a) tel que pour tout nombre entier N > N(Q,w, «) on ait

w(@)+1 _
Y elaw(XP)] < B(Qw, a)N T Vw00,

XeA
deg X <N

ou & =¢£(Q,w,q) et

1—-99¢/400
(6.1) B(Q,w,a) =n(Q) (1 + <Q<>?z99§/400 _ 1) ‘

Preuve. Pour N > n(Q, &) =n(Q,£(Q,w,a)), on a

w(Q)+1 (Q>([100/£]+1)(1799g/400)

n(Q)N 1 (Q>1—995/400 — > <Q>[100/£]_

On prend N(Q,w, a) = max(n(Q,£(Q,w,«)), 1+ 100deg Q/£(Q, w, @)).

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoreme 1.2 avec
363 . ( 1

= —— min
2000 48(deg Q)2 + 11deg@Q — 1’

C(Q,w,«)
C(Q,w,a)(16(deg Q)% + 7Tdeg@ — 1) + 1 + 8deg Q)

(6.2) a(Q,w,a)

)

et

<Q>1—363/2000(48(degQ)2+11degQ—l)
(6.3) b=bQ) =n@Q) |1+ (Q)1-99/400(48(deg Q)*+11deg Q—1) _ 1

Posons a = a(Q, w, a) et minorons d’abord £ = C(Q, w, «). On a

1 S 2000
a
48(degQ)? + 11deg@ — 1 — 363

ainsi que
1 2000

a.
16(deg Q)% + 7Tdeg @ + —Cl(g?jfj)?l — 363
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D’apres (5.34)
2000
€Qwa) > 200
d’ou
1 —99£/400 < 1 — a.

D’autre part, la fonction ¢ — <Q<?—t>i1 étant décroissante sur l’ensemble des
nombres réels, on a avec (5.34)
(Q)1-9%/400 <Q>17363/2000(48(degQ)2+11degQ71)

(Q)199€/400 — ] = ((Q)1-363/2000(45(deg Q> T11des @ 1) — |’
d’on, avec (6.1)

<Q>1—363/2000(48(deg Q)?+7degQ—1)
B(Q’ w, O‘) < U(Q) L+ <Q>1—363/2000(48(degQ)2+7degQ—1) -1

soit
B(Q,w,a) < b(Q).

D’apres le corollaire 6.2, pour tout nombre entier N > N(Q,w, «), on a

Y elaw(X2)] < QNG N0,

XeA
deg X<N

OJ

Terminons cette section par la preuve du corollaire 1.3. Soient m un
nombre entier strictement positif et a € {0,1,...m — 1}. Poson

z(m,a,N) = Card{X € A|deg X < n, f(X?)=a (mod m)}.

z(m,a,N) = Z Z a))'

deg X <N

En inversant 'ordre des sommations on obtient

m—1
hf(X?)
N)
(m,a, e( Z e( - )
h=0 XeA
deg X <N
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Le théoreme 1.2 nous donne alors

m—1

w(Q)+1 —a m

Imz(m,a,N) — ¢"| < Zb(q’ Q)N =F N (1—alaQ.f.h/m))
h=1

< (m — Db(q, QN"H g0 n @S

Y

avec 1(q, @, f,m) = miny<p<m_1{alq, @, f,h/m)}, d’ou le résultat annoncé.

O
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