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GÉOMÉTRIE ET QUANTIFICATION DE L’UNIVERS DE

DIRAC-EINSTEIN

JONOT JEAN LOUIS

Abstract. Les constructions géométriques et les procédés de quantification
proposés dans ce document sont des essais de représentation mathématique
et physique de l’univers de Dirac-Einstein. Le but de cet article est de don-
ner une vision différente de cet univers. Je ne prétends pas que cette con-
struction soit le modèle de la réalité physique, mais cette approche permet de
proposer des outils mathématiques pour la quantification des fibrés d’état, la
présentation des équations de Dirac et la représentation géométrique de notre
univers comme une singularité d’un multivers de Banach-Schauder. Cette
représentation définit la géométrie de l’univers à partir d’une section de Dirac
du multivers de Banach-Schauder.

1. Représentation de l’univers de Dirac-Einstein comme une

singularité d’un multivers de Banach-Schauder

Un multivers de Banach-Schauder V est une variété de Banach modelée sur un
espace de Banach muni d’une base de Schauder inconditionnelle et d’une métrique
fortement riemannienne g. Si l’espace de Banach B est hilbertien réel, le produit
scalaire induit une métrique riemannienne sur V, si cette métrique est fortement
riemannienne, on prend pour g cette métrique. La géométrie ainsi définie est une
géométrie de Finsler améliorée. La connexion de Levi-Civita définie par la métrique
est notée ∇ [33]. Une section de Dirac γ sur le fibré tangent

ξV = (TV, π,V,B) ,
est une section γ de Hom

(
Λ1 (V) ⊗ TV, TV

)
où Λ1 (V) est le fibré des formes

linéaires continues. Pour chaque ouvert de trivialisation U du fibré ξV, on définit
l’endomorphisme de Dirac comme une section sur U

γd : Γ (U , TV) → Γ (U , TV) , γd (X) = γ (d⊗X) ,

avec X ∈ Γ (U , TV) et d ∈ Γ
(
U ,Λ1 (V)

)
. La section γd est une section bornée et

à trace si et seulement si ∀v ∈ U ⊂ V, γd (v) : TvV →TvV, est un endomorphisme
borné et à trace pour la structure de Banach induite par la fibre B.
Definition 1. Une base locale de champs de Schauder {Xm}m∈N sur U est une
base locale de champs qui vérifie ∀v ∈ U , {Xm (v)} est une base locale de Schauder
inconditionnelle de TvV pour la structure de Banach induite par B.
Lemma 1. Tout ouvert de trivialisation U de ξV a une base locale de champs de
Schauder {Xm}m∈N.
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Fibré d’état, Champ en corde, Equation d’évolution, Intégrales de Feynman, Entropie, Chirurgie,
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Remark 1. En général, une base locale de Schauder inconditionnelle n’est pas
dualisable en posant

Xm (Xn) = δmn ,

la section des formes linéaires Xm sur U n’est pas dans Γ
(
U ,Λ1 (V)

)
. Si pour tout

m, Xm ∈ Γ
(
U ,Λ1 (V)

)
, on dit {Xm} est une base locale de Schauder incondition-

nelle dualisable. Si B est un espace de Hilbert réel, le théorème de représentation
de Riesz-Fischer donne l’existence de base locale de Schauder inconditionnelle du-
alisable sur tout ouvert de trialisation de ξV.

Si la base de Schauder n’est pas dualisable, on dualise les champs en utilisant la
métrique fortement riemannienne g, on pose

X (Y ) = g (X,Y ) , ∀X,Y ∈ Γ (U , TV)

en chaque v ∈ U et u ∈ TvV, X (v) (u) = g (v) (X (v) , u). Toute base locale de
Schauder {Xm} se dualise par ce procédé. Soit {Xm}m∈N une base de Schauder,

γm = γX
m

où Xm est le dualisé de Xm par l’un ou l’autre des procédés. La suite
{γm} est suite de sections locales sur U de Hom (TV) qui est bornée et à trace. On
définit le tenseur de Poisson par la suite double {γmn} où

γmn =
1

2
Trace{γm, γn} = Trace (γmγn) .

Definition 2. Une sous-variété W de dimension n est une singularité de type
(n−, n+) avec n = n− + n+ si pour chaque événement w ∈ W, il existe un ouvert
U de trivialisation de ξV contenant w et une base de Schauder inconditionnelle
{Xm} qui contient une sous famille finie

{
Xmj

, j = 1, · · · , n
}
telle que pour tout

v ∈ U ∩W,
TvW =Vect {Xmi

(v) , i = 1, · · · , n}
et la matrice γ̃ (v) = (γmimj (v))16i,j6n définie par le tenseur de Poisson est in-

versible pour tout v ∈ U ∩ W et 1
n γ̃

−1 est congrue à une matrice de signature
(n−, n+).

Remark 2. La transformation qui permet de passer de la métrique 1
n γ̃

−1 à la
métrique g |W est la transformation de Wick ou rotation de Wick. La métrique g est
la métrique fortement riemannienne définie sur le multivers de Banach-Schauder
V.

Si la sous-variété W est de dimension 4 et de type (1, 3) de V [18], on dit
que W est un univers de Dirac-Einstein. Cette représentation est différente des
représentations géométriques habituelles. La géométrie de W est entièrement
définie par la section de Dirac bornée et à trace, le multivers de Banach-Schauder
définit la structure gravitationnelle de l’univers W et la connexion ∇ de V induite
par la métrique fortement riemannienne donne la connexion sur W qui permet de
définir les équations de Dirac-Einstein.

L’hypothèse que l’on fait est la suivante, sur une carte de l’univers W, les
systèmes physiques sont décrits par des fibrés. Ces fibrés sont des fibrés vecto-
riels réels ou complexes, ou des fibrés dont la fibre est un groupe de Lie. Les fibrés
d’état définis sur W sont notés

ζ = (E, π,W, F ) ou ζ = (E, π,W)

s’il n’y a pas de confusion sur la fibre F = H ou F = B, on parlera du fibré d’état
E. L’ensemble des sections du fibré E est noté Γ (E). Les exemples les plus utilisés
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en physique sont le fibré trivial W × C dont les sections sont les applications C∞

de W à valeurs dans C, le fibré tangent TW et son complexifié TCW = TW ⊗ C

qui ont pour sections, respectivement, les champs réels et complexes.

Remark 3. En dimension infinie, les fibrés vectoriels se comportent différemment.
Si W est compact suffisamment régulier, par exemple si W est un CW -complexe
alors tous les fibrés de dimension infinie sur W sont triviaux. Dans la suite W

n’est pas supposé compact, mais on peut se restreindre à des cartes d’adhérence
compacte.

Pour nous, une observable en w ∈ W est un opérateur Φ (w) : Ew → Ew ayant
une base de vecteurs propres pour chaque w et telle que l’application w → Φ (w)
est C∞ dans le sens suivant, pour toute section s ∈ Γ (E), l’application

w → Φ (w) (s (w))

est C∞. On remarque que cette définition a un sens si la fibre F du fibré est
de dimension finie, on peut étendre cette notion à un fibré de dimension infinie,
hilbertien ou banachique, dans le cas hilbertien Φ (w) est un opérateur self-adjoint
pour tout w ∈ W. L’observable Φ est donc une section du fibré, dont la fibre
est formée par les éléments de End (F ) qui sont diagonalisables. Les fonctions
λ : U ⊂ W → R ou C pour lesquelles il existe une section s, non nulle sur V ,
vérifiant

Φ (w) (s (w)) = λ (w) s (w) , ∀w ∈ V

est une fonction propre de Φ sur V et la section s est une section propre de Φ sur
V . Si la fibre est hilbertienne, le théorème de Von Neumann permet d’associer à
Φ (w), une mesure spectrale

PΦ(w) : B (R) → P (Ew) ,

qui à chaque borélien B de R associe un projecteur PΦ(w) (B) de l’espace d’Hilbert

complexe Ew . Pour chaque couple (s, t) ∈ Γ (E)
2
et chaque w ∈ W, on définit la

mesure complexe ν(s(w),t(w)) sur les boréliens de R

ν(s(w),t(w)) (B) =
〈
PΦ(w) (B) (s (w)) | t (w)

〉
w
.

Pour chaque w ∈ W et chaque s ∈ Γ (E), on construit une mesure sur les
boréliens de R, définie par

νs(w) (B) =
〈
PΦ(w) (B) (s (w)) | s (w)

〉
w
.

En particulier, pour s ∈ Γ (E) et si la fibre de E est H, on définit une section
νs sur le fibré B (W) dont la fibre est formée des mesures boréliennes sur R. Si
la section s est normalisée pour tout w, c’est-à-dire, ‖s (w)‖w = 1, νs(w) est une
probabilité sur les boréliens de R, notée Ps,Φ avec Ps,Φ (w) = νs(w).

En utilisant la décomposition de Paul Levy, νs s’écrit comme une somme de
mesures

νs = νacs + νps + νscs ,

où νacs est une mesure absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue, νps
est une somme de mesures de Dirac et νscs est une mesure singulièrement continue,
la fonction de répartition est une fonction continue et la mesure n’est chargée que
sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Si νs = νps , on dit que s a un spectre
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discret et si νs = νacs , on dit que s a un spectre continu. On se donne une connexion
∇ sur le fibré d’état E, c’est-à-dire, la donnée d’une application R ou C-linéaire

∇ : Γ (E) → Γ
(
Λ1W ⊗ E

)

qui vérifie la relation de Leibnitz

∇ (φs) = dφ⊗ s+ φ∇s, ∀φ ∈ C∞ (W) .

La représentation de la connexion ∇ sous la forme de dérivée covariante, s’écrit

∇ : Γ (TW)× Γ (E) → Γ (E) , (X, s) → ∇Xs

avec

∇fX+gY s = f∇Xs+ g∇Y s,

∇X (s+ t) = ∇Xs+∇Xt,

et

∇X(fs) = df(X)s+ f∇Xs.

Ces deux notions sont équivalentes, ∇Xs est la dérivée covariante de s le long du
champ X . On se fixe ensuite une section de Dirac γ de E, c’est-à-dire, une section
de

Hom
(
Λ1W ⊗ E,E

)
≈ Hom

(
Λ1W,End (E)

)
,

ainsi pour tout d ∈ Λ1W, l’application

γd : Γ (E) → Γ (E) , γd (s) (w) = γ (w) (d (w) ⊗ s (w))

est un endomorphisme de Γ (E), dit endomorphisme de Dirac. Si le fibré est
de dimension finie, sur une carte V où le fibré tangent et le fibré d’état sont
trivialisables, on pose {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame associé à la carte V et
{sν , ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} une base de sections du fibré d’état resteint à V . On
pose {dµ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame dual et γµ = γd

µ

les endomorphismes de Dirac
associés. Ces endomorphismes sont représentés par des matrices carrées d’ordre m
dans la base {φs, ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} dont les coefficients sont dans C∞ (V ). Le
tenseur de Poisson est défini par

γµν =
1

2
Trace ({γµ, γν}) ,

il est indépendant du choix de la base {φν , ν = 0, 1, 2, · · · ,m− 1} en dimension
finie, cette notion s’étend en dimension infinie si la section de Dirac est bornée et à
trace. Si l’univers W est muni d’une métrique de Lorentz g, dont la matrice dans
le local frame {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} est (gµν) et (gµν) est sa matrice inverse, on fait
l’hypothèse

(gµν) = 4 (γµν) . (1.1)

Dans l’hypothèse où on n’impose pas l’existence d’une métrique de Lorentz g sur

l’univers W, on admet que localement (γµν) est inversible et (gµν) =
1
4 (γ

µν)
−1

est
la matrice d’une métrique de Lorentz gγ sur l’ouvert V , pour définir l’équation
d’évolution le long d’un champ chronologique T . On définit la section H de
End (Γ (E)) par

H (s) (w) = γ (w) (∇s (w))
notée H = γ ⊗∇, l’équation d’état est donnée par

H (s) = λs, (1.2)
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où λ est une fonction propre C∞ définie sur une carte V de W. On va décrire
l’équation d’évolution du système quantique, pour cela on introduit la notion de
champ chronologique [19]. On se place sur une carte V de l’univers W sur laquelle
le tenseur de Poisson γµν définit une métrique g. Pour cette métrique de type
(1, 3), il existe au moins un champ T : W → TW de genre temps ∀w ∈ V ,
g (w) (T (w) , T (w)) < 0. Pour l’espace-temps de Minkowski

(
R4, η

)
,

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

et le champ T = ∂
∂t donne l’orientation du temps. Soit Tw = RT (w), le sous-espace

vectoriel de dimension 1, engendré par le vecteur T (w) ∈ TwW. Ce sous-espace
est non isotrope pour la forme bilinéaire g (w) sur TwW et scinde TwW en une
somme orthogonale unique TwW = Tw ⊕ Ew , où Ew = T⊥

w . Les restrictions
g (w) |Ew

et −g (w) |Tw
sont définies positives. Tout champ X : W → T (W) se

décompose en X = XE − tT , où t : W → R est une C∞-application, XE est
un champ espace, c’est-à-dire, XE (w) ∈ Ew pour tout w ∈ W. En particulier,

|XE (w)|2g = g (w) (XE (w) , XE (w)) > 0 si XE (w) 6= oTw(W). Un champ X est
orienté vers le T -futur si X = XE − tT , avec t > 0 et vers le T -passé si t < 0.

Definition 3. Un champ T est stable sur une carte V de W, dans laquelle T s’écrit
dans le local frame associé sous la forme T = T ν∂ν , si

∂k
(
T jgij

)
= ∂i

(
T jgkj

)
, ∀i, k.

Example 1. Si W est l’espace de Minkowski alors ∂
∂t est un champ chronologique

stable.

On peut définir la dérivée covariante le long du champ chronologique T , noté
∇T . L’équation d’évolution d’une section locale s définie sur V , le long d’un champ
chronologique T , non nécessairement stable, d’un système soumis à aucune obser-
vation est

Hs = iλ∇T s, (1.3)

si le fibré est complexe ou

Hs = λ∇T s, (1.4)

si le fibré est réel.

Axiom 1. L’état d’un système physique est défini, par une section s d’un fibré
hermitien E, dit fibré d’état.

Axiom 2. A tout observable O est associée une section Φ de O (E), formée des
éléments de End (E), self-adjoints. On dit que Φ est l’observable quantique de la
grandeur physique O.

Axiom 3. Quelque soit la section s du système où l’on effectue la mesure de la
grandeur O, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de Φ.

Axiom 4. Si s représente l’état normalisé du système, la probabilité de trouver la
fonction λ lors d’une mesure de O dans ∆ est

Ps,Φ (λ) = Ps,Φ (∆)

où

Ps,Φ (∆) (w) = Ps(w),Φ(w) (∆ (w))
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avec ∆(w) = ]λ1 (w) , λ2 (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Ps,Φ (λ) (w) = Ps(w),Φ(w) (λ (w)) .

Axiom 5. L’état du système immédiatement après une mesure ayant donnée la
fonction λ est

s̃ =
PEλ

(s)

‖PEλ
(s)‖ ,

où s̃ (w) = PEλ(w)
(s (w)) et PEλ(w)

est le projecteur sur le sous-espace propre Eλ(w)

associé à la valeur propre λ (w) de Φ (w).

Axiom 6. Soit s, l’état du système en w0 dans une carte V de W, tant que
le système n’est soumis à aucune observation, son évolution le long d’un champ
chronologique T associé au tenseur de Poisson γµν est

Hs = iλ∇T s

où H = γ ⊗ ∇, γ est la section de Dirac et ∇ est la connexion associés au fibré
d’état.

2. La quantification des fibrés d’état

Les fibrés considérés sont de base W et ne sont pas nécessairement des fibrés
induits par des fibrés au dessus du multivers de Banach-Schauder V. Un fibré
d’état de l’univers W est un fibré ζ = (E, π,W,H) muni d’un produit hermitien
C∞, d’une connexion∇ et d’une section de Dirac γ bornée, à trace. Sur une carte V
où le fibré tangent est trivialisable, on pose {∂µ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame associé

à la carte V , {dµ, µ = 0, 1, 2, 3} le local frame dual et γµ = γd
µ

les endomorphismes
de Dirac associés à la base duale dµ. Pour chaque v ∈ W, γµ (v) est un opérateur
de l’espace d’hilbert Ev qui est un opérateur borné, à trace pour µ = 0, 1, 2, 3,
ils forment un idéal des opérateurs bornés. Le tenseur de Poisson est un tenseur
symétrique, on suppose que la matrice (γµν) est inversible et que sa matrice inverse
(γµν) définit, sur la carte U , une métrique de Lorentz gγ par gγ (∂µ, ∂ν) = γµν .

Definition 4. La section des groupes de Dirac [10] est définie par

D =
{
γd : d ∈ Λ1W

}

avec

D (v) =
{
γd (v) : Ev → Ev : d ∈ Λ1W

}

où

γd (v) (e) = γ (v) (d (v)⊗ e) , e ∈ Ev.

Les hypothèses sont les suivantes, si on munit W d’une métrique Lorentzienne
h, on veut localement que sur toutes les cartes

1

2
{γµ, γν} = hµνIdE , [4] et [5] (2.1)

Remark 4. Avec une base de 1-formes {τµ} pour laquelle

1

8
Trace ({γτµ , γτν}) = δµν si (µ, ν) 6= (0, 0) et

1

8
Trace ({γτ0, γτ0}) = −1

l’opérateur

J = γτ0
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définit une structure presque complexe sur le fibré d’état restreint à V , noté E (V ),
quand la relation 2.1 est vérifiée [7].

Si on prend la dérivée covariante, le long du champ chronologique T ,

∇T ◦H (s) = ∇T (γ ⊗∇ (s)) = dλ(T )s+ λ∇T s. (2.2)

Sur W on a une métrique pseudo-riemannienne qui permet de définir une forme
volume µ. Dans une carte, si W est orientable cette forme volume s’écrit

µ =
√
|det (gµν)|d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3,

les sections s telles que
∫

W

〈s | s〉µ =

∫

W

〈s (w) | s (w)〉w µ (w) < +∞

sont les sections de carré intégrable, le complété de ces sections est étudié comme
un espace de Sobolev particulier.

Definition 5. Pour cette métrique pseudo-riemannienne, la probabilité de trouver
la particule dans une région ℜ de l’univers W dans l’état s est

p (ℜ) =
∫
ℜ
〈s | s〉µ∫

W
〈s | s〉µ .

Remark 5. Les sections d’état telles que
∫
W

〈s | s〉µ = 1 sont les sections unitaires
pour la métrique g.

Pour un fibré d’état ζ = (E, π,W,H), O (ζ) est le sous-fibré de End (ζ) dont
la fibre est formée des éléments de End (H) qui sont autoadjoints. Soit AE un
élément de Γ (O (ζ)), pour chaque w ∈ W, l’application AE (w) : Ew → Ew est une
observable de Ew. Une fonction λ : W → C est une fonction localement propre de
AE si en chaque point w0 ∈ W, il existe une carte V et une section locale s sur V ,
non nulle sur V pour laquelle

AE (w) (s (w)) = λ (w) s (w)

pour tout w ∈ V ⊂ W. La section s est une section locale propre associée à la
fonction λ. On note Ew (λ), le sous-espace propre associé à la valeur propre λ (w).
On pose E (λ) = ∪w∈WEw (λ) et ζ (λ) = (E (λ) , πλ,W) où πλ = π |E(λ).

Definition 6. Si ζ (λ) est un sous-fibré de ζ, on dit que λ est une fonction propre
et ζ (λ) est le sous-fibré propre associé à la fonction propre λ, dim ζ (λ) 6 +∞ est la
dimension de ζ (λ). La section AE de O (ζ) est diagonalisable s’il existe une suite
{λj} de fonctions propres telles que ζ soit la somme de Whitney des sous-fibrés
propres ζ (λj)

ζ = ⊕jζ (λj) .

Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une section AE de
O (ζ) soit diagonalisable est qu’il existe une suite de fonctions propres {λj} telle
que

H = ⊕jHj,

où Hj est la fibre du fibré hilbertien ζ (λj).
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Proof. Chaque fibre Ew (λj) = Ker (AE (w) − λj (w) IdEw
) est hilbertienne comme

sous-espace fermé de Ew . La condition H = ⊕jHj est réalisée si et seulement si
sur chaque fibre

Ew = ⊕jEw (λj) ,

et
ζ = ⊕jζ (λj) .

�

Remark 6. Si ∇j est une connexion définie sur ζ (λj) alors

∇s = ∇jsj (2.3)

avec s =
∑
j sj est une connexion sur ζ. Une connexion ∇ qui vérifie l’équation

2.3 est une A-connexion.
Si dim (ζ) < +∞ et L est une section de End (ζ) alors L est diagonalisable, au

sens des fibrés vectoriels si

dim (ζ) =
∑

λ∈Spect(L)

dim ζ (λ) ,

où Spect (L) est formé des fonctions propres de L.

Definition 7. Une densité d’état de l’observable AE est une fonction propre λ de
AE.

Remark 7. On peut définir une représentation géométrique de l’univers W, en
utilisant la densité des fonctions de Morse pour la C∞-topologie fine de Whitney
dans C∞ (W,R). On approche chaque fonction λ de densité d’état par une fonction
de Morse Λ, et on applique le procédé de géométrisation développé dans [19].

Definition 8. La forme différentielle d est γ-diagonalisable si et seulement si γd

est diagonalisable au sens des fibrés.

Si d est γ-diagonalisable alors toute section s peut s’écrire localement s =
∑

j s
j ,

où sj est une section locale de E (λj) associée à la fonction propre λj et

γd (s) =
∑

j

λjs
j = λjs

j ,

en utilisant le principe de sommation d’Einstein au somme infinie. Si γ est une
section de Dirac à trace

Trace γd =
∑

j

njλj et det γd =
∏

j

λ
nj

j ,

où nj (w) = dimE (λj (w)) < +∞, avec
∑

j

nj (w) |λj (w)| < +∞ et
∏

j

|λj (w)|nj(w) < +∞

pour tout w ∈ W. Une C∞-section polynomiale est une section du fibré de base
W et de fibre C [X ]

w → P (w) , P (w) (X) ∈ C [X ]

où P (w) (X) est un polynôme de dégré fini de la variable X , noté degP (w). La
notion de C∞-section est définie dans le sens suivant,

(w,X) → P (w) (X)
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est C∞ comme application W×C → C. En particulier, degP (w) est indépendant
du choix de w, on le note degP . La section polynomiale P , de dégré minimal, pour
laquelle P (w)

(
γd (w)

)
= o, est la section minimale associée à γd. Si P (w) (X) =

X2 + 1, on dit que γd définie une structure presque complexe sur le fibré des
états ζ. Une structure complexe sur le fibré des états ζ = (E, π,W,H) est un
automorphisme de fibré J : E → E tel que J2 = −Id, c’est-à-dire, de polynôme
minimal X2 + 1. Les fonctions propres de J sont les fonctions constantes λ = i et
λ = −i, les sous-fibrés propres ζ1,0 et ζ0,1 associés vérifient ζ = ζ1,0 ⊕ ζ0,1. On
définit un scindage de ζ, toute section s s’écrit

s = s1,0 + s0,1, s1,0 =
1

2
(s− iJs) et s0,1 =

1

2
(s+ iJs) ,

pour aller plus loin, on peut consulter [20], [7]. Chaque fibré d’état ζ = (E, π,W,H)
de l’univers lisseW est muni d’une section hermitienne, notée 〈• | •〉. Les fibres sont
munies d’un produit scalaire hermitien. L’univers W est muni d’une orientation et
d’une mesure Lebesguienne µ. En générale, cette mesure Lebesguienne est définie
par une métrique pseudo-riemannienne g. On identifie chaque section s, à la classe
des sections qui sont µ presque partout égales à s. Une section s est nulle µ-presque
partout, si

µ ({w ∈ W : s (w) 6= ow}) = 0.

On définit le produit scalaire

〈s | t〉µ =

∫

W

〈s | t〉µ,

s et t sont deux sections de ζ. Si ∇ est une connexion sur le fibré ζ et γ une section
de Dirac sur ζ, on définit pour une section s la norme d’ordre p,

‖s‖p = p

√∫

W

|s|p µ

avec, |s| =
√
〈s | s〉 et on pose

‖s‖m,p =
(

m∑

k=0

∥∥∇k
γs
∥∥p
p

) 1
p

, 1 6 p < +∞ et ∇0
γs = s

avec ∇n
γ = γn ⊗∇n−1 et ∇0

γ = Id. Le sous-espace de Γ (ζ), noté Γm,p (ζ), est

Γm,p (ζ) =
{
s ∈ Γ (ζ) : ‖s‖m,p < +∞

}
.

Les espaces de type Sobolev attachés au fibré hermitien ζ sont définis par la
complétion des espaces normés Γm,p (ζ) et sont notés Wm,p (ζ). Par construction,
ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose Hm (ζ) = Wm,2 (ζ), les espaces
obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire

〈s | t〉m =

m∑

k=0

∫

W

〈
∇k
γs | ∇k

γt
〉
µ.

Remark 8. Les espaces de Hilbert Hm (ζ) sont définis pour l’étude spectrale de
l’extension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant LX à un
opérateur

LX : Hm (ζ) → Hm (ζ) , LX (Y ) = [X,Y ]

avec E (ζ) = TW⊗ C.
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Les opérateurs γn et ∇n−1 sont définis comme suit. Le commutateur d’une
famille finie d’endomorphismes de Dirac

{
γd

µ}
est

[
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
]
(w)

=
∑

s∈Perm{1,2,··· ,n}

ε (s) γd
s(1)

(w) ◦ γds(2) (w) ◦ · · · ◦ γds(n−1)

(w) ◦ γds(n)

(w) , (2.4)

et l’anticommutateur est donné par,
{
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
}
(w)

=
∑

s∈Perm{1,2,··· ,n}

γd
s(1)

(w) ◦ γds(2) (w) ◦ · · · ◦ γds(n−1)

(w) ◦ γds(n)

(w) (2.5)

pour toutw ∈ W. Le commutateur définit un endomorphisme de End (ΛnW ⊗ E,E).
L’extension de rang n d’une section γ est l’endomorphisme γn ∈ End (Λn (W)⊗ E,E)
où

γn (w)
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn

)
(w)⊗ s (w)

)
=
[
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
]
(w) (s (w)) ,

pour tout w ∈ W et on prolonge γn par C∞ (W,C)-linéarité sur Λn (W) ⊗ E.
Toute connexion sur ∇ a une extension

d∇n : Γ (Λn (W)⊗ E) → Γ
(
Λn+1 (W)⊗ E

)

avec, d∇0 = ∇, Λ0 (W)⊗ E = E et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧∇s, ψ ∈ Λn (W) .

L’opérateur ∇n
γ est défini par

∇n
γ (s) = γn ⊗∇n−1 (s) = γn (∇n−1s) avec ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d∇0

pour toute section s, c’est-à-dire, pour tout w ∈ W

(γn ⊗∇n−1) (w) (s (w)) = γn (w) (∇n−1s (w)) .

Les équations d’évolution d’ordre n du fibré d’état ζ |V où V est un ouvert W
sont définie par l’opérateur d’évolution Φn = γn⊗∇n−1 comme un endomorphisme
de l’espace de Banach Wn,p (ζ |V ). Si cet endomorphisme est diagonalisable pour
au moins un réel p > 1, on en déduit toutes les équations d’évolution possibles des
sections s deWn,p (ζ |V ). On généralise la notion d’opérateur d’évolution comme un
opérateur diagonalisable de Wn,p (ζ |V ) qui devient une observable si p = 2. On va
étendre cette notion d’espace de Sobolev en définissant les espaces Lp d’un fibré et
en présentant une théorie des distributions sur les fibrés. Dans la suite, l’ensemble
des sections, non nécessairement différentiables, du fibré ζ est noté S (ζ). On note

Lp (ζ, µ) =
{
s ∈ S (ζ) :

∫

W

|s|p µ < +∞
}
,

où |s| =
√
〈s | s〉 est µ-mesurable. O est le sous-espace vectoriel formé par les

sections nulles µ presque partout. L’espace Lp (ζ, µ) est Lp (ζ, µ) = Lp(ζ,µ)
O .
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Proposition 2. Lp (ζ, µ) est espace de Banach pour la norme ‖s‖p = p

√∫
W

|s|p dµ
et L2 (ζ, µ) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈s | t〉µ =

∫

W

〈s | t〉µ.

L’espace vectoriel des sections test est défini par

D (ζ) = {s ∈ Γ (ζ) : supp (s) est compact} ,
où supp (s) = Adh {w : s (w) 6= ow}.
Definition 9. Une distribution D est une forme linéaire continue sur D (ζ). L’ensemble
des distributions sur ζ est noté D′ (ζ).

Pour une section s ∈ S (ζ), localement intégrable, c’est-à-dire, une section s telle
que pour tout compact K de W on a

∫
K
|s|µ < +∞, on définit la distribution

Ds (t) = 〈Ds, t〉 =
∫

W

〈s | t〉µ. (2.6)

Proposition 3. Ds = o si et seulement si s = o µ-presque partout.

On a une inclusion naturelle de Sloc(ζ)
O dans D′ (ζ) où Sloc (ζ) est l’ensemble des

sections localement intégrables. On a Lp (ζ, µ) ⊂ Sloc(ζ)
O , et un plongement naturel

de Lp (ζ, µ) dans D′ (ζ). On identifiera Lp (ζ, µ) et son image dans D′ (ζ).

Remark 9. Si 2.6 est vérifiée, on dit que la distribution est régulière et on identifie
Ds à s. Dans cette situation, on note 〈Ds, t〉 = 〈s | t〉

W
. On a Dλs = λDs, λ ∈ C.

Definition 10. Le produit scalaire hermitien 〈• | •〉 est parallèle à la connexion ∇
si et seulement si pour tout champ X de W et pour toutes sections s et t de Γ (ζ)

X. 〈s | t〉 = 〈∇Xs | t〉+ 〈s | ∇Xt〉 , (2.7)

où X. 〈s | t〉 est la dérivée de Lie le long du champ X de la C∞-application

w → 〈s (w) | t (w)〉w .

Theorem 1. Si le produit scalaire 〈• | •〉 est parallèle à la connexion ∇ alors

〈∇Xs, t〉 = −〈s | div (X) t+ ∇X t〉µ ,
pour toutes sections test t et toute section s ∈ Γ (ζ).

Proof. Il suffit de vérifier que dans les hypothèses du théorème

I =

∫

W

LX (f)µ = −
∫

W

f div (X)µ

pour toute C∞-fonction f à support compact avec LX (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f . On peut se ramener à une carte en utilisant une partition
de l’unité associé à un recouvrement de cartes V . Dans le local frame {∂ν} associé
à la carte V , de dual {dν} la forme volume µ s’écrit

µ = θd0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3

avec θ fonction de classe C∞, non nulle, sur V . On a, si X = Xν∂ν

I =

∫

V

Xν (∂νf) θd
0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3



12 JONOT JEAN LOUIS

et

I =

∫

V

∂ν (X
νfθ) d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3 −

∫

V

f∂ν (X
νθ) d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3.

La fonction f est à support compact dans V , donc
∫

V

∂ν (X
νfθ) d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3 = 0.

Ensuite on écrit ∫

V

f∂ν (X
νθ) d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3

=

∫

V

f (θ∂νX
ν + dθ (X)) d0 ∧ d1 ∧ d2 ∧ d3

=

∫

V

f

(
∂νX

ν +
dθ (X)

θ

)
µ

On en déduit I = −
∫
V
f div (X)µ car div (X) = ∂νX

ν + dθ(X)
θ dans le local

frame {∂ν}. �

Definition 11. div (X) = divµ (X) est la divergence de X associée à la forme
volume µ, c’est-à-dire, LX (µ) = div (X) .µ.

Si le produit scalaire est parallèle à la connexion, cela permet de définir la dérivée
covariante d’une distribution D de ζ, le long d’un champ X par

〈∇XD, t〉 = −〈D, div (X) t+∇X t〉
pour tout t ∈ D (ζ). On peut étendre la notion de dérivée covariante d’une section
s localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X ,
notée encore ∇Xs, telle que ∇Xs = ∇XDs. Cette notion étend la notion de dérivée
covariante, ∇Xs ∈ D′ (ζ) car ∇Xs = −D ◦ TX où TX (t) = div (X) t + ∇Xt, qui
est un opérateur borné de D (ζ), pour tout compact K ⊂ W, la restriction à K de
∇ : (X, t) → ∇X t est continue pour les normes définies plus haut.

Proposition 4. 〈∇fXD, t〉 = 〈∇XD, ft〉 pour toute C∞-application f et

∇X (fD) = f∇XD.

Proof. On a

〈∇fXD, t〉 = −〈D, div (fX) t+∇fXt〉
div (fX) t+∇fXt = (f div (X) + df (X)) t+ f∇Xt

(f div (X) + df (X)) t+ f∇Xt = div (X) ft+∇X (ft) .

On en déduit

〈∇fXD, t〉 = −〈D, div (X) ft+∇X (ft)〉 = 〈∇XD, ft〉 .
Cette égalité peut s’écrire si

Hf (t) = ft, Hf (t) (w) = f (w) t (w)

∇fXD = ∇XD ◦Hf .

�
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Il y a deux procédés de quantification d’un fibré d’état deW. Le premier consiste
à travailler globalement sur les sections du fibré qui ont un carré intégrable, cette
approche nécessite l’apport d’une forme volume µ. On peut ainsi construire l’espace
de Hilbert L2 (ζ, µ), ensuite construire l’espace de Fock associé à cet espace de
Hilbert et utiliser les procédés de quantification habituels. L’autre procédé ne fait
pas intervenir de forme volume, on travaille sur chaque fibre et on procède à une
quantification fibre à fibre. On s’intéresse au deuxième procédé de quantification.
Soit ζ = (E, π,W,H) un fibré d’état de l’univers W, on note ⊗nζ, le produit
tensoriel d’ordre n de ζ et ⊗0ζ = (W × C, π1,W,C) le fibré trivial de fibre C. On
note Sn (ζ), le symétrisé de ⊗nζ et An (ζ), l’antisymétrisé de ⊗nζ. L’espace de
Bose-Fock de ζ est la somme de Whitney infinie et complète des symétrisés Sn (ζ)

F+ (ζ) = (∪w∈WF+ (ζ) (w) , π,W,F+ (H))

c’est-à-dire, pour chaque w ∈ W,

F+ (ζ) (w) =

{
u =

{
u(n)

}∞

n=0
: u(n) ∈ Sn (Ew (ζ)) ,

∞∑

n=0

∥∥∥u(n)
∥∥∥
2

w
<∞

}

Sn (Ew (ζ)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre Ew (ζ) munit du produit hermitien
induit par le produit hermitien de Ew (ζ), noté 〈• | •〉w, et l’espace de Fermi-Fock
est la somme de Whitney infinie et complète des antisymétrisés An (ζ)

F− (ζ) = (∪w∈WF− (ζ) (w) , π,W,F− (H)) .

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur W. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés (ζ, ξ) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F+ (ζ) et F− (ξ)

F (ζ, ξ) = F+ (ζ)⊗F− (ξ) ,

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé à la paire (ζ, ξ) des fibrés d’état de l’univers
W. Soient n sections s1, · · · , sn, le symétrisé s’écrit

Sn (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n)

et l’antisymétrisé s’écrit

An (s1 ⊗ · · · ⊗ sn) =
1

n!

∑

σ∈Perm{1,··· ,n}

ε (σ) sσ(1) ⊗ · · · ⊗ sσ(n).

Remark 10. Le fibré ⊗nζ a pour fibre ⊗nH et chaque fibre est donnée par

Ew (⊗nζ) = ⊗nEw (ζ) .

On note C (ζ, ξ) ⊂ Γ (Hom (ζ, ξ)), le sous-ensemble des sections

L : w → L (w) : Ew (ζ) → Ew (ξ) ,

tel que pour chaque w ∈ W, L (w) est un opérateur de Ew (ζ) dans Ew (ξ) qui est
densément défini et fermé. Ponctuellement,

dom (L) = {dom (L (w)) : w ∈ W}
est formé de l’ensemble de tous les domaines des opérateurs

L (w) : Ew (ζ) → Ew (ξ) .



14 JONOT JEAN LOUIS

L’application L est C∞ dans le sens suivant, pour chaque section s ∈ S (ζ)
vérifiant s (w) ∈ dom(L (w)) pour tout w ∈ W, l’application

w → L (w) (s (w)) = L⊗ s (w)

est une section de S (ξ). Les sections telles que s (w) ∈ dom (L (w)) pour tout
w ∈ W, forment un sous-ensemble des sections de S (ζ), noté

dom
(
L̃
)
= {s ∈ S (ζ) : s (w) ∈ dom(L (w)) , ∀w ∈ W} ,

où l’application L̃ est définie par

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ S (ζ) → S (ξ) , L̃ (s) = L⊗ s.

Definition 12. Si L est densément défini l’adjoint de L ∈ Hom(ζ, ξ) est l’opérateur
L∗ ∈ Hom(ξ, ζ) qui vérifie

〈L∗ ⊗ s | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ

pour toute section s ∈ dom
(
L̃∗
)
et t ∈ dom

(
L̃
)
. On a pour tout w ∈ W,

〈L∗ (w) s (w) | t (w)〉w,ζ = 〈s (w) | L (w) t (w)〉w,ξ .

L’espace dom
(
L̃∗
)
est formé des sections s ∈ S (ξ) pour lesquelles il existe une

section τ ∈ S (ζ) telle que

〈τ | t〉ζ = 〈s | L⊗ t〉ξ
pour tout t ∈ dom

(
L̃
)
. Si L est densément défini τ est unique et on pose L∗⊗s = τ

[24].

Remark 11. L’opérateur adjoint associé à L est entiérement défini par

〈L∗ (w) (eζ) | eξ〉w,ζ = 〈eζ | L (w) (eξ)〉w,ξ , ∀eζ ∈ Ew (ζ) , ∀eξ ∈ Ew (ξ) et ∀w ∈ W.

Proposition 5. Si L est fermé et densément défini alors L∗ est fermé et densément
défini et L∗∗ = L.

Proof. On peut consulter [1], [3] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. �

Notation 1. Pour un opérateur L ∈ Hom(ζ), on pose Im (L) = {Im (L (w)) : w ∈ W}
l’ensemble des images de L, Ker (L) = {Ker (L (w)) : w ∈ W} est l’ensemble des
noyaux de L [30]. Les sous-ensembles de C, ρ (L) = {ρ (L (w)) : w ∈ W} forme la
résolvante de L, elle est formée des sous-ensembles ρ (L (w)) définis par

ρ (L (w)) = {λ ∈ C : L (w) est injective, Im (L (w)) est dense et L (w) − λIw est borné}
où Iw est l’application identique sur la fibre Ew (ζ), σ (L) = {σ (L (w)) : w ∈ W} est
l’ensemble des spectres σ (L (w)) = Cr ρ (L (w)) et σp (L) = {σp (L (w)) : w ∈ W}
où σp (L (w)) est l’ensemble des valeurs propres de L (w).

Definition 13. Une fonction φ ∈ C∞ (W,C) est propre pour L si φ (w)∈σp (L (w)),
φ est une résolvante de L si φ (w) ∈ ρ (L (w)) pour tout w ∈ W. La fonction φ est
spectrale si φ (w) ∈ σ (L (w)).
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Proposition 6. Si L est densément défini alors kerL∗ = Im (L)
⊥
, c’est-à-dire,

pour tout w ∈ W

kerL∗ (w) = Im (L (w))
⊥

l’orthogonalité est définie dans l’espace de Hilbert Ew (ξ). Si L ∈ C (ζ, ξ) alors
l’opérateur de Iζ + L∗L de Hom(ζ) est un opérateur injectif,

ker (Iζ + L∗L) = (W × o, π1,W, o)

et

Im (Iζ + L∗L) = ζ,

ponctuellement, cela signifie que

ker
(
IEw(ζ) + L (w)

∗
L (w)

)
= {ow}

et

Im
(
IEw(ζ) + L (w)

∗
L (w)

)
= Ew (ζ) .

L’opérateur (Iζ + L∗L)
−1

est positif et L∗L est autoadjoint avec σ (L∗L) ⊂ R+,
c’est-à-dire, σ

(
L (w)

∗
L (w)

)
⊂ R+ pour tout w ∈ W.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F+ (ζ) s’écrit

s =
{
s(n)

}
,

où s(n) est une section de Sn (ζ) que l’on peut identifier à une section de F+ (ζ){
o, · · · , o, s(n), o, · · ·

}
. La section vide de l’espace de Bose-Fock est la section con-

stante 1+ définie par 1+ = {1,o,o, · · · } qui s’écrit ponctuellement, 1+ (ω) =
{1, oω, oω, · · · }. Pour chaque section s de S (ζ), il existe un unique opérateur linéaire
a (s) densément défini et fermé sur F+ (ζ), non borné, appelé annulateur de Bose,
son adjoint est l’opérateur a (s)

∗
. Il vérifie les propriétés

(
a (s)

∗ ⊗ t
)(0)

= o,

(
a (s)∗ ⊗ t

)(n)
=

√
nSn

(
s⊗ t(n−1)

)
pour tout n > 1 et t ∈ dom

(
ã (s)∗

)
.

Ponctuellement pour chaque eζ ∈ Ew (ζ), l’opérateur a (eζ) a pour adjoint a (eζ)
∗

qui s’écrit

a (eζ)
∗
({

v(n)
})

=

{
o,
{√

nSn
(
eζ ⊗ v(n−1)

)}
n>1

}

où Sn
(
eζ ⊗ v(n−1)

)
est le symétrisé de eζ⊗v(n−1) pour tout

{
v(n−1)

}
∈ F+ (ζ) (w)

[2].

Remark 12. L’opérateur a (s)
∗
est défini en prenant pour chaque w ∈ W, l’adjoint

de l’opérateur

a (s) (w) : F+ (ζ) (w) → F+ (ζ) (w) ,

sur chaque fibre F+ (ζ) (w). On a

a (s)⊗ 1+ = o pour toute section s ∈ S (ξ) ,

où o (w) = (0, ow, ow, · · · ).
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Pour chaque section s de S (ξ), il existe un unique opérateur linéaire b (s) sur
F− (ξ) appelé annulateur de Fermi tel que

dom (b (s)) = F− (ξ) et ‖b (s) (w)‖ = ‖s (w)‖w pour tout w ∈ W,

l’adjoint b (s)∗ vérifie
(
b (s)

∗ ⊗ t
)(0)

= o et
(
b (s)

∗ ⊗ t
)(n)

=
√
nAn

(
s⊗ t(n−1)

)
, n > 1 et t ∈ F− (ξ) ,

An

(
s⊗ t(n−1)

)
est l’antisymétrisé d’ordre n de s ⊗ t(n−1). Ponctuellement, pour

chaque eξ ∈ Ew (ξ), l’opérateur b (eξ) a pour adjoint b (eξ)
∗
qui vérifie

b (eξ)
∗
({

v(n)
})

=

{
0,
{√

nAn

(
eξ ⊗ v(n−1)

)}
n>1

}
,
{
v(n)

}
∈ F− (ξ) (w) .

On a les anticommutations canoniques suivantes
[
b (s) , b (t)

∗]
= 〈s | t〉 I, {b (s) , b (t)} = o,

pour toute section s ∈ S (ξ) et t ∈ S (ξ) [34]. En particulier, b (s)
2
= o, s ∈ S (ξ).

La section vide de l’espace de Fermi-Fock est la section constante 1− définie par
1− = {1,o,o, · · · }, ponctuellement 1− (w) = {1, ow, ow, · · · } cette section vide
vérifie b (s) ⊗ 1− = o pour toute section s ∈ S (ξ). On introduit un opérateur
différentiel extérieur sur les fibrés des états de la façon suivante. Soit L ∈ C (ζ, ξ),
on pose

D∞
L = Vect

{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞ (L∗L) et tk ∈ C∞ (LL∗)

}

où

C∞ (T ) = ∩∞
n=1 dom

(
T̃ n
)

pour T ∈ Hom(ζ) ou T ∈ Hom(ξ) .

Proposition 7. Il existe un unique opérateur linéaire dL, densément défini et
fermé sur F (ζ, ξ) tel que

D∞
L ⊂ dom(dL) et D∞

L est un coeur de dL,

pour chaque section s ∈ D∞
L de la forme

s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

dL (s) s’écrit

dLs = o pour n = 0

dLs =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (L⊗ sj)

∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,

dL laisse invariant D∞
L .

De plus,

D∞
L ⊂ dom(d∗L)

et

d∗Ls =

p∑

k=1

(−1)
k−1

a (L∗ ⊗ uk)
∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0, on a

d∗Ls = o,

en particulier, d∗L laisse invariant D∞
L .
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dom
(
d2L
)
= dom (dL) et pour tout s ∈dom(dL) , d

2
Ls = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom(ζ, ξ) avec dom (T ) = S (ζ) alors
pour tout s ∈ D∞

L et α, β ∈ C∞ (W,C),

αdLs+ βdT s = dαL+βT s.

Proof. Il suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [1], [2] et
[3]. �

Definition 14. L’opérateur de Dirac sur F (ζ, ξ) est défini par

QL = dL + d∗L

avec dom (QL) = dom (dL) ∩ dom(d∗L).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur F (ζ, ξ) est

∆L = dLd
∗
L + d∗LdL.

Pour un opérateur autoadjoint T de Hom (ζ), c’est-à-dire, pour tout w ∈ W,
l’opérateur T (w) : Ew (ζ) → Ew (ζ) est autoadjoint pour la structure d’espace de
Hilbert sur chaque fibre, on pose

T̂ (n) : ⊗nζ → ⊗nζ
défini par T̂ (0) = o et

T̂ (n) =

n∑

j=1

I⊗ · · · ⊗ I⊗ T ⊗ I⊗ . . .⊗ I, n > 1

où T se trouve à la j-ième place et

I :w→ I (w) = IdEw(ζ).

La seconde quantification de T sur F (ζ) est T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n), qui est un opérateur

autoadjoint, il suit que pour tout w ∈ W, 0 ∈ σp

(
T̂ (w)

)
, 1 (w) ∈ ker

(
T̂ (w)

)
. La

fonction constante identiquement nulle est une fonction propre de T̂ . L’opérateur

T̂ est stable sur F+ (ζ) et F− (ζ), on pose

T̂+ = T̂ |F+(ζ) et T̂− = T̂ |F−(ζ) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour

T̂+ et T̂− car 1± (w) ∈ ker
(
T̂± (w)

)
. L’opérateur nombre sur F− (ξ) est défini par

N = Î− = ⊕∞
n=0 (n⊗n I) |F−(ξ) ,

et on pose

(−1)
N
− = ⊕∞

n=0 ((−1)
n ⊗n I) |F−(ξ) .

Soit Γ l’opérateur de F (ζ, ξ) défini par Γ = IF+(ζ) ⊗ (−1)
N
− , c’est un opérateur

autoadjoint tel que Γ2 = IF(ζ,ξ), il a pour fonctions propres, les fonctions constantes
+1 et −1 et comme sous-espaces propres

F+1 (ζ, ξ) = ⊕∞
p=0F+ (ζ)⊗A2p (ζ)

et
F−1 (ζ, ξ) = ⊕∞

p=0F+ (ζ)⊗A2p+1 (ζ) .



18 JONOT JEAN LOUIS

On obtient une décomposition orthogonale

F (ζ, ξ) = F+1 (ζ, ξ)⊕F−1 (ζ, ξ) ,

on note P+ et P− les projections orthogonales sur respectivement F+1 (ζ, ξ) et
F−1 (ζ, ξ) alors

Γ = P+ − P−.

Soit l’opérateur

L = L̂∗L+ ⊗ IF−(ξ) ⊕ IF+(ζ) ⊗ L̂L∗
−,

c’est un opérateur de F (ζ, ξ) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur W est une fonction propre de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker (L) .

Theorem 2. L’opérateur QL est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, QL est essentiellement autoadjoint sur D∞

L .
L’opérateur Γ laisse invariant dom(QL) et

{Γ, QL} = ΓQL +QLΓ = oF(ζ,ξ)

sur dom(QL). On a l’égalité entre les opérateurs

∆L = L = Q2
L.

Proof. Il suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F (ζ, ξ). Sur les fibres,
on peut consulter [1], [2] et [3] . �

Definition 15. Le quadruplet

{F (ζ, ξ) , QL,L,Γ}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

Dans ce qui suit, on suppose que l’opérateur L ∈ C (ζ, ξ) et L∗ ∈ C (ξ, ζ) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c’est-à-dire, que

kerL = (∪w∈W kerL (ω) , π,W) et kerL∗ = (∪w∈W kerL∗ (w) , π,W)

sont des sous-fibrés de ζ et ξ, on pose nulL = dim (kerL).

Theorem 3. Si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de, respectivement ζ et ξ, alors
kerQL et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) et

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

On a si

nulL = 0 et nulL∗ < +∞ alors nulQL = 2nulL
∗

< +∞,

si

nulL = 0 et nulL∗ = +∞ alors nulQL = +∞,

et si

nulL > 1 alors nulQL = +∞.
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Proof. On vérifie que si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de ζ et ξ alors kerQL
et kerL sont des sous-fibrés de F (ζ, ξ) en remarquant que la propriété

kerQL (ω) = ker L̂ (ω) = ⊕∞
n,p=0 [Sn (ker (L (ω)))⊗Ap (ker (L

∗ (ω)))] (2.8)

est vraie pour tout ω ∈ Ω. Ensuite, on peut écrire, puisque kerL et kerL∗ sont des
fibrés

kerQL = kerL = ⊕∞
n,p=0 [Sn (kerL)⊗Ap (kerL

∗)] .

La relation 2.8 a été démontrée dans [3] (Lemme 3.4). �

Pour plus de propriétés sur les opérateurs QL, L on peut consulter [3] pour
l’étude sur chaque fibre des opérateurs

QL (w) : Ew (F (ζ, ξ)) → Ew (F (ζ, ξ))

et

L (w) : Ew (F (ζ, ξ)) → Ew (F (ζ, ξ)) ,

pour tout w ∈ W. Notamment, on peut étendre les théorèmes de [3], pour l’étude
du spectre de QL et de L ainsi que la notion de classe d’opérateurs de Dirac pertubés
en dimension infinie si kerL et kerL∗ sont des sous-fibrés de ζ et ξ.

On s’intéresse, dorénavant, à la première quantification liée aux espaces de
Hilbert H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ) où µ est une forme volume sur W. Les
produits scalaires associés sont (s | t)H =

∫
W

〈s | t〉H µ pour toutes sections s et t

de H et (s | t)K, =
∫
W

〈s | t〉K µ pour toutes sections s et t de K. Pour un opérateur

L ∈ Hom(ζ, ξ), on définit l’opérateur

L̃ : dom
(
L̃
)
⊂ H → K, L̃ (s) = L⊗ s

avec

dom
(
L̃
)
= {s ∈ H : L⊗ s ∈ K} et L⊗ s (w) = L (w) s (w) .

On suppose que L̃ est un opérateur densément défini et fermé. On pose

D∞
L̃

= Vect
{
a (s1)

∗ · · · a (sn)1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tp)∗ 1− : sj ∈ C∞

(
L̃∗L̃

)
et tk ∈ C∞

(
L̃L̃∗

) }

où

C∞ (T ) = ∩∞
n=1 dom (T n)

pour un opérateur T de H ou de K.

Proposition 8. Il existe un unique opérateur linéaire dL̃, densément défini et
fermé sur F (H,K) tel que

D∞
L̃

⊂ dom
(
dL̃
)
et D∞

L̃
est un coeur de dL̃,

pour chaque section s ∈ D∞
L̃

de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

on a dL̃s = o pour n = 0 et

dL̃s =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b

(
L̃sj

)∗
b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−,
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dL̃ laisse invariant D∞
L̃
. De plus, D∞

L̃
⊂ dom

(
d∗
L̃

)
et

d∗
L̃
s =

p∑

k=1

(−1)k−1 a
(
L̃∗uk

)∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−

pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Dans le cas p = 0 on a
d∗
L̃
s = o, en particulier, d∗

L̃
laisse invariant D∞

L̃
et

dom
(
d2
L̃

)
= dom

(
dL̃
)
et pour tout s ∈dom

(
dL̃
)
, d2

L̃
s = o.

Si T est un opérateur de Hom(ζ, ξ) tel que T̃ est borné et dom
(
T̃
)
= H alors

pour tout s ∈ D∞
L̃

et α, β ∈ C,

αdL̃s+ βdT̃ s = dαL̃+βT̃ s.

Proof. La preuve est donnée dans [2], [3]. �

On peut définir l’opérateur de Dirac

QL̃ = dL̃ + d∗
L̃

de domaine

domQL̃ = dom dL̃ ∩ dom d∗
L̃
,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami

∆L̃ = d∗
L̃
dL̃ + dL̃d

∗
L̃

sur F (H,K). La seconde quantification de T sur F (H) est T̂ = ⊕∞
n=0T̂

(n) qui est

un opérateur autoadjoint, 0 ∈ σp

(
T̂
)
, 1 ∈ ker

(
T̂
)
et donc T̂ a pour valeur propre

0. L’opérateur T̂ est stable sur F+ (H) et F− (H), on pose

T̂+ = T̂ |F+(H) et T̂− = T̂ |F−(H) ,

ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour T̂+ et T̂− car

1± ∈ ker
(
T̂±

)
. L’opérateur nombre sur F− (K) est défini par

N = Î− = ⊕∞
n=0 (n⊗n I) |F−(K) , I = IdK

et on pose comme précédemment

(−1)
N
− = ⊕∞

n=0 ((−1)
n ⊗n I) |F−(K) .

Soit Γ l’opérateur de F (H,K)

Γ = IdF+(H) ⊗ (−1)
N
− ,

c’est un opérateur autoadjoint tel que Γ2 = IdF(H,K), il a pour valeurs propres, les
fonctions constantes +1 et −1 et comme sous-espaces propres

F+1 (H,K) = ⊕∞
p=0F+ (H)⊗A2p (K)

et

F−1 (H,K) = ⊕∞
p=0F+ (H)⊗A2p+1 (K) .

On obtient une décomposition orthogonale

F (H,K) = F+1 (H,K)⊕F−1 (H,K) ,
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on note P+ et P− les projections orthogonales sur respectivement F+1 (H,K) et
F−1 (H,K) alors

Γ = P+ − P−.

Soit l’opérateur

L =
̂̃
L∗L̃⊗ IF−(K) + IF+(H) ⊗ ̂̃

LL̃∗
−,

c’est un opérateur de F (H,K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car

1 = 1+ ⊗ 1− ∈ ker
(
L
)
.

Theorem 4. L’opérateur QL̃ est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur

chaque coeur de L. En particulier, QL̃ est essentiellement autoadjoint sur D∞
L̃
.

L’opérateur Γ laisse invariant dom
(
QL̃
)
et

{
Γ, QL̃

}
= ΓQL̃ +QL̃Γ = oF(H,K)

sur dom
(
QL̃
)
. On a l’égalité entre les opérateurs

∆L̃ = L = Q2
L̃
.

Proof. La preuve est dans [3] et [27]. �

Definition 16. Le quadruplet
{
F (H,K) , QL̃, L,Γ

}

est appelée µ-quantification supersymétrique du triplet (ζ, L, ξ).

Le fibré ξ sur W, d’espace total

E (ξ) = Λ1W ⊗ E (ζ)

où ζ est un fibré d’état de l’univers W muni de la connexion ∇ et de la section
de Dirac γ, a une structure de fibré complexe. On suppose l’existence sur ce fibré
ξ, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété suivante, il existe une forme
volume µ sur W telle que ∇ : H → K soit un opérateur fermé, densément défini,
de domaine

dom (∇) ⊂ H ∩ Γ (E (ζ))

à valeurs dans K avec H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ). Sous ces hypothèses, il existe
un unique opérateur linéaire d∇, densément défini et fermé sur F (H,K) tel que

D∞
∇ ⊂ dom (d∇) et D∞

∇ est un coeur de d∇,

pour chaque section s ∈ D∞
∇ de la forme

s = a (s1)
∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−

on a d∇s = o pour n = 0 et

d∇s =

n∑

j=1

a (s1)
∗ · · · â (sj)∗ · · ·a (sn)∗ 1+ ⊗ b (∇sj)∗ b (t1)∗ · · · b (tp)∗ 1−,

d∇ laisse invariant D∞
∇ . De plus, D∞

∇ ⊂ dom (d∗∇) et

d∗∇s =

p∑

k=1

(−1)
k−1

a (∇∗uk)
∗
a (s1)

∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)
∗ · · · b (tk)∗ · · · b (tp)∗ 1−
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pour tout s = a (s1)
∗ · · · a (sn)∗ 1+ ⊗ b (t1)

∗ · · · b (tp)∗ 1−. Si p = 0, d∗∇s = o, en
particulier d∗∇ laisse invariant D∞

∇ . On peut définir l’opérateur de Dirac Q∇ =
d∇ + d∗∇ de domaine

domQ∇ = dom d∇ ∩ dom d∗∇,

et l’opérateur de Laplace-Beltrami ∆∇ = d∗∇d∇ + d∇d
∗
∇ sur F (H,K). On a, si on

pose

∇ = ∇̂∗∇⊗ IF−(K) + IF+(H) ⊗ ∇̂∇∗
−,

le quatruplet {
F (H,K) , Q∇,∇,Γ

}

est la µ-quantification de (ζ,∇, ξ) et ∆∇ = ∇ = Q2
∇. Pour définir l’espace

de Hilbert K, on construit un produit scalaire naturel sur le fibré des formes
différentielles Λ1W = T W, dual TW, de la façon suivante. On prend la métrique
riemannienne g |W, notée encore g, sur W qui est la métrique induite par la
métrique fortement riemannienne g du multivers de Banach-SchauderV, l’isomorphisme
de Riesz permet d’identifier TW à son dual par

Rg : TW → Λ1W, Rg (X) = dX

où

dX (Y ) = g (X,Y ) , ∀Y ∈ Γ (TW) .

Cet isomorphisme de Riesz transporte le produit scalaire sur le fibré Λ1W,

〈d | δ〉 = g
(
R−1
g (d) ,R−1

g (δ)
)
, ∀d, δ ∈ Λ1W.

On définit le produit hermitien naturel sur Λ1W ⊗ E (ζ) par

〈d⊗ s | δ ⊗ t〉 = 〈d | δ〉 〈s | t〉 ,
et on prolonge par C∞ (W,C)-linéarité. Le fibré ξ, d’espace total

E (ξ) = Λ1W ⊗ E (ζ)

est un fibré d’état de l’univers W, on a une structure d’espace vectoriel complexe
sur chaque fibre

λd⊗ s = d⊗ (λs) , ∀λ ∈ C∞ (W,C) .

On définit H et K par

H = L2 (ζ, µ) et K = L2 (ξ, µ)

où µ est la forme volume induite par la métrique riemannienne g. On peut,
également, quantifier l’opérateur d’évolution ∇1

γ = γ ⊗ ∇ en regardant sa restric-

tion à l’espace de Hilbert H1 (ζ) = W1,2 (ζ), ∇1
γ |H1(ζ) est un opérateur borné. Sur

l’espace de Bose-Fermi-Fock F
(
H1 (ζ) ,H1 (ζ)

)
, on a une µ-quantification super-

symétrique {
F
(
H1 (ζ) ,H1 (ζ)

)
, Q ˜∇1

γ |H1(ζ)

,∇1
γ |H1(ζ),Γ

}

du triplet (
H1 (ζ) ,∇1

γ |H1(ζ),H1 (ζ)
)
.
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3. L’intégrale de Feynman et les graphes quantiques

Le graphe quantique est un graphe qui vit dans l’univers W. Pour définir ce
graphe, on va définir la notion d’intégrale de Feynman sur un fibré d’état appliqué
aux champs et la notion de Cα-structure. Si λ est une mesure sur un espace vectoriel
X qui est de Hausdorff et localement convexe, de dual DX , alors la transformée de
Fourier de λ est la fonction complexe définie sur DX par

Fλ (xD) =
∫

X

exp (−i 〈xD, x〉) dλ (x) ,

où x ∈ X , xD ∈ DX et 〈xD , x〉 = xD (x). Soit L : X → Y une application
linéaire continue entre deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et
d’Hausdorff. Pour la transposée TrL du dual de Y dans le dual de X

TrL : DY → DX
on peut écrire

〈
TrL (yD) , x

〉
= 〈yD, L (x)〉 , yD ∈ DY , x ∈ X

et
TrL (yD) = yD ◦ L.

Notons λL, l’image de la mesure λ par l’application linéaire L,

λL (B) = λ
(
L−1 (B)

)
, B ⊂ Y

alors
FλL = Fλ ◦Tr L (3.1)

car si yD ∈ DY et y ∈ Y ,

Fλ ◦Tr L (yD) =

∫

X

exp
(
−i
〈
TrL (yD) , x

〉)
dλ (x)

=

∫

X

exp (−i 〈yD, L (x)〉) dλ (x)

=

∫

Y

exp (−i 〈yD, y〉) dλL (y) .

En particulier, pour une forme linéaire continue L sur X ,

L : X → R

on a si
τ = 〈L, x〉 = L (x)

FλL (1R) = Fλ ◦Tr L (1R) = Fλ (L) =
∫

R

exp (−iτ) dλL (τ) , (3.2)

1R est l’application identique de R. Pour tout sous-espace fermé V de codimension
finie, si πV : X → X/V est la projection canonique sur l’espace quotient X/V ,
TrπV est un isomorphisme de D (X/V ) sur

V o = {xD ∈ DX : 〈xD, x〉 = 0, ∀x ∈ V }
et pour yD ∈ D (X/V )

FλπV
(yD) =

∫

X/V

exp (−i 〈yD, y〉) dλπV
(y) = Fλ ◦Tr πV (yD)

= Fλ (xD) , xD ∈ V o ⊂ DX .
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On note F (X), l’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés V de X tels que
codimV < +∞, alors DX = ∪V ∈F(X)V

o, ce qui permet de définir la transformée
de Fourier par une famille de transformées de Fourier sur des espaces vectoriels de
dimension finie.

Definition 17. Une pseudo-mesure µ sur X est une famille {µV }V ∈F(X) telle

que, µV soient des mesures σ-additives sur X/V qui satisfont à la condition de
compatibilité suivante. Si W ⊂ V , µV est la mesure image de µW par l’application
πVW

µV (B) = µW (A) , A = π−1
VW (B)

où πWV est la projection canonique

πVW : X/W → X/V

vérifiant
πV = πVW ◦ πW .

Remark 13. Si la famille {µV }V ∈F(X) est une famille de mesure finies telles que

µV (X/V ) = µ (X) ,

ne dépend pas de V , on dit que la pseudo-mesure est finie de masse µ (X).

La transformée de Fourier d’une pseudo-mesure µ est définie par

Fµ (xD) = FµV ◦
(
TrπV

)−1
(xD) , ∀xD ∈ V o.

Lemma 2. Si xD ∈ V o ∩W o alors

Fµ (xD) = FµV ◦
(
TrπV

)−1
(xD) = FµW ◦

(
TrπW

)−1
(xD) ,

donc, Fµ est bien définie et on a

Fµ (xD) =
∫

X/V

exp (−i 〈xD, x〉) dµV (x) =

∫

R

exp (−it) dµVxD
(t) .

pour tout xD ∈ V o.

Proof. De la relation 3.2, on déduit∫

X/V

exp (−i 〈xD, x〉) dµV (x) =

∫

R

exp (−it)dµVxD
(t)

et si W =W ∩ V , de la relation 3.1, on a

FµV = FµW ◦Tr πVW et FµW = FµW ◦Tr πWW ,

FµV ◦
(
TrπV

)−1
(xD) = FµW ◦Tr πVW ◦

(
TrπV

)−1
(xD)

= FµW

(
TrπW

)−1
(xD) , xD ∈ V o ⊂ Wo

car
TrπVW ◦

(
TrπV

)−1
(xD) =

(
TrπW

)−1
(xD)

de façon analogue

FµW ◦
(
TrπW

)−1
(xD) = FµW ◦Tr πWW ◦

(
TrπW

)−1
(xD)

= FµW ◦
(
TrπW

)−1
(xD) , xD ∈W o ⊂ Wo

et
FµV ◦

(
TrπV

)−1
(xD) = FµW ◦

(
TrπW

)−1
(xD) si xD ∈ V o ∩W o.
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Theorem 5. Si Q est une forme quadratique positive sur DX, il existe une unique
pseudo-mesure finie µ sur X telle que

Fµ (xD) = exp

(
− i

2
Q (xD)

)
, ∀xD ∈ DX.

Proof. Cette preuve est développée dans [8]. �

Soit C l’espace vectoriel des chemins

γ : T = [t0, t1] → R

tels que

γ (t0) = γ (t1) = 0,

C est un espace vectoriel de Hausdorff localement connexe pour la norme uniforme.
Le dual de C, noté M, est l’espace vectoriel des mesures bornées sur T .

Theorem 6. L’intégrale de chemin de Feynman [11] d’une particule de masse m,
à un degré de liberté, évoluant dans un potentiel V, est donnée par

∫

C

exp

(
i

~

∫ t1

t0

V (γ (t)) dt

)
dw
(√
mγ
)
,

où w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier est

Fw (µ) = exp

(
− i

2
W (µ)

)
= exp

(
− i

2

∫

T×T

inf (t, s) dµ (t) dµ (s)

)

pour toute mesure µ ∈ M.

Proof. Ce résultat a été démontré dans [8]. �

Le propagateur K ((x1, t1) , (x0, t0)) permet de déterminer l’amplitude de prob-
abilité de trouver la particule x1 ∈ R à l’instant t1 si elle se trouvait localisée en x0
à l’instant t0 avec t1 > t0 [11]. Si γ̃ est un chemin fixé tel que

γ̃ (t0) = x0 et γ̃ (t1) = x1

on a le théorème suivant.

Theorem 7. Le calcul du propagateur dans le cas d’un degré de liberté est

K ((x1, t1) , (x0, t0)) =
√
m exp

(
i

~
So (γ̃)

)∫

C

exp

(
i

~
Sint (γ̃ + γ)

)
dw (γ) ,

S est l’action qui se scinde sous la forme

S = So + Sint
où So est l’action d’une particule de masse m et Sint est l’interaction dans le po-
tentiel V définie par

Sint (γ) =
∫ t1

t0

V (γ (t)) dt.

Proof. La preuve est donnée dans [8]. �
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Dans ce qui suit

ζ = (E, π,W, E)
est un fibré Banachique ou Hilbertien, de fibre E = B ou E = H sur l’univers W,
qui est une variété que l’on suppose de dimension, dimW > 4. Le fibré dual de ζ
est noté ζD, si s et sD sont des sections de, respectivement, ζ et ζD on pose

sD ⊗ s (w) = sD (w) (s (w)) , ∀w ∈ W.

Soit λ une mesure finie sur Γ (ζ), l’espace vectoriel des sections de ζ, on définit
la transformée de Fourier en fibre de λ par

Fλ (sD) (w) =
∫

Γ(ζ)

exp (−isD ⊗ s (w)) dλ (s) ,

c’est une section du fibré trivial

(W × C∞ (ζD) , pr1,W)

où C∞ (ζD) est l’espace vectoriel des applications C∞, dans le sens de Banach,
de Γ (ζD) à valeurs dans C. On pose θ, θω et θs, les C∞-applications comme
applications de variétés de Banach définies par

θ : Γ (ζ)×W → E (ζ) , θ (s, w) = σ (w) ,

θw : Γ (ζ) → Ew (ζ) , θw (s) = s (w)

et

θs : W → Ew (ζ) , θs (w) = s (w) .

Pour une mesure λ sur Γ (ζ), on note λ (w) la mesure image de λ par θw alors

Fλ (sD) (w) =
∫

Ew(ζ)

exp (−i 〈sD (w) , u〉) dλ (w) (u)

par changement de variable, avec les notations précédentes

Fλ (sD) (w) = Fλ (w) (sD (w)) , sD (w) ∈ Ew (ζD) . (3.3)

Remark 14. Dans l’équation 3.3, le membre de gauche représente la transformée
de Fourier en fibre de la mesure λ et le membre de droite la transformée de
Fourier de la mesure image λ (w) sur Ew (ζ).

La transformée de Fourier d’une mesure finie λ de Γ (ζ) est définie plus haut par

Fλ (sD) =
∫

Γ(ζ)

exp (−i 〈sD, s〉) dλ (s) , sD ∈ DΓ (ζ)

où DΓ (ζ) est l’espace dual de Γ (ζ).

Soit L un morphisme de fibrés de ζ dans ξ

L ∈ Hom(ζ, ξ) ,

L induit un morphisme de de Γ (ζ) dans Γ (ξ) défini par

L (sζ) = L⊗ sζ avec L⊗ sζ (w) = L (w) (sζ (w)) , ∀w ∈ W,

et soit LD le morphisme de Γ (ξD) dans Γ (ζD), défini par

LD (sξD ) = sξD ◦ L avec (sξD ◦ L) (w) = sξD (w) ◦ L (w) , ∀w ∈ W

alors

LD (sξD )⊗ sζ (ω) = sξD ⊗ L (sζ) (w) , ∀w ∈ W.
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Notons λL, l’image de la mesure λ par l’application linéaire L,
λL (B) = λ

(
L−1 (B)

)
, B ⊂ Γ (ξ)

on a
FλL = Fλ ◦ LD.

Si L = sD ∈ Γ (ζD) alors L s’identifie à un élément de Hom(ζ, ξ), où ξ est le
fibré trivial

ξ = (W ×K, pr1,W) , K = R ou C,

le morphisme induit L est un morphisme de l’espace des sections de ζ dans l’espace
des sections de ξ qui est l’espace des fonctions d’ondes de l’univers. Les sections du
dual ξD s’identifient aux sections de ξ. A la forme linéaire

sξD (w) : {w} ×K →{w} ×K, sξD (w) (k) = asξD (w) k où asξD (w) , k ∈ K

on associe la section

W → W ×K, w →
(
w, asξD (w)

)
.

L’application LD est définie par

LD (sξD ) (w) = sξD (w) ◦ L (w) = asξD (w)× L (w)

et
FλL (1) = Fλ ◦ LD (1) = Fλ (L)

où 1 est définie par 1 (w) = Id{w}×K. La mesure λσD
est une mesure sur les ondes

de l’univers qui vérifie

Fλ (σD) (w) =
∫

C∞(W)

exp (−iφ (w)) dλσD
(φ)

=

∫

Γ(ζ)

exp (−iσD ⊗ σ (w)) dλ (σ) , ∀w ∈ W.

On note S (ζ), l’ensemble des sous-fibrés fermés de ζ de codimension finie. Si
ς ∈ S (ζ), la fibre Eς de ς est un sous-espace vectoriel fermé de E de codimension
finie. On définit le fibré quotient ζ/ς , de fibre E/Eς dont les cartes de trivialisation
sont données par

pU : π−1
ζ/ς (U) → U × E/Eς , pU (x) = (π (x) ,p (x)) ,

si U est un ouvert de trivialisation de ζ et

pU : π−1 (U) → U × E , pU (x) = (π (x) ,q (x))

est l’isomorphisme de trivialisation on a, p (x) = πς ◦ q (x) où πς est la projection
canonique πς : E → E/Eς . On note Lς le morphisme de fibré induit par πς ,

Lς : ζ → ς , si Eς ⊂ Eτ
alors la projection πςτ : E/Eτ → E/Eς vérifiant πς = πςτ ◦ πτ induit un morphisme
de fibré noté Lςτ : ζ/τ → ζ/ς pour lequel

Lς = Lςτ ◦ Lτ .
Les morphismes Lς et Lςτ induisent des morphismes

Lς : Γ (ζ) → Γ (ζ/ς) et Lςτ : Γ (ζ/τ) → Γ (ζ/ς)

vérifiant Lς = Lςτ ◦ Lτ , les applications
LςD : Γ ((ζ/ς)D) → Γ (ζD) et LςDτD : Γ ((ζ/ς)D) → Γ ((ζ/τ)D) (3.4)
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vérifient

LςD = LτD ◦ LτDςD .
On pose

Γ (ςD)
o = {sD ∈ Γ (ζD) : sD ⊗ s : Ω → K, sD ⊗ s = 0 si s ∈ Γ (ς)}

alors LςD : Γ ((ζ/ς)D) → Γ (ζD) est un isomorphisme sur Γ (ςD)
o
, on note

L−1
ςD : Γ (ςD)

o → Γ ((ζ/ς)D) ,

l’application réciproque. Si F (ζ) est l’ensemble des sous-fibrés fermés de ζ de
codimension finie alors

Γ (ζD) = ∪ς∈F(ζ)Γ (ςD)
o
,

une pseudo-mesure µ sur Γ (ζ) est une famille {µς}ς∈F(ζ) telle que µς sont des

mesures σ-additives sur Γ (ζ) qui satisfont à la condition de compatibilité si Eς ⊂ Eτ ,
µτ est la mesure image de µς par l’application Lςτ

µς (B) = µτ (A) , A = L−1
τς (B)

où Lτς est la projection canonique

Lτς : Γ (ζ/τ) → Γ (ζ/ς)

vérifiant Lτ = Lτς ◦ Lς . Si les mesures µς sont finies et de masse µ (ζ), on dit que
la pseudo-mesure est finie. La transformée de Fourier en fibre d’une pseudo-mesure
µ est définie par

Fµ (sD) (w) = Fµς ◦ L−1
ςD (sD) (w) , ∀sD ∈ Γ (ς)

o
et w ∈ W.

Lemma 3. Si sD ∈ Γ (ςD)
o ∩ Γ (τD)

o alors

Fµ (sD) (w) = Fµς ◦ L−1
ςD (sD) (w) = Fµτ ◦ L−1

τD (sD) (w) , ∀w ∈ W

donc, Fµ est bien définie et on a

Fµ (sD) (w) =
∫

Γ(ζ/ς)

exp (−isD ⊗ s (w)) dµς (s)

=

∫

C∞(W)

exp (−iφ (w)) dµLσD
(φ) , ∀w ∈ W et sD ∈ Γ (ς)o .

A partir d’un fibré vectoriel ζ on définit deux fibrés, l’un est le fibré des formes
quadratiques de ζ, noté Q (ζ) et l’autre est le fibré des mesures de ζ, noté M (ζ). Si
V est une carte de trivialisation de ζ, on note θV,ζ l’isomorphisme de trivialisation

θV,ζ : π
−1
ζ (V ) → V × F (ζ) , θV,ζ (u) = (πζ (u) ,pζ (u))

alors les fibrés Q (ζ) et M (ζ) ont pour fibres respectives FQ (ζ) et FM (ζ) où
FQ (ζ) est l’espace vectoriel des formes quadratiques surF (ζ) et FM (ζ) est l’espace
vectoriel des pseudo-mesures finies sur F (ζ). Les applications de trivialisation sont
respectivement

θV,Q(ζ) : π
−1
Q(ζ) (V ) → V × FQ (ζ) , θV,Q(ζ) (q) =

(
πQ(ζ) (q) ,pQ(ζ) (q)

)

où pQ(ζ) (q) = q ◦ θ−1
U,ζ et

θV,M(ζ) : π
−1
M(ζ) (V ) → V × FM (ζ) , θV,M(ζ) (µ) =

(
πM(ζ) (µ) ,pM(ζ) (µ)

)
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où pM(ζ) (µ) = µ ◦ θ−1
U,ζ . Si q est une forme quadratique sur Ew (ζ) alors pQ(ζ) (q)

est la forme quadratique sur F (ζ)

pQ(ζ) (q) = q ◦ θ−1
V,ζ |Ew(ζ)

et si µ est une pseudo-mesure finie sur Ew (ζ) alors pM(ζ) (µ) est la pseudo-mesure
image sur F (ζ)

pM(ζ) (µ) = µ ◦ θ−1
V,ζ |Ew(ζ) .

Les sections de Q (ζ) sont les sections de formes quadratiques, si toutes les formes
quadratiques sont positives, la section est une section positive. Les sections de
M (ζ) sont les sections de pseudo-mesures, si sur chaque fibre la pseudo-mesure est
finie, on dit que la section est finie.

Lemma 4. Soit Q une section positive de Q (ζD), il existe une section finie de
pseudo-mesures µ de M (ζ) telle que

Fµ (w) (sD (w)) = exp

(
− i

2
Q (w) (sD (w))

)
, ∀sD ∈ Γ (ζD) et ∀w ∈ W.

où Q (w) est la forme quadratique induite par Q sur la fibre Ew (ζD).

Proof. Pour chaque w ∈ W, la forme quadratique positive Q (w) de

Ew (ζD) = DEw (ζ)

permet de définir une pseudo-mesure finie µ (w) sur Ew (ζ) telle que

Fµ (w) (sD (w)) = exp

(
− i

2
Q (w) (sD (w))

)
, ∀sD ∈ Γ (ζD)

par le théorème de [8] et µ est une section de M (ζ). �

Lemma 5. Soit µ une pseudo-mesure finie de Γ (ζ), il existe une section finie µ̃
de M (ζ) telle que la transformée de Fourier en fibre

Fµ (sD) (w) =
∫

Γ(ζ)

exp (−isD ⊗ s (w)) dµ (s)

vérifie

Fµ (sD) (w) = F µ̃ (w) (sD (w)) , ∀w ∈ W et sD ∈ Γ (ζD) .

Proof. L’application canonique

θw : Γ (ζ) → Ew (ζ) , θw (σ) = σ (w)

permet de construire pour toute pseudo-mesure finie µ de Γ (ζ) une section finie µ̃
de M (ζ), où µ̃ (w) est la pseudo-mesure image de µ par θw. On a par 3.3

Fµ (sD) (w) = F µ̃ (w) (sD (w)) , ∀w ∈ W et sD ∈ Γ (ζD) .

�

Definition 18. Une section positive Q de Q (ζD) est stable s’il existe une pseudo-
mesure finie µ de Γ (ζ) pour laquelle la section µ̃ image de µ vérifie

F µ̃ (w) (sD (w)) = exp

(
− i

2
Q (w) (sD (w))

)
, ∀sD ∈ Γ (ζD) et ∀w ∈ W.
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Proposition 9. Si Q est une section positive stable de Q (ζD) alors il existe une
pseudo-mesure finie µ de Γ (ζ) telle que

Fµ (sD) (w) = exp

(
− i

2
Q (w) (sD (w))

)
, ∀sD ∈ Γ (ζD) .

Un potentiel V sur un fibré ζ est une C∞-application de l’espace total E (ζ) à
valeurs dans R

V : E (ζ) → R,

l’interaction d’une section s, avec un potentiel V , est définie par

Sint (s) =
∫

W

V (s (t)) dν (t) (3.5)

où ν est une mesure de Lebesgue sur l’univers W. L’intégrale de Feynman sur les
sections d’un fibré de potentiel V , est donnée par

∫

Γ(ζ)

exp

(
i

~
Sint (s)

)
dw (s) ,

w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier en fibre est

Fw (sD) = exp

(
− i

2
Q (sD)

)

où Q est une section positive stable de Q (ζD). On dit que la pseudo-mesure,
ainsi définie, est une pseudo-mesure gaussienne en fibre de covariance Q. Pour
une sous-variété V0 de W, de dimension 0, on pose

ΓV0 (ζ) = {τ ∈ Γ (ζ) : τ (ν) = ov ∈ Ev (ζ) , ∀ν ∈ V0}
et

W0 = {wν ∈ Ev (ζ) , ∀ν ∈ V0} .
Definition 19. On appelle propagateur de Feynman pour la section positive stable
Q sur ΓV0 (ζ) de Q (ζD), la quantité

K (V0,W0) = φ (σ)

∫

ΓV0 (ζ)

exp

(
i

~
Sint (s+ τ)

)
dw (τ) ,

où w est la pseudo-mesure sur ΓV0 (ζ) de transformée de Fourier en fibre

Fw (sD) = exp

(
− i

2
Q (sD)

)
∀sD ∈ Γ (ζD) ,

s est une section fixée vérifiant

s (ν) = wν , ν ∈ V0 (3.6)

et l’application φ est une C∞-application au sens de Banach sur les sections à
valeurs dans C

φ : Γ (ζ) → R, φ (s) = |φ (s)| exp
(
i

~
S0 (s)

)

S0 est l’action et l’interaction Sint, relatif à un potentiel V, est définie par 3.5.

Remark 15. Pour les sections de chemins, à un degré de liberté, |φ (σ)| est con-
stant et vaut

√
m, m est la masse de la particule.
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Le propagateur de Feynman des sections quantifie les sections de ζ. Ce prop-
agateur mesure, en un certain sens, la ”pseudo-probabilité” de trouver des
sections de ζ pour lesquelles le système d’équations 3.6 est vérifié lorsque l’on mu-
nit le fibré ζ, d’un potentiel V , d’une section positive stable Q de Q (ζD). Le fibré
considéré ζ est le fibré tangent

ζ = (TW, π,W,Rn) , n > 4

et on note ζD le fibré dual ζD = (T W, π,W,Rn). La métrique riemannienne g de
W induite par la métrique fortement riemanienne g de V, est une section de Q (ζ)
définie positive. Cette métrique induit un isomorphisme de dualité de ζ dans ζD,
défini par D : Γ (ζ) → Γ (ζD),

D (X) (w) = XD (w) : Ew (ζ) → R, XD (w) (u) = g (w) (X (w) , u) .

Soit Q la section des formes quadratiques de Q (ζD) définie par

Q (w) (XD (w)) = g (w) (X (w) , X (w)) , X (w) = D−1 (XD) (w) , (3.7)

sur chaque fibre DTwW , la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie, une
mesure gaussienne µ̃ (w). Si Q est positive et stable la section µ̃ ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’une mesure µ sur l’espace des champs Γ (W).
Fixons une sous-variété V0 d’événements de l’univers W, dimV0 = 0, et une famille
W0 = {Xv : v ∈ V0} telle que

Xv ∈ TvW, ∀v ∈ V0

il existe un champ X tel que

X (v) = Xv, ∀v ∈ V0, (3.8)

il suffit de prendre pour chaque v ∈ V0, des cartes Vv de v, deux à deux disjointes
et des C∞-applications θv telles que

supp θv ⊂ Vv et θv (v) = 1, ∀v ∈ V0

alors

X =
∑

v∈V0

θvXv (3.9)

est un champ qui vérifie les équations 3.8. On peut définir le propagateur de
Feynman

K (V0,W0) = φ (X)

∫

ΓV0 (W)

exp

(
i

~
Sint (X+X)

)
dw (X) ,

où w est la pseudo-mesure sur ΓV0 (W) de transformée de Fourier en fibre

Fw (XD) = exp

(
− i

2
Q (XD)

)
∀XD ∈ Γ (ζD) ,

X est un champ vérifiant 3.9 et l’application φ est une C∞-application au sens de
Banach sur les sections à valeurs dans C

φ : Γ (ζ) → R, φ (X) = |φ (X)| exp
(
i

~
S0 (X)

)

S0 est l’action et Sint est l’interaction relatif à un potentiel V . Si

|φ (X)| = 1 et

∫

ΓV (W)

dw = 1
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alors |K (V0,W0)| est indépendant du choix de φ (X), c’est la probabilité de trouver
un champ X ∈ Γ (W) vérifiant les équations 3.8.

Remark 16. Si la famille d’événements V0 est discrète avec des points d’accumulation,
une condition nécessaire pour l’existence d’un champ X pour lequel les équations
3.9 soient vérifiées est donnée par

lim
v→v0,v∈V0

Xv = Xv0 , si v0 ∈ V0.

Pour définir la notion de graphe quantique, on est amené à définir la notion de
Cα-structure. On s’intéresse aux lignes d’univers des particules. Une ligne d’univers
lisse de W est une sous-variété topologique γ de dimension 1 telle qu’il existe une
sous-variété Nγ de γ de dimension 0 pour laquelle chaque composante connexe de
γ r Nγ est une sous-variété de classe C∞. La sous-variété Nγ forme les noeuds
de la ligne d’univers. Si on fait l’hypothèse qu’une ligne d’univers ne peut-être
observable qu’aux événements Nγ , peut-on mesurer les irrégularités aux noeuds?
Peut-on décrire la ligne d’univers à partir de ses noeuds. Dans un premier temps,
on étudie la ligne d’univers aux noeuds et ensuite on détermine en un certain sens
la probabilité de touver une ligne d’univers ayant des noeuds fixés.

Definition 20. Si f est une fonction continue sur [a, b], l’intégrale de Riemann-
Liouville au point x ∈ [a, b] est définie par

Ia (f, α) (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)
α−1

f (t) dt.

On rappelle que

Γ (α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt = L
(
tα−1u (t)

)
(1)

où L est l’opérateur de Laplace. La dérivée de Riemann-Liouville

Dα (f, a) (x) =
d

dx
(Ia (f, 1− α)) (x) =

1

Γ (α)

d

dx

(∫ x

a

f (t)

(x− t)
α dt

)

et α 6 1.
La dérivée fractionnaire locale à droite et à gauche de f en y ∈ [a, b] est, respec-

tivement,

dα−f (y) = lim
x→y−

Dα (f − f (y) , y) (x)

et

dα+f (y) = lim
x→y+

Dα (f − f (y) , y) (x) .

Proposition 10. Si f est différentiable en y, limα→1 d
α
±f (y) = f ′ (y).

Pour toute constante C ∈ R, dα± (C) = 0.

Theorem 8. Soit f une fonction continue sur [a, b], α 6 1

dα±f (y) = Γ (1 + α) lim
x→y±

± (f (y)− f (x))

(± (y − x))
α .

En particulier, si f est α-dérivable en y ∈ [a, b], les dérivées fractionnaires, à gauche
et à droite de y, sont égales à dα±f (y) = Γ (1 + α) f (α) (y).

Proof. On peut consulter [6] pour une preuve. �
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On a

dα+f (y) =
1

Γ (1− α)
lim
x→y+

d

dx

(∫ x

y

f (t)− f (y)

(x− t)
α dt

)

et

dα−f (y) =
1

Γ (1− α)
lim
x→y−

d

dx

(∫ y

x

f (y)− f (t)

(t− x)
α dt

)
.

On peut exprimer, lorsqu’elle existe, la dérivée d’ordre α de f à l’aide d’opérations
standards. Si γ ∈ Cn (I,B) et γ /∈ Cn+1 (I,B), où B est un espace de Banach et
I un intervalle ouvert de R, on dit que γ(n) est α-dérivable en t ∈ I, si les limites
suivantes existent et sont égales

lim
h→0+

γ(n) (t+ h)− γ(n) (t)

hα
= lim
h→0+

γ(n) (t)− γ(n) (t− h)

hα
, pour α ∈ [0, 1[ (3.10)

on note γ(n+α) (t) cette limite [22]. L’ordre de dérivation de γ(n) en t est défini par

α (t) = inf
{
α ∈ [0, 1[ : γ(n) est α-dérivable en t

}
.

On dit qu’une trajectoire γ d’un espace de Banach est α-dérivable en t si

γ ∈ C[α] (I,B) , γ /∈ C[α]+1 (I,B)

et α− [α] = inf
{
β ∈ [0, 1[ : γ[α] est β-dérivable en t

}
,

où [α] est la partie entière de α. Les chemins γ de classe Cα (I,B) sont les chemins
α-dérivables en t pour tout t ∈ I.

Remark 17. Un chemin continu γ ∈ C (I,B) est dit α-dérivable en a ∈ I si les
deux limites existent et sont égales,

lim
h→0+

γ (a+ h)− γ (a)

hα
= lim

h→0+

γ (a)− γ (a− h)

hα
, pour α ∈ [0, 1[ ,

on note γ(α) (a) cette limite. Si γ est α-dérivable en a, alors pour tout β, α 6 β < 1,
γ est β-dérivable en a et γ(β) (a) = 0.On note

α (a) = inf {β ∈ [0, 1[ : γ est β-dérivable en a } ,
α est une fonction de I à valeurs dans [0, 1[. Pour α > 0, un chemin γ est α-
dérivable sur I si γ est de classe Cn, n = [α], telle que γ(n) est (α− [α])-dérivable
sur I. On définit la classe des chemins α-dérivables Cα (I,R).

Pour une trajectoire γ ∈ Cn (I,B), γ /∈ Cn+1 (I,B), le nombre

α (t) = inf
{
α ∈ [0, 1[ : γ(n) est α-dérivable en t

}

est la fonction d’irrégularité de γ(n).

Definition 21. Une trajectoire fractale γ de B est un chemin continu de
B, tel que la fonction d’irrégularité restreinte à tout intervalle J ⊂ I,
notée αJ est différente de 1 presque partout. On dit que γ est quantique
si

I = {t ∈ I : α (t) < 1}
est discret. Les points γ (t) pour t ∈ I sont les noeuds de la trajectoire.
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On suppose que B est muni d’une base de Schauder {en}n∈N, dans cette base on
peut écrire tout chemin continu γ (t) sous la forme

γ (t) =
∞∑

n=0

λn (t) en.

Si γ est une trajectoire fractale alors toutes les fonctions coordonnées sont frac-
tales. Si γ est quantique, toutes les coordonnées sont quantiques. Peut-on donner
une interprétation géométrique de la masse? Si la trajectoire γ d’une particule est
α-dérivable sur I où α est une fonction numérique sur I, à valeurs dans [0, 1[, on
peut interpréter la masse m de la particule aux noeuds comme une fonction qui
mesure l’irrégularité de γ. On pose m = Ψ(α), la fonction Ψ est une fonction
décroissante de

Ψ : [0, 1[ → ]0, 1] ,

plus la masse est élevée, plus elle interagit avec les autres particules et plus sa
trajectoire est irrégulière. On conjecture pour Ψ aux noeuds de la trajectoire,
Ψ (t) = 1 − α (t) si t ∈ I. En dehors des noeuds la notion de masse n’existe plus,
la particule devient énergie. Dans le cas général, la masse mesure l’irrégularité de
γ(n), où γ est une trajectoire de classe Cn. Dans le cas d’une trajectoire de classe
C∞, la masse m = 0. L’univers visible est formé par les noeuds des lignes d’univers
W. Une ”entropie” Φ est une C∞-application

Φ : W → R

qui mesure le désordre dans l’univers W. L’évolution de l’univers n’est plus décrit
par le temps, qui est une notion locale définie à l’aide des champs chronologiques,
mais par son entropie. On définit le graphe orienté

G = G (W,Φ, g)

les sommets du graphe sont les noeuds des lignes d’univers de chaque particule.
Notons NG , l’ensemble des sommets du graphe, un arc joint le sommet w0 au
sommet w1 si

Φ (w0) < Φ (w1)

et il existe une géodésique de la pseudo-métrique g joignant les sommets w0 et w1.

Remark 18. La pseudo-métrique g est soit la métrique riemannienne induite par
la métrique fortement riemannienne de V, soit la métrique Lorentzienne définie par
la section de Dirac définie sur V. Dans la première situation on dit que le graphe
est riemannien d’entropie Φ, dans la seconde situation, il est Lorentzien d’entropie
Φ. On a sur W deux graphes quantiques, de mêmes sommets et d’entropie Φ.

On pondère les arcs pour minimaliser l’entropie de la façon suivante. Soit γ
un C∞-chemin de l’événement w0 à w1 alors Φ ◦ γ ∈ C = C∞ (I,R), on définit le
propagateur de Feynman pour l’entropie Φ par

KΦ (w0, w1) =
√
m0 exp

(
i

~
So (Φ ◦ γ)

)∫

C

exp

(
i

~
Sint (Φ ◦ γ + τ)

)
dw (τ) ,

oùm0 est la masse de la particule en l’événementw0, γ est une géodésique joingnant
les événements w0 et w1, l’action S de la particule se scinde sous la forme

S = So + Sint
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avec So (Φ ◦ γ) est l’action de la particule le long du chemin γ et Sint ◦ Φ est
l’interaction dans un potentiel V définit par

Sint ◦ Φ (γ) =

∫ 1

0

V (γ (t)) dt.

La pseudo-mesure w est définie par sa transformée de Fourier

Fw (µ) = exp

(
− i

2
W (µ)

)
= exp

(
− i

2

∫

[0,1]2
inf (t, s) dµ (t) dµ (s)

)
,

pour toute mesure µ ∈ M.

Remark 19. Sint est une interaction définie sur les chemins C = C∞ (I,R), si la
condition suivante est vérifiée

Φ (γ0) = Φ (γ1) =⇒
∫ 1

0

V (γ0 (t)) dt =

∫ 1

0

V (γ1 (t)) dt, (3.11)

une entropie qui vérifie 3.11 est une V-entropie. Si Φ = V alors

Sint ◦ V (γ) =

∫ 1

0

V (γ (t)) dt

et l’interaction s’écrit

Sint (τ) =
∫ 1

0

τ (t) dt, ∀τ ∈ C.

Dans cette situation, on peut décrire le propagateur de Feynman de façon in-
trinsèque. L’action S de la particule sur l’univers W se scinde sous la forme

S = S0 + Sint

avec S0 est l’action de la particule dans l’univers W, Sint est l’interaction définie
par

Sint (γ) =

∫ 1

0

V (γ (t)) dt,

si γ est une géodésique de g on a

K (w0, w1) =
√
m0 exp

(
i

~
So (γ)

)∫

C

exp

(
i

~

∫ 1

0

(V ◦ γ (t) + τ (t)) dt

)
dw (τ) ,

et w est la pseudo-mesure définie par

Fw (µ) = exp

(
− i

2

∫

[0,1]2
inf (t, s)dµ (t) dµ (s)

)
.

On peut, maintenant, définir la pondération sur l’arc (w0, w1) du graphe quan-
tique G (W,Φ, g) par

pond (w0, w1) = |KΦ (w0, w1)| ,
après normalisation |KΦ (w0, w1)| 6 1, le principe de moindre action s’énonce ainsi:

”Pour une particule de masse m0 qui se situe en l’événement w0, la

probabilité de la localiser en w1 est pond (w0, w1). La ligne d’univers

est un chemin fini ou infini du graphe pour lequel entre deux sommets

consécutifs w0 et w1, on ait

pond (w0, w1) = inf {pond (w0, w) : (w0, w) ∈ A (G)}
où A (G) est l’ensemble des arcs de G”.
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En chaque sommet w ∈ NG du graphe quantique G, on définit un champ de la
façon suivante. Si w est un sommet de G, soit (U,ϕ) une carte en w ∈ W, pour un
chemin quantique γ passant par w, l’application

ϕ−1 ◦ γ : I → Rn, ϕ−1 ◦ γ (0) = o

est α-dérivable dans le sens de 3.10 pour 0 6 α < 1. Le vecteur tangent est

Dwϕ
(
γ(α) (0)

)
∈ TwW

où

γ(α) (0) = lim
h→0+

ϕ−1 ◦ γ (h)− ϕ−1 ◦ γ (0)
hα

= lim
h→0+

ϕ−1 ◦ γ (0)− ϕ−1 ◦ γ (−h)
hα

.

Supposons qu’en chaque sommet du graphe quantique G, on se fixe le champ
défini précédemment, on note W cette famille. On peut définir le propagateur de
Feynman

K (G,W) = φ (X)

∫

ΓV (W)

exp

(
i

~
Sint (X+X)

)
dw (X) ,

où w est la pseudo-mesure sur ΓG (W) de transformée de Fourier en fibre

Fw (d) = exp

(
− i

2
Q (d)

)
∀d ∈ Γ (T W) ,

d est une section de 1-forme et X est un champ vérifiant

X (w) = Xw ∈ TwW, (3.12)

pour tous les sommets w ∈ NG du graphe quantique et l’application φ est une
C∞-application au sens de Banach sur les sections à valeurs dans C

φ : Γ (TW) → R, φ (X) = |φ (X)| exp
(
i

~
S0 (X)

)

S0 est l’action et Sint est l’interaction relatif au potentiel V défini précédemment.
La probabilité de trouver un champ vérifiant 3.12 est |K (G,W)|.

Dans ce qui suit, on voudrait renormaliser les intégrales de Feynman en donnant
un sens géométrique à cette renormalisation. L’idée est de regarder les graphes
de Feynman comme des parties locales du graphe quantique. Les notations sont
celles de [21], le fibré considéré est le fibré tangent TW et T W est le fibré dual. La
métrique riemannienne fixée, g est une section de Q (TW) définie positive. Cette
métrique induit un isomorphisme de dualité de TW dans T W, défini par

D : Γ (TW) → Γ (T W) ,

D (X) (w) = XD (w) : Ew (ζ) → R,

XD (w) (eζ) = g (w) (X (w) , eζ) .

Soit Q la section des formes quadratiques de Q (ζD) définie par

Q (w) (XD (w)) = g (w) (X (w) , X (w)) , X (w) = D−1 (XD) (w) ,

sur chaque fibre DTwW, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie sur la
fibre, une mesure gaussienne µ̃ (w). Si Q est stable la section µ̃ ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’une pseudo-mesure µ sur l’espace des champs
Γ (TW). L’univers W est une variété de dimension k > 4, un graphe de Feynman
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à m pattes externes, de moments X1, · · · , Xm ∈ Γ (TW) et ayant n −m boucles,
n > m, a pour amplitude [11]

Iφ (k) =
∫

Γ(TW)n−m

φ (X1, · · · , Xn) dµ (Xm+1) · · · dµ (Xn)

où la fonction scalaire φ s’écrit

φ (X) =
P (X)

Πj

(
lj (X)2 +m2

j

) ,

lj sont des sections de T Wn, mj > 0 sont les masses internes, données par l’ordre
d’irrégularité du graphe quantique aux sommets, P est un polynôme et µ est la
pseudo-mesure définie sur Γ (TW) induite par la section stable Q. Les graphes
de Feynman sont des parties finies du graphe quantique, les masses internes sont
décrites par les irrégularités aux sommets de ce graphe. On peut écrire Iφ sous la
forme

Iφ (k) =
∫ +∞

0

· · ·
∫ +∞

0

exp
(
−t.m2

)
ψ (t,P , k) (detL (t))−

k
2 dt,

où L (t) est la restriction de la forme bilinéaire
∑n
j=1 tj lj (X)2 à DTWn−m et P est

la matrice des produits scalaires des moments externes P = (g (Xi, Xj))16i,j6m, ψ

est une fonction polynomiale qui dépend de Q, t.m2 est le produit scalaire dans Rn

de t avec m2 =
(
m2

1, · · · ,m2
n

)
et k = dimW. On pose z = k, pour Re (z) << 0,

Iφ (z) existe et a une extension méromorphe dans C, notée Ĩφ (z) [25]. Si on pose

Ĩφ (z) =
∑

s∈Z αs (z − k)
s
, la régularisée est

RIφ = α0 et le contre-terme

s=−1∑

−∞

αs (z − k)
s
.

4. Les équations de Dirac-Einstein

On rappelle la définition des opérateurs de Dirac-Einstein de rang n. Sauf men-
tion contraire, ξ = (E, π,W, F ) est un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension
finie, de fibre F , dont la base est l’univers de Dirac-Einstein W, de dimension 4.
On note

ΛnW = ∧nT ∗W,

le fibré des n-formes différentielles sur W et l’espace des (p, q)-tenseurs, p fois
covariant et q fois contravariant, est noté

T p,qW = (⊗pT ∗W)⊗ (⊗qTW) .

On munit ξ d’une connexion,

∇ : Γ (E) → Γ
(
Λ1W ⊗ E

)
.

Soit γ une section de Dirac du fibré d’état E. L’endomorphisme γ ⊗ ∇ de Γ (E)
est défini par

γ ⊗∇ (s) = γ (∇s) , s ∈ Γ (E) ,

c’est-à-dire,

γ ⊗∇ (s) (w) = γ (w) (∇s (w)) , w ∈ W.

Les sections d’endomorphismes de Dirac [10], [4] sont définies par,
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γd (s) = γ (d⊗ s) , d ∈ Λ1W et s ∈ Γ (E) ,

le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac noté
{
γd

µ}
est

défini par 2.4 et l’anticommutateur ou crochet de Poisson est défini par 2.5. Le
commutateur définit une section de Hom (ΛnW ⊗ E,E). Les extensions de rang n
d’une section γ sont les sections γn ∈ Γ (Hom (Λn (W)⊗ E,E))

γn
((
d1 ∧ d2 ∧ · · · ∧ dn

)
⊗ s
)
=
[
γd

1

, γd
2

, · · · , γdn
]
(s) , s ∈ Γ (E)

et on prolonge γn par C∞ (W,R)-linéarité sur Λn (W) ⊗ E. Toute connexion sur
∇ a une extension

d∇n : Γ (Λn (W)⊗ E) → Γ
(
Λn+1 (W)⊗ E

)

avec

d∇0 = ∇,Λ0 (W)⊗ E = E

et

d∇n (ψ ⊗ s) = dψ ⊗ s+ (−1)
n
ψ ∧∇s, ψ ∈ Λn (W) .

Definition 22. Une équation de Dirac-Einstein au rang n ou équation d’état de
rang n est définie par

γn ⊗∇n−1 (s) = γn (∇n−1s) = λs, ∇n−1 = d∇n−1 ◦ · · · ◦ d∇0 ,

où λ est une C∞-application définie sur une carte de W.

L’étude locale des équations d’état de rang 1 sont définies sur une carte U de
l’univers W sur laquelle le fibré tangent

ξW = (TW, π,W)

et le fibré ξ sont trivialisables. Soit
{
∂µ =

∂

∂xµ
, 0 6 µ 6 3

}

les champs de vecteurs sur U linéairement indépendants associés et

{dν = dxν , 0 6 ν 6 3} ,
la base duale. Sur E (U) il existe un local frame, noté {eα, 0 6 α 6 n− 1}, n =
dimE. On pose s = sαeα alors

∇s = ∇ (sαeα) = dsα ⊗ eα + sα∇eα
= dsα ⊗ eα + sαΓβαjd

j ⊗ eβ.

La connexion s’écrit ∇eα = Γβανd
ν ⊗ eβ , avec des C∞ fonctions Γβαν définies sur

U à valeurs complexes ou réelles, Γβαν sont les symboles de Christoffel associés à la
connexion ∇ et dsα = ∂νs

αdν ,

∇s = ∂νs
αdν ⊗ eα + sαΓβανd

ν ⊗ eβ

=
(
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν ⊗ eβ.

La section de Dirac γ de E a pour représentation

γ (dν ⊗ eβ) = γνσβ eσ,

et si γν = γ (dν) avec (γν)
α
β = γναβ ,
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γ ⊗∇ (s) = γ
((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν ⊗ eβ

)

γ ⊗∇ (s) =
(
∂νs

β + sαΓβαν
)
γ (dν ⊗ eβ)

γ ⊗∇ (s) = γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβαν
)
eσ.

L’équation de Dirac-Einstein de rang 1, s’écrit localement,

γνσβ
(
∂νs

β + sαΓβαν
)
= λsσ, 0 6 σ 6 n− 1.

Les matrices de Dirac γµ, 0 6 µ 6 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C∞ sur U , à valeurs réelles ou complexes. On
pose

(Dνs)
β
= ∂νs

β + sαΓβαν ,

Dν est la section locale de End (E) définie par, Dν = Lν +Γν , où Γν est la section
locale de End (E) dont la matrice, dans le local frame, est

(Γν)
β
α = Γβαν

et Lν est l’endomorphisme de Lie le long du champ ∂ν = ∂
∂xν défini par, Lν s =

(∂νs
α) eα. L’équation s’écrit

γνσβ (Dνs)
β
= λsσ,

et
γνDν (s) = λs.

L’opérateur de l’équation d’état de rang 1 est,

H1 = γ ⊗∇ = γνDν ,

on a le théorème suivant,

Theorem 9. L’opérateur H1 de l’équation d’état du premier ordre est

H1 = γνDν ,

γν sont les quatre matrices de Dirac dans le local frame {eα, 0 6 α 6 n− 1}
Dν = Lν +Γν ,

Lν est l’opérateur de Lie et Γν est l’opérateur de Christoffel.

L’extension d’une paire (∇, γ) de ξW au fibré T 2,0W peut être défini comme
suit. A partir d’une connexion ∇ sur les champs, on peut étendre l’endomorphisme

∇X aux tenseurs de façon unique avec deux conditions sur l’extension ∇̃X , ∇̃X

commute avec les contractions et

∇̃X (S ⊗ T ) = ∇̃X (S)⊗ T + S ⊗ ∇̃X (T ) .

La connexion sur les (2, 0)-tenseurs est définie à partir de la connexion initiale
∇ sur les champs en posant,

∇̃
(
d1 ⊗ d2

)
= ∇∗

(
d1
)
⊗ d2 + d1 ⊗∇∗

(
d2
)
,

on définit la connexion duale ∇∗
X par

LX (d⊗ Y ) = d⊗∇XY +∇∗
Xd⊗ Y , d⊗ Y (ω) = d (ω) (Y (ω)) ,

de façon plus générale pour un fibré ξ et son dual, on pose

LX (s∗ ⊗ s) = s∗ ⊗∇Xs+∇∗
Xs

∗ ⊗ s, s∗ ⊗ s (ω) = s∗ (ω) (s (ω))
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LX est la dérivée de Lie le long du champ X . En particulier,

L∂β (d
σ ⊗ ∂µ) = dσ ⊗∇∂β∂µ +∇∗

∂βd
σ ⊗ ∂µ

0 = dσ
(
Γτβµ∂τ

)
+∇∗

∂βd
σ (∂µ) ,

∇∗
∂βd

σ (∂µ) = −Γσβµ et ∇∗
∂βd

σ = −Γσβτd
τ ,

∇̃∂β (dσ ⊗ dτ ) = ∇̃ (dσ ⊗ dτ ) (∂β) =
(
Γστργδd

ρ ⊗ dγ ⊗ dδ
)
(∂β)

∇̃∂β (dσ ⊗ dτ ) = Γστργδd
ρ (∂β) d

γ ⊗ dδ = Γστβγδd
γ ⊗ dδ,

et

∇̃∂β (dσ ⊗ dτ ) = ∇∗
∂βd

σ ⊗ dτ + dσ ⊗∇∗
∂βd

τ

= −Γσβµd
µ ⊗ dτ − Γτβρd

σ ⊗ dρ

= −
(
Γσβi + Γτβj

)
di ⊗ dj ,

on a

Γστβij = −
(
Γσβi + Γτβj

)
(4.1)

Il y a une façon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2, 0)-
tenseurs, si γ est une section de Dirac du fibré des champs, γ∗ la section du fibré
dual est définie par (

γd
)∗

(ζ) = ζ ◦ γd, ζ et d ∈ Λ1W,
(
ζ ◦ γd

)
(w) = ζ (w) ◦ γd (w) , w ∈ W.

Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2, 0)-tenseurs, on pose

γ̃d (ζ ⊗ ξ) =
(
γd
)∗

(ζ)⊗
(
γd
)∗

(ξ) , (4.2)

pour chaque w, on prend le produit tensoriel des deux 1-formes
(
ζ ◦ γd

)
(w) et(

ξ ◦ γd
)
(w), w ∈ W, on a

γ̃µ (dν ⊗ dτ ) = γµντρσ dρ ⊗ dσ = (γµ)
∗
(dν)⊗ (γµ)

∗
(dτ ) ,

(γµ)∗ (dν) (∂ρ) = dν ◦ γµ (∂ρ)
= dν

(
γµσρ ∂σ

)
= γµνρ

(γµ)∗ (dν) = γµνρ dρ,

γ̃µ (dν ⊗ dτ ) = γµνρ γµτσ dρ ⊗ dσ,

il suit

γµντρσ = γµνρ γµτσ .

Theorem 10. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’état de
Dirac-Einstein de rang 1, alors dans toute carte U , g = gijd

i⊗ dj vérifie l’équation

γµντρσ

(
∂µgντ + gαβΓ

αβ
µντ

)
= λgρσ, (4.3)

avec

Γαβµντ = −
(
Γαµν + Γβµτ

)
et γµντρσ = γµνρ γµτσ . (4.4)
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On présente, maintenant, l’étude locale des équations d’état de rang 2. Sur le
fibré ξ, avec les notations précédentes, on définit l’opérateur H2 comme suit. Pour
n = 2,

γ2
((
d1 ∧ d2

)
⊗ s
)
=
[
γd

1

, γd
2
]
(s) = γd

1

γd
2

(s)− γd
2

γd
1

(s)

et

∇1 = d∇1 ◦ d∇0 = R∇

représente la courbure de la connexion ∇. Sur un ouvert de trivialisation U de ξW
et ξ, on a pour s = sαeα,

R∇ (s) = d∇1 (∇s) = d∇1
((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν ⊗ eβ

)

= d
((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν
)
⊗ eβ −

((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν
)
∧ ∇eβ

=
(
d
(
∂νs

β + sαΓβαν
)
∧ dν

)
⊗ eβ −

((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν ∧ Γτβσd

σ
)
⊗ eτ

=
(
d
(
∂νs

j + sαΓjαν
)
∧ dν

)
⊗ ej −

((
∂νs

β + sαΓβαν
)
dν ∧ Γjβσd

σ
)
⊗ ej

=
(
∂µ
(
∂νs

j + sαΓjαν
)
−
(
∂µs

β + sαΓβαµ
)
Γjβν

)
(dµ ∧ dν)⊗ ej

=
(
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
αν − ΓβαµΓ

j
βν

)
sα
)
(dµ ∧ dν)⊗ ej .

La section de Dirac γ de E (ξ) a pour représentation locale

γ (dν ⊗ eβ) = γνσβ eσ,

et si γν = γd
ν

, on pose (γν)
α
β = γναβ , alors

γ2 ⊗R∇ (s) =
(
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
αν − ΓβαµΓ

j
βν

)
sα
)
[γµ, γν ] (ej) ,

[γµ, γν ] (ej) = γµ
(
γνσj eσ

)
− γν

(
γµσj eσ

)

=
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

)
ek

et

γ2 ⊗R∇ (sαeα) =
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

) (
∂µ∂νs

j +
(
∂µΓ

j
αν − ΓβαµΓ

j
βν

)
sα
)
ek.

Si on pose △k
j l’opérateur

△k
j =

(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

)
∂µ∂ν ,

et

Υkα =
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

) (
∂µΓ

j
αν − ΓβαµΓ

j
βν

)

alors

γ2 ⊗R∇ (sαeα) =
(
△k
j s
j +Υkαs

α
)
ek

=
(
△k
τs
τ +Υkτs

τ
)
ek

=
(
△k
τ +Υkτ

)
sτek.

Pour un champ chronologique T = tρ∂ρ, les équations d’évolution s’écrivent
localement (

△k
τ +Υkτ

)
sτ = χ

(
tρ∂ρs

k + tρsαΓkρα
)
. (4.5)
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où

∇T s
αeα = tρ∇∂ρ (s

αeα)

= tρ
(
∂ρs

αeα + sαΓβαρeβ
)

=
(
tρ∂ρs

k + tρsαΓkρα
)
ek,

L’équation 4.5 est l’équation locale sur une carte de trivialisation de ξW et ξ,
cette équation est l’équation d’évolution de Dirac-Einstein de rang 2 développée
dans le local frame associé à la carte avec la condition

γ2 ⊗R∇ = χ∇T avec χ = iλ ou χ = λ et λ ∈ C∞ (U,R) ,

respectivement, complexe ou réelle.

Theorem 11. L’opérateur H2 = γ2 ⊗R∇ a pour représentation locale

H2 (s
αeα) =

(
△k
τ +Υkτ

)
sτek (4.6)

avec
△k
j =

(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

)
∂µ∂ν , (4.7)

et

Υkα =
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

) (
∂µΓ

j
αν − ΓβαµΓ

j
βν

)
. (4.8)

Remark 20. Si la connexion est plate, l’équation d’évolution se ramène à l’équation
triviale, ce système d’équations est

tρ∂ρs
τ = 0, ∀τ .

Le tenseur de courbure R∇ s’écrit

R∇ (∂ν , ∂µ) (eσ) = ∇∂ν∇∂µeσ −∇∂µ∇∂νeσ = Rτσµνeτ ,

et

Rσµνκ = ∂νΓ
σ
µκ − ∂κΓ

σ
µν + ΓσνλΓ

λ
µκ − ΓσκλΓ

λ
µν

= ∂νΓ
σ
µκ − ΓσκλΓ

λ
µν −

(
∂κΓ

σ
µν − ΓσνλΓ

λ
µκ

)

= Λσνµκ − Λσκµν ,

où Λσνµκ = ∂νΓ
σ
µκ − ΓσκλΓ

λ
µν est le tenseur de Christoffel. On en déduit que

△k
τ =

(
γνστ γµkσ − γµστ γνkσ

)
∂µ∂ν = ([γµ, γν ])kτ ∂µν ,

Υkτ =
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

)
Λjµτν = ([γµ, γν ])

k
j Λ

j
µτν,

et

H2 (s
αeα) =

(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

) (
∂µ∂νs

j + Λjµανs
α
)
ek

=
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

) (
∂µ∂νs

j + Λjµανs
α
)
ek

=
((
γνστ γµkσ − γµστ γνkσ

)
∂µ∂νs

τ +
(
γνσj γµkσ − γµσj γνkσ

)
Λjµτνs

τ
)
ek

=
(
([γµ, γν] ∂µν)

k
τ s

τ + ([γµ, γν ])
k
j Λ

j
µτνs

τ
)
ek

=
(
([γµ, γν] ∂µν)

k
τ s

τ + ([γµ, γν ] Λµν)
k
τ s

τ
)
ek

=
(
([γµ, γν] (∂µν + Λµν))

k
τ s

τ
)
ek,

où
(Λµν)

j
τ = Λjµτν et ∂µν = ∂µ∂ν .
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Theorem 12. L’équation d’état de rang 2, d’une section s = skek est donnée par
le système d’équations différentielles

([γµ, γν] (∂µν + Λµν))
k
τ s

τ = λsk,

où λ est une fonction C∞ définie sur W .

5. La connexion de Dirac

En général, les sections de Dirac considérées sont métriques, c’est-à-dire, que le
tenseur de Poisson associé qui est indépendant du local frame, est inversible et son
inverse définit une métrique locale sur W. Dans le cas des dimensions infinies, on a
vu que l’on doit imposer aux endomorphisme de Dirac d’être des endomorphismes
bornés, à trace pour définir le tenseur de Poisson.

Si on regarde l’équation d’évolution de Dirac, cette équation n’est pas une
équation de Dirac-Einstein de rang 2 car l’équation développée est




i ∂∂t −m 0 i ∂∂z i ∂∂x + ∂
∂y

0 i ∂∂t −m i ∂∂x − i ∂∂y i ∂∂z
i ∂∂z i ∂∂x − ∂

∂y −i ∂∂t −m 0

i ∂∂x + ∂
∂y i ∂∂z 0 −i ∂∂t −m







ψ0

ψ1

ψ2

ψ3


 =




0
0
0
0


 (5.1)

où ψ est une section du fibré de

ξD =
(
R4 × C4, π,R4,C4

)
,

qui ne fait apparâıtre que des opérateurs de rang 1. Pour déterminier γ et ∇, on
passe à une équation d’état de rang 1, d’opérateur H = γ ⊗ ∇ [10]. Pour cet
opérateur, il n’existe pas d’équation d’évolution, à l’exception des particules de
masse nulle. Seule l’équation des états de rang 1, d’opérateur H peuvent décrire
l’équation 5.1. On se restreint donc, à l’image d’une carte, où plus précisément à
R4 et par un recouvrement localement fini, on définit la connexion de Dirac sur W.
Dans R4, soit {

∂0 =
∂

∂t
, ∂1 =

∂

∂x
, ∂2 =

∂

∂y
, ∂3 =

∂

∂z

}

les champs de vecteurs sur R4 linéairement indépendants associés et

{dν , ν = 0, 1, 2, 3} ,
la base duale. L’équation de Dirac-Einstein au rang 1 est

γνσβ
(
∂νψ

β + ψαΓβαν
)
= −iλψσ pour tout σ = 0, 1, 2, 3. (5.2)

Les matrices de Dirac γµ, 0 6 µ 6 3, sont des matrices carrées d’ordre 4 dont
les coefficients sont des applications C∞ sur R4, à valeurs complexes. On note

(Dνψ)
β
= ∂νψ

β + ψαΓβαν , Dν est la section locale de End (E) définie par,

Dν = Lν +Γν ,

où Γν est la section locale de End (E) dont la matrice, dans le local frame, est

(Γν)
β
α = Γβαν et Lν est l’endomorphisme de Lie le long du champ ∂ν = ∂

∂xν défini
par,

Lν ψ =
(
∂νψ

0, ∂νψ
1, ∂νψ

2, ∂νψ
3
)
, ψ =

(
ψ0, ψ1, ψ2, ψ3

)

alors

γνσβ (Dνψ)
β
= −iλψσ,



44 JONOT JEAN LOUIS

l’équation précédente s’écrit

γνDν (ψ) = −iλψ.
Utilisons l’équation 5.2 et comparons à 5.1,

γνkβ
(
∂νψ

β + ψαΓβαν
)
+ iλψk = 0, k = 0, 1, 2, 3

γνkβ ∂νψ
β + ψαγνkβ Γβαν + iλψk = 0

(
γνkj ∂ν + γνkβ Γβjν

)
ψj + iλψk = 0

si on prend pour (γν)
k
j = γνkj , on retombe sur l’équation 5.1 pour des coefficients

de Christoffel Γβjν qui sont calculables comme suit. La matrice associée s’écrit



iγν00 ∂ν + iγν0β Γβ0ν − λ iγν01 ∂ν + iγν0β Γβ11 iγν02 ∂ν + iγν0β Γβ2ν iγν03 ∂ν + iγν0β Γβ3ν
iγν10 ∂ν + iγν1β Γβ0ν iγν11 ∂ν + iγν1β Γβ1ν − λ iγν12 ∂ν + iγν1β Γβ2ν iγν13 ∂ν + iγν1β Γβ3ν
iγν20 ∂ν + iγν2β Γβ0ν iγν21 ∂ν + iγν2β Γβ1ν iγν22 ∂ν + iγν2β Γβ2ν − λ iγν23 ∂ν + iγν2β Γβ3ν
iγν30 ∂ν + iγν3β Γβ0ν iγν31 ∂ν + iγν3β Γβ1ν iγν32 ∂ν + iγν3β Γβ2ν iγν33 ∂ν + iγν3β Γβ3ν − λ


 ,

on en déduit que λ = m, et que les matrices γν définies par (γν)
α
β = γναβ sont les

matrices de Dirac. On a




i∂0 + iΓ0
00 −m 0 i∂3 − iΓ2

23 i∂1 + ∂2 − iΓ3
31 + Γ3

32

0 i∂0 + iΓ1
10 −m i∂1 − ∂2 + iΓ2

21 − Γ2
22 −i∂3 − iΓ3

33

−i∂3 − iΓ0
03 −i∂1 − ∂2 − iΓ1

11 − Γ1
12 −i∂0 − iΓ2

20 −m 0
−i∂1 + ∂2 − iΓ0

01 − Γ0
02 i∂3 + Γ1

13 0 −i∂0 − iΓ3
30 −m


 ,

les relations sur les coefficients de Christoffel de la connexion de Dirac sont

Γ0
00 = Γ2

23 = Γ1
10 = Γ3

33 = Γ0
03 = Γ2

20 = Γ1
13 = Γ3

30 = 0 (5.3)

et

Γ3
32 = iΓ3

31,Γ
2
22 = iΓ2

21,Γ
1
12 = −iΓ1

11,Γ
0
02 = −iΓ0

01. (5.4)

Theorem 13. Les symboles de Christoffel de la connexion de Dirac sur R4 vérifient

Γ0
00 = Γ2

23 = Γ1
10 = Γ3

33 = Γ0
03 = Γ2

20 = Γ1
13 = Γ3

30 = 0,

Γ3
32 = iΓ3

31,Γ
2
22 = iΓ2

21,Γ
1
12 = −iΓ1

11,Γ
0
02 = −iΓ0

01,

Γτµν = Γτνµ.

On peut construire une connexion de Dirac sur l’univers W, en prenant un
recouvrement localement fini et une partition de l’unité

{
λU
}

subordonnée à ce
recouvrement. Si ∇U est une connexion de Dirac induite par la carte alors

∇ =
∑

U

λU∇U ,
∑

U

λU = 1

est une connexion définie sur l’univers W. Cette connexion est définie sur le fibré
tangent de l’univers W.

Remark 21. La connexion de Dirac est indépendante du choix de la particule de
masse m, c’est donc, une connexion intrinsèque sur les champs complexes. Les
équations 5.3 et 5.4 permettent de définir un grand nombre de choix possibles pour
la connexion de Dirac.
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6. Les champs en cordes

On s’intéresse dans cette section à une représentation en cordes des particules
élémentaires. On suppose que l’univers W est une variété de dimension 4, orientée.
Le fibré tangent est muni d’une connexion ∇ et d’une section de Dirac γ, γµν est
le tenseur de Poisson défini par

γµν =
1

8
Trace ({γµ, γν}) = 1

4
Trace (γµγν) ,

γµ sont les matrices de Dirac associées à γ dans une carte de W. On définit
l’opérateur d’évolution sur le complexifié du fibré tangent comme la section du
fibré Λ1

CW ⊗ TCW,

Φ (X + iY ) = γ ⊗∇ (X) + iγ ⊗∇ (Y ) .

L’équation d’évolution des champs complexes est

Φ (Z) = −imc
~
Z, (6.1)

où m est la densité de masse associée au champ complexe Z. Dans une première
approche on parlera de champ complexe et de masse ponctuelle pour définir la
notion de pseudo-particule et de masse. L’opérateur iΦ est un opérateur hermitien
pour une structure hermitienne donnée. L’ensemble de toutes les sections des formes
hermitiennes de TCW qui rendent l’opérateur iΦ hermitien est noté HΦ. Un champ
Z vérifie une équation d’évolution de type 6.1. La masse ponctuelle ou densité de
masse associée à Z est la fonction m fixée par une section de HΦ.

Definition 23. Les champs en corde sont des champs complexes Z pour lesquels

dim (Vect {ReZ, ImZ}) = 2,

et
[ReZ, ImZ] ∈ Vect {ReZ, ImZ} .

Ces hypothèses permettent de définir un feuilletage de l’univers, de dimension
2. Chaque feuille représente une trajectoire possible d’une corde, dite surface
d’univers, la corde est une feuille du feuilletage de S, défini par ImZ. Sous les
hypothèses précédentes, il existe deux fonctions réelles a et b, de classe C∞ sur W
à valeurs dans R telles que

[ReZ, ImZ] = aReZ + b ImZ.

On peut associer à un champ en corde une fonction définie sur W à valeurs
complexes, Θ = a+ ib.

Remark 22. [ReZ, ImZ] = LReZ ImZ où LReZ est la dérivée de Lie étendue aux
champs réels.

Definition 24. Une réunion finie de cordes est une ”particule”. La fonction Θ
est la fonction d’onde associée au champ Z.

Soit S une surface d’univers et in : S → W, l’inclusion de S dansW. L’endomorphisme

Tw in : TwS → TwW

est un isomorphisme de TwS sur Vect {ReZ (w) , ImZ (w)}. Par la suite, on identifie
TwS et Vect {ReZ (w) , ImZ (w)} à l’aide de cet isomorphisme. On définit les deux
1-formes λ et µ sur S par λ (w) (u) = α et µ (w) (u) = β où

Tw in (u) = αReZ (w) + β ImZ (w) ∈ Tw in (TwS) .
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Ces deux 1-formes définissent la 2-forme σ = λ ∧ µ sur S. On prend pour
orientation de S, l’orientation définie par σ.

Definition 25. La tension de la feuille S est

T (S) =

∫

S

σ, (6.2)

La tension est une quantité positive par le choix de l’orientation de S. La corde
ne peut pas occuper toutes les surfaces d’univers W , on fait l’hypothèse que les
trajectoires possibles S sont celles qui rendent minimale T (S). Il peut y avoir une
infinité de surface d’univers. La trajectoire d’une corde définie par un champ en
corde est une surface d’univers pour ce champ. La notion de temps peut apparâıtre
dans le choix de la restriction de la section des formes hermitiennes de TCW à
TW. On peut représenter cette restriction comme une métrique de Lorentz ou
une métrique pseudo-riemannienne de l’univers W. Dans le cas d’une métrique de
Lorentz, on définit les champs chronologiques associés à cette métrique. L’opérateur
Φ est défini par la connexion de Levi-Civita de cette métrique et le tenseur de
Poisson s’écrit localement comme le tenseur dual de gαβ.

Definition 26. Un temps relatif sur S est une C∞-application τ : S → R pour
laquelle τ |γ est constante pour toutes les cordes de S.

La condition nécessaire et suffisante pour que τ soit un temps relatif est que pour
tout w ∈ S, dwτ (ImZ (w)) = 0. Ces égalités sont équivalentes à l’existence d’une
C∞-application χ de W à valeurs dans R vérifiant dτ = χλ. Le temps relatif est
orienté positivement si χ > 0 sur Sr{χ = 0}. Si τ est orienté négativement, −τ est
orienté positivement. Si τ1 et τ2 sont deux temps relatifs sur S alors τ2 − τ1 est un
temps relatif sur S. Un temps relatif τ est un temps propre si χ = 1. Si Sr{χ = 0}
n’est pas connexe, un temps relatif peut être positif sur une composante connexe
et négatif sur l’autre. Dans la suite un temps relatif est tel que {χ = 0} est vide ou
une sous-variété de dimension 0.

Theorem 14. Il y a équivalence entre la 1-forme différentielle λ est exacte et S
est muni d’un temps propre, tous les temps propres τ de S sont les primitives de
λ. Si τ1 et τ2 sont deux temps propres sur S alors τ2 − τ1 est constante sur S.

Proof. La fonction χ est définie par χ (w) = dwτ (ReZ (w)), si χ = 1 alors dτ =
λ. �

Definition 27. Le champ en corde Z est exacte ou totale sur la surface d’univers
S si la 1-forme λ est exacte.

Le champ Z vérifie une équation de la forme 6.1, la fonction m représente la
masse ponctuelle du champ Z. La masse de la corde γ est donnée par

Mγ =

∫

γ

mµ =

∫

γ

mιReZσ, (6.3)

avec µ = ιReZσ qui est une forme volume sur γ. Et sa tension est définie par

Tγ =

∫

γ

µ =

∫

γ

ιReΨσ. (6.4)

Remark 23. λ = −ιImZσ.
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L’énergie est proportionnelle à la masse de la corde avec un coefficient de pro-
portionnalité positif, noté c2,

Eγ = Mγc
2.

Dans ce qui suit Z est un champ en corde exacte sur S. Si on impose que l’énergie
de chaque corde est invariante sur S et vaut ES , alors l’énergie d’une particule au
temps t pour le temps propre τ est

Et = k (t)ES

où k (t) est le nombre de cordes composant cette particule. Si on passe d’un temps
t à t+∆t, la variation d’énergie est

∆E = (k (t+∆t)− k (t))ES = ∆k (t)ES .

Si on change de temps propre on a

∆E = ∆k (t+ α)ES ,

où la constante α est la différence entre le nouveau et l’ancien temps propre. On
a quantifié l’énergie en imposant une énergie constante sur chaque corde située sur
la surface d’univers. Si on utilise la formule de Planck

ES = hν

où ν est la fréquence d’oscillation de la corde, alors les cordes ont même fréquence
d’oscillation sur S. Les équations d’Einstein et Plank, Eγ = Mγc

2 et Eγ = hνγ ,
permettent d’écrire

Eγ = MγTγ =
h

c2
(6.5)

qui est invariant, où h est la constante de Planck et Tγ = 1
νγ

est la période

d’oscillation de la corde γ. On se fixe une métrique riemannienne g canonique,
sur S par

g (ReZ,ReZ) = g (ImZ, ImZ) = 1

et
g (ReZ, ImZ) = g (ImZ,ReZ) = 0.

Avec cette métrique pour un temps propre, ReZ = grad τ . L’excitation globale
de la surface d’univers de S est une section E de S à valeurs dans Isom+ (TS)
qui à chaque événement w ∈ S associe une isométrie de (TwS, g (w)) conservant
l’orientation. La restriction de cette section à une corde γ est l’excitation de cette
corde sur S. On pose Mw la matrice de E (w) dans la base {ReZ (w) , ImZ (w)},
il existe une C∞-application θ : S → R vérifiant

Mw =

(
cos θ (w) − sin θ (w)
sin θ (w) cos θ (w)

)
. (6.6)

Si γ est difféomorphe à S1ou I= [0, 1], on prend un paramétrage par longueur
d’arc ̺ : [0, l] → γ, l’application θ ◦ ̺ : [0, l] → R est prolongeable par périodicité
sur R, la période Tγ de cette fonction est la période d’excitation de la corde γ. La
longueur de la corde l qui est la tension Tγ de la corde vérifie

Tγ = kTγ , k ∈ N∗.

Proposition 11. La tension de la corde γ est un multiple entier de la période Tγ.

Remark 24. La fréquence d’excitation de γ est νγ = 1
Tγ

.
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Pour comprendre la notion de fréquence d’excitation d’une corde γ, on se place
dans un voisinage de cette corde dans lequel il existe un temps propre τ . On choisit
l’unique temps propre pour lequel γ = τ−1 (t0) et on pose γ0 = γ. Ensuite, on
fait varier le temps propre de t0 à t1. Si on pense γ0 comme une corde ouverte ou
fermée qui évolue, sur la surface S, de γ0 = τ−1 (t0) à γ1 = τ−1 (t1) et on se fixe
un événement wt0 sur γ0, cet événement décrit une trajectoire de wt0 à wt1 ∈ γ1.
On pose wt ∈ γt = τ−1 (t) un paramétrage de cette courbe. Le transport parallèle
le long de cette courbe permet de définir une isométrie de ςwt,wt0

: Twt0
S → Twt

S

pour tout t ∈ [t0, t1], qui préserve l’orientation. On a

ςwt1 ,wt0
= ςwt1 ,wt

◦ ςwt,wt0
.

L’événement marqué w sur γ0 = τ−1 (t0) suit la trajectoire wt pour laquelle

E (wt1 ) = ςwt1 ,wt0
◦ E (w0) ◦ ς−1

wt1 ,wt0
, ∀t0, t1.

Si on se place sur la corde, il y a une excitation donnée en chaque événement w
par E (w) et les déplacements suivant un temps propre, de chaque événement de la
corde, vérifient 6.5. On en déduit la relation de quantification d’une corde,

MγTγ = k
h

c2
, k ∈ N∗. (6.7)

On peut fixer l’excitation sur la surface d’univers S, en prenant pour fonction
θ dans l’équation 6.6, la fonction qui vérifie Θ =

√
a2 + b2 exp (iθ) où Θ est l’onde

associée au champ en corde Z et est défini par Θ (w) = a (w) + ib (w) avec

[ReZ, ImZ] = aReZ + b ImZ.

Si la surface d’univers est muni d’un temps relatif τ qui n’est plus propre, on
prend un temps relatif τ qui vérifie dτ = χλ et LImZ (χ) = 0 pour lequel {χ = 0}
est discret et positif sur Sr{χ = 0}. Les points où χ = 0 correspondent aux points
de séparation des cordes ou au regroupement de deux cordes. Sur S r {χ = 0}, si
on transforme le champ Z en Zχ = χReZ + i ImZ et si on se restreint à la surface
Sχ = S r {Zχ = o}, alors τ est un temps propre pour Zχ qui est un champ défini
sur S. Les 1-formes différentielles λ, µ se transforment en χλ et µ, donc Mγ et Tγ
sont invariantes et la tension de la surface Sχ est

T (Sχ) =

∫

S

χσ,

la fonction d’onde Θχ associée au champ Zχ est Θχ = −LImZ (χ) + χΘ = χΘ sur
S et θχ = θ 6.8. On obtient encore une formule de quantification identique à celle
donnée en 6.7. Dans le cas le plus général, on découpe la surface S r {Zχ = 0}, en
surfaces ouvertes connexes et on répète le procédé sur chaque composante connexe
obtenue. Les événements de {Zχ = 0} sont les points où se collent et se décollent
les cordes entre elles qui évoluent dans la surface d’univers S. La représentation
géométrique des champs en corde permet de quantifier l’énergie de la corde définie
par le champ. Le produit de la masse et de la tension est discrétisé dans l’équation
6.7. Il serait intéressant de regarder le comportement d’un nombre fini de champs en
cordes, notamment en analysant les feuilletages de l’univers induits par ces champs.

Lemma 6. Si Z = X + iY et Z ′ = X ′ + iY sont des champs en corde de champ
imaginaire Y alors Z ′′ = (X +X ′)+ iY et Z = λX+ iY sont des champs en corde.
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Proof. On a

[Y, λX ] = λ [Y,X ] + LY (λ)X

= λβY + (λα + LY (λ))X

si
[Y,X ] = αX + βY.

�

Proposition 12. La fonction d’onde associée au champ en corde Z = λX+ iY est

λα− LY (λ) + iλβ = −LY (λ) + λ (α+ iβ) ,

si la fonction d’onde du champ en corde X + iY est φ alors la fonction d’onde du
champ en corde λX + iY est

ψ = −LY (λ) + λφ, (6.8)

où LY est la dérivée de Lie le long du champ Y .

Si X ∈ Γ∞ (W) alors en coordonnées locales X = Xµ∂µ, où X
µ : W → R est

une C∞-application. Si Y = Y µ∂µ alors [Y,X ] = Lν∂ν avec,

Lν = Y µ (∂µX
ν)−Xµ (∂µY

ν) .

On cherche à déterminer les champs X tels que

LY (X) = [Y,X ] = αX + βY ,

où α et β sont des C∞-applications définies sur un ouvert U ⊂ W et Y est un
champ fixé non nul sur U . Localement, on a

Y µ (∂µX
ν)−Xµ (∂µY

ν) = αδµνX
µ + βδµνY

µ, (6.9)

pour tout ν = 0, 1, 2, 3.
Si {∂ν} est le local frame associé à la carte U , les champs X = Xν∂ν pour

lesquels
X + i∂σ

est un champ en corde sont les champs qui vérifient le système d’équations différentielles

αδσν + βXν + ∂σX
ν = 0, ν = 0, 1, 2, 3.

Pour un champ Y , le théorème de redressement permet de construire une carte
ϕ pour laquelle le local frame associé vérifie

Y = ∂0 et Y ϕ (∂0) =
∂

∂t
.

Un champ local X s’écrit dans cette carte

X = Xµ∂µ,

le champ complexe
X + iY

est un champ en corde si et seulement si il existe deux C∞-applications α et β
définies sur la carte ϕ telles que

αδ0ν + βXν + ∂0X
ν = 0, ν = 0, 1, 2, 3.

On peut écrire ce système sous la forme

βX0 + ∂YX
0 + α = 0
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βXν + ∂YX
ν = 0, ν = 1, 2, 3

avec

X = X0Y +Xν∂ν .

L’existence de solution s’obtient en transportant ce système dans R4 par l’isomorphisme
de carte Tϕ : TU → TR4, ce système s’écrit

∂Xν

∂t
+ βϕX

ν + αϕδ0ν = 0

avec

βϕ = β ◦ ϕ−1, αϕ = α ◦ ϕ−1 et Xν = Xν ◦ ϕ−1.

On a

Xν = kν exp

(
−
∫
βϕdt

)

avec

kν = −δ0ν
∫
αϕ exp

(
−
∫
βϕdt

)
dt+ Cν

où Cν est une fonction indépendante de t, elle ne dépend que de x, y, z. On en
déduit le théorème suivant, ce théorème permet de déterminer le champ en corde
à partir de sa fonction d’onde.

Theorem 15. Les champs X pour lesquels X + iY est un champ en corde pour
Y 6= o dans une carte

ϕ : U → R4

dont le local frame associé {∂ν , ν = 0, 1, 2, 3} vérifie

Y = ∂0

avec

Tϕ⊗ ∂0 =
∂

∂t

et dont la fonction d’onde associée sur U est

θ = α+ iβ,

sont de la forme

Xν∂ν

où

Xν = Xν ◦ ϕ
et

Xν = kν exp

(
−
∫
βϕdt

)

avec

kν = −δ0ν
∫
αϕ exp

(
−
∫
βϕdt

)
dt+ Cν , Cν = Cν (x, y, z) ,

et

αϕ = α ◦ ϕ−1, βϕ = β ◦ ϕ−1.
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Le complexifié de ζ d’un fibré hilbertien réel est

ζ ⊗ C ≈ ζ × ζ ≈ ζ + iζ

où le produit par un complexe est défini par

(λ+ iµ) (x, t) = (λx − µt, λt+ µx)

pour toutes sections x et t de Γ (ξ) et toutes C∞-applications λ, µ : W → R.

L’opération de conjugaison est une section de Hom (ξ ⊗ C) définie par (x, t) =
(x,−t), x et t ∈ Γ (ξ) et l’endomorphisme de fibré définissant la structure complexe
est J (x, t) = (−t, x). On pose s = x + it, où x et t sont des sections de Γ (ξ) par
l’identification x = (x,o) et t = (o, t) où o représente la section nulle de ξ.

Definition 28. Une section s = x + it de Γ (ξ ⊗ C) est un complexification de la
section réelle x.

Definition 29. Une section complexe s ∈ Γ (ξ ⊗ C) est une ϕ-section sur V ⊂ W

si ϕ⊗ t = x sur V .

Cela revient à dire qu’il existe une section locale ϕ de Hom (ζ) définie sur V telle
que pour tout ω ∈ V

ϕ (w) : Ew (ξ) → Ew (ξ) , ϕ (w) (t (w)) = x (w) .

L’application est un paramétrage qui donne la variation de la section espace x
par rapport à la section temps t. On peut comparer cet opérateur au paramétrage
d’une courbe. Une section d-dimensionnelle sur V ⊂ W est une section locale
(s1, s2, · · · , sd) de Γ (ξ ⊗ C)d, telle que {s1 (w) , s2 (w) , · · · , sd (w)} est une famille
libre deEw (ξ)⊗C, pour toutw appartenant à un ouvert V . Si s ∈ Vect {s1, s2, · · · , sd}
alors s = zµsµ, z

µ ∈ C que l’on peut écrire sous la forme s = x+ it avec

x = Re (zµ)R (sµ)− Im (zµ) I (sµ) ,

est une section espace et

t = Im (zµ)R (sµ) + Re (zµ) I (sµ)

où sµ = R (sµ) + iI (sµ).

Definition 30. Soit s′ une autre section de Vect {s1, s2, · · · , sd}
s′ = x′ + it′,

un {ϕ, ψ}-déplacement sur V de s′ par rapport à s est la donnée de deux sections
locales ϕ et ψ sur V de Hom(ξ) telles que la condition suivante est réalisée

x′ = o =⇒ x = ϕ⊗ t et x = o =⇒ x′ = ψ ⊗ t′

où o est la section nulle et

(ϕ⊗ t) (w) = ϕ (w) (t (w)) , ∀w ∈ V .

.

On dit que les sections s′ et s sont en déplacement uniforme sur V , l’une par
rapport à l’autre, s’il existe un {ϕ, ψ}-déplacement sur un ouvert V de W, de s′

par rapport à s tel que
ψ = −ϕ,

où ϕ est une section locale de GL (ξ) définies sur l’ouvert V , c’est-à-dire que sur
chaque fibre Ew (ξ), ϕ (w) ∈ GL (Ew (ξ)).
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Remark 25. ϕ est la vitesse de s′ par rapport à s.

Dans cette partie, on impose une condition d’analycité des déplacements uni-
formes, dans le sens suivant, toutes les tranformations considérées sont analytiques
par rapport à la vitesse ϕ. Supposons que sur l’univers W existe une structure
qui soit une ±-presque complexe ϕ = J . Si le champ complexe X + iY est en
déplacement uniforme par rapport à X0 + iY0 [18] alors on a

{
X =

(
1∓ c−2

)− 1
2 (X0 − JY0)

Y =
(
1∓ c−2

)− 1
2
(
Y0 − c−1JX0

) .

Proposition 13. Avec les hypothèses précédentes, si

X0 + iJY0

est un champ en corde alors
X + iJY

est un champ en corde.

Proof. On a
dim (Vect {X, JY }) = dim (Vect {X0, JY0}) = 2

et

[X, JY ] =
(
1∓ c−2

)− 1
2
[
X0 − JY0, JY0 + c−1X0

]

=
(
1∓ c−2

)− 1
2
(
1 + c−1

)
[X0, JY0]

=
(
1∓ c−2

)− 1
2
(
1 + c−1

)
(αX0 + βJY0)

=
(
1∓ c−2

)− 1
2
(
1 + c−1

)
(α+ β)X +

(
1± c−2

)− 1
2
(
1 + c−1

) (
β − c−1α

)
JY .

�

Remark 26. Si la fonction d’onde de X0+ iJY0 est α+ iβ alors la fonction d’onde
de X + iJY est

(
1∓ c−2

)− 1
2
(
1 + c−1

) (
(α+ β) + i

(
β − c−1α

))

si le champ X+iY est en déplacement uniforme le long de la structure ±-complexe,
de vitesse J .

7. Représentation de l’univers de Dirac-Einstein par chirurgie et

extension analytique

Soit Λ une variété fermée, connexe, de dimension 4 et V une sous-variété com-
pacte, sans bord, non nécessairement connexe, de codimension > 2. La variété
W = ΛrV est une variété connexe qui représente notre univers de Dirac-Einstein.
La variété V est dite variété à l’infini et est notée V = W∞. La variété W∞ est
une variété compacte, sans bord, de dimension 0, 1 ou 2. La dimension 0, permet
de représenter W comme une variété fermée privée de k points. Si k = 1, Λ est le
compactifié d’Alexandroff de W. Pour la dimension 1, on retire à Λ, un nombre
fini k de lacets simples plongés dans Λ deux à deux disjoints. Si la dimension est
2, on retire un nombre fini k de surfaces fermées de genres g1, g2, · · · , gk. On peut
généraliser en supposant que W∞ est une réunion finie de variétés fermées, deux à
deux disjointes, de codimension > 2. On note dans cette situation codim∞ W, la
plus petite codimension de chaque composante connexe de W∞.
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Theorem 16. 1) Si codimW∞ > 3, alors l’inclusion in : W → Λ induit un
isomorphisme in∗ : π1 (W, w) → π1 (Λ, w) pour tout ω ∈ W.

2) Si codimW∞ = 2, in∗ : π1 (W, w) → π1 (Λ, w) est surjectif pour tout w ∈ W.

Proof. C’est un théorème de Godbillon [12]. �

Remark 27. Le goupe de Poincaré de l’univers est isomorphe au groupe fonda-
mental d’une variété fermé sous l’hypothèse que sa structure à l’infini est formée
d’un nombre fini de points.

On suppose l’existence d’un champ chronologique stable sur W. La variété W

est une variété à deux feuilletages transversaux, notés T et E avec codim T = 3 et
codim E = 1. Il y a deux types de feuilles pour ces feuilletages, les feuilles F pour
lesquelles AdhΛ F = F qui sont les feuilles compactes et les feuilles pour lesquelles
AdhΛ F 6= F . On se place dans la situation où W∞ = {∞1,∞2, · · · ,∞k} alors
AdhΛ F = F ∪ {∞j , j ∈ J} = FJ où J est un sous-ensemble de {1, 2, · · · , k}. Les
points ∞1,∞2, · · · ,∞k sont les points de contact des feuilles à l’infini. On note
pour tout J ∈ P ({1, 2, · · · , k}), WJ = ∪AdhΛ F=FJ

F . La famille

{WJ : J ∈ P ({1, 2, · · · , k})}
forment une partition de l’univers W. Si le système de Pfaff

τ : w → τ (w) = Ew,

est prolongeable à l’infini, c’est-à-dire, si limw→∞j
τ (w) = Ej alors toute feuille FE

telle que AdhΛ FE = FE ∪ {∞j , j ∈ J} = FE,J , est une sous-variété et

T∞j
FE,J = Ej .

On a pincé les feuilles-espace aux points à l’infini. Si le système de Pfaff

ς : w → Tw

est prolongeable à l’infini, c’est-à-dire, limw→∞j
ς (w) = Tj alors toute feuille FT

telle que AdhΛ FT = FT ∪{∞j , j ∈ J} = FT ,J est une sous-variété homéomorphe à
S1 ou à [0, 1] avec, T∞j

FT ,J = Tj. Les lacets simples FT ,J se coupent tangentielle-
ment aux points ∞j pour j ∈ J . Sans l’hypothèse de prolongement par continuité
à l’infini des systèmes de Pfaff, on a un théorème de fibration de l’univers si les
feuilles-espace sont compactes.

Remark 28. limω→∞j
ς (w) = Tj signifie qu’il existe des sections locales Xji dans

une carte de ∞j telles que Vect {Xji (w)} = ς (w) avec Tj = Vect {Xji (∞j)}.
Theorem 17. Si W = W∅ et W 6= Λ alors W est l’espace total d’un fibré de base
R ou S1. Si W est compacte, W est l’espace total d’un fibré de base S1.

Proof. C’est une conséquence du théorème de stabilité globale de Reeb [28], [29]
et [15], il suffit de remarquer que toutes les feuilles espace sont compactes et que,
sous cette hypothèse, W est l’espace total d’un fibré de base S1 ou R suivant la
compacité de W. �

Si ∞ ∈ AdhΛ FE , un chemin γ de Λ, tel que γ (0) = ∞ pour un point à l’infini
∞ ∈ W∞ et γ (t) ∈ FE pour t 6= 0, est un FE -chemin. On note T∞FE , l’ensemble des
vecteurs γ′ (0), lorsque γ parcourt l’ensemble des FE -chemins. En général, T∞FE

n’est pas un sous-espace vectoriel de T∞Λ. C’est un cône de sommet l’origine o∞ de
T∞Λ. Ce n’est pas un cône de lumière en général car il n’y a pas de prolongement



54 JONOT JEAN LOUIS

de la métrique de Lorentz aux points à l’infini. Dans le cas où W∞ est formé de
sous-variétés de dimension 0, 1 et 2 en nombre fini, on dit que le feuilletage est
stable à l’infini si pour ∞ ∈ V , où V est une composante connexe de W∞, on a
T∞FE = T∞W∞. Si W∞ = {∞}, il n’y a plus d’espace en ce point, si W∞ = S1

alors l’espace est à une dimension au plus sur les lacets à l’infini [9]. Si W∞ = Tg,
une surface de genre g > 0, l’espace est de dimension au plus 2. A l’extérieur des
points à l’infini, les feuilles-espace sont de dimension 3. Pour le feuilletage temps,
si W∞ = {∞} il n’y a plus de temps en ce point, si W∞ = S1ou Tg alors le temps
est à une dimension au plus.

On peut imaginer une structure à l’infini ayant des sous-variétés de dimension
n = 3 ou n = 4. Si n = 3, on se restreint à la partie connexe de W, privée des sous-
variétés de dimension 3 à l’infini, où vit le champ chronologique de notre univers.
Notre univers est l’intérieur d’une variété compacte à bord, dont le bord est une
variété à l’infini. Si n = 4, notre univers est le bord à l’infini, d’un univers de
dimension > 5. On a une construction en ”gigogne” d’une succession d’univers de
dimensions supérieures contenues de le multivers de Banach-Schauder V. Lorsque
l’on impose que les dimensions de W∞ sont de dimensions inférieures ou égales à
2, cette construction en ”gigogne” reste vraie sans que l’on soit dans l’obligation
d’augmenter la dimension 4 des univers que l’on recolle par somme connexe sur
les différentes structures à l’infini. On représente W comme une singularité d’un
multivers de Banach-Schauder V.

On suppose que le compactifié d’Alexandroff de l’univers W, W ∪ {∞} est une
C∞-variété fermée. Dans cette situation, on dit que l’univers est stable à l’infini.
On peut généraliser cette notion de stabilité en prenant une compactification à
plusieurs points ou tout autre type de compactification décrite précédemment. On
se donne une fonction C∞, Φ : W → R, qui mesure un état physique de l’univers
W, cette fonction peut être une entropie ou une mesure physique réelle.

Definition 31. Deux événements p et q sont dans le même état si Φ (p) = Φ (q).
On dit que les événements sont dans le même présent pour la fonction d’état Φ.
L’événement p est dans le passé de l’événement q et q est dans le futur de p si
Φ (p) < Φ (q) pour la fonction d’état Φ.

Si s est une valeur régulière de l’état Φ alors Φ−1 (s) est une hypersurface de
W. Pour définir un événement de l’univers, il faut définir exactement un nombre
n = dimW d’états Φ1, · · · ,Φn, deux à deux transversaux, Φi ⋔ Φj et i 6= j. Si
s1, · · · , sn sont des valeurs régulières pour les états Φ1, · · · ,Φn alors le sous-espace
∩iΦ−1

i (si) est une sous-variété de W de dimension 0, c’est-à-dire, une suite de
points deW sans point d’accumulation dansW, les points d’accumulation possibles
dans le compactifié est le point à l’infini ∞. L’événement w n’est pas entièrement
localisé mais peut se situer en chaque point de ∩iΦ−1

i (si). C’est un ”principe

d’incertitude de localisation” pour un événement décrit par n = dimW états
transversaux deux à deux. On peut approcher une fonction d’état par une fonction
de Morse. Pour structurer cet univers on fait l’hypothèse que la fonction d’état
Φ est une fonction de Morse sur W. L’existence de telles fonctions de Morse
existent par le théorème de densité de Milnor pour la Ck-topologie fine de Whitney.
Pour une fonction d’état de Morse, si α est une valeur d’état non dégénérée, alors
Wα = Φ−1 (α) est une sous-variété de dimension n − 1. Pour n = 4 les sous-
espaces, dans un état non dégénéré donné, sont des sous-variétés de dimension 3.
Les tranches d’univers de ce type qui ne contiennent pas le point à l’infini dans
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leur adhérence relativement à W ∪ {∞}, sont des variétés fermées de dimension
3 dont chaque composante connexe peut être décrite à l’aide des huit géométries
de Thurston [32]. L’ensemble des points critiques est discret, ce sont les points
dont la valeur d’état est irrégulière. Si on note W6α, le passé de Wα, c’est à dire,
W6α = Φ−1 (]−∞;α]), le présent est le bord du passé, alors on peut reconstruire
l’univers à l’aide des deux théorèmes suivants,

Theorem 18. Si [α, β] ne contient aucun état irrégulier alors la portion d’univers
Φ−1 ([α, β]) est difféomorphe à Wα × [α, β]. Le passé détermine entièrement le
futur. En particulier, le présent Wα est difféomorphe au présent Wβ.

Theorem 19. Si p est un événement critique d’indice λ, et s’il existe une petite
variation ε > 0 d’état pour laquelle W6Φ(p)+εrW6Φ(p)−ε ne contient que p comme
événement singulier, alors W6Φ(p)+ε est obtenue par chirurgie de type (λ, n− λ) à
partir du passé W6Φ(p)−ε.

Proof. C’est le théorème de chirurgie de Milnor-Morse-Smale [26]. �

Remark 29. On rappelle la construction des chirurgies de type (λ, n− λ). Si N
est une variété de dimension n, de bord non vide ∂N 6= ∅ et ϕ est un plongement
de Sλ−1 ×Dn−λ dans ∂N , on pose χ (N,ϕ) = N∪Dn

∼ , ∪ est l’union disjointe de N
et Dn et ∼ représente la relation d’équivalence suivante

x ∈ ∂N ∼ y ∈ ∂Dn = Sλ−1 ×Dn−λ ∪Dλ × Sn−λ−1

si et seulement si ϕ (x) = y. L’espace χ (N,ϕ) est une C∞-variété obtenue par
chirurgie de type (λ, n− λ) à partir de la variété à bord N .

On peut construire des états de Morse pour lesquels chaque présent ne contient
au plus qu’un événement singulier. Ainsi , pour étudier la géométrie de l’univers,
par rapport à cet état, il suffit d’analyser la géométrie du passé et reconstruire par
chirurgie, à partir de ce passé, le futur local de notre univers.

Si on veut décrire de façon déterministe chaque événement, on peut plonger W
dans Rp avec n 6 p 6 2n+1, c’est le théorème de plongement de Withney. Il suffit
de décrire au plus 9 états {Φj} tels que Φ = (Φ1,Φ2, · · · ,Φ9) soit un plongement.
Pour un déterminisme local, il suffit d’immerger l’univers dans Rp, les théorèmes
de Gromov-Smale [13], [31] de la théorie des immersions permettent de limiter le
nombre d’états suivant la nature topologique de l’univers W. Dans l’hypothèse
non déterministe, il y a donc, un principe d’incertitude sur la localisation d’un
événement.

Dans ce qui suit, on propose une représentation par extension analytique à partir
des cartes de l’univers W. Soient ϕ, ψ : R4 → W, deux cartes de W telles que
ϕ
(
R4
)
∩ ψ

(
R4
)
6= ∅, le changement de carte est donné par

λ : ϕ−1
(
ϕ
(
R4
)
∩ ψ

(
R4
))

⊂ R4 → ψ−1
(
ϕ
(
R4
)
∩ ψ

(
R4
))

⊂ R4

où λ = ψ−1 ◦ ϕ |ϕ−1(ϕ(R4)∩ψ(R4)) [23]. Sur un C∞-variété W, l’unique struc-
ture analytique induite par la C∞-structure, permet de choisir des cartes ana-
lytiques ϕ : R4 → W. Le changement de carte λ est analytique sur l’ouvert
ϕ−1

(
ϕ
(
R4
)
∩ ψ

(
R4
))
.

Definition 32. Les cartes ϕ et ψ sont analytiquement compatibles si et seulement
si le changement de carte λ est la trace d’un difféomorphisme analytique Θ de R4.
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Remark 30. Ce prolongement analytique est unique d’après le théorème d’unicité
analytique.

Un m-uplet de cartes (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm) est stable si ϕj et ϕj+1 sont analytique-

ment compatibles pour tout j = 1, · · · ,m− 1. Soit φj = ϕ−1
j : Uj = ϕj

(
R4
)
→ R4,

pour j = 1, · · · ,m et

λj = φj ◦ φ−1
j+1 = ϕ−1

j ◦ ϕj+1 : φj+1 (Uj ∩ Uj+1) → φj (Uj ∩ Uj+1)

alors l’ajustement de carte φ1 est donné par Θ1 ◦ Θ2 ◦ · · · ◦ Θm−1 ◦ φm où Θj est
l’unique extension analytique de λj . Si on pose Θ = Θ1 ◦ Θ2 ◦ · · · ◦ Θm−1, alors
l’ajustement de carte dans φ1 est Θ ◦ φm et l’ajustement dans φm est Θ−1 ◦ φ1.
Dans ce qui suit on suppose que tous les changements de cartes analytiques sont
les traces des éléments d’un sous-groupe G du groupe des isométries analytiques de
l’univers de Minkowski, c’est-à-dire, W est une

(
G,R4

)
-variété. Les sous-groupes

G du groupe des isométries analytiques de l’univers de Minkowski, à savoir R4,
muni de la métrique ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 ( on normalise en prenant
c = 1 ), qui opèrent transitivement sur R4 permettent de construire l’application
développante pour un événement fixé w ∈ W et une carte ψ de la

(
G,R4

)
-variété

W avec, ψ (o) = w, o ∈ R4 . Cette application est notée D : W̃ → R4, où W̃

est le revêtement universel de W, D est un difféomorphisme si et seulement si la
métrique induite sur l’universW par la métrique de Minkowski fait de W un espace
métrique complet. Dans cette situation, l’univers W est entièrement décrit par son
groupe d’holonomie Γ ⊂ G, qui est isomorphe à π1 (W) [36].

Theorem 20. Avec les hypothèses précédentes, le revêtement universel de W est
difféomorphe à R4 et W est difféomorphe à Γ\R4.

Proof. G opère analytiquement et transitivement, avec stabilisateur compacte en
chaque point de R4 muni de la métrique de Minkowski. Avec ces hypothèses, W est(
G,R4

)
-complète. Le revêtement universel de W est R4. On a le difféomorphisme

de W sur Γ\R4. �

Le choix du groupe G est entièrement décrit par la nature ondulatoire de l’univers.
A chaque changement de cartes de ϕ à ψ, on définit un élément Θ du groupe
structurel G. Une onde φ sur l’univers W est une application φ : W → C qui
vérifie pour toute carte ϕ : R4 → W la propriété

∫
R4 |φ ◦ ϕ|2 dxdt < +∞, on note

‖φ ◦ ϕ‖2 cette intégrale. Soit ΦΘ : L2
(
R4
)
→ L2

(
R4
)
, l’application définie par

ΦΘ (α) = α ◦ Θ, où Θ est l’unique extension du changement de carte de ϕ à ψ. Si
on prend une onde φ de l’univers W, on a ΦΘ (φ ◦ ψ) = φ◦ϕ. L’application est une
bijection de L2

(
R4
)
, on fait l’hypothèse suivante, qui est une hypothèse naturelle

qui respecte les principes quantiques, ΦΘ est une transformation de Wigner, c’est-
à-dire, |〈ΦΘα,ΦΘβ〉| = |〈α, β〉| pour tout α et β dans L2

(
R4
)
.

Theorem 21. Il existe une application θ : L2
(
R4
)
→ S1 et une application

L : L2
(
R4
)
→ L2

(
R4
)

telles que, ΦΘ (α) = θ (α)L (α), avec L est unitaire ou L est antiunitaire.

Proof. C’est le théorème de Wigner [35]. �

G est un groupe, donc G =
{
Θ : ΦΘ = θ × L, |θ| = 1 et L ∈ U

(
L2
(
R4
)) }

. L
ne peut pas être antiunitaire. Les applications de G sont les isométries de l’espace
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de Minkowski pour lesquelles l’opérateur ΦΘ conserve le produit hermitique de
L2
(
R4
)
. Il faut vérifier que ce groupe G opère transitivement sur R4. Le groupe de

Poincaré propre L0⋉R4 est contenu dans le groupe G et L0⋉R4 opère transitivement
sur R4. Pour une isométrie Θ ∈ SO (3, 1) ⋉ R4, ‖ΦΘα‖2 =

∫
R4 |α ◦Θ(x, t)|2 dxdt,

le Jacobien est JΘ (x, t) =

∣∣∣∣det
→
Θ(x, t)

∣∣∣∣ = 1. En particulier,

‖ΦΘα‖2 =

∫

R4

|α ◦Θ(x, t)|2 JΘ (x, t) dxdt =

∫

R4

|α (x, t)|2 dxdt = ‖α‖2 ,

par changement de variable. On rappelle que le produit semi-direct est décrit
par (Θ, x) (Θ′, x′) = (ΘΘ′, x+Θx′) et L0 correspond à la composante connexe de
SO (3, 1), contenant I4.

Remark 31. L’univers de Poincaré-Minkowski-Einstein (PME) est obtenu pour
le groupe de Poincaré G =SO (3, 1)⋉R4.

On veut généraliser la
(
G,R4

)
-structure deW, G désigne toujours un sous-groupe

de difféomorphismes analytiques de R4. On note A, l’atlas des cartes analytiques
de l’univers W. Une sous-famille F de A a la propriété de G-extension sur R4, si
pour tout couple de cartes (ϕ, ψ) ∈ F2, tel que ϕ

(
R4
)
∩ψ

(
R4
)
6= ∅, le changement

de carte λ a une extension sur R4 appartenant à G. Dans tout ce qui suit F est
une famille de cartes ayant la propriété de G-extension sur R4, on pose WF =
∪ϕ∈Fϕ

(
R4
)
, alors WF est un ouvert de W, non nécessairement connexe, qui a la

structure de
(
G,R4

)
-variété pour l’atlas engendré par F . La famille {WF} où F

parcourt l’ensemble des parties A, ayant la propriété de G-extension sur R4, forme
un recouvrement d’ouverts de W. Les familles réduites à une carte, ont la propriété
de G-extension sur R4, c’est le cas trivial. Une famille F de A, ayant la propriété de
G-extension sur R4, est maximale si pour toute carte ψ ∈ Ar F , F∪{ψ} n’a pas la
propriété de G-extension sur R4. On suppose, par la suite, que F est maximale. La
variété ouverte WF a une structure de

(
H,R4

)
-variété, où H est le sous-groupe de

G, engendré par l’ensemble des G-extensions des changements de cartes appartenant
à F .

Theorem 22. Il existe un homomorphisme Φ : π1 (WF) → H, appelée l’holonomie
de WF et une application continue Φ-équivariante(Dγ = Φ(γ) ◦ D pour γ ∈
π1 (WF ), D : W̃F → R4, appelé le développement de WF , qui est un isomor-

phisme local et W̃F est le revêtement universel de WF .
Le couple (Φ, D) est unique dans le sens suivant, pour tout isomorphisme local

D′ : W̃F → R4, il existe h ∈ H tel que D′ = h ◦ D, D′ est Φ′-équivariante
pour l’homorphisme Φ′ conjugué de Φ par h, c’est-à-dire, Φ′ : π1 (WF) → H et
Φ′ (γ) = hΦ (γ)h−1.

Remark 32. On identifie le revêtement universel à π1 (WF) et la projection π :

W̃F → WF , s’identifie à π (γ) = γa (1) avec γ = [γa] et γa (0) = a. Le groupe
d’holonomie est Γ = Φ (WF ).

Theorem 23. Si H est un sous-groupe d’isomorphismes de Lorentz et WF est
complet pour la métrique héritée de la métrique de Minkowski, alors WF est iso-
morphe à Γ\R4.

Proof. C’est un théorème de Thurston [32]. �
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On peut représenter l’universW, comme une union de sous-univers difféomorphes
à Γ\R4, ayant même point à l’infini dans leur compactification d’Alexandroff ou de
façon plus général, de même variété à l’infini suivant la compactification choisie.
Dans cette représentation l’univers est entièrement décrit par une famille de sous-
groupes du groupe des isométries de l’univers de Minkowski et sa structure à l’infini.

8. Attracteurs de l’univers de Dirac-Einstein et graphes de Feynman

associés.

L’univers de Dirac-Einstein est muni d’une métrique riemannienne g |W induite
par la métrique riemannienne forte g du multivers de Banach-Schauder. On note
dW, la métrique induite sur W par g. On suppose (W,dW) est un espace

métrique complet. Soit ψ une C∞-application de W dans W, on définit le
coefficient de Lipschitz de ψ par

Lip (ψ) = sup
{
‖Twψ‖g(w) : w ∈ W

}
6 +∞.

Definition 33. un déplacement est une C∞-application ψ qui vérifie Lip (ψ) <

+∞, une contraction ψ de W est un déplacement tel que Lip (ψ) < 1. Soit ψ̃

une C∞-application du multivers de Banach-Schauder V dans lui-même, ψ̃ est une

W-contraction si ψ̃ (W) ⊂ W et ψ̃ est une contraction de V. On dit que ψ a pour

extension ψ̃.

Si F = {ψ1, ψ2, · · · , ψn} famille finie de contractions de W, il existe un unique
compact K de W, non vide, tel que

K = ψ1 (K) ∪ ψ2 (K) ∪ · · · ∪ ψn (K)

c’est l’ensemble auto-similaire associé à la famille {ψ1, ψ2, · · · , ψn} [17]. De plus,
pour toute partie compacte L ⊂ W,

lim
m→+∞

Ψm (L) = K où Ψ (L) = ψ1 (L) ∪ ψ2 (L) ∪ · · · ∪ ψn (L) (8.1)

pour la métrique de Hausdorff associée à dW et Ψm est la composée d’ordre m de
Ψ.

Notation 2. On note K = A (ψ1, ψ2, · · · , ψn), l’ensemble auto-similaire associé
aux contractions {ψ1, ψ2, · · · , ψn}.

Definition 34. La famille de contractions {ψ1, ψ2, · · · , ψn} vérifie la ”condition
d’ensemble ouvert” s’il existe un ouvert non vide V de l’ensemble W tel que

∪nj=1ψj (V ) ⊆ V et ψj (V ) ∩ ψi (V ) = ∅ si i 6= j.

Theorem 24. Si la famille contractions {ψ1, ψ2, · · · , ψn} vérifie la ”condition
d’ensemble ouvert” [14] alors la dimension de Hausdorff de A (ψ1, ψ2, · · · , ψn)
est l’unique nombre α solution de l’équation de Moran

n∑

j=1

Lip (ψj)
α
= 1.

Proof. La preuve est donnée dans [14] et [17]. �
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On note CW est l’ensemble des contractions de W et C̃W l’ensemble des con-
tractions de W ayant une extension dans V. Un attracteur de W est un ensemble
auto-similaire A (ψ1, ψ2, · · · , ψn) où {ψ1, ψ2, · · · , ψn} est un sous-ensemble fini de

C̃W qui vérifie la condition d’ensemble ouvert. Les attracteurs de l’univers
de Dirac-Einstein sont des sous ensembles compactes qui dépendent du choix des
contractions du multivers de Banach-Schauder et qui sont à structure fractale.

Soit F = {ψ1, ψ2, · · · , ψn} une famille finie de W-contractions du multivers de
Banach-Schauder V et AF l’attracteur associé à cette suite. L’ensemble AF ∩ G,
où G = G (W,Φ, g |W) est le graphe quantique associé à la fonction d’entropie Φ
et à la métrique riemannienne g |W, est un ensemble fini qui définit un graphe de
Feynmann dont les sommets sont les événements de AF ∩G et les arcs sont de deux
sortes, les arcs de G joints par deux sommets de AF ∩ G et les arcs de G qui ne
contiennent qu’un sommet de AF ∩ G. Les boucles du graphe de Feynman sont
les circuits du sous-graphe de G formés par les arcs ayant les deux sommets dans
AF ∩ G et les pattes formées par un arc de G contenant qu’un seul sommet dans
AF∩G. Il y a deux types de pattes, les pattes sortantes sont les arcs dont le sommet
dans AF ∩ G est l’origine et les pattes entrantes sont les arcs dont le sommet dans
AF ∩ G est l’extrémité. Si on note GF ce gaphe, on a

lim
n→+∞

Ψn (GF ) = AF .

L’intérêt de cette présentation est la suivante, le graphe de Feynman GF associé
à la suite F = {ψ1, ψ2, · · · , ψn} définit entièrement l’attracteur AF et donne la
dynamique de AF .

9. Conclusion

Décrire l’univers de Dirac-Einstein comme une singularité de type (1, 3) permet
de construire une métrique de Lorentz qui donne la géométrie de l’univers et définie
les champs chronologiques liés à cette métrique. Cela signifie que la section de Dirac
du multivers de Banach-Schauder V est un outil mathématique qui permet de
décrire la structure gravitationnelle de l’univers de Dirac-Einstein. La connexion
∇ induite par la métrique riemannienne g |W, où g est la métrique fortement
riemannienne définie sur le multivers V, permet de définir les équations d’état et
d’évolution des systèmes physiques sur W qui ne dépendent que de la section de
Dirac à trace et la connexion ∇ donné par le multivers V. La section de Dirac à
trace et la métrique fortement riemannienne décrivent entièrement la physique de
l’univers si on complète cette présentation avec la notion de fibré d’état au dessus
de l’univers W. La quantification de ces fibrés permet de définir les axiomes de
quantification de l’univers W de mannière géométrique.

Les intégrales de Feynman, les graphes quantiques et la représentation des par-
ticules en corde, à partir des champs en cordes, complètent la description physique
de l’univers de Dirac-Einstein. Pour finaliser la représentation géométrique de W,
on découpe l’univers et on le recolle par chirurgie en utilisant les fonctions d’état
de Morse. La construction des feuilletages espace et temps à l’infini donne une
représentation géométrique des champs espace et temps à l’infini. Enfin, le pro-
longement analytique est un procédé qui permet d’étendre les lois physiques d’une
carte à l’autre.
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Je pense qu’entre les dimensions existe une interdépendance. Il faudra repenser
l’univers, non pas comme une variété de type (1, 3) mais comme un espace avec une
structure qui lie mesure et dimension, c’est l’objet du prochain article....
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[23] Kobayashi S. and Nomizu K. ”Foundations of Differential Geometry”, vol. 1 & 2, Wiley-

Interscience, (1996).
[24] Kohn J. J., ”Harmonic Integrals on Strongly Pseudo-Convex Manifolds, I and II” (Annals of

Math, 1963)
[25] Meyer R., ”Dimensional Regularization”, Lecture at the workshop Theory of Renormalization

and Regularization, Hesselberg, (2002), 1-9
[26] Milnor J., ”Morse Theory” Annals of Mathematics Studies Princeton University Press.



UNIVERS 61

[27] Pederson S. ”Anticommuting self-adjoint operators”, J.Funct. Anal. 89 (1990)
[28] Reeb G. , ”Variétés feuilletées, feuilles voisines”, C. R. Acad. Sci. Paris 224 (1947), 1613-1614.
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