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GEOMETRIE ET QUANTIFICATION DE L’UNIVERS DE
DIRAC-EINSTEIN

JONOT JEAN LOUIS

ABSTRACT. Les constructions géométriques et les procédés de quantification
proposés dans ce document sont des essais de représentation mathématique
et physique de I'univers de Dirac-Einstein. Le but de cet article est de don-
ner une vision différente de cet univers. Je ne prétends pas que cette con-
struction soit le modele de la réalité physique, mais cette approche permet de
proposer des outils mathématiques pour la quantification des fibrés d’état, la
présentation des équations de Dirac et la représentation géométrique de notre
univers comme une singularité d’un multivers de Banach-Schauder. Cette
représentation définit la géométrie de I'univers a partir d’une section de Dirac
du multivers de Banach-Schauder.

1. REPRESENTATION DE L'UNIVERS DE DIRAC-EINSTEIN COMME UNE
SINGULARITE D’UN MULTIVERS DE BANACH-SCHAUDER

Un multivers de Banach-Schauder V est une variété de Banach modelée sur un
espace de Banach muni d’une base de Schauder inconditionnelle et d’une métrique
fortement riemannienne g. Sil’espace de Banach B est hilbertien réel, le produit
scalaire induit une métrique riemannienne sur V, si cette métrique est fortement
riemannienne, on prend pour g cette métrique. La géométrie ainsi définie est une
géométrie de Finsler améliorée. La connexion de Levi-Civita définie par la métrique
est notée V [33]. Une section de Dirac v sur le fibré tangent

&V = (TV, T, VvB) )

est une section y de Hom (A' (V) ® TV, TV) ott A' (V) est le fibré des formes
linéaires continues. Pour chaque ouvert de trivialisation U du fibré &y, on définit
I’endomorphisme de Dirac comme une section sur U

v T UTV) > TUTV), 7 (X) =7 (d® X),
avec X € I'(U,TV) et d € T (U,A* (V)). La section y* est une section bornée et

A trace si et seulement si Vo € Y C V, ¥4 (v) : T,V —=T,V, est un endomorphisme
borné et a trace pour la structure de Banach induite par la fibre B.

Definition 1. Une base locale de champs de Schauder {X,,},, oy sur U est une
base locale de champs qui vérifie Vo € U, { X, (v)} est une base locale de Schauder
inconditionnelle de T,V pour la structure de Banach induite par B.

Lemma 1. Tout ouvert de trivialisation U de &v a une base locale de champs de

Schauder { X}, cn-
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2 JONOT JEAN LOUIS

Remark 1. En général, une base locale de Schauder inconditionnelle n’est pas
dualisable en posant
X" (Xn) =0,

la section des formes linéaires X™ sur U n’est pas dans T’ (U, Al (V)) Si pour tout
m, X™ eT (U,A"(V)), on dit {X} est une base locale de Schauder incondition-
nelle dualisable. Si B est un espace de Hilbert réel, le théoreme de représentation
de Riesz-Fischer donne l’existence de base locale de Schauder inconditionnelle du-
alisable sur tout ouvert de trialisation de &v.

Si la base de Schauder n’est pas dualisable, on dualise les champs en utilisant la
métrique fortement riemannienne g, on pose

X(Y)=g(X,Y),VX,Y e (U,TV)

en chaque v € U et u € T,V, X (v) (u) = g(v) (X (v),u). Toute base locale de
Schauderm{Xm} se dualise par ce procédé. Soit {X,},, o une base de Schauder,
4™ = ~X" ot X est le dualisé de X,, par 'un ou l'autre des procédés. La suite
{¥™} est suite de sections locales sur & de Hom (T'V) qui est bornée et & trace. On
définit le tenseur de Poisson par la suite double {7™"} ou
1
A = 3 Trace {y™,v"} = Trace (y"y").
Definition 2. Une sous-variété W de dimension n est une singularité de type
(n—,n4) avec n = n_ + ny si pour chaque événement w € W, il existe un ouvert
U de trivialisation de &y contenant w et une base de Schauder inconditionnelle
{Xm} qui contient une sous famille finie {ij,j =1, ,n} telle que pour tout
veUNW,
T, W =Vect {X,, (v),i=1,---,n}
et la matrice 5 (v) = (Y™™ () ¢; j<cn définie par le tenseur de Poisson est in-

versible pour tout v € U N'W et %'y L est congrue ¢ une matrice de signature
(n*an+>‘

Remark 2. La transformation qui permet de passer de la métrique %ﬁ_l a la
métrique g |w est la transformation de Wick ou rotation de Wick. La métrique g est

la métrique fortement riemannienne définie sur le multivers de Banach-Schauder
V.

Si la sous-variété W est de dimension 4 et de type (1,3) de V' [18], on dit
que W est un univers de Dirac-Einstein. Cette représentation est différente des
représentations géométriques habituelles. La géométrie de W est entierement
définie par la section de Dirac bornée et a trace, le multivers de Banach-Schauder
définit la structure gravitationnelle de I'univers W et la connexion V de V induite
par la métrique fortement riemannienne donne la connexion sur W qui permet de
définir les équations de Dirac-Einstein.

L’hypothese que l'on fait est la suivante, sur une carte de l'univers W, les
systémes physiques sont décrits par des fibrés. Ces fibrés sont des fibrés vecto-
riels réels ou complexes, ou des fibrés dont la fibre est un groupe de Lie. Les fibrés
d’état définis sur W sont notés

(= (E,mW,F) ou(=(EmW)

s’il n’y a pas de confusion sur la fibre ' = H ou F' = B, on parlera du fibré d’état
E. L’ensemble des sections du fibré E est noté I' (E). Les exemples les plus utilisés
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en physique sont le fibré trivial W x C dont les sections sont les applications C'*°
de W a valeurs dans C, le fibré tangent TW et son complexifié TcW =TW ® C
qui ont pour sections, respectivement, les champs réels et complexes.

Remark 3. En dimension infinie, les fibrés vectoriels se comportent différemment.
Si W est compact suffisamment régulier, par exemple si W est un CW -compleze
alors tous les fibrés de dimension infinie sur W sont triviauz. Dans la suite W
n’est pas supposé compact, mais on peut se restreindre a des cartes d’adhérence
compacte.

Pour nous, une observable en w € W est un opérateur ¢ (w) : E,, — E,, ayant
une base de vecteurs propres pour chaque w et telle que 'application w — ® (w)
est C™ dans le sens suivant, pour toute section s € I' (E), 'application

w = @ (w) (s (w))

est C°. On remarque que cette définition a un sens si la fibre F' du fibré est
de dimension finie, on peut étendre cette notion a un fibré de dimension infinie,
hilbertien ou banachique, dans le cas hilbertien ® (w) est un opérateur self-adjoint
pour tout w € W. L’observable ® est donc une section du fibré, dont la fibre
est formée par les éléments de End (F) qui sont diagonalisables. Les fonctions
A:U C W — R ou C pour lesquelles il existe une section s, non nulle sur V,
vérifiant

D (w) (s(w)) =A(w)s(w), VweV

est une fonction propre de ® sur V et la section s est une section propre de ® sur
V. Si la fibre est hilbertienne, le théoreme de Von Neumann permet d’associer a
® (w), une mesure spectrale

P<I>(w) B (R) — P (Ew) R

qui & chaque borélien B de R associe un projecteur Py, (B) de I'espace d’Hilbert

complexe E,,. Pour chaque couple (s,t) € T (E)2 et chaque w € W, on définit la
mesure complexe V(y(w),+(w)) Sur les boréliens de R

Vis(w),tw)) (B) = (Pagw) (B) (s (w)) [ t (w)), -

Pour chaque w € W et chaque s € T'(E), on construit une mesure sur les
boréliens de R, définie par

Va(w) (B) = (Pagw) (B) (s (w)) | s (w)),, -

En particulier, pour s € ' (E) et si la fibre de E est H, on définit une section
vs sur le fibré B(W) dont la fibre est formée des mesures boréliennes sur R. Si
la section s est normalisée pour tout w, c’est-a-dire, ||s (w)l[,, = 1, V@) est une
probabilité sur les boréliens de R, notée Py ¢ avec Py g (W) = Vs(y)-

En utilisant la décomposition de Paul Levy, vy s’écrit comme une somme de
mesures

vs = v+ vl + 5
oll V2¢ est une mesure absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, v/?
est une somme de mesures de Dirac et v¢ est une mesure singulierement continue,
la fonction de répartition est une fonction continue et la mesure n’est chargée que
sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. Si vs = v, on dit que s a un spectre
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discret et si v, = v%¢, on dit que s a un spectre continu. On se donne une connexion
V sur le fibré d’état F, c’est-a-dire, la donnée d’une application R ou C-linéaire

V:I'(E)»T (A'W®E)
qui vérifie la relation de Leibnitz
V (ps) =dp @ s+ ¢pVs, Vo € C (W).
La représentation de la connexion V sous la forme de dérivée covariante, s’écrit
V:T(TW)xT(E)—>T(E), (X,s) = Vxs
avec
Vixigrs = [fVxs+gVys,
Vx (s+t)=Vxs+ Vxt,
et
Vx(fs)=df(X)s+ fVxs.
Ces deux notions sont équivalentes, V x s est la dérivée covariante de s le long du

champ X. On se fixe ensuite une section de Dirac v de E, c’est-a-dire, une section
de

Hom (A'W ® E, E) ~ Hom (A'W,End (E)) ,
ainsi pour tout d € A'W, I'application
7T (E) = T(B), v (s) (w) = 7 (w) (d (w) ® s (w))

est un endomorphisme de T' (F), dit endomorphisme de Dirac. Si le fibré est
de dimension finie, sur une carte V ou le fibré tangent et le fibré d’état sont
trivialisables, on pose {0, =0,1,2,3} le local frame associé a la carte V et
{8y, v =0,1,2,--- ;m — 1} une base de sections du fibré d’état resteint &4 V. On
pose {d", u = 0,1,2,3} le local frame dual et v* = v% les endomorphismes de Dirac
associés. Ces endomorphismes sont représentés par des matrices carrées d’ordre m
dans la base {¢s, v =0,1,2,--- ,m — 1} dont les coefficients sont dans C* (V). Le
tenseur de Poisson est défini par

v 1 v
’y‘u = §TI'&C€ ({7#57 })7

il est indépendant du choix de la base {¢,,» =0,1,2,--- ,m — 1} en dimension
finie, cette notion s’étend en dimension infinie si la section de Dirac est bornée et a
trace. Si I'univers W est muni d’une métrique de Lorentz g, dont la matrice dans
le local frame {9, =0,1,2,3} est (gu) et (¢"") est sa matrice inverse, on fait
I’hypothese
(g") =4 (") (1.1)

Dans ’hypothese o1 on n’impose pas 'existence d’'une métrique de Lorentz g sur
l'univers W, on admet que localement (y**) est inversible et (g,,,) = (v) 7 est
la matrice d’'une métrique de Lorentz g, sur 'ouvert V, pour définir I’équation
d’évolution le long d’un champ chronologique 7. On définit la section H de
End (T (E)) par

H (s) (w) =7 (w) (Vs (w))

notée H = v ® V, ’équation d’état est donnée par

H (s) = s, (1.2)
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ou A est une fonction propre C*° définie sur une carte V de W. On va décrire
I’équation d’évolution du systeme quantique, pour cela on introduit la notion de
champ chronologique [19]. On se place sur une carte V' de 'univers W sur laquelle
le tenseur de Poisson v#*¥ définit une métrique g. Pour cette métrique de type
(1,3), il existe au moins un champ T : W — TW de genre temps YVw € V,
g (w) (T (w),T (w)) < 0. Pour I'espace-temps de Minkowski (R, 7),

ds? = —dt® + dz® + dy® + dz*

et le champ T' = % donne Vorientation du temps. Soit T, = RT (w), le sous-espace
vectoriel de dimension 1, engendré par le vecteur T (w) € T, W. Ce sous-espace
est non isotrope pour la forme bilinéaire g (w) sur T, W et scinde T, W en une
somme orthogonale unique T, W = T, & E,, , ou E, = Tj;. Les restrictions
g(w) |g, et —g(w) |1, sont définies positives. Tout champ X : W — T (W) se
décompose en X = Xgp —tT, out : W — R est une C'°-application, Xp est
un champ espace, c’est-a-dire, X (w) € E, pour tout w € W. En particulier,
| XE (w)|§ = g (w) (Xg (w),Xg (w)) > 0si Xp(w) # or,(w). Un champ X est
orienté vers le T-futur si X = Xg — tT, avec t > 0 et vers le T-passé si t < 0.

Definition 3. Un champ T est stable sur une carte V.de W, dans laquelle T s’écrit
dans le local frame associé sous la forme T =TV0,, si

O (T7 i) = 0; (T gij) , Vi, k.

Example 1. 5i W est l’espace de Minkowski alors % est un champ chronologique
stable.

On peut définir la dérivée covariante le long du champ chronologique T , noté
V. L’équation d’évolution d’une section locale s définie sur V, le long d’un champ
chronologique 7', non nécessairement stable, d’un systéeme soumis a aucune obser-
vation est

Hs =1iA\Vrs, (1.3)
si le fibré est complexe ou

Hs = AVrs, (1.4)
si le fibré est réel.

Axiom 1. L’état d’un systeme physique est défini, par une section s d’un fibré
hermitien E, dit fibré d’état.

Axiom 2. A tout observable O est associée une section ® de O (E), formée des
éléments de End (E), self-adjoints. On dit que ® est l'observable quantique de la
grandeur physique O.

Axiom 3. Quelque soit la section s du systéme ou l'on effectue la mesure de la
grandeur O, les seuls résultats possibles sont les fonctions propres de .

Axiom 4. Si s représente l’état normalisé du systéme, la probabilité de trouver la
fonction X lors d’une mesure de O dans A est

Pos(\) = Poa (A)

Ps,<I> (A) (’LU) = Ps(w),@(w) (A (’LU))
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avec A (w) = |A1 (w) , Ay (w)] si le spectre de s est continu. Si le spectre est discret,
cette probabilité est

Pso (N) (W) = Paw) aw) (A (w)).

Axiom 5. L’état du systéme immédiatement aprés une mesure ayant donnée la

fonction \ est
~ PE)\ (S)

§=—>"
1 PE, (s)]]

oi s (w) = Pg,,, (s(w)) et Pg,,, estle projecteur sur le sous-espace propre Ex ()
associé a la valeur propre A (w) de ® (w).

Axiom 6. Soit s, l’état du systeme en wg dans une carte V. de W, tant que
le systéme n’est soumis a aucune observation, son évolution le long d’un champ
chronologique T associé au tenseur de Poisson vV est

Hs =iA\Vrs

ot H =~v®V, ~v est la section de Dirac et V est la connexion associés au fibré
d’état.

2. LA QUANTIFICATION DES FIBRES D’ETAT

Les fibrés considérés sont de base W et ne sont pas nécessairement des fibrés
induits par des fibrés au dessus du multivers de Banach-Schauder V. Un fibré
d’état de I'univers W est un fibré ¢ = (E,n, W, H) muni d’un produit hermitien
C*, d’une connexion V et d’une section de Dirac v bornée, a trace. Sur une carte V'
ou le fibré tangent est trivialisable, on pose {9, # = 0, 1,2, 3} le local frame associé
alacarte V, {d*, 1 =0,1,2,3} le local frame dual et y* = % les endomorphismes
de Dirac associés a la base duale d*. Pour chaque v € W, 4* (v) est un opérateur
de l'espace d’hilbert E, qui est un opérateur borné, a trace pour u = 0,1,2,3,
ils forment un idéal des opérateurs bornés. Le tenseur de Poisson est un tenseur
symétrique, on suppose que la matrice (v#") est inversible et que sa matrice inverse
(Yur) définit, sur la carte U, une métrique de Lorentz g, par g, (9,,0,) = Yuv-

Definition 4. La section des groupes de Dirac [10] est définie par
D={y":deAN'W}
avec
D) ={y'(v):E, = E,:de A'W}
ol

72 (v) () = v (v) (d (v) ®€), € € B,

Les hypotheses sont les suivantes, si on munit W d’une métrique Lorentzienne
h, on veut localement que sur toutes les cartes

1
L #A") = W g, (4] et 13 (2.1)
Remark 4. Avec une base de 1-formes {7,} pour laquelle
1 1
3 Trace ({y™,7™}) = 0" si (u,v) # (0,0) et 3 Trace ({y™°,7™}) = -1

lopérateur
J =7
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définit une structure presque complexe sur le fibré d’état restreint ¢ V, noté E (V),
quand la relation 2.1 est vérifiée [7].
Si on prend la dérivée covariante, le long du champ chronologique T,

VroH (s)=Vr(y®V(s)) =d\T)s + AVrs. (2.2)

Sur W on a une métrique pseudo-riemannienne qui permet de définir une forme
volume p. Dans une carte, si W est orientable cette forme volume s’écrit

p=+/|det (gu)|d° Ad* Nd?* A d?,
les sections s telles que

|t tahn= [ s s <+

sont les sections de carré intégrable, le complété de ces sections est étudié comme
un espace de Sobolev particulier.

Definition 5. Pour cette métrique pseudo-riemannienne, la probabilité de trouver
la particule dans une région R de l'univers W dans l’état s est

 fplsls)p
Jow (5 [5) 1

Remark 5. Les sections d’état telles que [y, (s | s) pp = 1 sont les sections unitaires
pour la métrique g.

p(R)

Pour un fibré d’état ¢ = (E, 7, W, H), O(() est le sous-fibré de End (¢) dont
la fibre est formée des éléments de End (H) qui sont autoadjoints. Soit Ag un
élément de I (O (¢)), pour chaque w € W, 'application Ag (w) : E,, — E,, est une
observable de E,,. Une fonction A : W — C est une fonction localement propre de
Ag si en chaque point wg € W, il existe une carte V' et une section locale s sur V,
non nulle sur V pour laquelle

Ag (w) (s (w)) = A(w) 5 (w)

pour tout w € V. .C W. La section s est une section locale propre associée a la
fonction A. On note E,, (\), le sous-espace propre associé & la valeur propre A (w).
On pose E (A) = Uvew Eu (A) et ¢(A) = (E(A),mx, W) ot my =7 [ ().

Definition 6. Si ¢ () est un sous-fibré de (, on dit que A est une fonction propre
et ¢ () est le sous-fibré propre associé a la fonction propre A, dim ¢ (A) < +oo est la
dimension de ¢ (X). La section Ag de O (C) est diagonalisable s’il existe une suite
{\;} de fonctions propres telles que ¢ soit la somme de Whitney des sous-fibrés
propres ¢ (X))

C=&;C(N)-
Proposition 1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une section Ag de

O (¢) soit diagonalisable est qu’il existe une suite de fonctions propres {\;} telle
que

H = @j?‘[j,
ou H; est la fibre du fibré hilbertien ¢ (\;).
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Proof. Chaque fibre E,, (A;) = Ker (Ag (w) — A\ (w) Idg,,) est hilbertienne comme
sous-espace fermé de E,,. La condition H = @;H; est réalisée si et seulement si
sur chaque fibre
By = @B, (A)),
et
C=8;C(\)-

Remark 6. Si V7 est une connexion définie sur ¢ ()\;) alors
Vs =Vs; (2.3)

avec s = Zj sj est une connexion sur (. Une connexion V qui vérifie [’équation
2.8 est une A-connexion.

Si dim (¢) < +oo et L est une section de End (¢) alors L est diagonalisable, au
sens des fibrés vectoriels si

dim(¢Q)= > dim((),
A€Spect(L)

ot Spect (L) est formé des fonctions propres de L.

Definition 7. Une densité d’état de 'observable Ag est une fonction propre \ de

Ag.

Remark 7. On peut définir une représentation géométrique de l'univers W, en
utilisant la densité des fonctions de Morse pour la C°°-topologie fine de Whitney
dans C*° (W, R). On approche chaque fonction A de densité d’état par une fonction
de Morse A, et on applique le procédé de géométrisation développé dans [19].

Definition 8. La forme différentielle d est v-diagonalisable si et seulement si @
est diagonalisable au sens des fibrés.

Si d est y-diagonalisable alors toute section s peut s’écrire localement s = y st
olt 87 est une section locale de F ();) associée a la fonction propre \; et

COEDPPIEEPVER
j

en utilisant le principe de sommation d’Einstein au somme infinie. Si v est une
section de Dirac a trace

Tracey* = an)\j et dety? = H)\?j,
j j
ou n; (w) =dimE (\; (w)) < 400, avec
> " nj (w) [A; ()] < o0 et [T IA; (w)["™) < +o0
J J
pour tout w € W. Une C*-section polynomiale est une section du fibré de base
W et de fibre C[X]
w— P(w), P(w)(X) e C[X]
ol P (w) (X) est un polynéme de dégré fini de la variable X, noté deg P (w). La
notion de C'°°-section est définie dans le sens suivant,

(w, X) = P (w) (X)
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est C°° comme application W x C — C. En particulier, deg P (w) est indépendant
du choix de w, on le note deg P. La section polynomiale P, de dégré minimal, pour
laquelle P (w) (v (w)) = o, est la section minimale associée & v%. Si P (w) (X) =
X? 4+ 1, on dit que v définie une structure presque complexe sur le fibré des
états (. Une structure complexe sur le fibré des états ¢ = (E,m, W, H) est un
automorphisme de fibré J : E — E tel que J? = —Id, c’est-a-dire, de polyndme
minimal X2 + 1. Les fonctions propres de J sont les fonctions constantes A = 7 et
X = —i, les sous-fibrés propres (10 et (%! associés vérifient ¢ = ¢10 @ ¢%. On
définit un scindage de (, toute section s s’écrit

1 1
s=s"0 401 510 = 3 (s —iJs) et st = 3 (s +iJs),

pour aller plus loin, on peut consulter [20], [7]. Chaque fibré d’état ¢ = (E, 7, W, H)
de I'univers lisse W est muni d’une section hermitienne, notée (e | ®). Les fibres sont
munies d’un produit scalaire hermitien. L’univers W est muni d’une orientation et
d’une mesure Lebesguienne pu. En générale, cette mesure Lebesguienne est définie
par une métrique pseudo-riemannienne g. On identifie chaque section s, a la classe
des sections qui sont p presque partout égales a s. Une section s est nulle p-presque
partout, si

p{w € W :s(w) #oy}) =0.
On définit le produit scalaire

Glt, = [ 1om

s et t sont deux sections de ¢. Si V est une connexion sur le fibré ¢ et v une section
de Dirac sur {, on définit pour une section s la norme d’ordre p,

Isll, =/ [ 1sl"n
P \)\%

avec, |s| = /(s | s) et on pose

1
P
s = (S19512) 1 < 100 930
k=0
avec V3 =7, ® V1 et Vg = Id. Le sous-espace de I' (¢), noté I'"™P? ((), est

TP () = {s €T Q) :lIsl,, < +oo}.

Les espaces de type Sobolev attachés au fibré hermitien ¢ sont définis par la
complétion des espaces normés I'"™P ({) et sont notés WP (). Par construction,
ces espaces sont des espaces de Banach. Si on pose H™ (¢) = W™?2 ((), les espaces
obtenus sont des espaces d’Hilbert pour le produit scalaire

(s|t), = 3 Vhs | VEE) .
,§/W< Vi

Remark 8. Les espaces de Hilbert H™ () sont définis pour l’étude spectrale de
lextension de la dérivée de Lie aux champs complexes en identifiant Lx a un
opérateur

Lx :H™ () = H™ (), Lx (V) = [X,Y]
avec E(() =TW ®C.
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Les opérateurs ~, et V,_1 sont définis comme suit. Le commutateur d’une
famille finie d’endomorphismes de Dirac {'ydu} est

1 2 n
|:/7d’/7da"'a’yd:|(w)
s(1) 5(2) s(n—1) s(n)
=S @ @) o™ @) o 0r T () ory® ™ (w), (24)
s€Perm{1,2,--- ,n}
et 'anticommutateur est donné par,
1 2 n
{’Ydafyda"'vryd }(’LU)
s(1) 5(2) s(n—1) s(n)
=Y @ er™® @) eron® w)or™ () (25)
s€Perm{1,2,---,n}

pour tout w € W. Le commutateur définit un endomorphisme de End (A"W ® E| E).
L’extension de rang n d’une section +y est ’endomorphisme v,, € End (A" (W) ® E, E)
ol

o (@) (@ Ad2 A nd) () @ s (w) = [T 3] () (5 ().

pour tout w € W et on prolonge v, par C°° (W,C)-linéarité sur A" (W) @ E.
Toute connexion sur V a une extension

dy :T' (A" (W)® E) - T (A"t (W) ® E)
avec, dy =V, A" (W)@ E =F et
d¥ (p®s) =dp ® s+ (—1)" 1 A Vs, € A" (W).
L’opérateur V7 est défini par
V2 (8) = @ Vo1 (s) =0 (Va-15) avec V1 =dy_y0---ody
pour toute section s, c’est-a-dire, pour tout w € W

(Yn @ V1) (w) (s (w)) = 7 (0) (V15 (W) -

Les équations d’évolution d’ordre n du fibré d’état ¢ |y ol V est un ouvert W
sont définie par 'opérateur d’évolution ®,, = ~v,, ® V,,_1 comme un endomorphisme
de T’espace de Banach W™P ({ |y). Si cet endomorphisme est diagonalisable pour
au moins un réel p > 1, on en déduit toutes les équations d’évolution possibles des
sections s de W™P (¢ |y). On généralise la notion d’opérateur d’évolution comme un
opérateur diagonalisable de W™P (¢ |y) qui devient une observable si p = 2. On va
étendre cette notion d’espace de Sobolev en définissant les espaces LP d’un fibré et
en présentant une théorie des distributions sur les fibrés. Dans la suite, 'ensemble
des sections, non nécessairement différentiables, du fibré ¢ est noté S (¢). On note

G ={ses©: [ <o),

ou |s| = y/(s|s) est u-mesurable. O est le sous-espace vectoriel formé par les

sections nulles p presque partout. L’espace LP (¢, u) est LP (¢, ) = %
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Proposition 2. L? (¢, u1) est espace de Banach pour la norme |[s||, = {/fw s|” du
et L? (¢, p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

<S|t>H:/W<S|t>u-

L’espace vectoriel des sections test est défini par
D()={seT(¢):supp(s) est compact},
ot supp (s) = Adh{w : s (w) # 0y }.

Definition 9. Une distribution D est une forme linéaire continue sur D ({). L’ensemble
des distributions sur ¢ est noté D’ (().

Pour une section s € S (¢), localement intégrable, c’est-a-dire, une section s telle
que pour tout compact K de W on a [} [s| < +o0, on définit la distribution

D.(0)= Dty = [ (slt)n (2.6)

W

Proposition 3. D; = o0 si et seulement si s = o u-presque partout.

On a une inclusion naturelle de S‘%(C) dans D’ (€) olt Sioc (€) est Pensemble des

sections localement intégrables. On a L (¢, u) C Sl%'(o, et un plongement naturel
de L? ((,p) dans D’ (). On identifiera L? ({, u) et son image dans D’ (¢).

Remark 9. 51 2.6 est vérifiée, on dit que la distribution est réguliere et on identifie
Dy a s. Dans cette situation, on note (Dg,t) = (s | t)y. On a Dys = ADg, A € C.

Definition 10. Le produit scalaire hermitien (e | o) est paralléle a la connexion V
si et seulement si pour tout champ X de W et pour toutes sections s et t de T'({)

X.(s|t)=(Vxs|ty+ (s | Vxt), (2.7)
ot X. (s |t) est la dérivée de Lie le long du champ X de la C*-application
w = (s (w) [ £ (w)), -
Theorem 1. Si le produit scalaire (o | ®) est paralléle a la connexion V alors
(Vxs,t)=—(s[div(X)t+ Vxt),,
pour toutes sections test t et toute section s € T (().

Proof. 11 suffit de vérifier que dans les hypothéses du théoreme

= [ ix(u== [ faiv 0

pour toute C*°-fonction f & support compact avec Lx (f) est la dérivée de Lie le
long du champ X de f. On peut se ramener a une carte en utilisant une partition
de l'unité associé & un recouvrement de cartes V. Dans le local frame {3, } associé
a la carte V, de dual {d"} la forme volume px s’écrit

pw=0d" Nd* ANd® A3
avec 6 fonction de classe C'°°, non nulle, sur V. On a, si X = X¥0,

1:/ XY (0, f)0d° Nd* Nd* A dP
\4
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et
1:/ Oy (XY f0)d® Ad* Nd* A d? f/ [0, (X70)d° Ad* Nd* A d>.
La fonctio‘r/l f est a support compact dans “;, donc
/Vay (XVf0)d° Nd* ANd® A d® = 0.
Ensuite on écrit
/V 0, (Xv0)d° Ad* A d* A d?
= /Vf (00, X" +df (X))d° Ad* Nd* A d®
/Vf<8yX”+%)u
On en déduit I = — [, fdiv(X)p car div(X) = 9, X" + @ dans le local
frame {0, }. O

Definition 11. div (X) = div, (X) est la divergence de X associée a la forme
volume p, c’est-a-dire, Lx (p) = div (X) .p.

Si le produit scalaire est parallele a la connexion, cela permet de définir la dérivée
covariante d’une distribution D de (, le long d’un champ X par

(VxD,t) = —(D,div(X)t + Vxt)

pour tout ¢ € D (¢). On peut étendre la notion de dérivée covariante d’une section
s localement intégrable quelconque, au sens des distributions le long du champ X,
notée encore Vs, telle que Vxs = VxD;. Cette notion étend la notion de dérivée
covariante, Vxs € D' (¢) car Vxs = —D o Tx ou Tx (t) = div(X)t + Vxt, qui
est un opérateur borné de D (¢), pour tout compact K C W, la restriction & K de
V :(X,t) = Vxt est continue pour les normes définies plus haut.

Proposition 4. (V;xD,t) = (VxD, ft) pour toute C*-application f et
Vx (fD)= fVxD.

Proof. On a
<foD,t> = - <D,diV (fX)t+ fot>

div (FX)t+ Vyxt = (Fdiv (X) +df (X))t + [Vt
(fdiv(X)+df (X))t+ fVxt=div(X) ft+ Vx (ft).
On en déduit
(VixD,ty = —(D,div(X) ft + Vx (ft)) = (VxD, ft).
Cette égalité peut s’écrire si
Hy(t) = ft, Hy (t) (w) = f (w) t (w)
VixD =VxDoHj.
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Il y a deux procédés de quantification d’un fibré d’état de W. Le premier consiste
a travailler globalement sur les sections du fibré qui ont un carré intégrable, cette
approche nécessite I’apport d’une forme volume p. On peut ainsi construire 'espace
de Hilbert L2 ((,p), ensuite construire espace de Fock associé & cet espace de
Hilbert et utiliser les procédés de quantification habituels. L’autre procédé ne fait
pas intervenir de forme volume, on travaille sur chaque fibre et on procede a une
quantification fibre a fibre. On s’intéresse au deuxieme procédé de quantification.
Soit ¢ = (E, 7, W, H) un fibré d’état de 'univers W, on note ®"(, le produit
tensoriel d’ordre n de ¢ et ®°¢ = (W x C, 7, W, C) le fibré trivial de fibre C. On
note Sy, (€), le symétrisé de ®"¢ et A, (¢), 'antisymétrisé de ®"(. L’espace de
Bose-Fock de ¢ est la somme de Whitney infinie et compléte des symétrisés Sy, (¢)

Fi (g) = (UMGW-FJr (C) (w) m, W, Fy (H))
’ < oo}

c’est-a-dire, pour chaque w € W,

Fi Q) (w) = {u = {u}
Sn (Ey (€)) est le symétrisé d’ordre n de la fibre Fy, (¢) munit du produit hermitien
induit par le produit hermitien de E,, (¢), noté (e | e) . et I'espace de Fermi-Fock
est la somme de Whitney infinie et complete des antisymétrisés A, (¢)

F- (C) = (UwEW]:— (C) (w) T, W, Fo (H))

Les espaces de Bose-Fock et de Fermi-Fock ont une structure de fibré hermitien
sur W. L’espace de Bose-Fermi-Fock d’une paire de fibrés ((,§) est défini par le
produit tensoriel des fibrés F (¢) et F_ (§)

F(GE) =Fr (O F- (&),

c’est le fibré de Bose-Fermi-Fock associé & la paire ({, ) des fibrés d’état de 'univers
W. Soient n sections s1,--- , Sy, le symétrisé s’écrit

o0

cu™ e 8, (By (0)), i Hu(")
n=0

n=0

1
Sn(81®---®sn)=; > So(1) @ Q So(n)

’ oc€Perm{1, - ,n}
et antisymétrisé s’écrit
1
A (s1@ - @sn) = — Yo e(0) sy ® - © so(m)-
oc€Perm{1,---,n}
Remark 10. Le fibré ®™( a pour fibre @™ H et chaque fibre est donnée par
By (@"¢) = @"Ew (¢) -
On note C (¢,&) C T (Hom (¢, €)), le sous-ensemble des sections
L:w—L(w):Ey, ()= Ey, (&),

tel que pour chaque w € W, L (w) est un opérateur de E,, (¢) dans E,, (§) qui est
densément défini et fermé. Ponctuellement,

dom (L) = {dom (L (w)) : w € W}
est formé de I'’ensemble de tous les domaines des opérateurs

L(w) : By (¢) = Eu (£) -
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L’application L est C°° dans le sens suivant, pour chaque section s € S ()
vérifiant s (w) € dom (L (w)) pour tout w € W, 'application

w— L(w)(s(w)) =L®s(w)

est une section de S (). Les sections telles que s(w) € dom (L (w)) pour tout
w € W, forment un sous-ensemble des sections de S (), noté

dom( ) = {s€8(¢):s(w) €dom(L(w)),Vwe W},
ou l'application L est définie par
L: dom( ) CS()=SE),L(s)=Los.

Definition 12. Si L est densément défini l’adjoint de L € Hom ((, &) est lopérateur
L* € Hom (&, () qui vérifie

(L* ® s | t>< = (s| L®t>g
pour toute section s € dom (Z;) et t € dom ( ) On a pour tout w € W,
(L7 (w) s (w) [ E(w))y, ¢ = (s (w) [ L(w)t(w)), e -

L’espace dom (Z;) est formé des sections s € S (§) pour lesquelles il existe une
section T € S (C) telle que
<T|t>< = (s| L®t>g
pour tout t € dom ( ) Si L est densément défini T est unique et on pose L*®s = T
[24].
Remark 11. L’opérateur adjoint associé a L est entiérement défini par
(L™ (w) (e¢) | €¢)y, o = (ec | L (w) (e¢)),, ¢ » Vec € Ew (C), Veg € Ey (§) et Vw € W.

Proposition 5. Si L est fermé et densément défini alors L* est fermé et densément
défini et L** = L.

Proof. On peut consulter [1], [3] pour une preuve sur chaque fibre du fibré. O

Notation 1. Pour un opérateur L € Hom (), on pose Im (L) = {Im (L (w)) : w € W}
Uensemble des images de L, Ker (L) = {Ker (L (w)) : w € W} est l’ensemble des
noyauz de L [30]. Les sous-ensembles de C, p(L) = {p (L (w)) : w € W} forme la
résolvante de L, elle est formée des sous-ensembles p (L (w)) définis par

p(L(w))={AeC:L(w) estinjective, Im (L (w)) est dense et L (w) — NI, est borné}

ou 1, est Uapplication identique sur la fibre Ey, (€), o (L) = {o (L (w)) : w € W} est
Uensemble des spectres o (L (w)) = C N\ p (L (w)) et op (L) = {0, (L (w)) : w € W}
ot op (L (w)) est ’ensemble des valeurs propres de L (w).

Definition 13. Une fonction ¢ € C (W, C) est propre pour L si ¢ (w) €0y, (L (w)),
¢ est une résolvante de L si ¢ (w) € p (L (w)) pour tout w € W. La fonction ¢ est
spectrale si ¢ (w) € o (L (w)).
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Proposition 6. Si L est densément défini alors ker L* = Im(L)L, c’est-a-dire,
pour tout w € W

ker L* (w) = Im (L (w))*

Dorthogonalité est définie dans Uespace de Hilbert E,, (§). Si L € C((,€) alors
Vopérateur de I + L*L de Hom ({) est un opérateur injectif,

ker (I + L*L) = (W X 0,71, W, 0)

et
Im (I + L*L) = ¢,

ponctuellement, cela signifie que

ker (Ip, (¢) + L ()" L (w)) = {ou}
et

Im (Ip, )+ L(w)" L(w)) =E, ().
Lopérateur (I + L*L)™" est positif et L*L est autoadjoint avec o (L*L) C RT,

c’est-a-dire, o (L (w)* L (w)) C RY pour tout w € W.

On travaille dorénavant sur les sections des fibrés considérés précédemment.
Chaque section s de F4 (¢) s’écrit
5= {s(”)} ,

ot s est une section de Sy, (¢) que l'on peut identifier & une section de F4 (()

{0 ,s(") o, } La section vide de I’espace de Bose-Fock est la section con-
stante 1+ deﬁnle par 1, = {1,0,0,---} qui s’écrit ponctuellement, 1; (w) =
{1, 04, 0y, - - - }. Pour chaque section s de S ({), il existe un unique opérateur linéaire

a (s) densément défini et fermé sur F, ({), non borné, appelé annulateur de Bose,
son adjoint est 'opérateur a (s)". Il vérifie les propriétés

(a (s)" ®t)(0) =o,
(a(s)" ® ) =/nS, (s@t” 1)) pourtoutn}lettedom<a/(;?>.

Ponctuellement pour chaque e; € Fy, (¢), lopérateur a (e;) a pour adjoint a (e¢)”

qui s’écrit
wteor ({)) = o {vs, (ccovem)) )

ol S, (e¢ ® v~V est le symétrisé de ec @ v(" =1 pour tout {v("~V} € F, (¢) (w)

[2].

Remark 12. L’opérateur a (s)" est défini en prenant pour chaque w € W, l'adjoint
de Dopérateur

a(s) (w) : Fy (¢) (w) = F4 (€) (w),
sur chaque fibre F1 (¢) (w). On a

a(s) ® 14 = o pour toute section s € S (§),

0t 0 (w) = (0, 04y Oy ++ ).
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Pour chaque section s de S (§), il existe un unique opérateur linéaire b (s) sur
F_ (§) appelé annulateur de Fermi tel que

dom (b(s)) = F_ (&) et [|b(s) (w)] = ||s (w)],, pour tout w € W,
I'adjoint b (s)" vérifie
b(s) @t)? =oet (b(s) @t)" = vnA, (s ®t("’1)) n>letteF(€),

A, (s ® t("_l)) est Iantisymétrisé d’ordre n de s ® t("~1). Ponctuellement, pour
chaque e¢ € Ey, (), I'opérateur b (e¢) a pour adjoint b (eg)” qui vérifie

blee)” ({v}) = {o, (Vi (ec ®v("1))}n21} vl eF © @)

On a les anticommutations canoniques suivantes

[b(5),0()"] = (s [)L.{b(s),b(t)} = o,

pour toute section s € S (€) et t € S (¢) [34]. En particulier, b(s)> = o, s € S (¢).
La section vide de I'espace de Fermi-Fock est la section constante 1_ définie par
1. = {1,0,0, -}, ponctuellement 1_ (w) = {1,04,04, -} cette section vide
vérifie b(s) ® 1_ = o pour toute section s € S§(§). On introduit un opérateur
différentiel extérieur sur les fibrés des états de la fagon suivante. Soit L € C (¢, §),
on pose

D = Vect {a(s1)" - a(sp) 14 @b(t1)" - b(ty)" 1 :s; €C®(L*L) et ty, € C* (LL*) }
ou
C*>(T) =ny2, dom (Tv”) pour 7' € Hom (¢) ou T € Hom (§).
Proposition 7. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (¢, €) tel que
D7 C dom (dr) et DF° est un coeur de dr,,
pour chaque section s € D3° de la forme
s=a(s1) a(sn) 1y @b(t1) - -b(ty) 1_,
dy, (s) s’écrit

drs = o pour n =10

n

drs :Za (51) - a(s;) - a(s,) 14 @b(L®@s;) b(t1) - b(t,) 1,
j=1
dr, laisse invariant DF°.
De plus,
D7° C dom (dj)

et

d k—1
1= (DM (L @) als)” alsn) 1y @b (1) - blt) - blt,) 1

k=1

pour tout s = a(s1)" - a(s,) 14 @b (t1)"---b(t,)" 1. Dans le cas p=0, on a
dis = o,

en particulier, dj, laisse invariant D3°.
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dom (d7) = dom (dz) et pour tout s € dom (dL), dis = o.

Si T est un opérateur linéaire borné de Hom ((,&) avec dom (T) = S (¢) alors
pour tout s € D et a, f € C* (W,C),

adrs + Bdrs = dor+pTS-

Proof. 11 suffit de vérifier que la propriété est vraie sur chaque fibre des fibrés
considérés. La démonstration sur une fibre du fibré est donnée dans [1], [2] et
[3].

Definition 14. L’opérateur de Dirac sur F ((, &) est défini par
Qr =dr +dj,

avec dom (Qr) = dom (dr) Ndom (d3}).
L’opérateur de Laplace-Beltrami sur F (¢, &) est

A = dez + dzdL
Pour un opérateur autoadjoint 7' de Hom (¢), c’est-a-dire, pour tout w € W,

Popérateur T (w) : E,, (¢) — Ey (¢) est autoadjoint pour la structure d’espace de
Hilbert sur chaque fibre, on pose

T : @"¢ — "¢
défini par T = o et

TM=3"1g - @IeTele..eLn>1
j=1

ou T se trouve a la j-ieme place et

La seconde quantification de T sur F ({) est T= @;’fzof("), qui est un opérateur
autoadjoint, il suit que pour tout w € W, 0 € o, (f (w)), 1 (w) € ker (f (w)) La
fgnction constante identiquement nulle est une fonction propre de T. L’opérateur
T est stable sur F4 (¢) et F_ (¢), on pose

To=Tlr ot T-=T|r (o
ces opérateurs sont autoadjoints et la fonction identiquement nulle est propre pour
T, et T_ car 14 (w) € ker (fi (w)) L’opérateur nombre sur F_ (&) est défini par

N=T =&}, na"1)|r @,
et on pose
DY =@ (1" @ 1) |5 () -
Soit I" 'opérateur de F (¢, &) défini par I' = Ix_ () ® (—1)7, c’est un opérateur

autoadjoint tel que I'2 =1 F(¢.,¢)» il a pour fonctions propres, les fonctions constantes
+1 et —1 et comme sous-espaces propres

Fr1 (6 €) = 20T+ () ® Azp (€)
et
F-1(68) = DpoF+ (€) @ Azpt1 (€) -
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On obtient une décomposition orthogonale

]:(QE) :]:-i-l (Cag)@]:—l (Cag)a

on note P, et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fiq ((,§) et

F_1(¢,€) alors
=P, — P_.
Soit I'opérateur
L=LLy®lr (g @Lr, @ Ll

c’est un opérateur de F (¢, €) qui est positif et autoadjoint, la fonction identique-
ment nulle sur W est une fonction propre de £ car

1=1,®1_ €ker(L).

Theorem 2. L’opérateur QQr est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q1 est essentiellement autoadjoint sur D7°.
Lopérateur T' laisse invariant dom (Qr) et

{IQL} =TQL + QLT = or(ce
sur dom (Qr). On a l’égalité entre les opérateurs
Ap=L=Q2.

Proof. 1l suffit de vérifier le résultat sur chaque fibre du fibré F ({,£). Sur les fibres,
on peut consulter [1], [2] et [3] . O

Definition 15. Le quadruplet
{‘7: (C’ 6) ) QL; £a F}
est appelée quantification supersymétrique du triplet (¢, L,€).

Dans ce qui suit, on suppose que 'opérateur L € C((,€) et L* € C(&,¢) ont
pour fonction propre la fonction identiquement nulle, c¢’est-a-dire, que

ker L = (Uyew ker L (w) ,m, W) et ker L* = (Uyew ker L™ (w) , 7, W)
sont des sous-fibrés de ¢ et £, on pose nul L = dim (ker L).

Theorem 3. Siker L et ker L* sont des sous-fibrés de, respectivement ¢ et &, alors
ker Q1 et ker £ sont des sous-fibrés de F ((,§) et

kerQr = ker L = @7, [Sn (ker L) ® A (ker L™)] .
On a si
nulL =0 et nulL* < +oo alors nulQp = 2" < 400,
St
nulL =0 et nul L* = +00 alors nul Q, = +o00,

et st

nul L > 1 alors nul Q = +o0.
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Proof. On vérifie que si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ¢ et £ alors ker Qp,
et ker £ sont des sous-fibrés de F (¢, &) en remarquant que la propriété

ker Q, (w) = ker L (W) = O peo [Sn (ker (L (w))) @ A, (ker (L* (w)))] (2.8)

est vraie pour tout w € (). Ensuite, on peut écrire, puisque ker L et ker L* sont des
fibrés

kerQr = ker L = @;°,_o [Sn (ker L) @ A (ker L7)].
La relation 2.8 a été démontrée dans [3] (Lemme 3.4). O

Pour plus de propriétés sur les opérateurs Qr, £ on peut consulter [3] pour
I’étude sur chaque fibre des opérateurs

QL (w) : By (F((,§)) = Euw (F((,€))
et

L(w) : Ey (F(C,6)) = Ew (F((,8)),
pour tout w € W. Notamment, on peut étendre les théorémes de [3], pour I’étude
du spectre de @, et de £ ainsi que la notion de classe d’opérateurs de Dirac pertubés
en dimension infinie si ker L et ker L* sont des sous-fibrés de ( et &.

On s’intéresse, dorénavant, a la premiere quantification liée aux espaces de
Hilbert H = L?(¢,p) et K = L? (&, 1) ot p est une forme volume sur W. Les
produits scalaires associés sont (s | t),, = [ (s | t)4, 1 pour toutes sections s et ¢
deHet (s|t)c = [ (5| t) p pour toutes sections s et t de K. Pour un opérateur
L € Hom (¢, £), on définit 'opérateur

Z:dom(Z) CH—-K L(s)=L®s
avec
dom(Z) ={seH:LeseK} et L&s(w)=L(w)s(w).

On suppose que L est un opérateur densément défini et fermé. On pose
D% = Vect {a(sl)* e (sn) 14 ®b () - b(t) 1 1 s; € CF (Z*E) et t € C® (ZE*) }
ou

C>(T) =N, dom (T")
pour un opérateur 7" de H ou de K.

Proposition 8. Il existe un unique opérateur linéaire dy, densément défini et
fermé sur F (H,K) tel que

D%O C dom (dZ) et D%o est un coeur de dz,
pour chaque section s € D%O de la forme
s=a(s1)"-a(sn) 1y @b(t1)" - -b(ty) 1
on adys =o0 pourn =0 et
n

dps = a(s) +als) - alsn) 1 @b (Lsy) b(t) b () 1o,

J=1
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o . . o 0o "
dy laisse invariant DZ . De plus, DZ C dom (dZ) et

p

dzs=Y (-1 'a (E*uk)* a(s1) - a(sn) 1o @b(t) b (te) - b(t,) 1
k=1

pour tout s = a(s1)"---a(sn) 1+ @b(t1)"---b(t,)" 1_. Dans le cas p =10 on a
d%s = 0, en particulier, d’-‘i laisse tnvariant D%O et

dom (d%) = dom (dZ) et pour tout s € dom (dZ) , d%s =o.

Si T est un opérateur de Hom ((,§) tel que T est borné et dom (f) = H alors
pour tout s € D%O et a, B € C,

adys + Bdzs = daiﬂﬁs'
Proof. La preuve est donnée dans [2], [3]. O
On peut définir 'opérateur de Dirac
Qg =dg +d;

de domaine
dom Q7 = domd; N dom d%,
et opérateur de Laplace-Beltrami
Ap =didp +dpd;

sur F (H,K). La seconde quantification de T sur F (H) est T = EB%O:Of(") qui est
un opérateur autoadjoint, 0 € oy, (f), 1 € ker (f) et donc T a pour valeur propre
0. L'opérateur T est stable sur Fy (H) et F_ (), on pose

Ty =Tlrg0 et T- =T |5 ) ,
ces opérateurs sont autoadjoints et 0 est une valeur propre pour ﬁr et T_ car
11 € ker (fi) L’opérateur nombre sur F_ (K) est défini par

N=T1_=02,ne"1)|r ) ,I=Ildk
et on pose comme précédemment
DY =@, ()" @" 1) |7 (x) -
Soit T opérateur de F (H, K)
F'=1Idr 31y ® -7,

c’est un opérateur autoadjoint tel que I'? = Idr k), il a pour valeurs propres, les
fonctions constantes +1 et —1 et comme sous-espaces propres

Fi1r (M, K) = @520 F 4 (H) @ Az (K)
et
F_1(H,K) = ®p20F+ (H) @ Azpi1 (K).
On obtient une décomposition orthogonale

F(H,K) =Fp1 (H,K)® F_1 (H,K),
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on note P et P_ les projections orthogonales sur respectivement Fy; (H,K) et
F_1(H,K) alors
r'=p~P,—P_.

Soit I'opérateur

L=1L*L ®I_7:7(;C) + I}-+(H) & ZE*,,

c’est un opérateur de F (H, K) qui est positif et autoadjoint, 0 est une valeur propre
de L car
1=1,®1_€cker(L).

Theorem 4. L’opérateur Q; est autoadjoint et essentiellement autoadjoint sur
chaque coeur de L. En particulier, Q7 est essentiellement autoadjoint sur D%O.

Lopérateur T laisse invariant dom (QZ) et
{T,Qz} =TQf + QzT = 0rgux)
sur dom (QZ)' On a légalité entre les opérateurs
T 2
A =L=0Q5.
Proof. La preuve est dans [3] et [27]. O

Definition 16. Le quadruplet
{.7:(7-[, K), QZ,Z,I‘}
est appelée p-quantification supersymétrique du triplet (¢, L, ).
Le fibré & sur W, d’espace total
E(€)=ANW®&E()

ou (¢ est un fibré d’état de l'univers W muni de la connexion V et de la section
de Dirac v, a une structure de fibré complexe. On suppose 'existence sur ce fibré
&, d’une structure de fibré d’état ayant la propriété suivante, il existe une forme
volume g sur W telle que V : ‘H — K soit un opérateur fermé, densément défini,
de domaine

dom (V) CHNT (E(Q))

a valeurs dans K avec H = L2 (¢, 1) et K = L? (¢, ). Sous ces hypotheses, il existe
un unique opérateur linéaire dy, densément défini et fermé sur F (H, K) tel que

DY C dom (dy) et DY est un coeur de dy,
pour chaque section s € DY de la forme

s=a(s1) - a(sn) 1y @b(t) - b(ty) 1
onadys=o0pourn=20et

n
—

dos :Za (51)* - ~a(sj)* ca (Sn)* 1, ® b(VSj)* b(tl)* .. .b(tp)* 1_,

Jj=1

dy laisse invariant DY . De plus, DY C dom (d3) et

dos = (D" a(Viur) a(s1)" a(sn) 1y @b(t) - b(te) - b(t,) 1
k=1
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pour tout s = a(sy)"---a(sy) 1y @b(t1)" ---b(tp)"1_. Sip =0, dos = o, en
particulier d3, laisse invariant D¥. On peut définir 'opérateur de Dirac Qv =
dv + d3 de domaine

dom Qv = domdy Ndomdy,

et Popérateur de Laplace-Beltrami Ay = didy + dvd$ sur F (H,K). On a, si on
pose

V=VVolr i +1Irm VvV,
le quatruplet
{‘F (Ha ’C) ) QVava F}

est la p-quantification de (¢,V,€) et Ay = V = Q%. Pour définir I'espace

de Hilbert K, on construit un produit scalaire naturel sur le fibré des formes
différentielles A'W = TW, dual TW, de la facon suivante. On prend la métrique
riemannienne g |w, notée encore g, sur W qui est la métrique induite par la
métrique fortement riemannienne g du multivers de Banach-Schauder V, I’isomorphisme
de Riesz permet d’identifier T"W a son dual par

Ry:TW — AW, R, (X) = dx
ol
dx (Y)=¢(X,)Y),VY €T (TW).
Cet isomorphisme de Riesz transporte le produit scalaire sur le fibré A'W,

(d]68)=g(R,;"(d),R,(6)),Vd, 6 € A'W.

g9

On définit le produit hermitien naturel sur A'W @ E ({) par
(d@s|d@ty=(d|d)(s|t),
et on prolonge par C* (W, C)-linéarité. Le fibré &, d’espace total
E(€)=ANW®E()

est un fibré d’état de I'univers W, on a une structure d’espace vectoriel complexe
sur chaque fibre

AMRs=d® (\s), VA e C* (W,C).
On définit H et K par
H=L*(Cp) et K=L*(&p)

ou u est la forme volume induite par la métrique riemannienne g. On peut,
également, quantifier I'opérateur d’évolution V,ly = v ® V en regardant sa restric-
tion & I’espace de Hilbert ' (¢) = W"? (¢), V} |31 (¢) est un opérateur borné. Sur
I'espace de Bose-Fermi-Fock F (H! (¢),H'(¢)), on a une p-quantification super-
symétrique

{]-‘ (H' (Q),H' () ,vao,V% Iw@,F}

du triplet
(H' (O, V3 b, M Q) -
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3. LINTEGRALE DE FEYNMAN ET LES GRAPHES QUANTIQUES

Le graphe quantique est un graphe qui vit dans l'univers W. Pour définir ce
graphe, on va définir la notion d’intégrale de Feynman sur un fibré d’état appliqué
aux champs et la notion de C“-structure. Si A est une mesure sur un espace vectoriel
X qui est de Hausdorff et localement convexe, de dual DX, alors la transformée de
Fourier de A est la fonction complexe définie sur DX par

fA(xp):/Xexp(—i (xp,x))dX (2),

onz € X, zp € DX et (xp,x) = zp(x). Soit L : X — Y une application
linéaire continue entre deux espaces vectoriels topologiques localement convexes et
d’Hausdorff. Pour la transposée T'L du dual de Y dans le dual de X

L. DY - DX
on peut écrire
("L(yp),z) = (yp,L (), yp € DY,z € X

et
YL (yp) = yp o L.
Notons Ar, 'image de la mesure )\ par 'application linéaire L,
A (B)=A(L7'(B)),BCY
alors
FAp =FA o L (3.1)
carsiyp e DY ety €Y,

FAo' L (yp) = /X exp (=i ("L (yp) ,x)) dX (z)

_ /X exp (—i (yp, L (z))) dA ()
:/Yexp(—i (yp,y))dAL (y)

En particulier, pour une forme linéaire continue L sur X,
L:X—>R
on a si
7= (L,x) = L(z)
FAs (1g) = FAo™ L (1g) = FA(L) = / exp(—ir)dA (1), (3.2)
R

1r est application identique de R. Pour tout sous-espace fermé V' de codimension
finie, si 7y : X — X/V est la projection canonique sur 'espace quotient X/V,
Trry est un isomorphisme de D (X/V) sur

Ve={ap e DX : (xp,z) =0,Vz € V}

et pour yp € D (X/V)

FAry (yp) =/X/V exp (=i (yp,y)) dAxy, (y) = FAo™ my (yp)
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On note F (X), Pensemble des sous-espaces vectoriels fermés V de X tels que
codim V' < 400, alors DX = Uyerx)V?, ce qui permet de définir la transformée
de Fourier par une famille de transformées de Fourier sur des espaces vectoriels de
dimension finie.

Definition 17. Une pseudo-mesure p sur X est une famille {/LV}VeF(X) telle
que, wy soient des mesures o-additives sur X/V qui satisfont a la condition de
compatibilité suivante. St W C V, py est la mesure image de pw par Uapplication

VW .
pv (B) = pw (A), A=myy (B)
ou Twy est la projection canonique

mvw X/ W = X/V
vérifiant
Ty = Tyw © T .
Remark 13. Si la famille {,uV}V€}-(X) est une famille de mesure finies telles que
py (X/V) = p(X),
ne dépend pas de V', on dit que la pseudo-mesure est finie de masse pu (X).
La transformée de Fourier d’une pseudo-mesure p est définie par
Fu(zp) = Fuy o (TTWV)_l (zp), Yap € V°.
Lemma 2. Sixp € VoNW? alors

(Tr

Fu(rp) = Fuy o (Trﬂv)f1 (xp) = Fuw o Ww)fl (zp),

done, Fu est bien définie et on a
Futoo) = [ exp(=ilopa))duy (o) = [ exp(-it)duv.,, (0.
X/V R

pour tout xp € VO.

Proof. De la relation 3.2, on déduit

/ exp (—i (zp,x)) duy (x) = / exp (—it) duv,  (t)
X/V

R
et si W =W NV, de la relation 3.1, on a

Fuy = Fuw oTr mvw et Fuw = Fuw oTr TWW,

Fuy o (") (2p) = Frw o™ myw o (Tv) ' (2p)
= Fuw (nw) " (zp), 2p € VO C WP
car - - 1 T -1
Ty w © ( 7TV) (zp) = ( 7TW) (zp)
de fagon analogue
Fuw o (TT7TW)_1 (zp) = Fuw o™ mww o (TTWW)_I (zp)
= Fuw o (Trﬂ'w)il (.TD), xp € W C W°
et

]:MVO (Trﬂ‘v)_l (,TD) :]:p,WO (Trﬂw) (xp) si rp € vVenwe.
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O

Theorem 5. Si Q est une forme quadratique positive sur DX, il existe une unique
pseudo-mesure finie p sur X telle que

Fu(xp) = exp (%Q (zp)) , Vap € DX.

Proof. Cette preuve est développée dans [8]. O

Soit C ’espace vectoriel des chemins
v:T = [to,t1] = R
tels que
7 (to) = (t1) =0,

C est un espace vectoriel de Hausdorff localement connexe pour la norme uniforme.
Le dual de C, noté M, est 'espace vectoriel des mesures bornées sur 7.

Theorem 6. L’intégrale de chemin de Feynman [11] d’une particule de masse m,
a un degré de liberté, évoluant dans un potentiel V, est donnée par

Lo (3 [ veena)a ().

to

ou w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier est

Fuw (p) = exp (—EW (,u)) = exp (—1/ inf (¢, s) dp (t) du (s))
2 2 T
pour toute mesure yu € M.

Proof. Ce résultat a été démontré dans [8]. O

Le propagateur K ((x1,t1), (0,t0)) permet de déterminer I’amplitude de prob-
abilité de trouver la particule x; € R a U'instant t; si elle se trouvait localisée en xg
a linstant ¢y avec t1 > ¢ [11]. Si ¥ est un chemin fixé tel que

A’y'(to) = X0 et ﬁ(fl) =T
on a le théoréme suivant.

Theorem 7. Le calcul du propagateur dans le cas d’un degré de liberté est

K (Gonvta) (o0, 10) = Vesp (£53)) [ exp (£ (7)) (),

S est laction qui se scinde sous la forme
S= So + Sint

ou S, est l'action d’une particule de masse m et S;ny est linteraction dans le po-
tentiel V définie par

Sint (7) = / 1 V(v (t)) dt.

to

Proof. La preuve est donnée dans [8]. O
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Dans ce qui suit
C = (Ea , Wa 6)
est un fibré Banachique ou Hilbertien, de fibre £ = B ou & = H sur 'univers W,
qui est une variété que ’on suppose de dimension, dim W > 4. Le fibré dual de ¢
est noté (p, si s et sp sont des sections de, respectivement, ¢ et (p on pose

sp ® s (w) = sp (w) (s (w)), Yw € W.

Soit A une mesure finie sur I" ({), I'espace vectoriel des sections de ¢, on définit
la transformée de Fourier en fibre de A\ par

FA(sp) (w) = /F(g) exp (—isp ® s (w)) dA (s),

c’est une section du fibré trivial
(W X COO (CD) aprlaW)

ot C* ({p) est V'espace vectoriel des applications C*°, dans le sens de Banach,
de T'(¢p) & valeurs dans C. On pose 6, 6, et 05, les C°-applications comme
applications de variétés de Banach définies par

0:T(Q)x W= E(Q), 0(s,w) = o (w),
0w : T (C) = Ew (€), 0w (5) = s (w)
et
Os: W = Ey,(€), s (w) =s(w).
Pour une mesure A sur I' (¢), on note A (w) la mesure image de A par 6, alors

FA(sp) (w) = / exp (—i (sp (1), u)) dA (w) (u)

par changement de variable, avec les notations précédentes

FA(sp) (w) = FA(w) (sp (w)), sp (w) € Ey ((p) - (3.3)

Remark 14. Dans l’équation 3.3, le membre de gauche représente la transformée
de Fourier en fibre de la mesure A et le membre de droite la transformée de
Fourier de la mesure image A (w) sur Ey, (€).

La transformée de Fourier d’une mesure finie X de I' (¢) est définie plus haut par

FA(sp) = /F(g) exp (—i (sp, s)) dA(s), sp € DI'({)

ot DT (€) est lespace dual de T (C).
Soit L un morphisme de fibrés de { dans &
L € Hom ((,€),
L induit un morphisme de de I' (¢) dans T" (§) défini par
L(s¢c)=L®s¢avec L& s¢ (w) =L (w)(s¢ (w)), Ywe W,
et soit Lp le morphisme de T' (§p) dans I' (¢p), défini par
Lp (Sep,) = S¢gp 0 L avec (sgy, 0 L) (w) = s¢p, (w) o L (w), Yw € W

alors
LD (Sep) ® 8¢ (W) =8¢, @ L(s¢) (W), Yw € W.
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Notons A, 'image de la mesure A\ par 'application linéaire L,
Ao (B)=A(L71(B)), BCT(€)
on a
FAr =FAoLp.
Si L = sp € I'({p) alors L s’identifie & un élément de Hom ((, ), ou £ est le

fibré trivial

E=(WxK,pri, W), K=R ouC,
le morphisme induit £ est un morphisme de ’espace des sections de ( dans ’espace
des sections de & qui est ’espace des fonctions d’ondes de 'univers. Les sections du
dual &p s’identifient aux sections de &. A la forme linéaire

sep (W) {w} x K= {w} x K, s¢p, (w) (k) = as., (w) kot as. (w),k €K
on associe la section
W WxK w— (w,asgv (w)) .
L’application Lp est définie par
Lp (Sﬁv) (’LU) = S¢p (’LU) oL (w) = Qs (’LU) X L (’LU)
et
FAe (1) =FroLp(1)=FA(L)

ot 1 est définie par 1 (w) = Idf,xx. La mesure \,,, est une mesure sur les ondes
de 'univers qui vérifie

FA(op) (w) = / exp (—id (1)) dAom ()

o (W)
= / exp (—iop ® o (w)) dA (o), Yw € W.
1N(9)

On note S (¢), 'ensemble des sous-fibrés fermés de ¢ de codimension finie. Si
¢ € §((¢), la fibre & de ¢ est un sous-espace vectoriel fermé de £ de codimension
finie. On définit le fibré quotient /g, de fibre £/E. dont les cartes de trivialisation
sont données par

pu T (U) = U x E/€e, pu () = ( (2) (1))

si U est un ouvert de trivialisation de ( et

pu 7 (U) = UxE pu(z)=(n(x).q(x))
est I'isomorphisme de trivialisation on a, p () = mc o q (z) ou 7¢ est la projection
canonique 7¢ : &€ = £/&.. On note L le morphisme de fibré induit par .,

Le:(—g,s1& C&r
alors la projection 7e, : £/E; — £/&; vérifiant 7. = 7, o 7, induit un morphisme
de fibré noté L., : (/7 — (/s pour lequel
Li=1Lg oL,
Les morphismes L. et L., induisent des morphismes
Lo :T(Q) = T(¢/s) et L :T(¢/7) = T(¢/5)

vérifiant L. = L o L, les applications

Lop :T((¢/¢)p) = T (Cp) et Loprp = T((¢/<)p) = T ((¢/7)p) (3.4)
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vérifient
Lep =Lrp 0 Lrpep-
On pose
I'(p)’={sp€l((p):spRs: V=K, sps=0sisel ()}

alors L, : T'((¢/s)p) = ' ((p) est un isomorphisme sur I' (¢p)°, on note

Lo T ()" =T ((¢/)p)

Papplication réciproque. Si F (¢) est ensemble des sous-fibrés fermés de ¢ de
codimension finie alors

I (¢p) = Ucer)T (sp)°
une pseudo-mesure g sur I'(¢) est une famille {pc} . F(¢) telle que pic sont des

mesures o-additives sur I" (¢) qui satisfont & la condition de compatibilité si & C &;,
- est la mesure image de p. par 'application L,

pe (B) = pr (A), A= L7} (B)
ou L, est la projection canonique
Lre:T(¢/T) =T (/<)

vérifiant £, = L,c o L. Si les mesures uc sont finies et de masse u (¢), on dit que
la pseudo-mesure est finie. La transformée de Fourier en fibre d’une pseudo-mesure
u est définie par

Fu(sp) (w) = Fuco L (sp) (w), Vsp €T (5)” et w € W.
Lemma 3. Sisp € '(¢p)° NT (1p)? alors
Fuu(sp) (w) = Fpe o L) (sp) (w) = Fpr 0 L) (sp) (w), Yw € W
donc, Fu est bien définie et on a
Fulsp)(w) = [ exp(-isp s (w)du. (5
I'(¢/s)
= / exp (—i¢ (w)) duc,, (¢), Yw € W et sp € T ().
Co (W)
A partir d'un fibré vectoriel ¢ on définit deux fibrés, I'un est le fibré des formes

quadratiques de ¢, noté Q (¢) et Pautre est le fibré des mesures de ¢, noté M (¢). Si
V est une carte de trivialisation de ¢, on note fy,¢ I'isomorphisme de trivialisation

9‘/7( : 7T<_1 (V) —-V xF (C), 9‘/7( (u) = (7T< (u) y P¢ (u))

alors les fibrés Q (¢) et M (¢) ont pour fibres respectives FQ (¢) et FM (¢) ou
FQ (¢) est I'espace vectoriel des formes quadratiques sur F ({) et FM ({) est l'espace
vectoriel des pseudo-mesures finies sur F (¢). Les applications de trivialisation sont
respectivement

Ov,0(): Tgie) (V) = V X FQ(Q), Ov,0(0) (@) = (Ta) (4) Po) (4)
olt Po(¢) (¢) = qo O et

Ovpm()  Tasey (V) = VX FM(C), Ovpmio) (1) = () (1) Paaco) (1)
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olt Pug(c) (1) = po 9[}2 Si ¢ est une forme quadratique sur Ey, (¢) alors pg(c) (¢)
est la forme quadratique sur F ({)

Po) (9) =700y |B.(o)

et si p1 est une pseudo-mesure finie sur Ey, (¢) alors p () (1) est la pseudo-mesure
image sur F (()
-1
PMm(e) (W) = 1o by, @) -
Les sections de Q ({) sont les sections de formes quadratiques, si toutes les formes
quadratiques sont positives, la section est une section positive. Les sections de

M (¢) sont les sections de pseudo-mesures, si sur chaque fibre la pseudo-mesure est
finie, on dit que la section est finie.

Lemma 4. Soit Q une section positive de Q ((p), il existe une section finie de
pseudo-mesures p de M (C) telle que

Fu(w) (sp (w)) =exp <%Q (w) (sp (w))) , Vsp eI ((p) et Vw e W.

ot Q (w) est la forme quadratique induite par Q sur la fibre Ey, (Cp).
Proof. Pour chaque w € W, la forme quadratique positive Q (w) de
Ey (¢p) = DEw (¢)

permet de définir une pseudo-mesure finie u (w) sur E,, (¢) telle que

Fiu(w) sp () = exp (~5Qw) (50 (1)) ¥op € T ()
par le théoreme de [8] et u est une section de M (¢). O

Lemma 5. Soit ;1 une pseudo-mesure finie de T' (), il existe une section finie [
de M (Q) telle que la transformée de Fourier en fibre

Fu(sp) (w) = [ exp(-isp @ s(w)du s
IN(9)
vérifie
Fu(sp) (w) =Fu(w) (sp (w)), Yw e W et sp € T' (¢p) .
Proof. L’application canonique

0w : T(¢) = Ew (C), 0w (o) = 0 (w)

permet de construire pour toute pseudo-mesure finie o de T' (¢) une section finie g
de M (¢), ot i (w) est la pseudo-mesure image de p par 6,,. On a par 3.3

Fu(sp)(w) = Fpu(w)(sp(w)), Vw € W et sp €T ((p).
O

Definition 18. Une section positive Q de Q ({p) est stable s’il existe une pseudo-
mesure finie u de T ({) pour laquelle la section i image de p vérifie

Fii(w) (sp (w)) = exp (—%Q (w) (sp (w))) ,Vsp €T ((p) et Vw e W.
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Proposition 9. Si Q est une section positive stable de Q (¢p) alors il existe une
pseudo-mesure finie (1 de T (C) telle que

Fu(sp) (w) = exp (—%Q (w) (sp (w))) ,Vsp e ((p).

Un potentiel V sur un fibré ¢ est une C'*°-application de l'espace total F (¢) &
valeurs dans R

V:E(() =R,

I'interaction d’une section s, avec un potentiel V, est définie par

Sint (8) = /W V(s(t))dv(t) (3.5)

ou v est une mesure de Lebesgue sur 'univers W. L’intégrale de Feynman sur les
sections d’un fibré de potentiel V), est donnée par

/r@ o <ﬁ5 <s>> duw (s).

w est une pseudo-mesure dont la transformée de Fourier en fibre est

Fu(sp) =exp (500 )

ol Q est une section positive stable de Q (¢(p). On dit que la pseudo-mesure,
ainsi définie, est une pseudo-mesure gaussienne en fibre de covariance Q. Pour
une sous-variété Vy de W, de dimension 0, on pose

Iy, (O ={7 €T(Q):7(v) =0y € By (), ¥V € Vo}
et
Wo ={w, € E, (¢),Yv € Vu}.

Definition 19. On appelle propagateur de Feynman pour la section positive stable
Q sur Ty, (¢) de Q((p), la quantité

€060 =00) [ e (8o av (),

r

ot w est la pseudo-mesure sur Ty, (¢) de transformée de Fourier en fibre

)
Fuw (sp) = exp (—§Q (sD)) Vsp €T ((p),
s est une section fixée vérifiant
s(v)y=wy,, veWy (3.6)

et Uapplication ¢ est une C*-application au sens de Banach sur les sections a
valeurs dans C

6:T(0) > R, 0(s) = lo () exp (150 (5)

So est laction et Uinteraction Sint, relatif a un potentiel V, est définie par 3.5.

Remark 15. Pour les sections de chemins, o un degré de liberté, |¢ (o)| est con-

stant et vaut /m, m est la masse de la particule.
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Le propagateur de Feynman des sections quantifie les sections de (. Ce prop-
agateur mesure, en un certain sens, la ”pseudo-probabilité” de trouver des
sections de ¢ pour lesquelles le systeme d’équations 3.6 est vérifié lorsque ’on mu-
nit le fibré ¢, d’un potentiel V, d’une section positive stable Q de Q ({p). Le fibré
considéré ( est le fibré tangent

(=(TW,n,W,R"), n>4

et on note (p le fibré dual (p = (TW, 7, W,R"). La métrique riemannienne g de
W induite par la métrique fortement riemanienne g de V, est une section de Q (¢)
définie positive. Cette métrique induit un isomorphisme de dualité de ¢ dans (p,
défini par D : T'(¢) = T ({p),

D (X)(w) = Xp (w) : Ew (¢) = R, Xp (w) (u) = g (w) (X (w) ,u).
Soit Q la section des formes quadratiques de Q (¢p) définie par
Q (w) (Xp (w)) = g (w) (X (w), X (w)), X (w) =D~ (Xp) (w), (3.7)

sur chaque fibre DT,,W | la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie, une
mesure gaussienne i (w). Si Q est positive et stable la section f ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’'une mesure p sur Pespace des champs ' (W).
Fixons une sous-variété Vg d’événements de I'univers W, dim Vi = 0, et une famille
Wo ={X, : v € Vj} telle que

X, € TUW, Yo eV
il existe un champ X tel que
X(’l}) = X’Uv Vo € VO) (38)

il suffit de prendre pour chaque v € Vj, des cartes V,, de v, deux a deux disjointes
et des C'*°-applications 0, telles que

suppd, C V, et 0, (v) =1, Vv €

alors

X =) 0,X, (3.9)

veVy
est un champ qui vérifie les équations 3.8. On peut définir le propagateur de
Feynman

K (Vo, Wo) = ¢ (X) exp (lsm (X + X)) dw (X)),
Ty, (W) h
ol w est la pseudo-mesure sur I'y, (W) de transformée de Fourier en fibre

Fu(Xp) =exp (~5QXp) ) VXD €T (o),

X est un champ vérifiant 3.9 et I'application ¢ est une C'*°-application au sens de
Banach sur les sections a valeurs dans C

7
6:T(0) > R0 (X) = o (0l exp 150 (X) )
So est I'action et S;,; est U'interaction relatif & un potentiel V. Si

|¢(X)|:1et/ dw = 1

T'v (W)
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alors |KC (Vp, Wp)| est indépendant du choix de ¢ (X), c’est la probabilité de trouver
un champ X € I' (W) vérifiant les équations 3.8.

Remark 16. Sila famille d’événements Vjy est discrete avec des points d’accumulation,
une condition nécessaire pour l’existence d’un champ X pour lequel les équations
3.9 soient vérifiées est donnée par
lim Xy =Xy, stvg € Vp.
v—v0,vE VD
Pour définir la notion de graphe quantique, on est amené a définir la notion de
C“-structure. On s’intéresse aux lignes d’univers des particules. Une ligne d’ univers
lisse de W est une sous-variété topologique v de dimension 1 telle qu’il existe une
sous-variété N, de v de dimension 0 pour laquelle chaque composante connexe de
v~ N est une sous-variété de classe C*°. La sous-variété A, forme les noeuds
de la ligne d’univers. Si on fait I’hypothese qu’une ligne d’univers ne peut-étre
observable qu'aux événements A, peut-on mesurer les irrégularités aux noeuds?
Peut-on décrire la ligne d’univers & partir de ses noeuds. Dans un premier temps,
on étudie la ligne d’univers aux noeuds et ensuite on détermine en un certain sens
la probabilité de touver une ligne d’univers ayant des noeuds fixés.
Definition 20. Si f est une fonction continue sur [a,b], lintégrale de Riemann-
Liouville au point x € [a,b] est définie par
I L[ £ F(t) dt
A @) = [ @0 o

On rappelle que

+oo
I'(a) :/0 t* et = L (t* u (1) (1)

ou L est l'opérateur de Laplace. La dérivée de Riemann-Liouville
d 1 d S (3]
D~ = — (I (f.1- = == — el
(o) @) = g (- a) @) = r e ([ 2%
et a < 1.

La dérivée fractionnaire locale a droite et a gauche de f en y € [a,b] est, respec-
tivement,

d2f(y) = lm D*(f = f(y),y) (@)
et
dif (y) = lim D*(f = f(y),9)(@).

Proposition 10. Si f est différentiable en y, lim,—1 dS f (y) = f' (y).
Pour toute constante C € R, d% (C) = 0.

o _ : +
“fly) =T +04)$1_1in T (y—2)"

En particulier, si f est a-dérivable eny € [a,b], les dérivées fractionnaires, & gauche
et a droite de y, sont égales a dS f (y) =T (14 ) (@) (y).

Proof. On peut consulter [6] pour une preuve. (I
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On a
w1 d([TF0)-
i1y )71"(1—a xlgf}dac (/y t dt>

‘Pﬂwrag@ﬁgi%<[q%)$yuﬁ'

On peut exprimer, lorsqu’elle existe, la dérivée d’ordre o de f al’aide d’opérations
standards. Si y € C"(I,B) et v ¢ C""1(I,B), ot B est un espace de Banach et
I un intervalle ouvert de R, on dit que 7" est a-dérivable en ¢ € I, si les limites
suivantes existent et sont égales

AR A (0 ) () =) (= h)
h—0+ he h—0+ ho

et

, pour o € [0,1] (3.10)

on note 7"+ (¢) cette limite [22]. L’ordre de dérivation de 4(™) en t est défini par
a(t) = inf {a € [0,1[: v est a-dérivable en t } .
On dit qu’'une trajectoire 7 d’un espace de Banach est a-dérivable en ¢ si
yeckl(1,B), vy ¢ (1,B)
et o — [a] = inf {ﬂ € [0,1[ : [l est B-dérivable en ¢ } ,

ol [a] est la partie entiere de «. Les chemins v de classe C* (I, B) sont les chemins
a-dérivables en t pour tout ¢ € I.

Remark 17. Un chemin continu v € C(I,B) est dit a-dérivable en a € I si les
deuz limites existent et sont égales,

i Y@ th) —v@ _ @ —v(e-h)

, pour o € |0, 1],
h—0t ho B0+ he p [0, 1]

on note (@) (a) cette limite. Sivy est a-dérivable en a, alors pour tout 5, a < B < 1,
v est B-dérivable en a et v (a) = 0.0n note

a(a) =1inf {8 €[0,1[: v est B-dérivable en a },

a est une fonction de I a valeurs dans [0,1[. Pour o > 0, un chemin v est a-
dérivable sur I si vy est de classe C", n = [a], telle que v\™) est (a — [a])-dérivable
sur I. On définit la classe des chemins a-dérivables C* (I, R).

Pour une trajectoire v € C™ (I,B), v ¢ C"™1 (I, B), le nombre

a(t) = inf {Oé € [0,1[: 7™ est a-dérivable en t }

est la fonction d’irrégqularité de ™.

Definition 21. Une trajectoire fractale v de B est un chemin continu de
B, tel que la fonction d’irrégularité restreinte a tout intervalle J C I,
notée oy est différente de 1 presque partout. On dit que v est quantique
st

I={tel:at)<1}

est discret. Les points 7 (t) pour t € T sont les noeuds de la trajectoire.
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On suppose que B est muni d’une base de Schauder {e,, } dans cette base on

peut écrire tout chemin continu « () sous la forme

neN?

v(t) = Z An () €n.
n=0

Si v est une trajectoire fractale alors toutes les fonctions coordonnées sont frac-
tales. Si v est quantique, toutes les coordonnées sont quantiques. Peut-on donner
une interprétation géométrique de la masse? Si la trajectoire v d’une particule est
a-dérivable sur I ou « est une fonction numérique sur I, & valeurs dans [0, 1[, on
peut interpréter la masse m de la particule aux noeuds comme une fonction qui
mesure lirrégularité de v. On pose m = ¥ (a), la fonction ¥ est une fonction
décroissante de

U:[0,1]—]0,1],

plus la masse est élevée, plus elle interagit avec les autres particules et plus sa
trajectoire est irréguliere. On conjecture pour ¥ aux noeuds de la trajectoire,
U (t)=1—a(t) sit € Z. En dehors des noeuds la notion de masse n’existe plus,
la particule devient énergie. Dans le cas général, la masse mesure l'irrégularité de
7)ot 7 est une trajectoire de classe C™. Dans le cas d’une trajectoire de classe
C*, la masse m = 0. L’univers visible est formé par les noeuds des lignes d’univers
W. Une ”entropie” ® est une C'*°-application

dP:W-R

qui mesure le désordre dans 'univers W. L’évolution de 'univers n’est plus décrit
par le temps, qui est une notion locale définie a 1’aide des champs chronologiques,
mais par son entropie. On définit le graphe orienté

g:g(W,d),g)

les sommets du graphe sont les noeuds des lignes d’univers de chaque particule.
Notons Ng, 'ensemble des sommets du graphe, un arc joint le sommet wg au
sommet wy si

0] (’LU()) <o (wl)

et il existe une géodésique de la pseudo-métrique g joignant les sommets wq et wy.

Remark 18. La pseudo-métrique g est soit la métrique riemannienne induite par
la métrique fortement riemannienne de V, soit la métrique Lorentzienne définie par
la section de Dirac définie sur V. Dans la premiére situation on dit que le graphe
est riemannien d’entropie ®, dans la seconde situation, il est Lorentzien d’entropie
®. On a sur W deux graphes quantiques, de mémes sommets et d’entropie .

On pondere les arcs pour minimaliser ’entropie de la fagon suivante. Soit
un C*°-chemin de I’événement wy & wy alors ® oy € C = C* (I, R), on définit le
propagateur de Feynman pour 'entropie ® par

Ko (w0, 1) = /775 exp <%3 (@ o 7)> /Cexp <%sim (@ oy + 7)> dw (7),

ol my est la masse de la particule en I’événement wy, v est une géodésique joingnant
les événements wy et wy, 'action S de la particule se scinde sous la forme

S= So + Sint
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avec S, (P o) est Paction de la particule le long du chemin v et S;p: o @ est
Iinteraction dans un potentiel V définit par

Sint 0@ (y) = /0 V(v (¢)) dt.

La pseudo-mesure w est définie par sa transformée de Fourier

Fw (p) = exp (—§W (u)) = exp <—§ /[011]2 inf (¢, s) dp (t) du (s)) )

pour toute mesure p € M.

Remark 19. S;,: est une interaction définie sur les chemins C = C* (I,R), si la
condition suivante est vérifiée

B (y0) = B (1)) = / Y (0 (1)) dt = / Y (3 (1)) dt, (3.11)

une entropie qui vérifie 8.11 est une V-entropie. Si ® =V alors

S0V () = / V(5 (1)) dt

et linteraction s’écrit
Sint (1) = /1 7(t)dt, V1 € C.
0
Dans cette situation, on peut décrire le propagateur de Feynman de facon in-
trinseque. L’action S de la particule sur univers W se scinde sous la forme
S = SO + Sint

avec Sg est laction de la particule dans l'univers W, S;n: est Uinteraction définie
par

Sint (7) :/0 V(v (t))dt,

sty est une géodésique de g on a

Clunan) = vimwesn (15000 [ (3 [ Gor0+r@nar) aui).

et w est la pseudo-mesure définie par

1

Fuw (u) = exp <—§ /[0 " inf (¢, s) dp (t) du (s)) .

On peut, maintenant, définir la pondération sur arc (wg,w;) du graphe quan-

tique G (W, ®, g) par
pond (wg, w1) = |Ka (wo, w1)],

apres normalisation |Ke (wg, w1 )| < 1, le principe de moindre action s’énonce ainsi:

”Pour une particule de masse m(y qui se situe en 1’événement wg, la
probabilité de la localiser en w; est pond(wp,w;). La ligne d’univers
est un chemin fini ou infini du graphe pour lequel entre deux sommets
consécutifs wy et wy, on ait

pond (wg, wy) = inf {pond (wg, w) : (wo,w) € A(G)}

ou A (G) est I’ensemble des arcs de G”.
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En chaque sommet w € Ng du graphe quantique G, on définit un champ de la
fagon suivante. Si w est un sommet de G, soit (U, ) une carte en w € W, pour un
chemin quantique v passant par w, I’application

e loy: T =R, ptoy(0)=0
est a-dérivable dans le sens de 3.10 pour 0 < a < 1. Le vecteur tangent est
Dy (y(a) (0)) € T,2W
ol

@) (0) = Tim p oy (h) =7t oy(0) _ vt er(0)—ptey(=h)

h—0+ he h—0+ he

Supposons qu’en chaque sommet du graphe quantique G, on se fixe le champ
défini précédemment, on note W cette famille. On peut définir le propagateur de
Feynman

K(g,w>=¢<x>/

exp (ismt (X + X)) dw (X),
Ty (W) h

ol w est la pseudo-mesure sur I'g (W) de transformée de Fourier en fibre
Fw(d) = exp (%Q (d)> Vd e T (TW),

d est une section de 1-forme et X est un champ vérifiant
X (w) = Xy € Ty W, (3.12)

pour tous les sommets w € Ng du graphe quantique et lapplication ¢ est une
C*>-application au sens de Banach sur les sections a valeurs dans C

63T (W) B, (X) = o (0 exp (150 (0

Sy est Vaction et S;,; est U'interaction relatif au potentiel V défini précédemment.
La probabilité de trouver un champ vérifiant 3.12 est |K (G, W)|.

Dans ce qui suit, on voudrait renormaliser les intégrales de Feynman en donnant
un sens géométrique a cette renormalisation. L’idée est de regarder les graphes
de Feynman comme des parties locales du graphe quantique. Les notations sont
celles de [21], le fibré considéré est le fibré tangent TW et TW est le fibré dual. La
métrique riemannienne fixée, g est une section de Q (T'W) définie positive. Cette
métrique induit un isomorphisme de dualité de TW dans T W, défini par

D:T(TW)—=T(TW),
D(X)(w) = Xp (w) : By (¢) = R,
Xp (w) (e¢) = g (w) (X (w) ,ec) .
Soit Q la section des formes quadratiques de Q (¢p) définie par
Q (w) (Xp (w)) = g (w) (X (w), X (w)), X (w) =D~ (Xp) (w)

sur chaque fibre DT, W, la forme bilinéaire Q (w) induit, en dimension finie sur la
fibre, une mesure gaussienne i (w). Si Q est stable la section [ ainsi définie est
la mesure image sur chaque fibre, d’'une pseudo-mesure p sur ’espace des champs
I'(TW). L’univers W est une variété de dimension & > 4, un graphe de Feynman
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& m pattes externes, de moments Xy, -+, X,, € I'(TW) et ayant n — m boucles,
n > m, a pour amplitude [11]

7,0 = | 6 (X1, Xn) dpt (Xgn) -+ dp (X,)
L(TW)"

ol la fonction scalaire ¢ s’écrit
P(X)
6 (X) = SR
1 (1 (X)” +m3)

l; sont des sections de TW™", m; > 0 sont les masses internes, données par I’ordre
d’irrégularité du graphe quantique aux sommets, P est un polynome et p est la
pseudo-mesure définie sur I' (T'W) induite par la section stable Q. Les graphes
de Feynman sont des parties finies du graphe quantique, les masses internes sont
décrites par les irrégularités aux sommets de ce graphe. On peut écrire Zy sous la
forme

+o0 +o00 .
Zy (k) :/0 /O exp (—t.m?) 9 (t, P, k) (det L ()~ 2 dt,

ol L (t) est la restriction de la forme bilinéaire Y7, ¢;1; (X)? A DTW" ™ et P est
la matrice des produits scalaires des moments externes P = (g (Xi, X;))1¢; jcpm> ¥
est une fonction polynomiale qui dépend de @, t.m? est le produit scalaire dans R™
de t avec m* = (m3,--- ,m2) et k = dim W. On pose z = k, pour Re (z) << 0,
T, (=) existe et a une extension méromorphe dans C, notée Zy (z) [25]. Si on pose
Ty (2) =Y ez s (2 — k)°, la régularisée est
s=—1
RIy = ap et le contre-terme Z as (z — k)®.

— 00

4. LES EQUATIONS DE DIRAC-EINSTEIN

On rappelle la définition des opérateurs de Dirac-Einstein de rang n. Sauf men-
tion contraire, & = (F,w, W, F') est un fibré vectoriel réel ou complexe de dimension
finie, de fibre F', dont la base est I'univers de Dirac-Einstein W, de dimension 4.
On note

A"W = A\"T*W,

le fibré des n-formes différentielles sur W et l'espace des (p, g)-tenseurs, p fois
covariant et ¢ fois contravariant, est noté

TPIW = (QPT*W) ® (RITW).

On munit £ d’une connexion,
V:T'(E)»>T (A'W®RE).
Soit 7 une section de Dirac du fibré d’état E. L’endomorphisme v ® V de T' (F)
est défini par
YRV (s)=7(Vs),seTl'(E),
c’est-a-dire,
Y © Y (5) (w) = 7 (w) (Vs (w)) ,w € W.

Les sections d’endomorphismes de Dirac [10], [4] sont définies par,
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Y (s)=y(d®s),dc N'W et s € T (E),
le commutateur d’une famille finie d’endomorphismes de Dirac noté {vd“} est
défini par 2.4 et Panticommutateur ou crochet de Poisson est défini par 2.5. Le
commutateur définit une section de Hom (A"W ® E, E). Les extensions de rang n
d’une section vy sont les sections v, € I' (Hom (A" (W) ® E, E))

(AP AN ©5) = [vdl,vdZ,--- ,vdn} (s), s € (E)

et on prolonge v, par C*° (W, R)-linéarité sur A” (W) @ E. Toute connexion sur
V a une extension

dy :T' (A" (W)® E) » T (A"t (W) ® E)
avec
dy =V,A\°(W)R E=E
et
d¥ (p®s) =dp ® s+ (—1)" 1 A Vs, € A" (W).

Definition 22. Une équation de Dirac-Finstein au rang n ou équation d’état de
rang n est définie par

T ® Vi1 (5) = Tn (vnfls) =As, Vypo1 = dZ_l 0---0 dova
ou A\ est une C'°-application définie sur une carte de W.

L’étude locale des équations d’état de rang 1 sont définies sur une carte U de
P'univers W sur laquelle le fibré tangent

¢w = (TW, 71, W)

et le fibré £ sont trivialisables. Soit

{GM 4 0<,u<3}

= Oxt’
les champs de vecteurs sur U linéairement indépendants associés et
{d” =dz¥,0 <v < 3},

la base duale. Sur E (U) il existe un local frame, noté {e,,0 < a<n—1}, n =
dim E. On pose s = s%¢, alors

Vs =V (s%q) = ds“ ® e, + s Ve,
=ds* @ eq + s°T5,d7 @ ep.
La connexion s’écrit Ve, = I'? d” @ eg, avec des C> fonctions I'?,, définies sur

U a valeurs complexes ou réelles, I'2, sont les symboles de Christoffel associés a la
connexion V et ds* = 0, s*d",

Vs =0,5%d" Qey + safgl,d" ® eg
= (0,5" +5°T2 ) d” ® eg.
La section de Dirac v de E a pour représentation
v(d” ®ep) =757 €q,
et siy” = (d”) avec (v")3 = 75,
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Y@V (s) =7 ((0s" +5°T5,) d @ eg)
Y@V (s) = (08" +s°TE)) v (d” @ ep)
YRV (s) =57 (8,,sﬁ + sngl,) €o.
L’équation de Dirac-Einstein de rang 1, s’écrit localement,
V5 (&,sﬁ + so‘ng) =Xs7,0<o<n—-1

Les matrices de Dirac v#, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre n dont
les coefficients sont des applications C'*° sur U, a valeurs réelles ou complexes. On
pose

(D,,s)ﬁ =09,5% +s°T8

D, est la section locale de End (E) définie par, D, = L, 4T, ou I',, est la section

locale de End (E) dont la matrice, dans le local frame, est
(FV)ISL = Flgzv

et L, est 'endomorphisme de Lie le long du champ 9, = %

(0,8%) eq. L’équation s’écrit

défini par, L, s =

V5 (D,,s)ﬁ = As?,
et
YD, (s) = As.
L’opérateur de I’équation d’état de rang 1 est,
Hy=v®V =9"D,,

on a le théoreéme suivant,

Theorem 9. L’opérateur Hy de I’équation d’état du premier ordre est

Hl = ’yUDlM
¥ sont les quatre matrices de Dirac dans le local frame {eq,0 < a <n—1}
Dl/ = Lu +Fua

L, est lopérateur de Lie et T, est l'opérateur de Christoffel.

L’extension dune paire (V,v) de &w au fibré T?°W peut étre défini comme
suit. A partir d’une connexion V sur les champs, on peut étendre I’endomorphisme
Vx aux tenseurs de fagon unique avec deux conditions sur I'extension v X, Vx
commute avec les contractions et

Vx(S®T)=Vx(S)®@T+ S Vx (T).

La connexion sur les (2,0)-tenseurs est définie a partir de la connexion initiale
V sur les champs en posant,

V(d'ed) =V (d')@d+d @V (d),
on définit la connexion duale V% par
Lx(d®Y)=de@VxY +V5dY,doY (w) =d(w) (Y (w)),
de fagon plus générale pour un fibré £ et son dual, on pose

Lx(s"®s)=s"®@Vxs+Vxs' ®s,s"®s(w)=s"(w)(s(w))
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Lx est la dérivée de Lie le long du champ X. En particulier,
Lo, (d° ® 9y) = d” ® Ve,0, + V5,d” ® 0,
0 =d” (I'5,0-) + V5,d" (),

V5,d7 (0y) = T3, et Vi, d7 = -Tg.d",

Vo, (d° @d™) =V (d° @d") (95) = (P975d* @ d @ d°) (95)

pYo
Vo, (7 @d") =T57:d (9g)d @ d° = TFTsd" @ d°,
et
Vo, (d° @d") = Vj,d° @ d" +d” ® Vj,d"
= -TIg,d"®d —I,d ®d
=-(Ig+Th)dod,
on a

G = — (T +TF) (4.1)
Il y a une fagon naturelle de décrire les endomorphismes de Dirac sur les (2,0)-

tenseurs, si v est une section de Dirac du fibré des champs, v* la section du fibré
dual est définie par

(v)"(¢) =Con?, (et d e A'W,
(Con?) (w) = ¢ (w) oy (w), w e W.
Ensuite, pour obtenir la section de Dirac sur les (2,0)-tenseurs, on pose
R CONGEICONGE (4.2)

pour chaque w, on prend le produit tensoriel des deux 1-formes (C o yd) (w) et
(o) (w), w e W, on a

*

P @ d") =p7d" @d” = (y*)" (d) @ (v")" (d"),

(v*)" (d") (9,) = d” 0 v" (9,)
=" (,Ygaag) — ,YZLV

(V)" (d") =y, d",

T (@ d7) = T @
il suit

n%s

Voo ! = ARAET.

Theorem 10. Si une pseudo-métrique riemannienne g suit une équation d’état de
Dirac-Einstein de rang 1, alors dans toute carte U, g = g;;d' @ d7 vérifie I’équation

'Yg:T (aﬂgw— + gaﬁrzi—) = )\gpa; (43)
avec
Tl == (D0, +T0r) et ™ =570 (4.4)

i %s po
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On présente, maintenant, ’étude locale des équations d’état de rang 2. Sur le
fibré &, avec les notations précédentes, on définit 'opérateur Hy comme suit. Pour
n =2,

2 (@ A d) @s) = |77 "] (5) =797 (5) = 179" (5)
et
Vi =dy ody =RY

représente la courbure de la connexion V. Sur un ouvert de trivialisation U de &w
et &, on a pour s = s%e,,

RY (s) = dY (Vs) = dy ((&,sﬁ + SD‘FZV) d’® 65)
=d ((9,s" +5°TE,)d") @ eg — ((9,8" +s°TE,) d”) A Veg
= (d (8ysﬁ + SD‘FZV) A d”) ®eg— ((8ysﬁ + sngl,) d” N FTUd”) ® er
= (d(Ov’ +5°Th,) N @ e — (05" +5°T8,) & ATS,d7) @ e
= (% (0,87 +5°T%,) — (9us” +5°T75,,) Féy) (@ Nd") @ e;
= (0u0us + (0uT%, ~TE,TS, ) s) (@ A ) @ ;.
La section de Dirac v de E (£) a pour représentation locale
v (d” ®ep) =75 ¢€o,

et si v¥ =~%, on pose (7”)2‘ = 5%, alors
12© RY (5) = (0,05 + (9uTh, — 8,15, ) %) 1971 (e5).

71 (e) =" (7] 7es) =77 (V4 eq)
= (7" =775 e

et
Y2 @ RY (8%€q) = (147K — 417 2k) (auaysj n (a,m{w - rgurgy) s”‘) ex.
Si on pose A? lopérateur

AF = (7 oAhE —AH7328) 8,0,
et
Th = (79" = 47%) (9uTh, — T2,T%, )
alors
72 @ RY (s%4) = (Afsj +YEsY) ey
= (AFsT +YEsT) ey,
= (AF +TE) s7ey..

Pour un champ chronologique T = t°0,, les équations d’évolution s’écrivent
localement

(AE+YE) 5T = x (t70,8" + t"s”‘l"ﬁa) . (4.5)
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ol
Vrs%eq =1"Vy, (s%€q)
=t" (0)5%€q + so‘l"'gpeg)
= (t”apsk + tpso‘l"’;a) €k,
L’équation 4.5 est ’équation locale sur une carte de trivialisation de &w et €,

cette équation est I’équation d’évolution de Dirac-Einstein de rang 2 développée
dans le local frame associé & la carte avec la condition

¥ ®@ RY = xVr avec x =il ou x = A et A € C® (U,R),
respectivement, complexe ou réelle.

Theorem 11. L’opérateur Hy = v @ RV a pour représentation locale

Hs (s%a) = (AF +1F) s7ey, (4.6)
avec
NS = (YTE = ATy5E) 0,0, (4.7)
et
YE = (Vroylk — ATk (aul“&y - Fﬁﬂféy) : (4.8)

Remark 20. Sila connexion est plate, I’équation d’évolution se rameéne a I’équation
triviale, ce systéeme d’équations est

tP0,s" =0, V7.
Le tenseur de courbure RV s’écrit
RY (8,,0,) (e) = Vo,Va,e6 —Vo,Vo,eo = Ry, er

et
Ry, =017, — 0.1, + I‘")\F F”AF
=9,I7, —T7\I, — (9.17, F”AF .)
- Agpm - A:pw
ou A7, =017, — FZAFQV est le tenseur de Christoffel. On en déduit que

INE = (ot = Ao yeR) 0,00 = (077D’ Oy
T]; = (’YJI'/U’YU ,Y-;LU,ygk) Afn‘v - ([7“57 ]) A'Zn'w

et
(s%ea) = (0 Tk _ vﬁwvgk) (0,008 + N,,5%) ex
(yyoyi — 75‘”75’“) (008" + A, 8 )ek
= (P = oysk) 0,058 + (VYA = AT AT ) en
= ("7 8y sT+(h VD) Mru” ) e
= ("1 0)E 57 + (0,7 M) 57) e
= (07" By A s )ek,
ou

(A)) = A, et 8y = 0,0,



UNIVERS 43

Theorem 12. L’équation d’état de rang 2, d’une section s = s*

le systeme d’équations différentielles
v k T
([7”3’7 ] (auu +Apl/))7—s = )\Sk,

ou A\ est une fonction C*° définie sur W.

e est donnée par

5. LA CONNEXION DE DIRAC

En général, les sections de Dirac considérées sont métriques, c’est-a-dire, que le
tenseur de Poisson associé qui est indépendant du local frame, est inversible et son
inverse définit une métrique locale sur W. Dans le cas des dimensions infinies, on a
vu que l'on doit imposer aux endomorphisme de Dirac d’étre des endomorphismes
bornés, a trace pour définir le tenseur de Poisson.

Si on regarde ’équation d’évolution de Dirac, cette équation n’est pas une
équation de Dirac-Einstein de rang 2 car I’équation développée est

i2—m 0 iZ it »O 0
R T P I IO BERY

' 625 ) z%' g 25 “legr—m ' ,90 wg 0

9z T By 155 0 —ig; —m (G 0

ou 1 est une section du fibré de
&p = (R* x €4, m,R*, CY),

qui ne fait apparaitre que des opérateurs de rang 1. Pour déterminier v et V, on
passe & une équation d’état de rang 1, d’opérateur H = v ® V [10]. Pour cet
opérateur, il n’existe pas d’équation d’évolution, & l’exception des particules de
masse nulle. Seule I’équation des états de rang 1, d’opérateur H peuvent décrire
I’équation 5.1. On se restreint donc, a 'image d’une carte, ou plus précisément a
R* et par un recouvrement localement fini, on définit la connexion de Dirac sur W.

Dans R?, soit
0 0 0 0
{60 - E’al B 8x’62 o 3y’63 B 82}

les champs de vecteurs sur R? linéairement indépendants associés et
{d",v=0,1,2,3},
la base duale. L’équation de Dirac-Einstein au rang 1 est
V457 (9P + T8 ) = —iX” pour tout o =0, 1,2, 3. (5.2)

Les matrices de Dirac v*, 0 < p < 3, sont des matrices carrées d’ordre 4 dont
les coefficients sont des applications C> sur R*, & valeurs complexes. On note
(D,/l/))ﬁ = 0,0P + T8, D, est la section locale de End (E) définie par,

Dl/ = Lu +Fua

ou I', est la section locale de End (E) dont la matrice, dans le local frame, est
(Fl,)g =18, et L, est I'endomorphisme de Lie le long du champ 9, = % défini
par,
Ly ¢ = (0,9°, 0,91, 0,9, 0,0°) , b = (4%, 9", 9%, ¢%)
alors
57 (Do)’ =~k
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I’équation précédente s’écrit
VD, () = —iM.
Utilisons ’équation 5.2 et comparons a 5.1,
B (9,47 +9°T8)) +idpF =0, k=0,1,2,3
V507 + T, + it =0
(14%0, + 55, ) 0 +idg* =0

si on prend pour (7”)? = 7;]“, on retombe sur ’équation 5.1 pour des coefficients

de Christoffel F@V qui sont calculables comme suit. La matrice associée s’écrit

500, + wgofﬂ - A iv00, + wgofﬂ 500, + wEOFB iv590, + wEOFB
iv§t0, + z*yElFOU ivy1o, + z’y’“lFﬁ A ivsto, + Z’y”lFﬁ iv5t0, + z’y’“lFﬁ
V620, + 757G, V20, +inPT], 20, +ivg ng A %0, + 5T,
7520, + wg?’ng ivY30, + Z'yggl“ﬁ ivy30, + Z'yEBFﬁ V530, + Z'yggl“ﬁy - A

on en déduit que X = m, et que les matrices v¥ définies par ('y”) = 5% sont les
matrices de Dirac. On a

109 + iFgO —-m 0 103 — z‘F§3 101 + 0o — iF§1 + F§2
0 i +iTky —m 0y — By +iT2, — T2, 0y — T3,
—103 — z‘F83 —i01 — Oy — ir}l — F%Q —i0y — iF%O —-m 0
—301 + 02 — ’L'Fgl — F82 103 + F%g 0 —i0y — ZT‘%O —m

les relations sur les coefficients de Christoffel de la connexion de Dirac sont

[0 =T33 =T1p =T33 =Tg3 =5 =Tj3=T5,=0 (5.3)
et
F32 = ZF317F22 = ZF217F}2 = *iFthgQ = *ZT81- (5.4)
Theorem 13. Les symboles de Christoffel de la connexion de Dirac sur R* vérifient
[y =T3;=T1) =T =00; =3, =T{; =%, =0,
F32 = ZFBla F22 = ZF21a F12 = ZF117F02 = ZFOl:
r,=r,.
On peut construire une connexion de Dirac sur I'univers W, en prenant un

recouvrement localement fini et une partition de 1'unité {)\U} subordonnée a ce
recouvrement. Si Vy est une connexion de Dirac induite par la carte alors

V=> A"vy, Y A =1
U U

est une connexion définie sur I'univers W. Cette connexion est définie sur le fibré
tangent de I'univers W.

Remark 21. La connexion de Dirac est indépendante du choix de la particule de
masse m, c’est donc, une connexion intrinséque sur les champs complexes. Les
équations 5.3 et 5.4 permettent de définir un grand nombre de choix possibles pour
la connexion de Dirac.
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6. LES CHAMPS EN CORDES

On s’intéresse dans cette section a une représentation en cordes des particules
élémentaires. On suppose que 'univers W est une variété de dimension 4, orientée.
Le fibré tangent est muni d’une connexion V et d'une section de Dirac v, v*¥ est
le tenseur de Poisson défini par

1 1
7" = g Trace ({v",7"}) = ; Trace (v*7"),

~* sont les matrices de Dirac associées a v dans une carte de W. On définit

Popérateur d’évolution sur le complexifié du fibré tangent comme la section du
fibré ALW @ TcW,

P(X+iY)=v0V(X)+iyaV(Y).

L’équation d’évolution des champs complexes est
me

o (Z)= 71‘?& (6.1)
ou m est la densité de masse associée au champ complexe Z. Dans une premiere
approche on parlera de champ complexe et de masse ponctuelle pour définir la
notion de pseudo-particule et de masse. L’opérateur i® est un opérateur hermitien
pour une structure hermitienne donnée. L’ensemble de toutes les sections des formes
hermitiennes de Tc W qui rendent 'opérateur ¢® hermitien est noté He. Un champ
Z vérifie une équation d’évolution de type 6.1. La masse ponctuelle ou densité de
masse associée a Z est la fonction m fixée par une section de Hg.

Definition 23. Les champs en corde sont des champs complexes Z pour lesquels
dim (Vect {Re Z,Im Z}) = 2,
et
[Re Z,Im Z] € Vect {Re Z,Im Z} .

Ces hypotheses permettent de définir un feuilletage de 'univers, de dimension
2. Chaque feuille représente une trajectoire possible d’une corde, dite surface
d’univers, la corde est une feuille du feuilletage de S, défini par Im Z. Sous les
hypotheses précédentes, il existe deux fonctions réelles a et b, de classe C*° sur W
a valeurs dans R telles que

[ReZ,ImZ]=aReZ +bIm Z.

On peut associer & un champ en corde une fonction définie sur W a valeurs
complexes, © = a + ib.
Remark 22. [ReZ,Im Z] = LrezIm Z ot Lre z est la dérivée de Lie étendue aux
champs réels.

Definition 24. Une réunion finie de cordes est une ”particule”. La fonction ©
est la fonction d’onde associée au champ Z.

Soit S une surface d’univers et in : § — W, I'inclusion de S dans W. L’endomorphisme
Twin: TS — TWwW

est un isomorphisme de T, S sur Vect {Re Z (w) ,Im Z (w)}. Par la suite, on identifie
TS et Vect {Re Z (w) ,Im Z (w) } & I’aide de cet isomorphisme. On définit les deux
1-formes A et p sur S par A (w) (u) = o et p(w) (u) = 5 on

Twin(u) = aReZ (w) + BIm Z (w) € T,y in (T,,S) .
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Ces deux 1-formes définissent la 2-forme ¢ = A A p sur S. On prend pour
orientation de S, 'orientation définie par o.

Definition 25. La tension de la feuille S est

T(S) = /S , (6.2)

La tension est une quantité positive par le choix de 'orientation de S. La corde
ne peut pas occuper toutes les surfaces d’univers W | on fait I’hypothese que les
trajectoires possibles S sont celles qui rendent minimale 7 (S). Il peut y avoir une
infinité de surface d’univers. La trajectoire d’une corde définie par un champ en
corde est une surface d’univers pour ce champ. La notion de temps peut apparaitre
dans le choix de la restriction de la section des formes hermitiennes de TcW &
TW. On peut représenter cette restriction comme une métrique de Lorentz ou
une métrique pseudo-riemannienne de 'univers W. Dans le cas d'une métrique de
Lorentz, on définit les champs chronologiques associés a cette métrique. L’opérateur
® est défini par la connexion de Levi-Civita de cette métrique et le tenseur de
Poisson s’écrit localement comme le tenseur dual de g,g.

Definition 26. Un temps relatif sur S est une C*°-application 7 : S — R pour
laquelle T |, est constante pour toutes les cordes de S.

La condition nécessaire et suffisante pour que 7 soit un temps relatif est que pour
tout w € S, dyy7 (Im Z (w)) = 0. Ces égalités sont équivalentes & 'existence d’une
C*-application xy de W a valeurs dans R vérifiant dr = yA. Le temps relatif est
orienté positivement si x > 0 sur S~ {x = 0}. Si 7 est orienté négativement, —7 est
orienté positivement. Si 7 et 7 sont deux temps relatifs sur S alors 75 — 71 est un
temps relatif sur S. Un temps relatif 7 est un temps propre si x = 1. Si S~ {x =0}
n’est pas connexe, un temps relatif peut étre positif sur une composante connexe
et négatif sur autre. Dans la suite un temps relatif est tel que {x = 0} est vide ou
une sous-variété de dimension 0.

Theorem 14. Il y a équivalence entre la 1-forme différentielle A est exacte et S
est muni d’un temps propre, tous les temps propres T de S sont les primitives de
M. SiT et 5 sont deux temps propres sur S alors 79 — 11 est constante sur S.

Proof. La fonction x est définie par x (w) = d,7 (Re Z (w)), si x = 1 alors dr =
A O

Definition 27. Le champ en corde Z est exacte ou totale sur la surface d’univers
S si la 1-forme X\ est exacte.

Le champ Z vérifie une équation de la forme 6.1, la fonction m représente la
masse ponctuelle du champ Z. La masse de la corde 7 est donnée par

M'Y:/mu:/ml,ﬁezo, (6.3)
v v

avec I = Lge z0 qui est une forme volume sur . Et sa tension est définie par

ﬂ:/u:/ljRe\pO’. (64)
Y Y

Remark 23. A = —¢1, z0.
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L’énergie est proportionnelle a la masse de la corde avec un coefficient de pro-
portionnalité positif, noté c2,
E, = M,
Dans ce qui suit Z est un champ en corde exacte sur S. Si on impose que I’énergie
de chaque corde est invariante sur S et vaut Eg, alors I’énergie d’une particule au
temps ¢ pour le temps propre T est

E.=k(t)Es

ol k (t) est le nombre de cordes composant cette particule. Si on passe d’un temps
t a t+ At, la variation d’énergie est

AE = (k(t+ At) —k(t)) Es = Ak (t) Es.
Si on change de temps propre on a
AE = Ak (t+ ) Eg,

ou la constante «a est la différence entre le nouveau et I’ancien temps propre. On
a quantifié I’énergie en imposant une énergie constante sur chaque corde située sur
la surface d’univers. Si on utilise la formule de Planck

Eg = hv

ou v est la fréquence d’oscillation de la corde, alors les cordes ont méme fréquence
d’oscillation sur S. Les équations d’Einstein et Plank, E, = M,c? et E, = hv,,

permettent d’écrire
h

(C/"Y - M'YT'Y = C—2 (65)

qui est invariant, ou h est la constante de Planck et T), = % est la période
d’oscillation de la corde 7. On se fixe une métrique riemannienne g canonique,
sur S par

g(ReZ,ReZ)=g(ImZ,ImZ) =1
et

gReZ,ImZ)=g(ImZ,ReZ) =0.

Avec cette métrique pour un temps propre, Re Z = grad 7. L’excitation globale
de la surface d’univers de S est une section £ de S & valeurs dans Isomy (T'S)
qui & chaque événement w € S associe une isométrie de (73,5, g (w)) conservant
Porientation. La restriction de cette section a une corde y est I'excitation de cette
corde sur S. On pose M, la matrice de £ (w) dans la base {Re Z (w) ,Im Z (w)},
il existe une C'*°-application 0 : S — R vérifiant

M. ( cosf (w) —sind (w) ) ©6)

sinf (w)  cosf(w)

Si v est difféomorphe & Stou I=[0,1], on prend un paramétrage par longueur
d’arc ¢ : [0,1] — =, Papplication 6 o g : [0,]] — R est prolongeable par périodicité
sur R, la période T de cette fonction est la période d’excitation de la corde . La
longueur de la corde [ qui est la tension 7, de la corde vérifie

T, =kT,, ke N*.
Proposition 11. La tension de la corde v est un multiple entier de la période T, .

Remark 24. La fréquence d’excitation de v est vy = T—lw
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Pour comprendre la notion de fréquence d’excitation d’une corde =y, on se place
dans un voisinage de cette corde dans lequel il existe un temps propre 7. On choisit
I'unique temps propre pour lequel v = 771 (to) et on pose 79 = 7. Ensuite, on
fait varier le temps propre de ty & t;. Si on pense vy comme une corde ouverte ou
fermée qui évolue, sur la surface S, de 79 = 77 (tg) & y1 = 77! (t1) et on se fixe
un événement wy, sur 7p, cet événement décrit une trajectoire de wy, & wy, € 7.
On pose w; € v; = 7~ ! () un paramétrage de cette courbe. Le transport parallle
le long de cette courbe permet de définir une isométrie de S, w,, : Lw,, S — Tw, S
pour tout t € [to, t1], qui préserve lorientation. On a

gwtl Wiy T §wt1 Jwe © §wt,wt0 .
L’événement marqué w sur o = 71 (o) suit la trajectoire w; pour laquelle
-1
£ (wtl) = Swyy ,weg © £ (’LUQ) o §wt1,wt0, Vio, t1.

Si on se place sur la corde, il y a une excitation donnée en chaque événement w
par € (w) et les déplacements suivant un temps propre, de chaque événement de la
corde, vérifient 6.5. On en déduit la relation de quantification d’une corde,

h
M,T, = k. k €N (6.7)

On peut fixer 'excitation sur la surface d’univers S, en prenant pour fonction
6 dans I'équation 6.6, la fonction qui vérifie © = v/a? 4 b2 exp (i) ol © est I'onde
associée au champ en corde Z et est défini par © (w) = a (w) + ib (w) avec

[ReZ,ImZ] =aReZ +bIm Z.

Si la surface d'univers est muni d’un temps relatif 7 qui n’est plus propre, on
prend un temps relatif 7 qui vérifie dr = xA et Ly, z (x) = 0 pour lequel {x = 0}
est discret et positif sur S~ {x = 0}. Les points ol x = 0 correspondent aux points
de séparation des cordes ou au regroupement de deux cordes. Sur S~ {x =0}, si
on transforme le champ Z en Z,, = x Re Z 4+ ¢ Im Z et si on se restreint a la surface
Sy =S~ {Z, = o}, alors 7 est un temps propre pour Z, qui est un champ défini
sur S. Les 1-formes différentielles A, p se transforment en xA et u, donc M, et T,
sont invariantes et la tension de la surface .S, est

T (Sy) = /Sxo,

la fonction d’onde ©,, associée au champ Z, est Oy = —Lim z (x) + x© = x© sur
S et 0, =60 6.8. On obtient encore une formule de quantification identique a celle
donnée en 6.7. Dans le cas le plus général, on découpe la surface S \ {Z, =0}, en
surfaces ouvertes connexes et on répete le procédé sur chaque composante connexe
obtenue. Les événements de {Z, = 0} sont les points ou se collent et se décollent
les cordes entre elles qui évoluent dans la surface d’univers S. La représentation
géométrique des champs en corde permet de quantifier ’énergie de la corde définie
par le champ. Le produit de la masse et de la tension est discrétisé dans I’équation
6.7. Il serait intéressant de regarder le comportement d’un nombre fini de champs en
cordes, notamment en analysant les feuilletages de I'univers induits par ces champs.

Lemma 6. Si Z = X +1Y et Z' = X' +4iY sont des champs en corde de champ
imaginaire Y alors Z" = (X + X')+iY et Z = AX +14Y sont des champs en corde.
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Proof. On a
[V, X] =AY, X]+ Ly (\) X

=Y +(Qa+Ly (A\)X
si

Y, X] = aX + 5Y.

O
Proposition 12. La fonction d’onde associée au champ en corde Z = AX +1iY est
Aa— Ly (A\) +iA8=—Ly (\) + A(a+1if),

si la fonction d’onde du champ en corde X +1iY est ¢ alors la fonction d’onde du
champ en corde AX + 1Y est

¥ =—Ly (\) + ¢, (6.8)
ou Ly est la dérivée de Lie le long du champ Y .

Si X € I'™° (W) alors en coordonnées locales X = X#0,, ou X*# : W — R est
une C*-application. Si Y = Y*#9, alors [Y, X] = L"0, avec,
L" =YH(0,X") — X*(0,Y").
On cherche a déterminer les champs X tels que
Ly (X)=1[Y,X]=aX + 5Y,

ol « et [ sont des C*°-applications définies sur un ouvert U C W et Y est un
champ fixé non nul sur U. Localement, on a

YH(9,X"7) = XF(0,Y") = ad,, X" + B8, Y, (6.9)
pour tout v =0,1,2, 3.
Si {0,} est le local frame associé & la carte U, les champs X = X", pour
lesquels
X + 10,
est un champ en corde sont les champs qui vérifient le systeme d’équations différentielles
by + BXY +0,X" =0,v=0,1,2,3.

Pour un champ Y, le théoréme de redressement permet de construire une carte
o pour laquelle le local frame associé vérifie

0
Y :(90 et Y(p(ao) = E

Un champ local X s’écrit dans cette carte
X = X"0,,
le champ complexe
X +1iY
est un champ en corde si et seulement si il existe deux C*-applications « et
définies sur la carte ¢ telles que

aboy + XY + XY =0,v=0,1,2,3.
On peut écrire ce systeme sous la forme

X+ oy X +a=0
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BXY 4+ 0y XY =0,vr=1,2,3
avec
X = X% + XV9,.

L’existence de solution s’obtient en transportant ce systeme dans R* par I’isomorphisme
de carte Ty : TU — TR*, ce systeme s’écrit

6;” + B, X" + aydp, =0
avec
Be :ﬁogo_l, Qp :ao<p_1 et X¥ :X”ogp_l.
On a
X" =k, exp (— /det)
avec

k, = —50V/ag, exp (— /ﬁg,dt) dt+ C,

ou C), est une fonction indépendante de t, elle ne dépend que de z,y,z. On en
déduit le théoreme suivant, ce théoreme permet de déterminer le champ en corde
a partir de sa fonction d’onde.

Theorem 15. Les champs X pour lesquels X + 1Y est un champ en corde pour
Y # o dans une carte

0:U—>R*
dont le local frame associé {0,,v = 0,1,2,3} vérifie
Y =0
avec
Te® 0y = %
et dont la fonction d’onde associée sur U est
0=a+ip,
sont de la forme
X"0,
ou
X' =X"o0¢
et
X" =k, exp (— /det)
avec
k, = —50V/ag, exp (— /ﬁg,dt) dt+0C,, C, =0C, (2,9, 2),
et

ap=aopt, Bp=PFop "
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Le complexifié de ¢ d’un fibré hilbertien réel est
(RC~=(x(=(+iC
ou le produit par un complexe est défini par
(A +ip) (@,t) = (Az — pt, At + px)
pour toutes sections x et ¢t de T'(£) et toutes C*-applications \,u : W — R.
L’opération de conjugaison est une section de Hom (£ ® C) définie par (z,t) =
(z,—t), x et t € T'(§) et 'endomorphisme de fibré définissant la structure complexe

est J(x,t) = (—t,z). On pose s = x + it, ol = et ¢ sont des sections de T (§) par
Iidentification = (z,0) et t = (0,t) ol o représente la section nulle de .

Definition 28. Une section s = x + it de T' (£ @ C) est un complexification de la
section réelle x.

Definition 29. Une section complexe s € T' (£ @ C) est une @-section sur V.C W
sip®@t=xa surV.

Cela revient a dire qu’il existe une section locale ¢ de Hom ({) définie sur V telle
que pour tout w € V'

@ (w) 1 Ew (§) = Euw (§), ¢ (w) (t(w)) =2 (w).

L’application est un paramétrage qui donne la variation de la section espace x
par rapport a la section temps ¢. On peut comparer cet opérateur au paramétrage
d’une courbe. Une section d-dimensionnelle sur V' C W est une section locale
(51,52, ,8q) de T (€ ® C), telle que {s1 (w),s2 (w), -, sq(w)} est une famille
libre de E,, (§)®C, pour tout w appartenant & un ouvert V. Si s € Vect {s1, 2, , 84}
alors s = z"s,, 2z € C que I'on peut écrire sous la forme s = = + it avec

z=Re(z*)R (s,) —Im (2*) T (su),
est une section espace et
t =1Im (2*)R (s,) + Re(2#) L (su)
ou s, =R (sy)+1Z(sy).
Definition 30. Soit s’ une autre section de Vect {s1, 82, -+, 84}
s'=2a +it,
un {p, ¥ }-déplacement sur V de s’ par rapport d s est la donnée de deux sections
locales ¢ et ¢ sur'V de Hom (§) telles que la condition suivante est réalisée
=0 = r=pQRtetx=0 —= 2 =Yt
ot o est la section nulle et

(p@t)(w) =pw)(tw)), YweV.

On dit que les sections s’ et s sont en déplacement uniforme sur V, I'une par
rapport & l'autre, s’il existe un {p,1}-déplacement sur un ouvert V de W, de s’
par rapport a s tel que

1/} = =¥,
ol ¢ est une section locale de GL (§) définies sur 'ouvert V, c’est-a-dire que sur
chaque fibre E,, (§), ¢ (w) € GL(E, (£)).
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Remark 25. ¢ est la vitesse de s’ par rapport a s.

Dans cette partie, on impose une condition d’analycité des déplacements uni-
formes, dans le sens suivant, toutes les tranformations considérées sont analytiques
par rapport a la vitesse ¢. Supposons que sur l'univers W existe une structure
qui soit une +-presque complexe ¢ = J. Si le champ complexe X + iY est en
déplacement uniforme par rapport & Xo + iYy [18] alors on a

{ X=(17 c*Q);% (Xo — JYo)
Y= (1Fc2) 7 (Yp — e LX)

Proposition 13. Avec les hypothéses précédentes, si

Xo +1JY)
est un champ en corde alors
X +1JY
est un champ en corde.
Proof. On a
dim (Vect {X, JY'}) = dim (Vect { Xy, JYp}) =2
et

Xo — JYy, JYy + ¢ X
1+ 1) [Xo, JYo)
1+ ") (aXo + BIYy)

1+c ) (@+B) X+ (1£c2) 72 (1+c7) (B—cla) JY.
O

|
no
~— ~— ~— ~—
|
Nf=
~—~~ —~ —~

Remark 26. Si la fonction d’onde de Xo+1iJYy est a+1i8 alors la fonction d’onde
de X +1JY est

(1Fe?) 7 (L) (a4 8) +1(3—c ')
si le champ X +1iY est en déplacement uniforme le long de la structure +-compleze,
de vitesse J.

7. REPRESENTATION DE L’UNIVERS DE DIRAC-EINSTEIN PAR CHIRURGIE ET
EXTENSION ANALYTIQUE

Soit A une variété fermée, connexe, de dimension 4 et V une sous-variété com-
pacte, sans bord, non nécessairement connexe, de codimension > 2. La variété
W = ANV est une variété connexe qui représente notre univers de Dirac-Einstein.
La variété V est dite variété a 'infini et est notée V = W,. La variété W, est
une variété compacte, sans bord, de dimension 0, 1 ou 2. La dimension 0, permet
de représenter W comme une variété fermée privée de k points. Si k=1, A est le
compactifié d’Alexandroff de W. Pour la dimension 1, on retire & A, un nombre
fini k£ de lacets simples plongés dans A deux & deux disjoints. Si la dimension est
2, on retire un nombre fini k£ de surfaces fermées de genres g1, 92, -+, gx. On peut
généraliser en supposant que W, est une réunion finie de variétés fermées, deux a
deux disjointes, de codimension > 2. On note dans cette situation codims, W, la
plus petite codimension de chaque composante connexe de W .
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Theorem 16. 1) Si codimWo, > 3, alors Uinclusion in : W — A induit un
isomorphisme in, : 71 (W, w) = 71 (A, w) pour tout w € W.
2) Sicodim W o, = 2, in, : m (W, w) — m1 (A, w) est surjectif pour tout w € W.

Proof. C’est un théoreme de Godbillon [12]. O

Remark 27. Le goupe de Poincaré de l'univers est isomorphe au groupe fonda-
mental d’une variété fermé sous ’hypothese que sa structure a linfini est formée
d’un nombre fini de points.

On suppose 'existence d’'un champ chronologique stable sur W. La variété W
est une variété a deux feuilletages transversaux, notés 7T et £ avec codim7T = 3 et
codim& = 1. Il y a deux types de feuilles pour ces feuilletages, les feuilles F' pour
lesquelles Adhy F' = F qui sont les feuilles compactes et les feuilles pour lesquelles

Adhy F # F. On se place dans la situation ot W, = {001,009, ,00%} alors
Adhp F = FU{c0j,j € J} = Fy ol J est un sous-ensemble de {1,2,--- ,k}. Les
points 0oy, 009, -+, 00, sont les points de contact des feuilles a l'infini. On note

pour tout J € P ({1,2,--- ,k}), Wy = Undn, r—r, F. La famille
{W,:JeP{L,2,--,k})}
forment une partition de 'univers W. Si le systeme de Pfaff
Tiw— 7 (W) = Ey,

est prolongeable a I'infini, c’est-a-dire, si limy 00, T (w) = Ej alors toute feuille Fg
telle que Adhp Fg = Fg U {00j,j € J} = Fg 7, est une sous-variété et

T, Fe,s = Ej.
On a pincé les feuilles-espace aux points a 'infini. Si le systeme de Pfaff
s:w — Ty

est prolongeable & l'infini, c’est-a-dire, limy o0, ¢ (w) = T alors toute feuille Fr
telle que Adhp Fr = FrU{ooj,j € J} = Fr ; est une sous-variété homéomorphe a
St ou & [0, 1] avec, Too, Fr,; = Tj. Les lacets simples Fr ; se coupent tangentielle-
ment aux points co; pour j € J. Sans I'hypothese de prolongement par continuité
a l'infini des systemes de Pfaff, on a un théoreme de fibration de l'univers si les
feuilles-espace sont compactes.

Remark 28. lim, o, ¢ (w) =T signifie qu’il existe des sections locales X;; dans
une carte de 0o, telles que Vect {X;; (w)} = ¢ (w) avec T; = Vect {X; (c0;)}.

Theorem 17. Si W = Wy et W # A alors W est lespace total d’un fibré de base
R ou S'. Si W est compacte, W est lespace total d’un fibré de base S'.

Proof. C’est une conséquence du théoreme de stabilité globale de Reeb [28], [29]
et [15], il suffit de remarquer que toutes les feuilles espace sont compactes et que,
sous cette hypothese, W est 1’espace total d’un fibré de base S' ou R suivant la
compacité de W. O

Si oo € Adhp Fe, un chemin v de A, tel que 7 (0) = oo pour un point & l'infini
00 € W ety (t) € Fe pour t # 0, est un Fe-chemin. On note To, Fg, ’ensemble des
vecteurs v’ (0), lorsque « parcourt ensemble des Fg-chemins. En général, Too Fg
n’est pas un sous-espace vectoriel de T A. C’est un cone de sommet ’origine o4, de
TooA. Ce n’est pas un cone de lumiere en général car il n’y a pas de prolongement
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de la métrique de Lorentz aux points a l'infini. Dans le cas ot W, est formé de
sous-variétés de dimension 0,1 et 2 en nombre fini, on dit que le feuilletage est
stable a l'infini si pour co € V, ot V' est une composante connexe de W, on a
TooFe = TooWao. Si W, = {oo}, il n’y a plus d’espace en ce point, si W, = St
alors l’espace est & une dimension au plus sur les lacets a l'infini [9]. Si W, = Ty,
une surface de genre g > 0, ’espace est de dimension au plus 2. A l'extérieur des
points a U'infini, les feuilles-espace sont de dimension 3. Pour le feuilletage temps,
si Woo = {oc} il 0’y a plus de temps en ce point, si W, = Stou T, alors le temps
est a une dimension au plus.

On peut imaginer une structure a l'infini ayant des sous-variétés de dimension
n=3oun =4. Sin =3, on se restreint a la partie connexe de W, privée des sous-
variétés de dimension 3 a I'infini, ou vit le champ chronologique de notre univers.
Notre univers est 'intérieur d’une variété compacte a bord, dont le bord est une
variété a l'infini. Si n = 4, notre univers est le bord a 'infini, d’un univers de
dimension > 5. On a une construction en ”gigogne” d’une succession d’univers de
dimensions supérieures contenues de le multivers de Banach-Schauder V. Lorsque
I’on impose que les dimensions de W, sont de dimensions inférieures ou égales a
2, cette construction en ”gigogne” reste vraie sans que ’on soit dans l'obligation
d’augmenter la dimension 4 des univers que l'on recolle par somme connexe sur
les différentes structures a l'infini. On représente W comme une singularité d’un
multivers de Banach-Schauder V.

On suppose que le compactifié d’Alexandroff de 'univers W, W U {oo} est une
C>°-variété fermée. Dans cette situation, on dit que I'univers est stable a l'infini.
On peut généraliser cette notion de stabilité en prenant une compactification a
plusieurs points ou tout autre type de compactification décrite précédemment. On
se donne une fonction C*°, & : W — R, qui mesure un état physique de I'univers
W, cette fonction peut étre une entropie ou une mesure physique réelle.

Definition 31. Deux événements p et q sont dans le méme état si @ (p) = @ (q).
On dit que les événements sont dans le méme présent pour la fonction d’état ®.
L’événement p est dans le passé de ’événement q et q est dans le futur de p si
@ (p) < @ (q) pour la fonction d’état P.

Si s est une valeur réguliere de I'état ® alors ®~! (s) est une hypersurface de
W. Pour définir un événement de I'univers, il faut définir exactement un nombre
n = dim'W d’états ®q,---, Py, deux & deux transversaux, ®; M ®; et ¢ # j. Si
$1,-* ,Sp sont des valeurs réguliéres pour les états @4, --- , ®,, alors le sous-espace
ﬂl@;l (s;) est une sous-variété de W de dimension 0, c’est-a-dire, une suite de
points de W sans point d’accumulation dans W, les points d’accumulation possibles
dans le compactifié est le point a I'infini co. L’événement w n’est pas entierement
localisé mais peut se situer en chaque point de ﬁﬁb;l (si). C’est un ”principe
d’incertitude de localisation” pour un événement décrit par n = dim W états
transversaux deux a deux. On peut approcher une fonction d’état par une fonction
de Morse. Pour structurer cet univers on fait ’hypothése que la fonction d’état
® est une fonction de Morse sur W. L’existence de telles fonctions de Morse
existent par le théoreme de densité de Milnor pour la C*-topologie fine de Whitney.
Pour une fonction d’état de Morse, si a est une valeur d’état non dégénérée, alors
W, = & !(a) est une sous-variété de dimension n — 1. Pour n = 4 les sous-
espaces, dans un état non dégénéré donné, sont des sous-variétés de dimension 3.
Les tranches d’univers de ce type qui ne contiennent pas le point a l'infini dans
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leur adhérence relativement & W U {oo}, sont des variétés fermées de dimension
3 dont chaque composante connexe peut étre décrite a l'aide des huit géométries
de Thurston [32]. L’ensemble des points critiques est discret, ce sont les points
dont la valeur d’état est irréguliere. Si on note W¢,, le passé de W, c’est a dire,
We, = &1 (J]—o0;al), le présent est le bord du passé, alors on peut reconstruire
I'univers a ’aide des deux théorémes suivants,

Theorem 18. Si [, 8] ne contient aucun état irrégulier alors la portion d’univers
&~ ([, B]) est difféomorphe & W, x [, B]. Le passé détermine entiérement le
futur. En particulier, le présent W, est difféomorphe au présent Wg.

Theorem 19. Si p est un événement critique d’indice X\, et s’il existe une petite
variation € > 0 d’état pour laquelle W ¢a ()4« ~ Wa(p)—e ne contient que p comme
¢vénement singulier, alors W < (p)+e st obtenue par chirurgie de type (\,n — A) @
partir du passé W g(p)_c-

Proof. C’est le théoréme de chirurgie de Milnor-Morse-Smale [26]. O

Remark 29. On rappelle la construction des chirurgies de type (A\,n — X). Si N
est une variété de dimension n, de bord non vide ON # 0 et ¢ est un plongement
de SA1 x D" dans ON, on pose x (N, p) = YL~ U est l'union disjointe de N

et D™ et ~ représente la relation d’équivalence suivante

z €N ~yedD" =81t x DAy DA x gnAL

si et seulement si @ () = y. L’espace x (N,¢) est une C™-variété obtenue par
chirurgie de type (A,n — \) & partir de la variété a bord N.

On peut construire des €tats de Morse pour lesquels chaque présent ne contient
au plus qu’un événement singulier. Ainsi , pour étudier la géométrie de ['univers,
par rapport a cet €tat, il suffit d’analyser la géométrie du passé et reconstruire par
chirurgie, a partir de ce passé, le futur local de notre univers.

Si on veut décrire de fagon déterministe chaque événement, on peut plonger W
dans R? avec n < p < 2n+1, c’est le théoreme de plongement de Withney. 11 suffit
de décrire au plus 9 états {®,} tels que ® = (P, P2, -+, Pg) soit un plongement.
Pour un déterminisme local, il suffit d’immerger 'univers dans RP, les théorémes
de Gromov-Smale [13], [31] de la théorie des immersions permettent de limiter le
nombre d’états suivant la nature topologique de I'univers W. Dans ’hypothese
non déterministe, il y a donc, un principe d’incertitude sur la localisation d’un
événement.

Dans ce qui suit, on propose une représentation par extension analytique a partir
des cartes de I'univers W. Soient ¢, : R* — W, deux cartes de W telles que
%) (R4) Ny (R4) # (b, le changement de carte est donné par

AT (@R Ny (RY) R = 7! (¢ (RY) Ny (RY)) CR?

on A = Y logp lo—1(p®RHNp(®)) [23]. Sur un C*-variété W, l'unique struc-
ture analytique induite par la C°°-structure, permet de choisir des cartes ana-
lytiques ¢ : R* — W. Le changement de carte A est analytique sur 'ouvert

o7t (¢ (RY) N (RY).

Definition 32. Les cartes ¢ et ¥ sont analytiguement compatibles si et seulement
si le changement de carte X est la trace d’un difféomorphisme analytique © de R*.
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Remark 30. Ce prolongement analytique est unique d’apreés le théoreme d’unicité
analytique.

Un m-uplet de cartes (¢1, 92, -+ ,¢m) est stable si ¢; et ;11 sont analytique-
ment compatibles pour tout j = 1,--- ,m —1. Soit ¢; = <pj_1 1 Uj = @; (IR4) — R4,
pour j=1,--- . met

N =gi0brh = @5 opi g (U NUjp1) = ¢ (U N Ujp1)

alors l'ajustement de carte ¢; est donné par ©1 0030 -0 0,,_1 0 ¢, o1l O; est
I'unique extension analytique de A;. Si on pose © = ©; 0030 -0 60,,_1, alors
lajustement de carte dans ¢; est © o ¢, et I'ajustement dans ¢, est O~ o ¢;.
Dans ce qui suit on suppose que tous les changements de cartes analytiques sont
les traces des éléments d’un sous-groupe G du groupe des isométries analytiques de
I'univers de Minkowski, c’est-a-dire, W est une (Q,R4)-variété. Les sous-groupes
G du groupe des isométries analytiques de l'univers de Minkowski, & savoir R?,
muni de la métrique ds®> = —dt? + dx? + dy? + dz? ( on normalise en prenant
c = 1), qui opérent transitivement sur R* permettent de construire application
développante pour un événement fixé w € W et une carte ¢ de la (g , R4)-variété
W avec, 9 (0) = w, o € R* . Cette application est notée D : W - R%, ot N4
est le revétement universel de W, D est un difféomorphisme si et seulement si la
métrique induite sur I'univers W par la métrique de Minkowski fait de W un espace
métrique complet. Dans cette situation, 'univers W est entierement décrit par son
groupe d’holonomie I' C G, qui est isomorphe & m (W) [36].

Theorem 20. Avec les hypothéses précédentes, le revétement universel de W' est

difféomorphe ¢ R* et W est difféomorphe a T'\R*.

Proof. G opere analytiquement et transitivement, avec stabilisateur compacte en
chaque point de R* muni de la métrique de Minkowski. Avec ces hypotheses, W est
(g , R4)—comp1éte. Le revétement universel de W est R%. On a le difféomorphisme
de W sur I'\R%. O

Le choix du groupe G est entierement décrit par la nature ondulatoire de I'univers.
A chaque changement de cartes de ¢ a v, on définit un élément © du groupe
structurel G. Une onde ¢ sur 'univers W est une application ¢ : W — C qui
vérifie pour toute carte ¢ : R* — W la propriété fR4 | o <,0|2 dzdt < 400, on note
[¢op|? cette intégrale. Soit e : L2 (R*) — L? (R*), l'application définie par
Do (@) = a0 O, ot O est 'unique extension du changement de carte de ¢ & 9. Si
on prend une onde ¢ de 'univers W, on a ®g (¢ 0 9)) = ¢pop. L’application est une
bijection de L? (R4), on fait 'hypothése suivante, qui est une hypothese naturelle
qui respecte les principes quantiques, ®g est une transformation de Wigner, c’est-
a-dire, [(Pow, Pof)| = (o, B)| pour tout a et B dans L? (R?).

Theorem 21. Il existe une application 0 : L? (R4) — St et une application
L:L*(RY) — L* (R*)

telles que, g () = 0 () L (ax), avec L est unitaire ou L est antiunitaire.

Proof. C’est le théoréme de Wigner [35]. O

G est un groupe, donc G = {©: P =0 x L, |[f|=1et LeU (L*(R*)) }. L
ne peut pas étre antiunitaire. Les applications de G sont les isométries de ’espace
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de Minkowski pour lesquelles 'opérateur ®g conserve le produit hermitique de
L? (R4). Il faut vérifier que ce groupe G opere transitivement sur R*. Le groupe de
Poincaré propre LoxR* est contenu dans le groupe G et Lo xR* opere transitivement
sur RY. Pour une isométrie © € SO (3,1) x R, [|®oal® = [4. |0 O (z,t)|? dudt,

le Jacobien est Jo (z,t) =

N
det O (z, t)‘ = 1. En particulier,

||<I>@a||2=/4|ao®(x,t)|2J@ (:c,t)dxdt:/4 o (2, )2 deedt = [la|?,
R R

par changement de variable. On rappelle que le produit semi-direct est décrit
par (0©,z) (0, 2') = (00, x + Oa’) et Ly correspond a la composante connexe de
SO (3,1), contenant 1.

Remark 31. L’univers de Poincaré-Minkowski-Einstein (PME) est obtenu pour
le groupe de Poincaré G =SO (3,1) x R*.

On veut généraliser la (g, R4)—structure de W, G désigne toujours un sous-groupe

de difféomorphismes analytiques de R*. On note A, I'atlas des cartes analytiques
de l'univers W. Une sous-famille F de A a la propriété de G-extension sur R*, si
pour tout couple de cartes (¢, ) € F2, tel que ¢ (R*) Ny (R*) # 0, le changement
de carte A a une extension sur R* appartenant & G. Dans tout ce qui suit F est
une famille de cartes ayant la propriété de G-extension sur R*, on pose Wx =
Uperp (R4), alors Wz est un ouvert de W, non nécessairement connexe, qui a la
structure de (g ,R4)—variété pour l'atlas engendré par F. La famille {Wx} ou F
parcourt ’ensemble des parties A, ayant la propriété de G-extension sur R*, forme
un recouvrement d’ouverts de W. Les familles réduites a une carte, ont la propriété
de G-extension sur R*, c’est le cas trivial. Une famille F de A, ayant la propriété de
G-extension sur R*, est maximale si pour toute carte 1) € A~ F, FU {1} n’a pas la
propriété de G-extension sur R*. On suppose, par la suite, que F est maximale. La
variété ouverte W r a une structure de (H, R4)—variété, ou H est le sous-groupe de
G, engendré par 'ensemble des G-extensions des changements de cartes appartenant
aF.
Theorem 22. II existe un homomorphisme ® : w1 (W) — H, appelée I’holonomie
de Wx et une application continue ®-équivariante(Dy = ®(y) o D pour v €
m (Wzx), D : VV; — R*, appelé le développement de Wx, qui est un isomor-
phisme local et W; est le revétement universel de W r.

Le couple (@, D) est unique dans le sens suivant, pour tout isomorphisme local
D' : Wz — R, il existe h € H tel que D' = ho D, D' est ®-équivariante
pour l’homorphisme ®' conjugué de ® par h, c’est-a-dire, ® : m (Wg) = H et
@' (y) =h® () b1

Remark 32. On identifie le revétement universel ¢ m (W z) et la projection  :
Wir — Wg, s’identifie a 7 (y) = 74 (1) avec v = [va] et 74 (0) = a. Le groupe
d’holonomie est ' = & (Wx).

Theorem 23. Si H est un sous-groupe d’isomorphismes de Lorentz et W r est

complet pour la métrique héritée de la métrique de Minkowsk:, alors W r est iso-
morphe a T'\R.

Proof. C’est un théoréme de Thurston [32]. O



58 JONOT JEAN LOUIS

On peut représenter 'univers W, comme une union de sous-univers difféomorphes
a I'\R*, ayant méme point & l'infini dans leur compactification d’Alexandroff ou de
fagon plus général, de méme variété a 'infini suivant la compactification choisie.
Dans cette représentation I'univers est entierement décrit par une famille de sous-
groupes du groupe des isométries de I'univers de Minkowski et sa structure a ’infini.

8. ATTRACTEURS DE L’UNIVERS DE DIRAC-EINSTEIN ET GRAPHES DE FEYNMAN
ASSOCIES.

L’univers de Dirac-Einstein est muni d’une métrique riemannienne g |w induite
par la métrique riemannienne forte g du multivers de Banach-Schauder. On note
dw, la métrique induite sur W par g. On suppose (W, dw) est un espace
métrique complet. Soit ¥ une C*°-application de W dans W, on définit le
coefficient de Lipschitz de 1 par

Lip (¢)) = sup {”Twng(w) Tw E W} < +oo.

Definition 33. un déplacement est une C*-application 1p qui vérifie Lip (¢) <
“+o0, une contraction v de W est un déplacement tel que Lip (v) < 1.  Soit 7;
une C*°-application du multivers de Banach-Schauder V dans lui-méme, 1; est une
W -contraction si ’LZ(W) CW et 1; est une contraction de V. On dit que v a pour
extension 7; .

Si F = {tn, v, ,1¥,} famille finie de contractions de W, il existe un unique
compact K de W, non vide, tel que

K =11 (K)Uys (K)U--- Uty (K)

c’est I'ensemble auto-similaire associé a la famille {11, 12, - ,4,} [17]. De plus,
pour toute partie compacte L C W,

lim U™ (L) =K ont ¥ (L) = t; (L) Uthy (L) U+ -~ Uh, (L) (8.1)

m——+oo

pour la métrique de Hausdorff associée a dw et U™ est la composée d’ordre m de
v,

Notation 2. On note K = A (1,92, , 1), Uensemble auto-similaire associé
auzx contractions {1, o, ,n}.

Definition 34. La famille de contractions {11, -+ , ¥, } vérifie la ”condition
d’ensemble ouvert” s’il existe un ouvert non vide V de l'ensemble W tel que

Uyt (V) SV ety (V) Ny (V) = 0 sii # .

Theorem 24. Si la famille contractions {11,109, -+ ,bn} vérifie la ”condition
d’ensemble ouvert” [14] alors la dimension de Hausdorff de A (1,12, 1)
est l'unique nombre a solution de I’équation de Moran

> Lip (1) = 1.
j=1

Proof. La preuve est donnée dans [14] et [17]. O
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On note Cw est I'ensemble des contractions de W et C~w I’ensemble des con-
tractions de W ayant une extension dans V. Un attracteur de W est un ensemble
auto-similaire A (11,12, -+ ,¥,) ot {11, ¥, } est un sous-ensemble fini de
5w qui vérifie la condition d’ensemble ouvert. Les attracteurs de 'univers
de Dirac-Einstein sont des sous ensembles compactes qui dépendent du choix des
contractions du multivers de Banach-Schauder et qui sont & structure fractale.

Soit F = {41, , ¥, } une famille finie de W-contractions du multivers de
Banach-Schauder V et Ar attracteur associé & cette suite. L’ensemble A N G,
o G = G(W,d, g |w) est le graphe quantique associé & la fonction d’entropie ®
et & la métrique riemannienne ¢ |w, est un ensemble fini qui définit un graphe de
Feynmann dont les sommets sont les événements de Ax NG et les arcs sont de deux
sortes, les arcs de G joints par deux sommets de Ax NG et les arcs de G qui ne
contiennent qu'un sommet de Ax N G. Les boucles du graphe de Feynman sont
les circuits du sous-graphe de G formés par les arcs ayant les deux sommets dans
Ar NG et les pattes formées par un arc de G contenant qu'un seul sommet dans
ArNG. Iy a deux types de pattes, les pattes sortantes sont les arcs dont le sommet
dans Ax NG est Uorigine et les pattes entrantes sont les arcs dont le sommet dans
Ar NG est 'extrémité. Si on note Gr ce gaphe, on a

lim " (Gr) = Ar.
n—+oo
L’intérét de cette présentation est la suivante, le graphe de Feynman G~ associé
a la suite F = {41,992, -+ ,¥,} définit entierement l'attracteur Ax et donne la
dynamique de Ax.

9. CONCLUSION

Décrire I'univers de Dirac-Einstein comme une singularité de type (1, 3) permet
de construire une métrique de Lorentz qui donne la géométrie de 'univers et définie
les champs chronologiques liés a cette métrique. Cela signifie que la section de Dirac
du multivers de Banach-Schauder V est un outil mathématique qui permet de
décrire la structure gravitationnelle de I'univers de Dirac-Einstein. La connexion
V induite par la métrique riemannienne g |w, ol ¢ est la métrique fortement
riemannienne définie sur le multivers V, permet de définir les équations d’état et
d’évolution des systemes physiques sur W qui ne dépendent que de la section de
Dirac a trace et la connexion V donné par le multivers V. La section de Dirac a
trace et la métrique fortement riemannienne décrivent entierement la physique de
I'univers si on complete cette présentation avec la notion de fibré d’état au dessus
de I'univers W. La quantification de ces fibrés permet de définir les axiomes de
quantification de I'univers W de manniere géométrique.

Les intégrales de Feynman, les graphes quantiques et la représentation des par-
ticules en corde, a partir des champs en cordes, completent la description physique
de 'univers de Dirac-Einstein. Pour finaliser la représentation géométrique de W,
on découpe 'univers et on le recolle par chirurgie en utilisant les fonctions d’état
de Morse. La construction des feuilletages espace et temps a 'infini donne une
représentation géométrique des champs espace et temps a l'infini. Enfin, le pro-
longement analytique est un procédé qui permet d’étendre les lois physiques d’une
carte a l'autre.
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Je pense qu’entre les dimensions existe une interdépendance. Il faudra repenser

l'univers, non pas comme une variété de type (1,3) mais comme un espace avec une
structure qui lie mesure et dimension, c’est 'objet du prochain article....
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