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摘要

对于具有周期正弦系数的总体模型，我们表明增长率和可再现性是涉及连续分数的简单⽅程式的解。例如，我们重新
研究具有固定潜伏期，呈指数分布的传染期和取⾃[数学]的正弦接触率的SEIS模型。⽣物科学。145（1997）77-88]。
我们表明，除了⼀些例外的参数值外，流⾏阈值不仅取决于平均接触率，还取决于波动幅度。

1.简介

    Lotka（1939）研究了线性⼈⼝模型，该模型将单位时间的出⽣⼈数与时间t相关联， ，有⽣育能⼒  和死
亡率 在x岁：

与 。他表明  并且总⼈⼝呈指数增长 ，其中r是⽅程式的唯⼀根

（1）和（2）的离散时间类似物是Leslie⼈⼝矩阵模型和Leslie矩阵的特征⽅程（1945年）。欧拉（Euler）在1760年就
已经研究了⼀个特殊的情况。我们经常将（2）称为“欧拉-洛特卡⽅程”。Lotka使⽤了表⽰法

它是⼀个⼈⼀⽣中产⽣的平均后代数。 是可重复性。⼈⼝在增长（ ）如果 。它减少了 ）如果
。模型（1）也出现在流⾏病模型⽆病平衡的线性稳定性研究中：变量x代表⾃感染和  流⾏开始时的感染

率（Diekmann和Heesterbeek，2000年）。

    许多动植物种群和许多传染病表现出季节性波动。这些波动会影响增长率和可重复性。（Thieme，1984; Jagers，
1985）将模型（1）替换为

是周期T的t的周期函数。那么，增长率r是唯⼀的实数，在周期T的周期连续函数的空间上，线性积分算符的谱
半径等于1

（Bacaër和Guernaoui，2006;Bacaër，2007）提出，可重复性的定义可以与算⼦的光谱半径相同
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B(t) f(x)

μ(x)

B(t) = ∫
∞

0

ϕ(x)B(t − x) dx , (1)

ϕ(x) = f(x) e− ∫ x

0 μ(y) dy B(t) ert

1 = ∫
∞

0
ϕ(x) e−rx dx . (2)

R0 = ∫
∞

0

ϕ(x) dx . (3)

R0 r > 0 R0 > 1 r < 0

R0 < 1 B(t)

B(t) = ∫
∞

0
Φ(t,x)B(t − x) dx . (4)

Φ(t,x)

u(t) ↦ ∫
∞

0

Φ(t,x) e−rx u(t − x) dx. (5)
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在周期T的周期连续函数的相同空间上。就像之前⼀样，  如果  和  如果 。如果功能 不
依赖于t，这些定义和结果简化为Lotka的定义和结果。

    现在假设

与 ，  和 。我们定义

我们猜测 。我们定义

Coale（1972年，第6章）⽤不同的符号表⽰：  对于  ⼩地⽅  是隐式定义的  明确地由

符号 表⽰复数z的实部。在（Bacaër，2007）中，我们以相同的⽅式显⽰  对于  ⼩地⽅

    在本⽂中，我们改编了（Just，2000）使⽤的⽅法。我们在特定情况下（6）表明，增长率和可再现性是具有连续分
数的⽅程的最⼤实根。

。再次在右侧注意，您必须取连续分数的实部。这些相对简单的⽅程式可⽤于数值计算⽣长速率和重现性。
如果我们写例如  坚持增长率对参数的依赖，那么我们将看到我们通常有不平等  对于 。换句话
说，⼈⼝增长的门槛（ ）不能简单地通过平均周期系数来获得，因为这等效于 。（Williams and Dye，
1997）的SEIS / SEIR流⾏模型说明了这⼀点，该模型包括⼀个固定的潜伏期和⼀个呈指数分布的传染期。

    我们在第2节中获得等式（10）和（11）。从它们中，我们找到第3节中的近似公式（8）和（9）。（Williams and
Dye的SEIS / SEIR流⾏模型（1997年）作为⽰例在第4节中进⾏。结论中还提到了其他⽰例。

2.（10）和（11）的证明

    根据（Thieme，1984; Jagers，1985），正线性算⼦（5）的谱半径是r的递减函数， 模型（4）的增长率是唯⼀的实
数，使得光谱半径等于1。因此，增长率r也是最⼤的实数，因此存在⾮平凡的周期函数  与

⾸先让我们考虑⼀下 ⽤周期的周期函数Ť， 。考虑傅⽴叶级数分解

u(t) ↦ ∫
∞

0
Φ(t,x)u(t − x) dx

r > 0 R0 > 1 r < 0 R0 < 1 Φ(t,x)

Φ(t,x) = [1 + ε cos(ωt)]ϕ(x), (6)

ω = 2π/T |ε| ≤ 1 ϕ ≥ 0

ξ = inf{s ∈ R, ∫
∞

0
ϕ(x) e−sx dx < +∞}.

ξ < 0

ϕn(s) = ∫
∞

0

ϕ(x) e−sx−niωx dx , n ∈ Z, s > ξ. (7)

r ≃ r0 + r2 ε
2 ε r0 r2

1 = ϕ0(r0) , r2 = −
1

2ϕ′
0(r0)

Re( 1

1/ϕ1(r0) − 1
) . (8)

Re(z) R0 ≃ R0,0 + R0,2 ε
2 ε

R0,0 = ϕ0(0) , R0,2 =
ϕ0(0)

2
Re( ϕ1(0)

ϕ0(0) − ϕ1(0)
) . (9)

1
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1
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⋯
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ϕ0(0)
− 1 = 2 Re 

ε2/4
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− 1 −

ε2/4
R0
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− 1 −
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⋯

 

(10)

(11)

∀ |ε| ≤ 1

r(ε) r(ε) ≠ r(0) ε ≠ 0

r > 0 ε = 0

u(t)

∫
∞

0
Φ(t,x) e−rx u(t − x) dx = u(t), ∀t. (12)

Φ(t,x) = p(t)ϕ(x) p(t)



与 。如前所述（Coale，1972； Williams和Dye，1997），等式（12）等价于线性⽅程的⽆限系统。

和  由（7）定义。

    现在考虑特殊情况 。因为 ，系统（13）被写⼊

我们可以将（Just，2000）使⽤的⽅法改编为类似的三对⾓线系统。让我们重写系统（14）

如果k = 0，则写⼊此等式

但是（15）⽤k-1或k +1代替 k，也表明

让我们迭代地组合（16）和（17）-（18）。我们得到连续分数

因为  和 是复共轭数，我们得出“特征⽅程”（10）。增长率r是最⼤的解决⽅案。

    从问题开始（11）的证明是相似的

是最⼤的实数，指此⽅程具有⾮零解，周期时段的Ť。对于特定情况 ，等式（19）导
致

并⾄⽅程（11）。

3.近似公式（8）-（9）

    从（10）-（11）开始，可以轻松找到近似值（8）-（9），这些近似值已在（Coale，1972;Bacaër，2007）中以更复
杂的⽅式得到证明。

p(t) = ∑
n∈Z

pn e
niωt , u(t) = ∑

n∈Z
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niωt ,

ω = 2π/T

∑
n∈Z

pk−n ϕn(r)un = uk (k ∈ Z), (13)

ϕn

p(t) = 1 + ε cos(ωt) p(t) = 1 + ε
2 eiωt + ε
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2
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ε

2
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+
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ϕk(r) ϕ−k(r)

∫
∞

0
Φ(t,x)u(t − x) dx = R0 u(t) . (19)

R0 Φ(t,x) = (1 + ε cos(ωt))ϕ(x)

ε
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    让我们从增长率 r开始。让我们寻找ε⼩形式的近似值 。如果ε= 0，则取消（10）的右侧，我们
得到  作为⽅程的（唯⼀）解 ，当然与Euler-Lotka公式（2）相同。顺便说⼀下  对应于替换

 与 。现在线性算⼦

在周期T的周期函数的空间上具有与线性算⼦（5）相同的特征值，特征函数仅移位 T / 2。为了强调r对ε 的依赖性，
我们写 。因此，我们有  和 。（Bacaër，2007年）对可再现性的近似使⽤了类似的论点。

    因此，我们有  我们必须确定 。增长率r是隐式⽅程（10）的解。因为 ， 我们有

（例如，假设该功能 ⾄少在很⼩的时间间隔内都是正数）。所以我们有  和 。
为了仅在等式（10）右侧的ε中保留⼆次表达式，我们将分⺟替换为其最低阶近似。我们取代  与 。我们忽
略了连续分数ε中的⼆次余数。我们获得

但

我们使⽤近似值 。我们在（20）中确定ε中的⼆次表达式。这给

等价于（8）。该公式可以⽤略有不同的形式编写。的确，

我们有 。所以

它与（Coale，1972）的公式（6.27）基本相同。

    同样 对于ε⼩。根据等式（3）或等式（11） ， 我们有 。为了仅在等式（11）
的右边保持ε中的⼆次表达式，我们⽤分⺟的最低阶近似值代替 。我们忽略了连续分数的其余部分，因为
它在ε中是⼆次⽅的。我们有

这导致公式（9）。

4.具有固定等待时间的SEIS模型

4.1背景

    称为SEIR或SEIS的流⾏病模型具有潜伏期和感染区室。当接触率是周期性的时，它们已经成为许多数学或数值研
究的主题（Williams和Dye，1997； Schwartz和Smith，1983； Aron和Schwartz，1984； Kuznetsov和Piccardi，1994；
Moneim和Greenhalgh， 2005; Ma and Ma，2006）。（Earn等⼈，2000）对⽔痘的⿇疹特别感兴趣（Deguen等⼈，

r ≃ r0 + r1 ε + r2 ε
2

r0 ϕ0(r0) = 1 ε ↦ −ε

p(t) = 1 + ε cos(ωt) p(t − T/2)

u(t) ↦ ∫
∞

0
Φ(t − T/2,x) e−rx u(t − x) dx

r(ε) r(−ε) = r(ε) r1 = 0

r ≃ r0 + r2 ε
2 r2 ϕ0(r0) = 1

ϕ0(r0) − ϕk(r0) = ∫
∞

0
ϕ(x) e−r0x(1 − e−kiωx) dx ≠ 0, ∀k ≥ 1

ϕ(x) ϕk(r0) ≠ 1 1/ϕk(r0) − 1 ≠ 0 ∀k ≥ 1

ϕ1(r) ϕ1(r0)

1

ϕ0(r)
− 1 ≃ 2 Re(

ε2/4

1/ϕ1(r0) − 1
) . (20)

ϕ0(r) ≃ ϕ0(r0 + r2 ε
2) ≃ ϕ0(r0) + r2 ε

2ϕ′
0(r0) = 1 + r2 ε

2ϕ′
0(r0) .

ϕ0(r)

r2 = −
1

2ϕ′
0(r0)

Re( 1

1/ϕ1(r0) − 1
) ,

c1 = ∫
∞

0
ϕ(x) e−r0x cos(ωx) dx , s1 = ∫

∞

0
ϕ(x) e−r0x sin(ωx) dx ,

ϕ1(r0) = c1 − is1

r2 = −
1

2ϕ′
0(r0)

Re( c1 − is1

1 − c1 + is1
) = −

1

2ϕ′
0(r0)

(1 − c1) c1 − s2
1

(1 − c1)2 + s2
1

,

R0 ≃ R0,0 + R0,2 ε
2 ε = 0 R0,0 = ϕ0(0)

R0,0 = ϕ0(0)

R0

ϕ0(0)
− 1 ≃ 2 Re( ε2/4

ϕ0(0)/ϕ1(0) − 1
) .



2000），⽽（Altizer等⼈，2006； Grassly和Fraser，2006）提出了⼀般性评论。尽管它对于根除问题很重要，但只有
（Williams和Dye，1997年）和（Ma和Ma，2006年）研究了流⾏阈值，该阈值取决于接近平衡且⽆病的线性⽅程。其
他参考⽂献则关注流⾏情况，寻找混乱或试图估计参数，并且仅在⽴即转向没有滞后时间的简单模型之前提及问题。
所有这些参考⽂献都经历了⼀个呈指数分布的传染期。

    （Williams and Dye，1997）使⽤傅⾥叶级数来分析研究潜伏期为固定常数且接触率为任意周期函数的情况。作者
确认线性化⽅程的增长率仅取决于周期性接触的速率，且仅取决于其平均值。下⾯显⽰了对于正弦接触率的特殊情
况，这仅对于参数的例外值才适⽤。可以通过使⽤（Coale，1972）的近似公式（9）来实现这⼀点。

    （Ma and Ma，2006）对SEIR模型进⾏了数值研究，该模型是⼀个常微分⽅程组，它对应于呈指数分布的潜伏期，
接触率随 。作者发现，接触率的平均值不⾜以确定流⾏病阈值。（Bacaër，2007年）使⽤近似公式（9）
在分析上证实了这⼀观察结果，该公式在本⽰例中表明，再现性以及流⾏阈值均取决于ε。

    （Just，2000）使⽤傅⽴叶级数研究延迟微分线性⽅程，其形式与具有固定等待时间的SEIS或SEIR模型的线性化相
同。但是作者选择了该功能 对于与接触率相对应的参数，由于接触率必须为正，因此不适⽤于⼈⼝动
态情况（（Just，2000）的动机是⼯程师的问题）。作者得出了与连续分数相似的模型增长率的特征⽅程，类似于
（11）。

4.2模型

    让我们回到威廉姆斯和戴伊（Williams and Dye，1997）考虑的固定等待时间的情况，并回顾同⼀SEIS模型的不同
可能公式。我们注意到SEIR模型导致平衡接近平衡⽽没有疾病的线性化⽅程。因此它具有相同的流⾏阈值。

    具有偏微分⽅程的公式包含三个部分：

时间t的健康⼈⼝是多少
是被感染但尚未感染的⼈⼝，在时间t已被感染x个时间单位

是时间t的感染⼈⼝。

模型的参数是

 ：总⼈⼝，保持不变；
 ：固定的等待时间；
 ：传染病的治愈率，使传染期呈指数分布；
：与时间t处的速率联系，时间t是周期T的周期函数。

该模型是

与 。通过沿特征线积分偏微分⽅程，我们得到 。因此，可以使⽤差分延迟⽅
程以更紧凑的形式编写系统：

我们将这些⽅程线性化接近平衡⽽没有疾病 。我们获得

是此线性化模型中在时间t处每单位时间的新感染数。我们有

1 + ε cosωt

c(t) = ε cos(ωt)

S(t)

E(t,x)

I(t)

N

L

a

c(t)

dS

dt
(t) = −c(t)S(t) I(t)/N + a I(t) , E(t, 0) = c(t)S(t) I(t)/N

∂E

∂t
(t,x) +

∂E

∂x
(t,x) = 0 (0 < x < L) ,

dI

dt
(t) = E(t,L) − a I(t) ,

E(t,x) = 0 ∀x > L E(t,L) = E(t − L, 0)

dS

dt
(t) = − c(t)S(t) I(t)/N + a I(t) ,

dI

dt
(t) = c(t − L)S(t − L) I(t − L)/N − a I(t) .

(S = N , I = 0)

dI
∗

dt
(t) = c(t − L) I ∗(t − L) − a I

∗(t) .

i
∗(t) = c(t) I ∗(t)



我们整合 和t，我们更改变量。我们得到以下积分⽅程  ：

与

公式（21）的形式为（4） 。

4.3数值⽰例

    现在假设如式（6）所⽰ ， 以便  与 。根据定义
（7），我们有

然后我们可以使⽤简单的⼆分法求解隐含⽅程（10）和（11）的增长率和具有不同参数值的可再现性。请注意，例
如，⽅程（10）右侧的分⺟可以由复数近似 ，使⽤迭代算法

如果将n取⾜够⼤，则引⼊的误差⾮常⼩ 。我们使⽤n = 20，但是n = 2的结果 已经⾮常接近。此外，必须谨慎对待⼆
分法，因为等式（10）和（11）可以有多个实根：r和 是最⼤的。图1显⽰了对于不同的值，延迟时间L的可再现性
。对于T和 ，我们采⽤与（Williams and Dye，1997）中相同的价值观。对于 ，我们  代替 
如（Williams and Dye，1997）。但是请注意，使⽤等式（11），如果  乘以⼀个常数，然后 乘以相同的常数。因
此，图1的形状保持不变，但垂直轴上的⽐例不同。

图1.重现性  取决于等待时间  对于 。其他参数： ，  和
。

    对于潜伏期的给定值，可重复性可以根据 ε显着变化。对于 ，曲线的很⼤⼀部分  低于1，即低于流⾏阈
值，⽽  （对应于 ）⾼于此阈值：平均接触率会预测错误的结果。以下是其他⼀些注意事项：

 独⽴于  如果 

d

dt
[ea t I ∗(t)] = ea t i∗(t − L) .

−∞ i∗(t)

i∗(t) = c(t)∫
∞

0
f(x) i∗(t − x) dx , (21)

f(x) = {0 ∀x < L ,

e−a(x−L) ∀x > L .
(22)

Φ(t,x) = c(t) f(x)

c(t) = c0[1 + ε cos(ωt)] Φ(t,x) = (1 + ε cos(ωt))ϕ(x) ϕ(x) = c0 f(x)

ϕn(s) = c0 ∫
∞

L

e−a(x−L) e−sx−niωx dx = c0
e−sL−niωL

s + a + niω
. (23)

z1

zn =
1

ϕn(r)
− 1 , zk−1 =

1

ϕk−1(r)
− 1 −

ε2/4

zk
(k = n,n − 1, … , 2).

R0

ε a c0 c0/a = 1,2 c0/a = 1,5

c0 R0

R0 L ε ∈ {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1} T = 1 log 2/a = 1/12

c0/a = 1,2

ε = 1 R0

R0,0 = c0/a ε = 0

R0 L ε = 0



是周期为T的L的函数
不依赖于 ε，如果 ，因此如果L是T的整数倍；

对于给定的潜伏期 L，重现性可以是 。

第⼀点是众所周知的：使⽤（3）或（11），我们有  如果 。如果没有周期性，则潜伏期不会
影响继发病例的数量，因为所有个体都在潜伏期中存活并变得具有传染性，并且接触率保持不变。

    第⼆点是由等式（11）和

当L替换为 L + T时，保持不变。直觉上，受感染的个体在潜伏期L或潜伏期L + T之后经历相同的环境。它产⽣相同数
量的辅助案件。

    第三点也是众所周知的。如果L = 0，则将模型简化为传染期呈指数分布的SIS模型。在这种特殊情况下，可通过平
均接触率获得可重复性（Bacaër和Guernaoui，2006年，第5节；Bacaër，2007年，第5.1.1节，包括参考⽂献）。确
实， 如果L = 0，则是（11）的解，因为 对于任何n≥1的整数纯
粹是虚构的：（11）的左侧和右侧等于0。

    为了理解第四点，我们使⽤近似公式（9）。我们有 ，带有

对于  ⼩，  是...的增加（或减少）功能  如果  （要么 ）。  当且仅当 
是⼀个纯虚数。这个条件写成

我们定义  唯⼀的实数

也就是说 。该ψ仅取决于乘积 。所以我们有  当且仅当

也就是说  对于 。因为 ， 我们有  如果  要么  与 
。特别是图1中的数值  如果 。但是，与图1可能暗⽰的相反，这四个曲线没有

越过⽔平线  恰好在  但⾮常接近

    同样，图2显⽰了对于不同的值，增长率是等待时间周期的函数  但随着 ，  和 如前所述。增长率不是L的周
期函数。该速率随潜伏期降低，但不是单调的。L和T之间存在共振。

R0

R0 L = 0

ε

R0 = ϕ0(0) = c0/a ε = 0

ϕn(0) = c0 e−niωL/(a + niω)

R0 = c0/a R0/ϕn(0) − 1 = R0(a + niω)/c0 − 1 = niω/a

R0 ≃ R0,0 + R0,2 ε2

R0,0 =
c0

a
, R0,2 =

c0

2 a
Re( 1

eiωL(1 + iω/a) − 1
) .

ε R0 ε R0,2 > 0 R0,2 < 0 R0,2 = 0 eiω L(1 + iω/a) − 1

cos(ωL) −
ω

a
sin(ωL) − 1 = 0.

ψ ∈ (0, π/2)

cos ψ =
1

√1 + (ω/a)2
, sin ψ =

ω/a

√1 + (ω/a)2
,

ψ = arctan(ω/a) aT R0,2 = 0

cos(ωL + ψ) = cos(ωL) cos ψ − sin(ωL) sin ψ =
1

√1 + (ω/a)2
= cos ψ ,

ωL + ψ = ±ψ + 2kπ k ∈ Z  ω = 2π/T   R0,2 = 0 L = k T L = (k − ψ/π)T

k ∈ Z R0,2 = 0 L/T = 1 − ψ/π ≃ 0,794

R0 = c0/a L/T = 1 − ψ/π

ε T c0 a



图2.增长率  取决于等待时间  对于 。其他参数如图1所⽰。

    然⽽，  仍然独⽴于 如果L是T的倍数，即  与  确实，请记住  是⽅程的唯⼀解决⽅案

 也是⽅程式（10）的解，因为

纯粹是虚构的  ：（10）的左侧和右侧为零。

    对于⼀般的等待时间 L，使⽤（8）和（23）  对于  ⼩，有  隐式定义

由（8）和（23）给出。⽤

我们获得

5.结论

    除了上⼀节提到的SEIS / SEIR模型之外，其他⼏个总体模型的平凡平衡的线性稳定性也可以简化为公式（4），其
中 由（6）给出。对于具有n个 被感染隔室的流⾏模型，尤其是这种情况，其中感染遵循⼀个周期（

）且仅具有正弦接触功能。参见（Bacaër，2007年）以及有关疟疾和霍乱的参考资料。具有固
定传染期L和正弦接触率 的SIS / SIR流⾏模型

在这种情况下，

r L ε ∈ {0; 0,25; 0,5; 0,75; 1}

r ε L = k T k = 0, 1, 2 … r0

ϕ0(r0) = 1 ⇔ c0 e−r0kT /(r0 + a) = 1 .

r = r0

1/ϕn(r) − 1 = (r0 + a + niω) er0kT /c0 − 1 = niω er0kT /c0

n ≥ 1

r ≃ r0 + r2 ε2 ε r0

ϕ0(r0) = 1 ⇔ c0 e−r0L/(r0 + a) = 1 .

r2

ϕ1(r0) = c0
e−r0L−iωL

r0 + a + iω
= c0

e−r0L

r0 + a
×

e−iωL

1 + iω/(r0 + a)
=

e−iωL

1 + iω/(r0 + a)
,

ϕ′
0(r0) = −c0

e−r0L

r0 + a
(L +

1

r0 + a
) = −(L +

1

r0 + a
) ,

r2 = −
1

2 ϕ′
0(r0)

Re( 1

1/ϕ1(r0) − 1
)

=
1

2[L + 1/(r0 + a)]
Re( 1

eiωL[1 + iω/(r0 + a)] − 1
) .

Φ(t, x)

I1 → I2 → ⋯ In → I1

ϕ(x) = c0 ∀x < L, ϕ(x) = 0 ∀x > L.

ϕn(s) = c0(1 − e−sL−niωL)/(s + niω).



如上⼀节所述，如果L是T的倍数，则重现性和增长率与ε⽆关。这是⼀个简陋的案例，因为没有理由使传染期与接触
期有任何算术关系，接触期通常是⼀周（周末较少接触）或⼀年。 （在暑假期间因⼉童疾病⽽减少的接触，在冬季
传播空⽓传播疾病的可能性更⾼）。然⽽，L = T的情况在数学⽂献中受到了很多关注（Cooke和Kaplan，1976；
Smith，1977； Nussbaum，1977和1978）。

    我们的结果更普遍的意义是，应将重现性和增长率的平均值视为例外。除了类似于已经提到的简并的情况外，据我
们所知，唯⼀正确的均值情况是传染性区室，传染期呈指数分布且⽆潜伏期（Bacaërand Guernaoui，2006，§5;
Bacaër，2007年，第5.1.1节及其参考）。该平均值对于任何偏差都是不正确的，例如对于传染病⽽⾔是两个传染区室
（Bacaër，2007年，第4.1节），或者是传染期不是按指数分布的（Bacaër，2007年，第5.1节）。 1）或⾮零延迟期
（Bacaër，2007年，第5.1.2节）。
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