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INTRODUCTION

Soient k un corps algébriquement clos, R 'anneau des polyndmes k[z, y]. Nous noterons
R; le k-espace vectoriel des polyndémes homogenes de degré i de k[z,y]. Si I est un idéal
homogeéne de R, I; désignera la partie homogéne de degré i de I (I; = I N R;) et t; la
dimension du k-espace vectoriel R;/I;. La fonction de Hilbert de I'idéal homogéne I est la
suite d’entiers naturels

T = (tﬂatla”' 7ti>"' 7tQ)tq+17"')°

La fonction de Hilbert d’un idéal homogéne I C R de colongueur finie n = > t; est
i

caractérisée par la propriété suivante :

il existe d et j deux entiers naturels, 1 < d < j tels que :
1)ti=1i+1pouri<d

2) tiy1 <t;pouri>d—1

3) tj+1 == 0

Une suite d’entiers naturels T vérifiant (hilb) étant fixée, la variété de Iarrobino notée Grp
décrit la famille des idéaux homogénes I de R tels que pour tout entier ¢ on a dimy(R;/I;) =
t;. G est une variété irréductible, lisse et compléte (|I1], Theorem 3.13). La variété Gr

(hilb)



admet une décomposition cellulaire (via une k*-action sur R comme ’a fait L. Gottsche
(dans |G6]) ou a 'aide d’une stratification utilisant les bases de Grdbner). Dans cette
décomposition cellulaire, les cellules sont en bijection avec les idéaux monémiaux de R
ayant la fonction de Hilbert T'. Disposant ainsi d’une Z-base du groupe de Chow CH (Gr),
la question naturelle qui se pose alors est la description de la structure multiplicative
de ce groupe. Une telle description donnerait une généralisation du calcul classique de
Schubert que ’on connait sur les grassmanniennes. A. larrobino et 'auteur ont déja calculé
dans [IY2] Panneau de Chow CH*(Gr) pour certaines fonctions de Hilbert particuliéres.
Notons au passage que pour ces fonctions de Hilbert particuliéres qui sont de la forme
T=1(1,2,3,---,d,d,---,d,1,0) A. Iarrobino a montré ([I2]) que les variétés G sont des
désingularisations naturelles des variétés des d-sécantes de courbes rationnelles normales
d’espaces projectifs.

Nous abordons ici la description de I'anneau de Chow des variétés G qui sont aussi
“simples" que possibles et qui ne soient pas des grassmanniennes.

Dans le paragraphe §1 nous expliquons ce que nous entendons par “simples" et donnons
une description de ces variétés G dites “simples". Sous I'hypothése que la fonction de
Hilbert T" est indécomposable (voir Définition 1.1), on a deux types de G “simples". Pour
I'un et 'autre type, on utilise le Théoréme 1.3 pour calculer dans le §2 la classe [G7] de
Gr dans le produit de deux grassmanniennes (ou dans le produit d’un espace projectif et
d’une grassmannienne ). Le Théoréme 2.2 de A. King et C. Walter [K-W| nous permet
ensuite de déterminer 'anneau CH*(Gr). Pour chacun des deux types de Gr “simples"
nous donnons au §3 des exemples illustratifs. Nous indiquons, lorsque les grassmanniennes
en présence sont en fait des espaces projectifs, comment en écrivant les équations de Grp,
on en déduit sa classe [Gr] (remarques 3-A.4 et 3-B.2).

1 Les G “simples"

Définition 1.1. Soit T' = (to,t1, -+ ,ti, - ,tj—1,t;,0) (t; > 0) une fonction de Hilbert.
1) On appelle ordre de T', I'entier naturel d(T") = inf{i/t; # i+ 1}.
On appellera premier palier de T', I'entier naturel 6(T') = maz{i/tqr)+; = tacr)}-
2) On dira que la fonction de Hilbert T" est décomposable s’il existe deux entiers a et b
tels que (a < b) et (tgqe1 >ty = tqy1 = -+ = tp > tpr1). Une fonction de Hilbert non
décomposable est dite indécomposable.

Etant donné une fonction de Hilbert T = (to,t1, -+ ,ti, -+ ,tj—1,t5,0) d’ordre d(T) =
d, on sait que la variété G se plonge tout naturellement dans un produit de variétés
grassmanniennes :
J
¢ Gr <= JlGrass(i+1—t;i+1)
i=d
1 — (Id)Id-‘rla"' )I])



Pour des raisons de clarté des calculs, nous supposerons que la fonction de Hilbert T n’est
pas décomposable (définition 1.1). En effet on montre que si T est décomposable, la variété
Gt est isomorphe a un produit G x Gp» ou T' et T” sont de longueurs plus petites que
T.

Supposant T indécomposable, on voit que le premier cas & considérer est celui ou
GT n’est pas une grassmannienne et se plonge dans le produit de deux grassmanniennes
seulement. C’est le cas si et seulement si rang(Pic(Gr)) = 2 (voir par exemple [IY1]). Nous
dirons donc que la variété G est “simple" si T' est indécomposable et rang(Pic(Gr)) = 2.

Les deux types de Gr “simples"

Soit T = (to,t1,- - ,ti,--- ,tj,0) une fonction de Hilbert indécomposable d’ordre d et
dont le premier palier est de longueur . On supposera que tq # 0, sinon G est réduit a un
point. L’hypothése d’indécomposabilité de T fait que 'ona: § =0 ou (0 #0 et ty =d).
Si en plus rang(Pic(Gr)) = 2, on a les deux types de fonctions de Hilbert suivantes :

( s Lyttt ad_ladatd>td+1¢0> avec tq >td+1 (j :d+1)

To (§=0): T = (1,2
(172) '7d7d7"'7d7td+5+170) avecj:d—l—é—i—l.

T1(5>0)2 T

On a alors les plongements suivants, selon que d =0 ou d > 0 :

Gr 5N Grass(d+1—ty,d+ 1) x Grass(d + 2 — tgy1,d + 2)
Gr < P x Grass(d+6 +2 — tasser, d + 6 +2).

Le modéle d’un idéal homogéne ayant la fonction de Hilbert “simple" T est I'idéal monémial

— lyd — 1 Prd+d6+1—p gprd+d+2—gq :
E-{(yw )iy<i<ar W )twrsir<p<atssir (YT )0§q§d+5+2} qui peut

étre représenté par 1'un des escaliers suivants :



T Aty Y
/ o /I iy

xd+1—td+1ytd+1 . gUd+§—0—1—tgz+5+1ytaz+5+1
/Id%j*td‘*'lytd‘*'l*l zdt9t3—tarst1ytats+1—1

d+0+1

§+2 4 pdto+2
// 14

FIGURE 1 — Model d’un ideal monémial “simple"

Remarque 1.2. Si T = (tg,t1, - ,ti, -+ ,tgrs+1,0) est une fonction de Hilbert “simple"
d’ordre d et dont le premier palier est de longueur 9, la variété G compte

d+1—tq4 541 tat+1
< ta—tarssr ) X ( tdrett ) cellules.

C’est le nombre d’idéaux monomiaux de R ayant la fonction de Hilbert 7' (voir [IY2]
Theorem 5.2).

Pour un entier i, nous noterons G; la grassmannienne Grass(i + 1 —t;,i + 1). Soit S;
(resp. Q;) le pull-back du sous-fibré tautologique (resp. fibré quotient tautologique) de G;
sur le produit des grassmanniennes. On a le théoréme suivant (voir [Y2], Théoréme 4.4) :

Théoréme 1.3. Soit T = (to,t1, - ,tiy -+ ytars+1,0) une fonction de Hilbert “simple”
d’ordre d et dont le premier palier est de longueur §. Alors la variété G est le lieu des
zéros d’une section du fibré

H=[Ris284]" ® Qay14s
et la codimension de G dans le produit Gg X Ggy145 est égal au rang de H.

Ce théoréme a été démontré dans [Y2] pour une fonction de Hilbert indécomposable
quelconque.

2 Anneaux de Chow des Gr “simples"

Nous allons d’abord calculer en utilisant le Théoréme 1.3, la classe de G dans le
produit de grassmanniennes G4 X Ggy11s. Un théoréme (Théoréeme 2.2) de A. King et
C. Walter nous permettra ensuite de donner une description de ’anneau C H*(Gr) lorsque
T est “simple".

Soit S; (resp. Q;) le pull-back du sous-fibré tautologique (resp. fibré quotient tautolo-
gique) de G; sur le produit des grassmanniennes. On a la proposition suivante :



Proposition 2.1. La classe de Gp dans Gg x Ggi11s est donnée par

0:[Gr] = [det(aup)1<up<dri—t,) 2T

td+1+5 —u-+v

ol Qyy = Z Cl(Qd+1+6) : Ctd+1+57u+v7l(gd)a
=0

les ¢;(Q;) désignant les classes de Chern des fibrés quotients.

Preuve : Si E est un fibré vectoriel de rang r sur une variété X, c;(EF) désignera le
polynéme de Chern de E, et ciop(E) = ¢,(E). Le théoréme 1.3 ci-dessus nous dit que

¢* [GT] = Ctop(H)y ol
H=[Rits ® SV @ Qis1+s.

Nous avons H = [S) ® Quy116)F3), Aot cp(H) = [c4(SY @ Qur145)] 3.

Soient 7’ le rang du fibré H' = S) ® Qgi144, €t 7 le rang de H. On a ¢ (H) =
[e (M) avec 1 = (d+1 —tg) - tap14s.

Soient {—fBm t1<m<dt+1—t, les racines de Chern de ¢;(S)) et {anti<n<tyy,ys celles de

ct(Qat1+s)- On a ¢ (H') = [[ (an — Bim), ce qui donne, en utilisant les identités détermi-
m,n

nantales (voir [Fu|, Appendix A.9) :

d+1—t
cr(H) = AT (Qup1ys — Sa) = |ty s —uroli<uwsdii—tg

titi14s—utv
avec Cty.qys—utv = Z Cl(Qd+1+5) : Ctd+1+5—u+v—l(Qd)'

=0
On en déduit le résultat de la proposition.
Formule 1 (Cas ou § = 0). Si T est une fonction de Hilbert “simple” dont le premier

palier est de longueur 6 =0, on a Gp i) Ggq X Gy et la proposition 2.1 donne

Ox [GT] = [det(auv)lgu,v§d+1—td]2

tg41—utv

avee auy =Y (Qar1) * Crypy—utv—1(Qa)-

=0

Formule 2 (Cas ou 6 > 0). Soit T une fonction de Hilbert “simple” d’ordre d et dont le
premier palier est de longueur 6 > 0. On a alors tq = d,

[
Gr = P X Gay14s



et la proposition 2.1 nous donne

2446
tit1+s (2+9)

¢«|Gr] = c(Qat1+s) - Ctd+1+5—l
=0

ot les ¢;(Qat1+s) sont les classes de Chern du fibré quotient Qqy145 et ¢ est la classe du
pull-back d’une section hyperplane de P?.

Théoréme 2.2 (A. King - C.Walter).
Soit T' = (to,t1, -+ ,ti, -+ ,t;,0) une fonction de Hilbert indécomposable d’ordre d dont le

J
premier palier est de longueur §. Soit G g Gax I G le plongement naturel de Gr
i=d+d+1

dans le produit de variétés grassmanniennes, alors

J
¢* : CH*(Gy x H G;) — CH*(Gr) est surjectif.
i=d+5+1

Corrolaire 2.3. L’anneau de Chow CH*(Gr) est isomorphe a

i=d+o+1
annulateur(p.[Gr))

J
cn (Gd . @1)

3 Exemples
3-A Exemples de G “simples" & premier palier de longueur § =0

Exemple 3-A.1. T'=(1,2,3,2,1,0). On a Gr g Grass(2,4) x Grass(4,5).

Notant o1, o9 les classes des pull-backs des cycles de Schubert spéciaux de Grass(2,4)
et ¢ la classe du pull-back d’une section hyperplane de P4, nous obtenons a l'aide de la
formule 1,

¢:[Gr] = [(01 +¢)? = (02 + 01Q))* = [(0] — 02) + 01 ¢ + .

Soit N l'annulateur de ¢.[Gr| dans A* = CH*(Grass(2,4) x Grass(4,5)), et NP = NN
AP (0 < p < 8). On obtient par de simples calculs, en utilisant les relations

(01(c3 —203) =0, o2(0? —03) =0, (°=0):

e NO=0



N'=0
N? =< 409 — 301¢ +2¢% >
N3 =< 40109 — 302¢ + 4¢3, 0o¢ — (3, 01¢* —2¢3 >
Nt =< 03 — ¢4, 3105¢ — 2%, 032 — ACY, 32 — C*, 1 (P — 2¢t >
e NP = AP, 5<p<8
On en déduit que CH*(Gr) = Z[oy,09,¢]/J ou J = (4dog — 301¢ + 2¢2,09¢ — ¢3,01¢% —
2¢3,03¢% — 4¢*, 02 — (4, 0109C — 2¢H, 03 — 20109, 0309 — 03, ().

Plus généralement si 7' est une fonction de Hilbert de la forme 7" = (1,2,--- ,d —

1,d,d—1,1,0), on a Gp g Grass(2,d+1) x Grass(d+1,d+2) et si o7 sont les classes des
pull-backs des cycles de Schubert spéciaux de Grass(2,d + 1) et ¢ la classe du pull-back
d’une section hyperplane de P4*+1 alors

¢«[Gr] = (01 +¢)? = (02 + 01 ().

Exemple 3-A.2. T = (1,2,3,3,2,0). On a Gp £> P3 x Grass(3,5). Soient ¢ la classe
du pull-back d’une section hyperplane de P3 et o les classes des pull-backs des cycles de
Schubert spéciaux de Grass(3,5), nous obtenons toujours a l'aide de la formule 1,

¢+ [Gr] = [(* + (o1 + 02)%.

Exemple 3-A.3. T = (1,2,3,3,1,0). Dans cet exemple, la variété G se plonge dans le
produit de deux espaces projectifs, P3 et P*. La classe de G dans le produit P3 x P* est
encore donnée par la formule 1 :

¢«[Gr] = (¢ +n)°
ott ¢ (resp. 1) est la classe d’une section hyperplane de P? (resp. P*).

Remarque 3-A.4 (Alternative a la formule 1).
Soit T'= (1,2,--- ,d — 1,d,d, 1,0) une fonction de Hilbert. La variété Gp se plonge alors
tout naturellement dans le produit de deux espaces projectifs, P% et P4+1

Gr — P(Rg) xP(Ry,,)
I — (Id’ IdLJrl) .
On a dim(Gr) = 2d — 1. Prenons pour base de R;, le systéme de mondmes (xlyi_l)oglgi,
soient X = (Xo,...,Xy) et Z = (Zo,...,Z411) les systémes de coordonnées homogénes
associés sur P(Ry) et P(RY, ;) respectivement.

Xo

On a (X, Z) € Gr si et seulement si (ZO oo Za ) . :<0>.
Z1 Zd+1 X
d



G est donc une intersection compléte définie dans P(Ryg) x P(Ry, ;) par les équations :

d d
> XiZi=0, Y XiZij1 =0.
=0 =0

Par le plongement de Segré

Q- Pl « pdtl  _y  pld+1)(d+2)-1
(X.2) — (XiZ;) ’

en prenant (Uij)OSiSd,OSde+1 pour coordonnées homogenes sur P@+D(d+2)—-1

(P4 x P4*1) admet pour équations
UlkUij_UljUik:(), 0<li<t, 0<k<y.

©(G7) est l'intersection de p(P? x P4*1) avec les deux hyperplans d’équations

d d
Z Uii =0et Z Ui,z’+1 = 0.
=0 =0

Si h est le classe d’une section hyperlane de P@D(@+2)=1 on a [p(Gr)] = h? - [p(P? x
P = 0. ([G7]), Aot [G] = ¢*(h%) = (C+n)?, ot € (resp. 1) est la classe d’une section
hyperlane de P? (resp. P4*1).

3-B  Exemples de G “simples" a premier palier de longueur ¢ > 0

Exemple 3-B.1. (Cas particulier ou la fonction de Hilbert est telle que tgi146 = 1)
On se donne deux entiers naturels positifs d et § et on considére la fonction de Hilbert
T(d, ) définie par :

oet;,=i+1 pour 0<i<d—1

et;=d pour d<i<d+§

o tarsr1 =1

et; =0 pour i>d+ 46+ 1.

La variété Gp(qs) est de dimension 2d — 1 et se plonge dans P? x pdtito .

Gras — P(Ra) xP(Ry, | s)
I = (IgIg,,)-

La formule 2 nous donne [Grgs)] = (¢ + n)%+2 ot ¢ (resp. ) désigne la classe d’une

section hyperplane de P? (resp. P4T1%9). Il ne nous reste plus qu’a calculer I'annulateur de
(¢ +n)°*2 dans (Z[¢,n]/ (¢4, 77 t1)) pour avoir 'anneau de Chow de Gr(d,s)-

8



Soit f = (¢+n)°*2, il s’agit de déterminer Iidéal J = (¢4, 771) : f) de Z[¢, ). 11 suffit
alors d’écrire : /1 = (n 4 ¢ — ¢)’*! pour avoir

P = S ()¢
+ X (B )+ (=g

On en déduit que 'annulateur de [Grpg g)] est

l=d
J = (cd“, > (i )+ n)’(—od‘l> -

=0

Dot CH*(Grays)) = (Z[¢,n]/J). Pour cet exemple, des formules explicites de la multi-
plication dans CH*(Gr(q5)) (utilisant un codage des idéaur mondmiauz associés a T) se
trouvent dans [IY1].

Remarque 3-B.2 (Alternative a la formule 2). Pour la fonction de Hilbert T'(d,d) ci-
dessus, on sait que I'on a un plongement naturel

Gras) < P(Rg) xP(RY, .5
I — (Ia, Izq.)

Comme & la remarque 3-A .4, prenons pour base de R;, le systéme de monomes (xlyi_l)oglgi.
Soient X = (Xo,...,Xq) et Z = (Zo,...,Xatr1+s) les systémes de coordonnées homogénes
associés sur P(Rg) et P(RY, |, ;) respectivement. On a (X, Z) € Gpqs) si et seulement si

Zo ... Z

X 0
Zy . Zap )
: Do ¥ 0
Zits - Zdvi+e a

Gr(a,s) est donc une intersection compléte définie dans P(Rg) x P(Ry,,,5) par les § + 2

équations :
d

Y XiZi=0,0<1<1+44
1=0

On en déduit alors I’expression

(Grs) = (¢ + n)°*2 dans le produit P(Ry) x P(Ry 114)-



3-C Une table de multiplication pour I’exemple 3-A.2

Dans l'exemple 3-A.2 ou T' = (1,2, 3,3,2,0), on a vu que Gp i) P(R3) x Grass(3, R4)
et si ¢ est la classe du pull-back d’une section hyperplane de P(R3), o les classes des
pull-backs des cycles de Schubert spéciaux de Grass(3,5), nous obtenons

¢:[Gr] = ((* + (o1 + 02)*.

Nous allons dans ce paragraphe décrire une Z-base du groupe de Chow C'H(G7) pour cet
exemple et écrire la structure multiplicative de CH(Gr) en termes de cette base.

Une forme linéaire non nulle u = az+by € R étant fixée, on peut considérer (pour un idéal
homogéne I C R de colongueur finie) la suite d’entiers naturels n,(I) = (ni, ng,...,ni,...)
ol n; = dimk (R/(I + UZR))

Les fonctions n; : I — dimy, (R/ (I + u’R)) sont semi-continues supérieurement sur
Gr (T fonction de Hilbert quelconque). On montre (voir par exemple [Y1]) que pour n
fix¢, la strate S, = {I € Gr|n; = dimy (R/(I +u'R)) pour tout i} est isomorphe a un
espace affine. Ce sont précisément les classes d’équivalence rationnelles des adhérences de
ces strates qui donnent une Z-base du groupe de Chow CH(Gr).

Pour l'exemple T' = (1, 2,3, 3,2, 0) nous allons prendre v = x et considérer pour I € Gr
la suite des entiers n; = dimy, (R/(I + 2'R)). Puisque pour i > 5 on a z'R C I, nous aurons
n; = 11 pour ¢ > 5. Il suffit donc de considérer n = (n1, n2, n3, ng). Dans cet exemple nous
avons 12 possibilités pour n, donc 12 cellules pour Gr.

Idéal monoémial type | n([) Cellules
I = (2, 2% 2%, 2°) | (3,6,8,10) | Ap - codimension O -
I = (zy?,y*, 2%, 2°) | (4,6,8,10) | A; - codimension 1 -
= (y3, 23y, 2°) (3,6,9,10) | B; - codimension 1 -
I = (2%y,9%, 2°) (4,8,9,10) | Ay - codimension 2 -
I = (zy?, 2%y,y°,2°) | (5,7,9,10) | By - codimension 2 -
I=(y3 2% 23y° (3,6,9,11) | Co - codimension 2 -
I = (23,9y% 2%y°) (4,8,11,11) | A3z - codimension 3 -
I = (2y,zy3,9°,2°) | (5,8,9,10) | Bs - codimension 3 -
I = (zy? 2% 9°) (5,7,9,11) | C5 - codimension 3 -
I = (23,293, 9°) (5,8,11,11) | A4 - codimension 4 -
I = (z%y, 2% 2y%,9°) | (5,9,10,11) | By - codimension 4 -
I = (23,222 2y%,9°) | (5,9,11,11) | A5 - codimension 5 -

FIGURE 2 — Cellules de G pour T' = (1, 2,3, 3,2,0)
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Sur cet exemple on peut vérifier qu'une strate 5, est contenue dans 'adhérence d’une

strate S, si et seulement si n; > n; pour tout . (C’gtte propriété n’est pas vraie pour tout
T).

Reprenant les notations du paragraphe §2, soit S (resp. Sy) le pull-back sur G du sous-
fibré tautologique de P(R3) (resp. Grass(3, R4)). On a :

o Ay =Gr
e Aj est le lieu des couples (V, W) € G C P(R3) x Grass(3, R4) ot le morphisme cano-
nique S3 — (R3/xR2) est nul.

[A1] = ¢7(¢)
e Bj est le lieu des couples (V,W) € Gr C P(R3) x Grass(3, R4) ol le morphisme cano-
nique 4 — (R4/x3R1) est de rang au plus 2.

[B1] = ¢*(01)
e Ay est le lieu des couples (V,W) € Gr C P(R3) x Grass(3, R4) ot le morphisme cano-
nique S5 — (R3/$2R1) est nul.

[42] = ¢*(¢?)
e B; est le lieu des couples (V,W) € Gr C P(R3) x Grass(3, R4) ot le morphisme cano-
nique Sy/xS3 — (R4/xR3) est nul.

[Ba2] = ¢*(01¢ — 2¢?)
e C est le lieu des couples (V,W) € Gr C P(R3) x Grass(3, R4) ot le morphisme cano-
nique S, — (R4/ <z >) est de rang au plus 2.

[Ca] = ¢*(02)

Des propriétés analogues peuvent étre considérées pour les adhérences des autres cellules.

Soient a;, by et ¢; les classes d’équivalence rationnelle de A;, B; et C; respectivement.
On a alors la table suivante, donnant la structure multiplicative de CH(Gr) :

Zlay, b1, c2]

CH*(Gr) =
(1) = B2 Sarby 1 — 2,205 — 7a2b; & dayl? — B8, a)

11



X ag | ai bl a9 bg (&) as bg C3 a4 b4 as
ap ao a b1 az bo () as bs c3 a4 by as
a1 al as 2a9 + ba as b3 3as + c3 0 aq 2a4 +bg | O as 0
b1 b1 2a2 +ba | ag +2ba+co | 2a3+b3 | c3 2a3 4+ 2c3 | a4 2a4 +by | ag +2bs | as 0 0
ag as as 2a3 + b3 0 a4 2a4 + by 0 0 as 0 0 0
by || b2 | b3 c3 a4 by | O 0 as 0 0 0o |o
Cco co 3as +c3 | 2a3 + 2c3 2a4 + ba 2a4 + 3bg | as 0 0 0 0 0
as || az | 0 a4 0 0 as 0 0 0 0 0 0
bs || b3 | as 2a4 + by 0 as | 0 0o |o 0 0 0o |o
C3 c3 2a4 +bsg | ag + 2by 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a4 || aa | O as 0 0 0 0 0 0 0 0 0
by || ba | as 0 0 |0 0 |o 0 0 0 |0
as || as | O 0 0 0 0 0 0 0 0 0

FIGURE 3 — Table de multiplication de CH(Gr) pour T' = (1,2,3,3,2,0).
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