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CARACTERES TORDUS DES REPRESENTATIONS
ADMISSIBLES

Bertrand Lemaire

Résumé. — Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien de
caractéristique quelconque, G un groupe réductif connexe défini sur F, § un F—
automorphisme de G, et w un caractére de G(F'). On fixe une mesure de Haar dg sur
G(F). Si 7 est une représentation complexe lisse irréductible (6, w)-stable de G(F),
c’est—a—dire telle que m 0 0 ~ ™ ® w, le choix d’un isomorphisme A de ™ ® w sur
7 0 0 définit une distribution ©2 sur G(F), appelée « caractére (A-)tordu de 7 » :
pour toute fonction f sur G(F'), localement constante et a support compact, on pose
OA(f) = trace(r(fdg) o A). Dans cet article, on étudie ces distributions ©2, sans
hypothése restrictive sur F', G ou 6. On prouve en particulier que la restriction de
04 a l'ouvert dense de G(F) formé des éléments 0—quasi-réguliers est donnée par
une fonction localement constante, et I’on décrit le comportement de cette fonction
par rapport a 'induction parabolique et a la restriction de Jacquet. Cela nous améne
a reprendre la théorie de Steinberg sur les automorphismes d’un groupe algébrique,
d’un point de vue rationnel.

Abstract. — Let F be a non—Archimedean locally compact field (car(F') > 0), G be
a connected reductive group defined over F', 6§ be an F—automorphism of G, and w
be a character of G(F"). We fix a Haar measure dg on G(F'). For a smooth irreducible
(6, w)-stable complex representation m of G(F'), that is such that 1060 ~ 7 ® w,
the choice of an isomorphism A from 7 ® w to 7 o @ defines a distribution ©4,
called the « (A—)twisted character of 7 » : for a compactly supported locally constant
function f on G(F), we put O2(f) = trace(n(fdg) o A). In this paper, we study
these distributions @T‘?, without any restrictive hypothesis on F';, G or §. We prove in
particular that the restriction of @4 on the open dense subset of G(F') formed of those
elements which are #—quasi-regular is given by a locally constant function, and we
describe how this function behaves with respect to parabolic induction and Jacquet
restriction. This leads us to take up again the Steinberg theory of automorphisms of
an algebraic group, from a rationnal point of view.

Classification mathématique par sujets (2000). — 22E50.

Mots clefs. — corps local non archimédien, groupe réductif, espace tordu, élément quasi—semi-
simple, élément quasi-régulier, représentation admissible, caractére—distribution, fonction caractére,
intégrale orbitale, formule d’intégration de Weyl.
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1. Introduction
1.1. — Soit F' un corps commutatif localement compact non archimédien, et soit G un

groupe algébrique réductif connexe défini sur F'. On note G = G(F') le groupe des points
F-rationnels de G. On munit G de la topologie définie par F', ce qui en fait un groupe
localement profini. Fixons un F-automorphisme 6 de G, un caractére w de G(F), et une
mesure de Haar dg sur G. Si 7 est un représentation (complexe, lisse) admissible (6, w)-stable
de G, ¢’est—a—dire telle que 7% ~ wr ot Pon a posé 1% = 700 et wr = 7 @ w, alors le choix
d’un isomorphisme A de wr sur 7? définit une distribution ©2 sur G, appelée « caracteére
(A)—tordu de 7 » : pour toute fonction f sur G, localement constante et a support compact,
on pose

@?(f) = trace(w(f) o A),

ou w(f) = w(fdg) désigne 'opérateur fG f(g)m(g)dg sur V'espace de 7. Puisque 7 est admis-
sible, Popérateur 7(f) o A et de rang fini, et la distribution ©2 sur G est bien définie. Pour
r € G, elle vérifie la relation

07 (') =w(z)'OR (f),
ot 'on a posé z’ef(g) = f(z"'g0(z)), g € G.

1.2. — Dans cet article, on étudie les principales propriétés des caractéres tordus de G
(voir [[LT0] pour une description détaillée), sans hypothése particuliére sur F, G ou 6. Ces
propriétés sont souvent déja connues, mais ne sont en général démontrées que dans le cas
non tordu, c’est-a—dire pour (f,w) = (id,1). D’autre part, dans le cas tordu, elles sont
souvent énoncées sous des hypotheéses restrictives : car(F) = 0; w = 1; 6 d’ordre fini; 6
quasi-semisimple ; G = GL, (F); etc — citons en particulier I'article de Clozel [CI1], dans
lequel toutes ces hypothéses sont vérifiées. On donne ici des démonstrations complétes dans
le cas tordu, valables pour F', G et 6 quelconques.

Signalons qu’une version légérement différente de cet article est présente sur arXiv depuis
le 21 juillet 2010 (arXiv : 1007.3576v1 [math.RT]). Elle a déja été utilsée par W.—~W. Li [Li]
et par J.-L. Waldspurger [W].
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1.3. — Ces deux types de torsion — l'une donnée par 'automorphisme 6 et autre par le
caractére w — apparaissent dans de nombreuses applications du principe de fonctorialité de
Langlands; déja dans les premiers exemples, comme le changement de base cyclique ou la
restriction des représentations & Gger(F'), on est amenés a considérer des caractéres tordus.
La théorie de I’endoscopie tordue étudie précisément les distributions D sur G vérifiant

(%) D("’f) = w(x)"'D(f)

pour toute fonction f sur G, localement constante et a support compact, et tout z € G. Cette
théorie permet en particulier de comparer les représentations irréductibles de G avec celles
d’autres groupes H qui lui sont associés — ceux faisant partie d’'une donnée endoscopique
(H,H,s,¢) de (G,0,w), cf. [KS]. Dans les cas particuliers ou elles ont été établies (e.g.
le changement de base et 'induction automorphe pour GL,), ces correspondances entre
représentations s’expriment par des identités de caractéres reliant les caractéres tordus de G
a des sommes pondérées de caractéres de H. Ces identités de caractéres sont le plus souvent
obtenues dualement & partir d’identités reliant, coté géométrique, les intégrales orbitales
endoscopiques de G — qui sont des sommes d’intégrales orbitales (6,w)-tordues (voir plus
loin, [[T)) pondérées par des facteurs de transfert — a des intégrales orbitales stables de H :
c’est la conjecture de transfert.

1.4. — L’analyse harmonique en caractéristique non nulle est souvent plus compliquée
qu’en caractéristique nulle, raison pour laquelle certains résultats d’Harish-Chandra —
comme par exemple 1'intégrabilité locale des caractéres [HC2| — sont encore aujourd’hui
valables en toute généralité seulement en caractéristique nulle (méme dans le cas non tordu).
La plupart des difficultés nouvelles sont liées & des questions d’inséparabilité qui ne se posent
pas en caractéristique nulle, ou en caractéristique résiduelle « suffisamment grande ». Certains
estiment qu’il est aujourd’hui trop tét pour aborder ces questions. On pense en revanche qu’il
est important, lorsque c’est possible, de disposer d’énoncés vrais en toute caractéristique. Par
ailleurs, depuis la démonstration récente du lemme fondamental par Ngd et Waldspurger,
I’analyse harmonique en caractéristique non nulle semble connaitre un regain d’intérét.

Le caractére tordu ©2 est une fonction localement constante sur un certain ouvert dense
de G ; c’est 'une des principales propriétés établies dans cet article. En caractéristique nulle,
Clozel [CI2] a démontré, pour 6 d’ordre fini et w = 1, que cette fonction est localement
intégrable sur G, généralisant ainsi le résultat d’Harish-Chandra déja cité [HC2]. Si F est
de caractéristique non nulle, cela n’est connu que dans quelques cas particuliers [Lell, [Le2].
Si la caractéristique de F' est suffisamment grande (par rapport au rang du groupe), il est
vraisemblable qu’avec des modifications mineures la méthode d’Harish-Chandra [HC2], [CI2]
s’applique encore ; cela mériterait d’ailleurs d’étre rédigé.

Le résultat dual, qui exprime les intégrales orbitales tordues en termes des caractéres —
et des variantes de ceux-ci, les caractéres pondérés —, est une conséquence de la formule des
traces locale, établie par Arthur [A] pour F de caractéristique nulle, 6 = id et w = 1. Pour
F' de caractéristique nulle, la formule des traces locale tordue a récemment été établie par
Waldspurger [W]. Pour F de caractéristique non nulle, I’affaire est loin d’étre réglée !

1.5. — Pour étudier les distributions sur G vérifiant la relation (x) de [[3] il est assez
commode d’introduire Uespace tordu G = G# de Labesse. (Pest une variété algébrique
affine définie sur F', munie d’un isomorphisme de variétés algébriques G — GH, g — g0 lui
aussi défini sur F', et d’actions algébriques de G a gauche et & droite, commutant entre elles
et vérifiant I'égalité g - g'0 - " = gg'0(g” )0 pour tous g, ¢’ g” € G. Pour g € G, on note
Intq: (96) automorphisme (algébrique) Intg(g) ¢ @ de G. On note G* = GO I'ensemble des
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points F-rationnels de G?, que 'on peut voir comme un G-espace (topologique) tordu. Pour
L ES G*, 'automorphisme Intgy () de G est défini sur F, et induit un automorphisme du
groupe topologique G, que l'on note Intq; (7). Pour g € G et v € G', posant 7 = Int e (),
on a
-1 -1
g v-g9g=g9 7(9) 7

En fait, la donnée de I’'automorphisme 6 n’est pas vraiment indispensable : il correspond au
choix d’un point-base d; de G#(F) tel que Intg: (1) = 6. La théorie des groupes algébriques
s’étend naturellement a celle des G—espaces tordus. Par exemple, on appelle sous—espace
parabolique de G* un sous-espace topologique Pf de G* de la forme P% = P - 7y pour un
sous-groupe parabolique P de G et un élément v de G¥ tels que Intgy (v)(P) = P.

Notons que les distributions D sur G vérifiant la condition (*) de [[3] correspondent aux
distributions D sur G vérifiant

(%) D("¢) = w(x) ' D(¢)

pour tout fonction ¢ sur G*, localement constante et a support compact, et tout z € G; ou
l'on a posé “¢(8) = ¢p(z~'-§-x), 5 € G°.

1.6. — On appelle w—représentation lisse de G la donnée d’une représentation lisse (m, V)
de G et d’une application IT : G* — Autc(V) vérifiant

O(z-v-y) =w(y)n(x) o I(y) o m(y)

pour tout v € G* et tous z, y € G. La représentation 7 étant déterminée par 'application II,
on la note aussi II°. La donnée d’une w-représentation lisse IT de G7 équivaut a celle d’une
représentation lisse (6,w)-stable  de G munie d’un isomorphisme A de wr sur 7% : on pose
m =1I° et A =1I(61). Si de plus 7w est admissible, auquel cas on dit que II est admissible,
alors le choix d’une mesure de Haar dy sur G (cf. Z3) définit une distribution ©n sur G¥,
appelée caractére de I : pour toute fonction ¢ sur G, localement constante et a support

compact, on pose
On(¢) = trace(Il(¢)),
ou II(¢) désigne l'opérateur [, ¢(7)II(y)dy sur Pespace de II. Si dy est 'image de la
mesure dg par ’homéomorphisme G — G, g — g - 01, alors pour toute fonction f sur
@, localement constante et a support compact, notant f¢ la fonction g - d; — f(g) sur Gt
on a II(f%) = 7(f) o A, d’on
on(f!) =0z (/).

1.7. — Pour tout sous—groupe fermé H de GG, on note h (méme lettre gothique) son algébre
de Lie. Un élément v de G est dit quasi—régulier si pour tout sous—groupe parabolique P
de G, on a l'égalité
g(1-7)+p=g,

ot 'on a posé g(1—v) = {X —Adgs (7)(X) : X € g}, Adge () = Lie(Intgs (7)). Les éléments
quasi-réguliers forment un ensemble ouvert dense, disons G,, dans G*. La notion d’élément
quasi-régulier généralise celle, plus classique, d’élément (semisimple) régulier : les éléments
réguliers de G¥ sont par définition ceux qui n’annulent pas une certaine fonction réguliere
Dgy sur G!, définie comme le discriminant d’Harish-Chandra Dg sur G (rappelons que
pour g € G, on a Da(g) # 0 si et seulement si g est semisimple régulier). Les éléments
réguliers forment un ensemble ouvert dense, disons Gﬁeg7 dans G*, qui est contenu dans Ggr
Pour v € G58g7 la G-orbite Og(y) = {g~-7-g: g € G} est fermée dans G?, et la composante
connexe G du centralisateur G, = {g € G : g~ 'v-g =} de vy dans G est un tore défini sur
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F. Le choix d’une mesure de Haar dg, sur le groupe des points F-rationnels G5 = G (F) de
ce tore, définit une distribution AS(~7 ~) sur G* — appelée w—intégrale orbitale, ou intégrale
orbitale w—tordue de v : pour toute fonction ¢ sur G%, localement constante et a support
compact, on pose

_ d
a 1, . g )
Ay (¢7 ’Y) - /Gg\GW(g)(b(g Y g) dgw

Puisque la G-orbite O¢(v) est fermée dans G, V'intégrale est absolument convergente, et la
distribution AS(-,) est bien définie.

1.8. — Les caractéres tordus O et les intégrales orbitales tordues AS(-,~) définis dans les
numéros précédents sont les deux familles principales de distributions D sur G* vérifiant la
condition (xx) de[[Hl On prouve dans cet article que pour toute w-représentation admissible
II de GY telle que la représentation sous—jacente II° de G est de type fini (c’est—a—dire de
longueur finie, puisqu’elle est admissible), la restriction de ©n & Gqr est donnée par une
fonction localement constante, que l'on note encore Op. En d’autres termes, pour toute
fonction ¢ sur G¥, localement constante et a support compact contenu dans Ggr, on a l'égalité

On(4) = /G 6(5)On(5)ds:

I'intégrale est absolument convergente (d’ailleurs c’est méme une somme finie). La formule
d’intégration de H. Weyl permet alors de développer l'intégrale ci-dessus en termes des
intégrales orbitales tordues Ag(qb, ), v € Gfeg. On subodore bien sir que 1’égalité ci—
dessus reste vraie méme si le support de ¢ n’est pas contenu dans G4 — c’est la propriété
d’intégrabilité locale des caractéres, cf. [[4]— mais cette question n’est pas abordée dans le
présent article.

1.9. — On l’a dit plus haut, le groupe G = G(F) muni de la topologie définie par F', est
localement profini. Mais comme groupe des points F-rationnels de G, il hérite aussi de la
structure du groupe algébrique G. La division de larticle en six chapitres (voir plus haut
la table des matiéres) est en grande partie commandée par ce double point de vue : groupe
topologique — groupe algébrique.

Les propriétés valables pour n’importe quel groupe topologique localement profini GG et
n’importe quel automorphisme (topologique) 6 de G, sont regroupées dans le ch. 1. Dans les
ch. 2 et 3, qui sont indépendants du reste de I’article, on reprendm la théorie de Steinberg sur
les automorphismes quasi-semisimples de G, d’un point de vue rationnel. Dans les ch. 4, 5 et
6, on applique les résultats établis dans les deux premiers chapitres a I’étude des caractéres
tordus de G = G(F).

L’article se conclut par trois annexes (cf. [LII] pour une description de leur contenu). La
troisiéme (C) est a lorigine du laps de temps séparant ce texte de la version parue sur ArXiv
en juillet 2010 (cf. [[2), une assertion dans ladite version n’étant pas démontrée : la G-orbite
0¢(8) d’un élément quasi—semisimple § de G est fermée dans G pour la topologie définie par
F'. Pour démontrer ce résultat, il faut comprendre certains phénoménes d’inséparabilitém

1. Nous ne pensions pas au départ devoir reprendre en détail cette théorie, mais cela nous a
vite semblé indispensable, pour que nos résultats soient valables en toute caractéristique (I’analyse
harmonique en caractéristique non nulle est encore un terrain miné!).

2. La G-orbite Og () de ¢ est fermée dans G pour la topologie de Zariski, mais ’application
G — 0g(6), g+ g~ -J - g peut ne pas étre séparable. En revanche si s est un élément semisimple
de G, I'application G — O (s), g — g~ 1sg est toujours séparable.
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qui n’existent pas dans le cas non tordu (ou si F' est de caractéristique nulle). Nous avons
pour cela repris les techniques de Bernstein—Zelevinski traitant des morphismes inséparables
[BZ, Appendix|. Entre-temps, nous nous sommes apergus que Moret-Bailly avait récemment
démontré dans un cadre plus général@ le résultat qui nous manquait [MB2] theorem 1.3] —
cf. la démonstration de la proposition 1 de Comme 'approche de Bernstein—Zelevinski
conduit dans le cas trés particulier qui nous intéresse a un résultat explicite qui pourra nous
servir dans un travail ultérieur, nous avons décidé de la conserver, tout en utilisant le résultat
de Moret—Bailly.

1.10. — Décrivons briévement le contenu des chapitres.

Dans le ch. 1, on définit les caractéres (6,w)-tordus d’'un groupe localement profini
quelconque G, oil 0 et w sont respectivement un automorphisme et un caractére de G.
On introduit Iespace (topologique) tordu G* = G0, qui permet de « voir » les caractéres
tordus de G comme des caractéres de G*. Enfin on établit une formule de descente pour
les caracteéres des w-représentations admissibles de GF qui sont induites a partir d’un sous—
espace tordu H? de G" tel que G soit compact modulo H. Il s’agit d’un analogue tordu de
la formule bien connue de Van Dijk [VD], pour les caractéres—distributions.

Dans le ch. 2, on rappelle, pour un groupe réductif connexe H et un F-automorphisme
quasi-semisimple 7 de H, les principaux résultats de la théorie de Steinberg [Stl, [DMT] :
description du groupe des points fixes H-, du groupe quotient H./H3, etc. Pour 7 quel-
conque, on introduit la notion d’élément régulier de I'espace tordu H° = Hr, qui généralise
celle d’élément semisimple régulier de H (pour h € H, Pautomorphisme intérieur Intg (h) est
régulier si et seulement si h est semisimple régulier). Les éléments réguliers de H forment
un ensemble ouvert dense dans Hf, que I'on note Hﬂeg. On montre qu’un élément § de HF
est régulier si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées (théoréme de B17)) :

— le F-automorphisme 7’ = Intgy () est quasi-semisimple,

— le centralisateur connexe Hy = H?, de § dans H est un tore.

En ce cas, en posant S = HY, le centralisateur T = Zy(S) de S dans H est un tore maximal
de H (cf. le lemme 2 de BIT). De plus, les ensembles S* = S - et T = T - § sont des
sous—espaces tordus de H? : S" est un espace tordu trivial, qu’on appelle tore mazimal de
G, et T? est appelé sous—espace de Cartan de G¥. Notons que S* détermine le quadruplet de
Cartan (S7Sh,T,Th)7 et que T? détermine le triplet de Cartan (S7T7Th). Enfin pour tout
8§ eTin Gﬂeg, ona Gj =S.

Dans le ch. 3, on s’intéresse aux questions de rationalité issues du ch. 2. On montre en
particulier que si 7 est un F—automorphisme quasi—semisimple de H, alors le groupe HY est
défini sur F, il existe un tore maximal 7—stable T de H défini sur F', et un sous—groupe de
Borel 7-stable de H contenant T et défini sur une extension séparable finie de F' dans F.

Dans le ch. 4 (et dans les suivants), G est le groupe des points F-rationnels d’un groupe
réductif connexe G défini sur F', € est un F—automorphisme de G, et w est un caractére de
G. On introduit la notion d’élément quasi—régulier de D'espace tordu Gf = GO. L’ensemble
des éléments quasi-réguliers de G%, que l'on note Ggr, est ouvert dense dans G?, et contient
Gﬂeg =GN GEeg. On montre que les caractéres O des w-représentations admissibles I de
G telles que TI° est de type fini, sont des fonctions localement constantes sur Ggr. Ensuite
on décrit comment le foncteur restriction de Jacquet opére sur ces fonctions caractéres. La
description de l'action du foncteur induction parabolique sur les caractéres—distributions

3. Signalons aussi le travail encore plus récent de Gabber, Gille et Moret-Bailly [GGMB].
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est une simple application de la formule démontrée au ch. 1; son action sur les fonctions
caractéres est décrite au ch. 6.

Dans le ch. 5, on explicite la fonction caractére d’une w-représentation admissible IT de
G* telle que II° est irréductible et essentiellement de carré intégrable modulo le centre de G,
grace aux calculs effectués dans le ch. 4. On applique ensuite ce résultat au cas ou I1° est
une représentation irréductible cuspidale de GG, induite compacte & partir d’un sous—groupe
ouvert, compact modulo le centre, de G.

Dans le ch. 6, on introduit une famille de distributions « duale » de celle des caractéres
(8, w)—tordus : les intégrales orbitales (6, w)-tordues. Comme pour les caractéres, il est
commode de les voir comme des distributions sur G* : les w—intégrales orbitales. On écrit
la formule de descente parabolique pour les w-intégrales orbitales, ainsi que la formule
d’intégration de Weyl pour les fonctions intégrables sur Gf. On en déduit la description
de 'action du foncteur induction parabolique sur les fonctions caractéres.

1.11. — Décrivons maintenant le contenu des annexes.

Dans I'annexe A, on caractérise les w-représentations lisses irréductibles de G¥ en termes
des foncteurs V +— V¥ comme dans [BZ]. On prouve aussi 'indépendance linéaires des
caractéres—distributions O pour les w-représentations admissibles II de G° telles que II°
est irréductible.

Dans I’annexe B, qui nous a été suggérée par Guy Henniart, on remplace le corps des
coefficients C par un corps R de caractéristique [ différente de la caractéristique résiduelle
de F. On passe en revue les résultats des ch. 1 et 4 dans ce nouveau cadre. On montre
en particulier que, tout comme pour les représentations complexes, le caractére—distribution
d’une (w, R)-représentation admissible IT : G — Autg (V) telle que II° est de type fini, est
donné sur Ggr par une fonction localement constante.

Dans 'annexe C, on s’intéresse aux propriétés topologiques — pour la topologie définie
par F — de l'application ar : Y(F) — X(F) déduite par passage aux points F-rationnels
d’un F-morphisme « : Y — X de variétés algébriques définies sur F'. On sait déja d’apreés
Bernstein—Zelevinski [BZ| theorem A.2| que I'image ar (Y (F')) est constructible dans X (F).
Récemment, des résultats plus fins ont été obtenus par Moret—Bailly dans un cadre plus
général [MBI1], [MB2]. On sait en particulier d’aprés loc. cit. que si le morphisme « est fini
(resp. étale), alors I'application ar est fermée (resp. un homéomorphisme local). On précise
ce résultat dans le cas particulier suivant (proposition de[CIT) : soit H un groupe algébrique
affine défini sur F, et soit o : Y — X un F—morphisme fini de variétés algébriques affines
wrréductibles définies sur F'. On suppose que les variétés Y et X sont munies d’une action
algébrique de H définie sur F', que o est H-équivariant et que Y est un H-espace homogeéne.
1l existe un F—morphisme a1 : Y1 — X1 de variétés algébriques affines définies sur F, et
des F—morphismes de variétés algébriques v: Y1 — Y et (: X1 — X, tels que :

(1) le morphisme oy est fini et étale ;
(2) Uapplication yr : Y1(F) — Y (F) est un homéomorphisme ;

(3) Uapplication (r : X1 (F) — X(F) tnduit par restriction un homéomorphisme
arr(Y1(F)) = ar(Y(F));

(4) on a Uégalité ar = (roai,rorp'.

En particulier, le morphisme (fermé) ap : Y (F) — X(F) est un homéomorphisme local sur
son image.



8 BERTRAND LEMAIRE

1.12. — Dans tout l'article, on utilisera les notations et conventions d’écriture suivantes.

Soit H un groupe topologique. On appelle automorphisme de H un morphisme de groupes
H — H qui est un homéomorphisme, et caractére de H (a ne pas confondre avec le caractére
d’une représentation de H) un morphisme de groupes continu H — C*. On note Aut(H)
le groupe des automorphismes de H, et Int(H) le sous—groupe distingué de Aut(H) formé
des automorphismes intérieurs, c’est-a-dire ceux de la forme Intg (z) : h = zhz™' pour un
x € H. Si x est un caractére de H, on note x ' le caractére h + x(h)™' = x(h™') de H.

Soit X un td-espace, c’est-a—dire un espace topologique séparé tel que chaque point de
X posséde une base de voisinages ouverts compacts. On note Cc°(X) Pespace des fonctions
complexes sur X qui sont localement constantes et & support compact. Si X est discret (resp.
compact), 'espace C°(X) est aussi noté Ce(X) (resp. C*°(X)). Soit K et K’ deux groupes
topologiques. Si X est muni de deux actions continues

KxX =X, (k)= k-z, XxK =X, (2,k)—z-K

commutant entre elles, on note C° (K\X/K") le sous—espace de C° (X)) formé des fonctions
f telles que f(k-z-k'") = f(x) pour tout (k,z,k") € K x X x K'. Rappelons qu’on appelle
distribution sur X un élément de lespace dual C°(X)* = Homc(Cg°(X), C).

Soit G un groupe topologique localement profini. On note R(G) la catégorie des représen-
tations complexes lisses de GG, et I'on appelle simplement représentation lisse de G un objet
de R(G). Si (m, V) est une représentation lisse de G, pour tout sous—groupe ouvert compact
K de G, on note V¥ le sous-espace {v € V : 7w(k)(v) = v, Vk € K} de V. Rappelons qu'une
représentation lisse (7, V') de G est dite admissible si pour tout sous—groupe ouvert compact
K de G, lespace VE est de dimension finie.

Je remercie Guy Henniart pour ses nombreuses remarques et suggestions, qui m’ont permis
peu & peu d’améliorer ce texte. C’est d’ailleurs lui qui au départ m’a incité a regarder les
caractéres tordus des représentations admissibles en caractéristique quelconque.

Je remercie vivement le rapporteur pour sa lecture minutieuse et critique du manuscrit,
et pour m’avoir signalé un certain nombre d’erreurs vraiment génantes.

2. Caractéres tordus d’un groupe localement profini

Dans ce chapitre, on fixe un groupe localement profini GG et une mesure de Haar a gauche
dig sur G.

2.1. Module d’un automorphisme de G. — Soit Ag : G — Rs¢ le module de G, i.e.
le caractere réel de G défini (comme dans [BZ] 1.19]) par

/ flgz™)dig = Ac(l’)/ flg)dig (f € CE(G), x € Q).
G G

En d’autres termes, pour z € G, on a (abus d’écriture) d;(gx) = Ag(x)dig.
Soit 6 un automorphisme de G. La distribution p sur G définie par

u(f) = /G F6 " (@)dg (f € CZ(G))
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est encore une mesure de Haar a gauche. Par conséquent il existe une constante Ag(0) € R,
appelée module de 0, telle que

/f 9)dig = Ac(0 /f Y (f € C=(G)).

En d’autres termes, on a (nouvel abus d’écriture) d;(6(g)) = Aa(0)dig. L’application
Ag : Aut(G) — Rso

ainsi définie ne dépend pas du choix de la mesure d;g, et c’est un morphisme de groupes.
Notons que pour z € G, on a

Ac(z) = Ag(Intg(z™1)).
LEMME. — (1) OnaAgof = Ag.

(2) S’il existe une partie ouverte compacte 0—stable de G, alors Ag(0) = 1.

Démonstration. — Pour x € G, on a
Ac(0(x)) = Ag(Inte(0(x) ")) = Ag(foIntg(z ') 0 67h).

D’ou le point (1). Quant au point (2), il résulte de ce que pour toute partie ouverte compacte
Q de G, on a vol(0(Q),dig) = Ac(8)vol(, dig). O

Soit H un sous—groupe fermé de G. Rappelons que pour toute partie ouverte X de G telle
que HX = X, les conditions suivantes sont équivalentes :
— Despace quotient H\X est compact ;
— il existe une partie compacte 2 de G, que ’on peut choisir ouverte compacte, telle que
X =HQ.
Si ces deux conditions sont vérifiées, on dit que X est compact modulo H. Bien stir, on peut
définir la méme notion pour une partie ouverte X de G telle que XH = X. Notons que si
X est un sous—groupe ouvert de G tel que HX = X, alors XH = X et les deux notions
coincident.
Soit S(H\G) l'espace vectoriel des fonctions f : G — C telle que :
~ f(hg) = Ac(h)Au(h™")f(g) (he H, g€ G);
— il existe un sous—groupe ouvert compact Ky de G tel que f(gk) = f(g) pour tout g € G
et tout k € Ky
— il existe une partie ouverte compacte Qy de G telle que pour g € G ~ HQy, on a

flg)=0.
Notons que pour f € S(H\G), le support

Supp(f) ={g € G: f(g) # 0}

de f est une partie ouverte fermée de G, compacte modulo H. -
Soit dih une mesure de Haar a gauche sur H, et C°(G) — S(H\G), f — f Papplication
linéaire définie par

7(9) = Aalg) /H fhg)dih (f € C=(G)).

Soit i une mesure de Haar & droite sur 'espace quotient H\G [BZ] 1.21], et p la distribution
sur G définie par

u(f) = n(f) (f € CZ(Q)).
Pour f € CF(G) et x € G, notant p.(f) € CZ(G) la fonction g — f(gz), on a 'égalité
po() = Ac(z 1), dion

wlp=(f)) = Ac(@™Ha(f) = Az u(f).
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On en déduit que Aalu est une mesure de Haar a droite sur G, i.e. que p est une mesure de
Haar a gauche sur G [BZ, 1.19).

Supposons de plus que le groupe H est f—stable. D’apreés le lemme 1, pour f € S(H\G),
ona fof ' e S(H\G), et la forme linéaire i’ sur S(H\G) définie par i’ (f) = a(fo6~")
est une mesure de Haar & droite sur H\G. On a donc i’ = A\ ()i pour une constante
Ama(f) > 0. Pour f € C(G) et g€ G, on a

(fob-1)(g9) = Ac(g / F(07" (hg))dih

= Ac(07(9)An (8 / F(h0~(g))dih

= Au(9)(fo67")(9)
Puisque p(f 007" = Ag(0)u(f) (f € C(G)), on en déduit 1'égalité
(%) Ag(0) = Au(0)Am ().
On peut bien str définir un caractére-module Ap\ ¢ : H — R0 en posant

Ame(h) = Ac(h)Ar ()™ (he H).
Pour h € H, 'automorphisme intérieur Inte (h) de G stabilise H, et d’aprés (x), on a
Ame(h) = Ag(Intg(h™")) A (Intm (h) = Agg(Inta(h™)).

REMARQUE. — Le caractére Ay, de H vérifie encore Apy\g 00 = Ap\ . En revanche,
I'existence d’une partie ouverte compacte f-stable de H\G n’implique pas que Ag\¢(6) = 1.
En particulier, méme si le groupe G est compact modulo H, on a en général A\ (0) # 1.
Prenons par exemple pour G le groupe GL(2, F) des points F-rationnels du groupe linéaire
GL(2), ou F est un corps localement compact non archimédien, et pour H le sous—groupe de
GL(2, F) formé des matrices triangulaires supérieures. Alors G est compact modulo H, et
pour un élément = dans le tore diagonal de G, 'automorphisme 6 = Intg(z) de G stabilise
H.On a Ag(f) =1 mais Ay (0) = Ap(z~") peut ne pas étre égal a 1.

2.2. Caractéres des représentations admissibles de G (rappels). — Soit (7, V) une
représentation lisse de G. Pour f € C¢°(G), on note w(f) = 7(fdig) € Endc (V) Vopérateur
défini par

/f v)dg (v EV);

I'intégrale est en fait une somme finie. Si K est un sous—groupe ouvert compact de GG, alors
pour toute fonction f € C.(K\G), on a w(f)(V) C V. Supposons de plus que 7 est
admissible. Alors pour f € C°(G), V'opérateur 7(f) est de rang fini, et 'on peut définir sa
trace :

Ox(f) = tr(m(f))-

La distribution O, sur G ainsi définie, est appelée le caractére de 7 (elle dépend bien stir
du choix de la mesure d;g). Elle est invariante par conjugaison : pour f € C°(G) et x € G,
notant “f = Intg(x)(f) € C°(G) la fonction g — f(xz ™ gx), on a I'égalité

Ox(°f) = Ac(z™)Ox(f).
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2.3. Caractéres tordus de G. — Soit (m, V') une représentation admissible de G, et soit
un opérateur A € Ende(V). On note ©2 la distribution sur G définie par

07 (f) =tr(x(f) 0 A) (f € CZ(Q)).

On l'appelle le caractere A—tordu de w (tout comme O, la distribution ©2 dépend du choix
de la mesure d;g). Notons que pour f € C°(G) et x € G, on a légalité

() O1("f) = Aa(e™HOF VoA (),

Si de plus A € Aute(V), alors notant (7, V) la représentation g ++ Aonm(g)o A~ de G, on
a A € Isomg(m, 7).

REMARQUE. — Supposons que les sous—espace A(V) et ker A de V' sont G—stables (ce qui
est toujours le cas si A est un C—automorphisme de V' !). Alors I’espace quotient V = V/ker A
définit une représentation quotient (donc admissible) 7@ de 7. Notons A € Isomc(V, A(V))
lopérateur déduit de A par passage au quotient. Il définit une représentation admissible
(7, A(V)) de G : pour g € G et v € V, on pose 7’'(g)(v) = Ao@(g) o A~ (v). En d’autres
termes, on a A € Isomg(7,7), et pour f € C(G), opérateur A o m(f) appartient a
Endc(V, A(V)). |

Soit maintenant # un automorphisme de G, et w un caractére de GG. Si 7 est une repré-
sentation lisse de G, on note wr et 7% les représentations (lisses) de G définies par

6
wr=mTQRw, w =mob.

Soit 7 une représentation admissible de G telle que wr ~ 7%, et soit A € Isomg(wm, ).
Alors la distribution ©4 est w—invariante par #—conjugaison : pour f € C® (@) et z € G,
notant “f = Intg g (z)(f) € C°(G) la fonction g — f(z~'gf(z)), on a Pégalité

(%%) Ox ("'f) = Ac(a ™ w(z™HOZ(/);
en utilisant que Ag(0(z™1)) = Ag(z™!) (lemme de 2ZT)).

2.4. Espaces topologiques tordus. — On peut modifier la situation précédente de
maniére a « voir » la #-conjugaison comme une conjugaison ordinaire. Soit H un groupe
topologique. A la suite de J.-P. Labesse [La|, appelons H-espace (topologique) tordu[@] 1a
donnée :

— d’un H—espace principal homogene topologique H, c’est—a—dire un espace topologique
H® muni d’une opération continue de H a gauche, notée H X HY — Hf, (hy0) — h -0,
telle que pour un (et alors pour tout) § € HE, Vapplication H — H®, h — h -6 est un
homéomorphisme ;

— et d’une application Intyy : H* — Aut(H) telle que

Int s (h-8) = Intg (h) o Intyy (8) (k€ H,§ € HY).

On peut alors définir une opération continue de H sur H® a droite, H® x H — H?, (6,h) —
¢ - h, qui commute a laction & gauche :

5 h=Tntys(5)(h) - 6.

4. Labesse travaille en fait dans la catégorie des groupes algébriques (cf. plus loin, 312), mais
ses constructions se transposent aisément a la catégorie des groupes topologiques ; c’est ce que nous
faisons ici. D’ailleurs la notion d’espace tordu étant tout aussi générale que celle d’espace principal
homogeéne, elle s’adapte & n’importe quelle catégorie de groupes.
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Pour h € H, notons Int/y (h) : H* — H* ’homéomorphisme défini par
Inty (h)(8) =h-6-h~" = hlntys (6)(h™") - 6.
L’image de H" dans le groupe Out(H) = Aut(H)/Int(H) par I'application composée

P IntHh
H* —— Aut(H) — Out(H),

est réduite & un point. Soit 6 = Inty;(01) pour un é1 € H% est un automorphisme de H
qui, par restriction, induit un automorphisme du centre Z(H) de H. Ce dernier ne dépend
pas du choix de d;. On peut donc poser

Z(H") ={z€ Z(H): 0(z) = z}.

C’est un sous—groupe fermé de Z(H), qui coincide avec le centralisateur de H® dans H, i.e.
on a

Z(H") = {h € H : Inty; (6)(h) = h, V6 € H*}
={heH:h-6-h~'=6V5ec H}.

Si pour tout § € Hf, on a Int ;4 (6) = idg, on dit que H" est un H—espace tordu trivial.
En particulier, le groupe topologique H est naturellement un H-espace tordu, et c’est un
H—-espace tordu trivial si et seulement s’il est commutatif.

REMARQUE 1. — Pour 6 € Aut(H), on note H6 le sous-ensemble H x 6 de H x Aut(H),
muni de la topologie rendant continue la bijection H — HO, h — hf = h % 6 (ainsi cette
bijection est un homéomorphisme). C’est un H—espace tordu. L’action H x HO — H0 est bien
str donnée par z - h0 = (zh)0 (x, h € H), et application Intgg : H — Aut(H) est donnée
par Intzre(h0) = Inty (h) 00 (h € H). Alors pour = € H, I'application Intyy(z~") : HO — HO
est donnée par

Int}y (2~ 1) (h0) = (" 'hO(z))0 (h € H). [

Appelons espace topologique tordu la donnée d’un groupe topologique H et d'un H—espace
tordu H?; on note simplement H? Pespace topologique tordu défini par la paire (H, Hh)7 le
groupe H étant sous-entendu. Les espaces topologiques tordus s’organisent naturellement
en une catégorie : un morphisme entre deux espaces topologiques tordus HE et Hg est la
donnée d’un morphisme de groupes continu ¢ : H; — Hs et d’une application & : HE — H§7
vérifiant

P(z-6-y) =) 2(0) - d(y) (0 € Hi; @,y € Hi).
Notons que ® est une application continue, et que ¢ est entiérement déterminé par . On pose
donc ®° = ¢, et 'on note simplement ® le morphisme défini par la paire (¢, ®). L’application
® est un homéomorphisme si et seulement si le morphisme ®° en est un, auquel cas on dit
que le morphisme ® est un isomorphisme (resp. un automorphisme si H f = Hg) Si H* un
espace topologique tordu, on note Aut(H h) le groupe des automorphismes de H b

On a des notions évidentes de sous—espace topologique tordu et d’espace topologique tordu
quotient. Soit H® un espace topologique tordu. On appelle sous—espace topologique tordu de
H" la donnée d’un sous—groupe topologique J de H et d’un sous—espace topologique J “de Hf,
tels que les applications H x H* — H® et Int; : H* — Aut(H) induisent sur .J% une structure
de J-espace tordu. On a donc J% = .J - § pour un élément § € H tel que Int :(6)(J) = J;
mais élément & n’est pas déterminé de maniére unique par J. De méme, on appelle espace
topologique tordu quotient de H® la donnée d’un sous—groupe topologique distingué I de H
tel que Int 4 (8)(I) = I pour tout (i.e. pour un) § € H"; alors I'espace topologique quotient
HYI =I1\H" des classes d’équivalence dans H' pour la translation a droite (resp. & gauche)
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par les éléments de I, est un (H/I)-espace tordu. Plus généralement, pour tout sous—groupe
topologique I (non nécessairement distingué) de H tel que Int gy (8)(I) = I pour un § € HF,
on définit de la méme maniére les espaces topologiques quotients H°* /I et IN\H % qui ne sont
en général pas des espaces tordus.

Soit ® : H* — H2 un morphisme d’espaces topologiques tordus. L’image Im(®) = ®(H?)
est naturellement munie d’une structure de ®°(H;)-espace tordu, mais il n’est en général pas
possible de définir le noyau de @ ; il faudrait pour cela travailler avec des espaces topologiques
tordus pointés. En revanche, le noyau ker(®°) est bien défini dans la catégorie des groupes
topologiques ; et pour § € Hf et = € ker(®°), puisque

D(6) = ®(6 - 2) = P(Inty: (6)(x) - 6) = ®°(Intya(5)(x)) - (),

on a Intr%(d)(z) = z. On peut donc définir I'espace topologique tordu quotient H?/ ker(®°)
de HE. Par construction, le morphisme ® induit par passage au quotient un isomorphisme
d’espaces topologiques tordus
HY/ker(®°) — ®(H?).
Notons que méme si la catégorie des espaces tordus n’est pas abélienne, on a des notions
naturelles de morphisme injectif (resp. surjectif), et de suite exacte courte.

REMARQUE 2. — Soit H® un H—espace tordu, et soit 8, € H?. Posons 0 = Int 4 (7).
Pour z € Z(H), la translation a gauche H® — H" § + ®.(§) = 2 -4 est un élément de
Aut(H?), et I'application Z(H) — Aut(H"), z — ®, est un morphisme de groupes injectif ;
on note Z(H)' son image. Le groupe Z(H)' coincide avec le noyau du morphisme de groupes
Aut(H") — Aut(H), ® — ®°. En effet, pour z € Z(H), 'automorphisme ®. appartient a ce
noyau. Réciproquement, soit ® € Aut(H") tel que ®° = idy. On a ®(d1) = hy - 6, pour un
(unique) hy € H, et pour z € H, on a
hiz -6y =hi-61-0" " (z) =P -0 " (x) = B(z-61) = zhy - b1.

Par conséquent h1 € Z(H), et I'on a bien légalité Z(H) = ker{Aut(H?) — Aut(H)}.
D’autre part, pour h € H, l'application Int (h) : H® — HP est un élément de Aut(Hh).
Les Int’; (k) pour h € H, engendrent un sous-groupe de Aut(H?), que I'on note Int(H)'.

Soit Int(H*?) le sous—groupe de Aut(H') engendré par Z(H)' et Int(H)'. Alors on a la suite
exacte courte de groupes

1 — Z(H) — Int(H?) — Int(H) — 1.

Cette suite n’est en général pas scindée, sauf si la projection canonique H/Z(H?) — H/Z(H)
lest. Notons que pour z € Z(H) et h € H, on a

Inty (zh) = @9, -1y © Int’y (h). |

REMARQUE 3. — Continuons avec les notations de la remarque précédente : = Int g (61)
pour un &; € H®. L’application s, - HY — HO, h- 5, — h est un isomorphisme d’espaces
topologiques tordus, tel que 15, = idg. Mais d’aprés la remarque 2, il dépend du choix de
81, sauf si Z(H) = {1}. C’est pourquoi I’on préférera travailler avec un H—espace tordu H°
muni d’un point—base 1, plutét qu’avec un H—espace tordu H6. |

2.5. Module d’un G—espace tordu. — Soit G un G-espace tordu. On appelle mesure
de Haar o gauche (resp. a droite) sur G* une distribution [ sur G*, invariante pour Paction
de G par translations a gauche (resp. a droite), et telle que pour toute fonction ¢ € C° (Gh)7
¢ >0et ¢ #0,o0napu(p)>0. En dautres termes, fixé un élément 6; € G*, les mesures de
Haar a gauche (resp. a droite) sur G° sont les images des mesures de Haar a gauche (resp.
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a droite) sur G par 'homéomorphisme rs, : G — Gt g — g - 01 ; de maniére équivalente, ce
sont les images des mesures de Haar a gauche (resp. a droite) sur G par ’homéomorphisme
ls, : G — G, g — 01 - g. Si p est une mesure de Haar a gauche ou a droite sur G, on note
i - 01 son image par rs,, et d1 - 4 son image par [s,. On a

(+) 51 - 1= Ac(Intgs (61)) (1 - 1),

Si u est une mesure de Haar a gauche sur G, alors la mesure §; - 1 sur G* ne dépend pas
du choix de 81 ; on 'appelle la mesure de Haar & gauche sur G* associée a . De méme, si p
est une mesure de Haar a droite sur G, alors la mesure g - 1 sur G* ne dépend pas du choix
de 61 ; on appelle la mesure de Haar & droite sur G¥ associée .

Soit Ay : GF — Rug le module de G¥, défini par

(%) Ags(7) = Ac(Intgs (1) 7).

Soit d;y une mesure de Haar a gauche sur G¥.

LEMME. — Soit z € G et v € G°.
(1) On a (abus d’écriture) di(~y - x) = Ac(x)dry.
(2) Onalgi(y-2) = Ags(z-7) = Ac(2)Be: (7))

Démonstration. — On peut supposer que d;y = 91 - dig. Alors pour ¢ € C° (Gh)7 on a

802 diy = [ 601937 g = Aao) [ o).
ek G Gh

D’ou le point (1).
Posons 6 = Intqy (7). Puisque Intgy (z-v) = Intg(z) 06, on a

Ags(z-7) =A@ olntg(z™1)) = Ac(0 ") Ag(Inte(z™h)).

D’ou I'égalité Agy(z - y) = Aa(z)Agi(y). Comme -z = 60(x) - v et (1.1.1) Ago = Ag,
on a aussi Ag (v ) = Ag(z)Ag: (7). D’ou le point (2). O

D’aprés le lemme, pour x € G, on a (abus d’écriture) Agy (v-2) " di(v-x) = Age (7) " diy.
On en déduit que si y est une mesure de Haar a gauche sur G, alors la distribution p’ sur
G* définie par dp/ () = Ags(7) " *du(7y) est une mesure de Haar a droite sur G?, et on les
obtient toutes de cette maniére. De plus, les trois conditions suivantes sont équivalentes :

— @ est unimodulaire ;

— le module Ay est constant ;

— les notions de mesures de Haar a gauche et a droite sur G coincident.

Si les conditions ci-dessus sont vérifiées, on appelle simplement mesure de Haar sur G¥, une
mesure de Haar & gauche (i.e a droite) sur G*. Notons que si G est unimodulaire et si y est
une mesure de Haar sur G, alors les mesures de Haar 01 - pu et - 61 sur G¥ sont reliées par
l’égalité R o1 = AGH (51)(51 . ,LL).

Si G% = GO pour un automorphisme 6 de G, et si x est une mesure de Haar a gauche ou
a droite sur G, on pose pf = p - 16.

2.6. Caractéres des w-représentations admissibles d’un G—espace tordu. — Soit
G* un G-espace tordu, et w un caractére de G. On appelle w-représentation lisse de G*
la donnée d’une représentation lisse (m,V) de G et d’une application T : G* — Aute(V)
vérifiant

H(z-7-y) =wy)n(@) o) on(y) (ye e yed)
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Notons que 7 est entiérement déterminée par I : on a
m(@) =T(z-7)oll(y)"" (z€G,veG)

La w-representation lisse de G définie par (m, V') et II comme ci—dessus est notée (II, V'), ou
plus simplement II, et la représentation lisse m de G associée a IT est notée I1°. On dit que
IT est admissible si TI° Dest.

Les w-représentations lisses de G* s’organisent naturellement en une catégorie R(G*, w) :
si (IT1, Vi) et (II2,V2) sont deux w-représentations lisses de Gh, une fleche entre II; et
I, est par définition un opérateur de G®-entrelacement entre I1; et I, i.e. un morphisme
u € Endc(V4, V2) tel que

wolli(y) =Ta(y)ou (y€GH).
On note Homg; (I11, IT2) Pespace des opérateurs d’entrelacement entre II; et IIs. Posons
m = 11§ (i = 1, 2). Tout opérateur u € Homy (I11, I12) appartient & Home (71, 72). En effet,
choisissons un § € G' et posons A; = I11(0) et Az = II2(). Comme u o A; = Az o u, pour
tout g € G, on a

uwomi(g)o A1 =uolli(g-9)
=1II2(g-d)ou
=m2(g)o Asou
=ma(g)ouo Ay
d’ou
uomi(g) =m(g)ou.
En d’autres termes, Iapplication IT — II° définit un foncteur d’oubli R(G?,w) — R(G), et ce

foncteur est fidéle. Pour plus de détails sur les w-représentations lisses de G7, en particulier
celles qui sont « irréductibles », on renvoie 4 ’annexe A.

Fixons un élément &, € G¥ et posons 6 = Inty (51). Soit IT une w-représentation lisse de
G®. Posons m = TI° et A = I1(d1). Alors pour g € G, on a w(g) =TI(g-d1) o A" et
w(g)Aom(g) =m(0(g)) 0 A;
ie. A € Isomg(wm,7%). En d’autres termes, la donnée d’une w-représentation lisse IT de
G équivaut a celle d’une paire (m, A) formée d’une représentation lisse w de G telle que

wr ~ 7% et d’un opérateur d’entrelacement A € Isome(wm,7%). De plus, si II; et Iy sont
deux w-représentations lisses de G, posant m; = II5 et A; = I1;(d1) (i =1, 2), on a

HomGu (Hl,Hg) = {u € Homc(m,ﬂ”g) ruo Al = Ao ou}.

REMARQUE. — Pour qu’il existe une w-représentation IT de G¥ telle que la représentation
I1° de G soit irréductible, il est nécessaire que le caractére w de G soit trivial sur Z(G?). En
effet, 'ensemble Z(G)(0 — 1) = {0(z)z7" : z € Z(G)} est un sous-groupe fermé de Z(G), qui
ne dépend pas du choix de d1, et 'on a la suite exacte courte de groupes topologiques

1= Z(G*) = Z(G) = Z(G)(0 — 1) — 1.

Supposons qu’il existe une w-représentation lisse (I, V') de G* telle que la représentation
m = II° de G est irréductible. D’aprés le lemme se Schur, pour z € Z(G), Uopérateur 7(z)
est de la forme wx(2)idy pour un élément wx(z) € C*, et l'application z + wx(z) est un
caractére de Z(G). Pour z € Z(G) et v € G*, posant 7 = II°, on a

wr (0(2))I(7) = T(0(2) - 7) = (7 - 2) = w(z)wn(2)1(7),

d’ott w,(2710(2)) = w(z). En particulier, on a wlzge = 1. |
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Notons d;y = 8y - dig la mesure de Haar a gauche sur G? associée a d;g. Rappelons @3)
que Agi (61)dyy = dig - 61. Soit (I1,V) une w-représentation lisse de G*. Pour ¢ € C°(G¥),
on note II(¢) = II(¢d;y) € Endc (V) V'opérateur défini (comme en 1.2) par

o)) = [ senE) @ @eV).

Supposons de plus que IT est admissible. Alors cet opérateur II(¢) est de rang fini. En effet,

notant C°(G) — C2(G*), f — f7 I'isomorphisme de C-espaces vectoriels défini par
filg-61) = D (8) 7 f(9) (9€G),

et posant m = II° et A =11(d1), on a

N(f) =n(f)oA (f€CZ(G).
On peut donc définir la trace de II(¢) :

On(¢) = tr(1(¢)) (¢ € C(GY).

La distribution O sur G* ainsi définie, est appelée le caractére de 11 (elle dépend bien sir
du choix de la mesure d;y). Pour f € CZ(G), on a

On(f*) = tr(w(f) 0 4) = O (f).
Pour ¢ € C°(G?) et z € G, notant “¢ = Intgs (x)(¢) € C°(GY) la fonction v — ¢(z ™ -v-z),
on a (d’aprés la relation (xx) de 23]
(%) On("¢) = Ac(zw()On(9);
en utilisant (lemme de ) que Ag(Intg: (61)(z71)) = Ag(z™h).

2.7. Induction compacte. — Soit G un G-espace tordu, et w un caractére de G. Soit
aussi H un sous—groupe fermé de G, et H' un H-espace tordu qui soit un sous—espace
topologique tordu de GY. Choisissons un élément &, € H?, et posons 6 = Intgn(61). On
a donc (H) = H et Olg = Intyy(d1). On note encore w le caractére w|y de H, et 6
lautomorphisme 0|y de H.

On définit comme suit un foncteur induction compacte (lisse)

“ind%} : R(H",w) — R(G, w).
Soit (3, W) une w-représentation lisse de H". Posons o = ¥° et B = %(d1) € Isomp (w0, 0?).
Notons V% = indgLq (W) Tespace des fonctions F : G° — W telles que
— F(h-~) =o(h)(F(v)) pour tout (h,~) € H x GY,
— il existe un sous-groupe ouvert compact Ky de G tel que F(vy - k) = F(vy) pour tout

v € G et tout k € Ky,
— le support de F est compact modulo H.

Soit (m, V) la représentation induite compacte (lisse, non normalisée) ind$ (o, W). On
rappelle la définition : V' est l'espace indg(W) obtenu en remplacant G° par G dans la
définition de V7, et 7 = ind$ (o) est la représentation lisse de G sur V' donnée par

m(g)(F)(z) =F(xg) (FeV;g, z€q).
Pour F € V, notons F° : G* — W la fonction définie par
Fg-61) =w(O (9)BEFO (9) (9€q),

i.e. par
F(01 - 9) = w(g)B(F(g)) (g€ G).
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Pour F € Vet (h,g) € Hx G, ona
Fi(hg - b1) =

On en déduit que F* € V¥, et puisque B € Aute (W), Papplication
VoV T e g

est un isomorphisme de C—espaces vectoriels. Cet isomorphisme ne dépend pas du choix de
61 : d’aprés le calcul ci—dessus, pour F € V, on a

(1) F(6-9) =w(9)(6)(F(g)) (5€H* geq).
Pour v € G*, soit TI(y) € Autc(V) Popérateur défini par
(2) (@) (9) = F(g-7) (FeV).
Pour FeV,y=2-6,€G et z,y,g€ G, ona
H(z - - y)(F)(g) = F(gz20(y) - 61)
0~ (ga2)y) BF(07 (922)y)))

L’application G* — Autc(V), v +— II(v) est donc une w-représentation lisse de G, telle que
I1° = 7. On pose

“indS: (S, W) = (IL, V).
Notons que Popérateur A = I1(51) € Isomg (wm, 7%) est donné par
AD)(g) =T (g-0) (FeV,geq).
D’aprés les relations (1) et (2), pour F e V,d € H et g, 2 € G, on a
1(g - 6)(F)(z) = w(Int ()~ (29))2(8)(F (Intyy (5) " (wg));
en particulier pour x = 1, on a
I1(6 - 9)(F)(1) = w(g)X(6)(F(9))

. . b .
Par construction, les foncteurs “ind$, : R(H* w) — R(G*,w) et ind§ : R(H) — R(G)
commutent aux foncteurs d’oubli, au sens ol pour toute w-représentation lisse ¥ de Hf, on
a

8
“ind%; (2)° = ind§(2°).
Notons que si G est compact modulo H, la condition sur le support de F est automatiquement
vérifiée, et si de plus 3 est admissible, alors II lest aussi [BZ], 2.26].
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2.8. Caractéres des induites compactes. — Continuons avec les notations de 27}
On fixe une mesure de Haar a gauche d;h sur H, et l'on note d,h la mesure de Haar a
droite Ay (h™1)d;h sur H. Pour toute représentation lisse o de H, on pose o(f) = o(fdih)
(f € CE(H)), et si o est admissible, on note O, la distribution sur H définie par d;h comme
en 1.2.

Soit d;y = d1 - dig la mesure de Haar & gauche sur G associée a dig, et soit d;d = 91 - dih
la mesure de Haar a gauche sur H" associée a dih. Pour toute w-représentation lisse II de
G, on pose I1(¢) = m(¢diy) (¢ € C°(GY)), et si II est admissible, on note O la distribution
sur GY définie par d;y comme en 1.6. De méme, pour toute w-représentation lisse ¥ de H?,
on pose X(¢) = X(pdid) (¢ € CZ(H?)), et si ¥ est admissible, on note Oy la distribution
sur H* définie par d;6.

Pour toute partie ouverte compacte Q2 de G telle que H N Q # (), on note

CS(G%) = C(GP), ¢ — da = “ba

I'application linéaire définie par

ba() = vol(H N 9,407 [ w(@)ola™ 7 9)da (1€ G,

Notons que si HN{ est un groupe (par exemple si Q est un sous—groupe de G), alors puisque
ce groupe est compact, on a Ag|pno = 1 et vol(H N, d,-h) = vol(H N Q, dih).

Considérons les deux conditions suivantes :
(7) Le groupe G est compact modulo H.
(#4) Il existe un sous—groupe ouvert compact K de G tel que HK = KH.

Si G est compact modulo H, et si K est un sous—groupe ouvert compact de G, alors il existe
une partie ouverte compacte 2 de G telle que G = HQ) et KQ = Q. Puisque G = H(,
I’ensemble H N n’est pas vide. Si de plus HK = KH, alors 'ensemble HK est un sous—
groupe ouvert de G, et comme G = H(), il est d’indice fini dans G. Choisissons un systéme
de représentants {z1,...,zn} dans G de Pespace quotient HK\G, et posons Q' = [J;; K;
(Punion est disjointe). On peut supposer que 1 € {z1,...,z,}. Alors Q' est une partie ouverte
compacte de G vérifiant :

(iii) G=HQY, K =Q' et HNQ = HN K.

PROPOSITION. — On suppose que les conditions (i) et (ii) sont vérifiées. Choisissons un
sous—groupe ouvert compact K de G tel que HK = KH, et un systéme de représentants
{z1 =1,22,...,2n} dans G de Uespace quotient HK\G. Posons Q' = J|_, K=zi. Soit ¥ une
w-représentation admissible de HY, et soit II = “indgi (X). Pour toute fonction ¢ € C(G¥),
on a la formule de descente

On(¢) = Ox(ar ).

Démonstration. — La démonstration est longue et laborieuse, mais son principe est simple :
fixée la fonction ¢ € C2°(G%), on construit un C-espace vectoriel de dimension finie X et
un opérateur T' € Ende(X), tels que ©n(¢) = tr(T') ; puis on calcule la trace de T'. Soit W
espace de %, et soit V = ind% (W) 'espace de II. Posons o = %° et B = I1(6,), 7 = II° et
A =T11(61).

Par définition, 'union ' = U, Kx; est disjointe, et Q' est une partie ouverte compacte
de G vérifiant (i4i). Posons K’ = H N €', et notons X’ le C—espace vectoriel des fonctions
localement constantes ' — W. On a une identification canonique X’ = C*(Q') ®c W.
Puisque G = HQ)', Iapplication V — X', F +— F|qs identifie V au sous—espace X de X’ formé
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des fonctions F’ telles que ¥ (hz) = o(h)(F (z)) pour tout (z,h) € Q' x K'. Soit (n, C=(£))
la représentation admissible de K définie par
n(k)(p)(x) = (k') (k€ K, p € CF (), z ).
Posons ¢ = vol(K’,d;h). Le C—endomorphisme u de X’ défini par
upow) = [y sol)w)dh (pe (@), veq)
HNK

est un projecteur sur X; i.e. on a u(X') = X et ulx = id.

Soit une fonction ¢ € CS° (Gh). Choisissons deux sous—groupes ouverts distingués K; et
K> de K tels que :

— ¢ € C(K1\G'/K)) et w|x, =1;

- Ko C K7 et l’;lKgl'i Cc Ky C x;leci (i=1,...,n).
Soit ex1 € C°(G) la fonction vol(K1,dig) "1k, oil 1k, désigne la fonction caractéristique
de Ki. Puisque ¢ € Co(K1\G" /K1) et w|x, =1, on a

m(ex,) o Il(¢) o m(er,) = T1(¢).
En particulier, on a
(¢)(V) C mlex,)(V) = VY
et posant V(K1) = (F—n(k)(F): FeV, ke Ki),ona
1(¢)(V (K1) = 0.
D’autre part, puisque z; ' Kaz; C K1 C 2y 'Ka; (i=1,...,n),on a
KKy =9
Posons K5 = HN K2, et X = C(K2\Q') ® W2 ; cest un sous-espace vectoriel de dimension
finie de X’. Alors via lidentification V = X, on a l'inclusion VX' ¢ X. Notons T’ opérateur
(¢dyy) o u € Ende(X’). 1l est de rang fini puisque 77(X’) C X, et l'on a
On(¢) = tr(T").

Posons T = T'|x € Endc(X). Par définition de la trace d’un opérateur de rang fini, on a
tr(T") = tr(T'). D’ou le
LEMME 1. — On a ©n(¢) = tr(T).

REMARQUE 1. — Notons W (K3) le sous—espace vectoriel de W engendré par les éléments
w — o(k)(w) pour w € W et k € Kj. Alors on a la décomposition W = W52 @ W (K3).
De méme, en remplagant (o, W) par la représentation (n, C*(Q')), on a la décomposition
C>= () = C=(K2\Q') & C°°(Q)(K2). On a aussi la décomposition V = VE1 ¢ V(K;). Par
définition des groupes K1, K2 et K5, on a

u(C(K2\Q) @ W(K3)) =0, u(C™(Q)(K2) @ W) C V(K1).
En effet, pour ¢ € C(K2\Q'), w € W et k' € K3, puisque w(k')(¢) = ¢ et Apn|x, =1, 0ona
u(e@ o)) =< [ a((e) @ ok ()

= [ k) @ (k) whdi

= u(p @ w).
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D’ou l'égalité u(C(K2\Q') @ W(K3)) = 0. D’autre part, via l'identification V = X, V(K1)
s’identifie au sous—espace vectoriel de X formé des fonctions F telles que [ Ky F(zg)dig =0
pour tout z € Q. Or pour p € C°(Q), k€ Ka, we Wetz € Q,ona

/K u(n(k)p ® w)(wg)dig = //K o n(hk)(¢)(zg) ® o(h)(w)digdih
- //K K p(k™'h" 2g) ® o (h)(w)digdih.

Mais pour h € K', on a k™ *h™t = h ™'k~ ! avec k' = hkh™! € Ko, et Von a k' "'z = ok !
avec k" = 7 'k'x € K ; on peut donc effectuer le changement de variables g — k”g. En
définitive, on obtient I'égalité

/K u(n(k)p ® w)(zg)dig = /K w(p ® w)(2g)dig.

Dot Iinclusion u(C™ (')(K2) ® W) C V(K1). n

Calculons la trace de 'opérateur T'. Notons (&, W) la représentation de H contragrédiente
de 0. I apphcatlon canonique W x W — C, ( w) — (w,w) induit par restriction une
identification W2 = Home(W*2,C). Posons X = C(K2\') @ W2, et notons

X xX > C, (F,9) — (F,5)

I’application bilinéaire non dégénérée définie par
@.5) = [ (7005 @hdo = 3" Ac(w) [ (Flow). Flgr))dis
! i=1 K

Elle induit une identification X = Home(X,C).
LEMME 2. — On a tr(T) = Os(do|g1)-

Démonstration. — Fixons une base B de W2 sur C, et notons {W}wen la base de Wk
duale de B. Choisissons un systéme de représentants {ki,...,ks} dans K des éléments
du groupe quotient Ko\K, et pour j = 1,...,s, posons ¢ = lryk; € C(K2\K). Alors
¢, = {npki }i=1,...,s est une base de C(K2\K) sur C. Pour ¢ € & et i € {1,...,n}, notons
pi € C(K2\') la fonction définie par Supp(pi) C Kz; et ¢i(kz:) = ¢(k) (k € K). Alors
¢ = {pitpee,,i=1,...,n est une base de C(K2\Q') sur C, et D = {t) ® whyee, wen est une
base de X sur C. Posons d = vol(K2,d;g). Puisque Ag|x = 1, {d " (A5') @ 0) }pee, wes
est la base de X duale de ®. On a donc

)=d Y Y (T ew), (As'Y) @ w)

weB PeC

=d! Zzz/wkx, (¢ @ w) (kxi), w)dk

weDB Pped i=1

=d” 12 > Z/ T(pi ® w)(kx:), w)dk,

i=1 weB pECy
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ou l'on a posé dk = dig|k. Soit ¥ € C(K2\Q'), w e W et z € Q. Posons F=u(yp w) € V
et notons F7 € V¥ la fonction G% — W, g- 61 — w(0 (9))B(F (0~ (g9)) — cf. E0 Alors on a

T (¢ ® w)(x / By F)(@)diy
— Ac(6)™ / 69 61)A(F)(xg)dig
= 260)" [ olag-50AM) o)y
. Pz~ ) F ()dry.

Puisque G =[], HKz;, on a les décompositions

G:ﬁH@(Kx, ]_[Hh Ka; = ]i[al-HKx,.

i=1 i=1
D’apreés le lemme de[Z8] pouri =1,...,n,onad;(y-x:) = Ag(z:)di(y). Comme diy = 61-dig,
di6 =61 -dih, HNK = K’ et vol(K', d;h) = ¢, posant A; = ¢~ Ag(2;), on obtient

T( @ w)(x ZA // 78 k) FA(O - ka)diOdk.
Hth
Or pour § € H', on a (relation (1) de Z7) F°(8 - kai) = w(kax;)S(8)(F(kxi)) et
$(8)(F(kxs)) = c_l/ w(kz) (k'™ ki) 2(0) o o (k') (w)dk'
K/
=c! / W (K kx) (0 - k) (w)dE,

K/

ot 'on a posé dk’ = dih|k. En effectuant les changements de variables § + ¢ - k'~ (notons

que di(6 - K™Y = Ag (K™Y )di6 = d;6) puis k — k'k dans la formule pour T'(¢) ® w)(x), on
obtient

T @w)(z)=
=c 'Y A ///u 9@ 0 ke )wi (K k) B8 - k) (w)diddkdk’

ZAi //Hh Kqﬁ(ac_l -6 - kxy)wyp (kxi)2(8) (w)diddk.

En particulier, si ¢ = ¢; et © = kox; pour un ¢ € €, uni € {1,...,n} et un ko € K, alors
on a

T(p; @w)(kox:) = w(xi)A; //Hn B Sz kgt 8- kx)we(k)S(6) (w)diddk.

Injectons l'égalité ci-dessus dans la formule pour tr(T"). On obtient

=d ) / w)d,6

weB
ou

Zw z)A; Y // (K)w(k)p(z; kg - 6 - kai)dkodk.

pEC, K><K
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Pouri=1,...,netd € Hh, puisque ZE;IKQZH; C Ky, ¢ € CC(Kl\Gh/Kl) et wlk, =1, la
fonction

K x K = C, (ko, k) = w(k)p(z; k' -6 - ki)
se factorise a travers Ko\ K X K2\ K. Par définition de la base €., on a

() =d* D wl@)As Y wk)f(a k8 k)

ke Ko\ K

:dc*lZw(mi)AG(azi)/Kw(k)qs(x;lk*l)ﬁ-kx,-)dk

™! [ w(@)olg™ 8- 9)dig
Q/

 vol(K',d,h)

~ U vol(K', dih)

Or K' = HN K est un groupe compact, par conséquent d,h|x = dih|x: et ®(8) = doq(9).
On a donc

Per (9)-

a(T) = 3 [ 00 ()(E0) ), 0)ds

H

= 57 (S | adid) (w), ).

Posons ef; = vol(Ké,dlh)fllKé. Puisque ¢o| e € Co(KH\H"/K}) et wlgy =1, 0na
o(exy) © X(dar|us) 0 o(exy) = E(dar|ma)-

En particulier, X(¢q/ | g2 ) (W) C W et S(oarlg:)(W(K3)) = 0, par conséquent Os(dar |zt )
coincide avec la trace de lopérateur X(dq/|yy) sur W2 On a donc bien

tr(T) = Os(dar |12),

ce qu’il fallait démontrer. O
Cela achéve la démonstration de la proposition. O
COROLLAIRE. — On suppose qu’il existe un sous—groupe ouvert compact K de G tel que

e
G = HK. Soit > une w-représentation admissible de H", et soit 1 = “"mdfltq (X). Pour toute
fonction ¢ € C°(GP), on a la formule de descente

On(¢) = Os(¢x|us)-

REMARQUE 2. — On suppose que les conditions () et (i) sont vérifiées. Soit K un sous—
groupe ouvert compact de G tel que HK = K H. Choisissons un systéme de représentants
{z1 =1,22,...,z,} dans G de l'espace quotient HK\G, et posons Q' = |J;_, Kz; (I'union
est disjointe). Alors Q' vérifie (iii), et pour ¢ € CZ(G) et v € G* on a

o () = vOl(H N K, di) " [ wg)ola™ - g)dg
> wle)Aa (@) o)k (7).

i=1

Notons que si le groupe HK est 6—stable (ce qui n’implique pas que K soit §—stable), alors
on peut choisir les z; de telle maniére que 'ensemble {z1 = 1,...,z,} soit f—stable. En effet,



CARACTERES TORDUS DES REPRESENTATIONS ADMISSIBLES 23

le groupe () = (0" : i € Z) opére sur I'espace quotient HK\G, et pour chaque (f)—orbite O

dans HK\G, il existe un = € G tel que O = J,, HK®'(z) ('union est finie). |
REMARQUE 3. — Continuons avec les notations de la remarque 2. On peut, dans la
proposition, remplacer ' par n’importe quelle partie Q de G de la forme Q = ;":1 y; Q'
pour des éléments y1,...,ym € H : pour toute fonction ¢ € CS° (Gh)7 on a encore

On(¢) = Ox(dalus)-
En effet, on peut supposer que pour j, k € {1,...,m} tels que j # k, on a y;Q" # ..
Alors I'union [J], y; Q" est disjointe : si y;Q" NyxQ’ # 0 pour des entiers j, k € {1,...,m},
alors y; Kx; Ny, Ka; pour des entiers 7, [l € {1,...,n}. Onadonci=1et y; K =y, K, dou
y; QY = ypQ puisque KQ' = Q' et j = k. Posons K' = HN Q' (= HN K). Alors pour
5€ HY ona
bolh) = volHN,4 1) S [ wlg)élg™ 5 g)dg
j=1"v;%

vol(K’, dyh)
:volHﬂth > w(y)oar(y; "8 w)-
j:l

Or pour £ € C°(H') et y € H, on a (relation () de 26)
On("€) = Auly wly™)Os(9).

Par suite, posant ¢ = &;&?7% pDHi AH(y;l)7 on obtient

Os(paly:) = cOs(dar| gt )-

Mais comme

HﬂQ:ﬁHﬂij/_ﬁyj
Jj=1 Jj=1

on a
m

vol(H N Q,dyh) = vol(y; K, drh) =Y Ac(y; )vol(K', dih).
j=1 j=1

Donc ¢ = 1. |

2.9. Commentaires. — La proposition et son corollaire ne dépendent pas du choix du
point-base §; € G* — rappelons que I'approche classique consiste a fixer Pautomorphisme
0 de G et a étudier les caractéres f—tordus, ou plus généralement (6,w)—tordus, de G — cf.
Remplacer 61 par §; = z -1 pour un z € G, revient a remplacer § = Intgy(d1) par
0" = Inte(z) o . Nous n’avons pas fait d’hypothése sur l'ordre de 6, ni sur Pexistence d’une
partie ouverte (non vide!) compacte de G qui soit f—stable ; mais 'on pourrait essayer de
choisir §; de telle maniére que soit vérifiée 'une ou 'autre des conditions suivantes :

(a) L’automorphisme 6 est d’ordre fini.

(b) Pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le sous-groupe ()., 0" (K) de G est
ouvert.

i€L
(¢) 1l existe une base de voisinages de 1 dans G formée de sous—groupes ouverts compacts
O—stables.

(d) 1l existe un sous—groupe ouvert compact f—stable de G.

(e) 1l existe une partie ouverte compacte non vide f-stable de G.
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On a les implications (a) = (b) = (¢) = (d) = (e). Signalons quelques propriétés :

Si 6 est d’ordre fini, alors toute partie compacte €2 de G est contenue dans une partie
ouverte compacte 6-stable Q de G. En effet, il suffit de prendre Q = (|,., 0°(€2))K pour un
sous—groupe ouvert compact f—stable K de G.

Si K est un sous—groupe ouvert compact de G, et si K’ est un sous—groupe ouvert de K,
alors K” = (,.cjc k™" K’k est un sous—groupe ouvert distingué de K. Si de plus K et K’
sont @-stables, alors K" D'est aussi. On en déduit que si la condition (c) est vérifiée, alors
pour tout sous—groupe ouvert compact -stable de G, il existe une base de voisinages de 1
dans G formée de sous—groupes ouverts f—stables distingués de K.

Les conditions (d) et (e) sont équivalentes. En effet, il s’agit de montrer I'implication
(e) = (d). Soit U une partie ouverte compacte non vide f—stable de G. Pour tout z € U, il
existe un sous—groupe ouvert compact K, de G tel que K,z C U. Par compacité, on peut
écrire U comme réunion finie d’ensembles K, x; pour des éléments x1,...,2n € U. Posons
K =, K.;. C’est encore un sous-groupe ouvert compact de G, et on a KU = U. Pour
tout j € Z, puisque 67 (U) = U, on a aussi ¢?(K)U = U. Mais alors, le sous-groupe K’ de G
engendré par les 67 (K) pour j € Z vérifie encore K'U = U. A fortiori on a K’ C UU ™", et
comme UU ™! est compact, K’ l'est aussi. Le groupe K’ est ouvert compact et f-stable.

i€Z

3. Automorphismes d’un groupe réductif connexe

Dans ce chapitre, on fixe un corps commutatif F et une cloture algébrique F de F. On
note p > 1 Pexposant caractéristique de F'; i.e. p = 1 si la caractéristique car(F) de F

est nulle, et p = car(F) sinon. Si p > 1, on note FP~™ la cloture radicielle de F dans F.
La référence adoptée est le livre de Borel [Bor]. Toutes les variétés algébriques considérées
sont supposées définies sur F, et sont identifiées a leur ensemble de points F-rationnels.
Les notions topologiques se référent toujours a la topologie de Zariski. On fixe un groupe
algébrique affine H, que 1’on supposera réductif connexe & partir de 3.5l

3.1. Groupes algébriques affines; généralités. — Soit H® la composante neutre du
groupe H ; c’est un sous—groupe fermé distingué d’indice fini de H [Borl ch. I, 1.2]. On note
R(H) = R(H®) et R.(H) = R,(H®) le radical et le radical unipotent de H° [Bor, ch. IV,
11.21]. Par définition, R(H) est un sous-groupe fermé distingué de H, connexe et résoluble.
D’autre part, comme R, (H) est ’ensemble des éléments unipotents de R(H), d’aprés [Borl,
ch. II1, 10.6], Ru(H) est un sous—groupe fermé distingué de H, connexe et unipotent.

Soit H' un sous-groupe fermé de H. On note Zg(H') et Nu(H’') le centralisateur et le
normalisateur de H' dans H [Borl, ch. I, 1.7]; ce sont des sous—groupes fermés de H. On
note Z(H) le centre Zu (H) de H. Le quotient H/H' existe [Bor], ch. II, 6.8], i.e. il existe un
morphisme quotient H — H/H' au sens de [Borl, ch. 11, 6.1], dont les fibres sont les classes
hH' pour h € H. De plus on a [Borl, ch. II, 6.8] :

— le quotient H/H' est une variété algébrique lisse quasi—projective ;

— si H et H' sont définis sur F, alors H/H’ l'est aussi, i.e. le morphisme quotient

H — H/H’ est défini sur F;

— si H' est distingué dans H, alors H/H’ est un groupe algébrique affine.

En particulier, le quotient H/H® est un groupe algébrique affine (fini).
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On note Lie(H) = Lie(H®) lalgébre de Lie[®)] de H, i.e. 'espace tangent T(H); = T(H®),
de H au point 1 muni de sa structure naturelle d’algébre de Lie restreinte [Borl, ch. I, 3.5],
et 'on pose = Lie(H).

Soit ¢ : Hi — Hs un morphisme de groupes algébriques, avec H; et Hy affines. Il induit
par restriction un morphisme de groupes algébriques ¢° : H{ — Hj5. Le noyau ker(¢) est un
sous—groupe fermé de Hy, et 'image ¢(H1) est un sous—groupe fermé de Hs ; de plus on a
légalité [Borl ch. I, 1.4]

¢(H1)® = ¢(H).
On note Lie(¢) = Lie(¢°) la différentielle d(¢): : Lie(H;) — Lie(H2) de ¢ au point 1; c’est
un morphisme d’algébres de Lie.

Soit V une variété algébrique non vide (a priori ni affine, ni lisse) supposée munie d’une
action algébrique de H disons a gauche@ HxV =V, (h,v) = h-v, et soit v € V. D’apreés
[Borl ch. I, 1.8, Porbite

H-v={h-v:heH}
est une variété algébrique lisse, localement fermée dans V. Notons
H,={hcH:h -v=1uv}

le stabilisateur de v dans H; c’est un sous—groupe fermé de H. Le morphisme de variétés
algébriques m, : H — H - v, h — h - v induit, par passage au quotient, un morphisme
bijectif de variétés algébriques 7, : H/H, — H-v, qui n’est en général pas un isomorphisme.
Précisément, notant T(H-v), I’espace tangent de H-v au point v, et d(my)1 : 5 = T(H-v),
la différentielle de 7, au point 1, on a les inclusions

Lie(Hy) C ker(d(my)1), d(m)1(H) C T(H - v),.
D’aprés [Borl ch. AG, 10.1], on a I'égalité
(*) dim(H) = dim(H,) + dim(H - v).

On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes [Bor] ch. II, 6.7] :

— Ty est un isomorphisme de variétés algébriques, i.e. 'orbite H - v est « le » quotient de

H par H, ;

— 7, est séparable;

— Lie(H,) = ker(d(my)1);

— d(m)1(H) =TH - v),.
Si ces conditions sont vérifiées, on dit aussi@ que le morphisme H — V,  h — h - v est
séparable. Notons que si p = 1, alors 7, est toujours séparable.

ExeEMPLES. — (1) Soit H' un sous—groupe fermé de H. Alors (par définition du quotient
H/H’) le morphisme quotient = : H — H/H’ est surjectif, ouvert et séparable : on a
I'égalité Lie(H') = ker(d(m)1).

(2) Soit ¢ : Hi — Hj un morphisme de groupes algébriques affines. Par passage au
quotient, ¢ induit un morphisme de groupes algébriques ¢ : Hi/ ker(¢) — ¢(Hi), qui
est un isomorphisme de groupes abstraits mais n’est en général pas un isomorphisme
de groupes algébriques. Précisément, on a l'inclusion Lie(ker(¢)) C ker(Lie(¢)) avec
égalité si et seulement si ¢ est séparable, i.e. si et seulement si ¢ est un isomorphisme
de groupes algébriques. |

5. Dans [Bor ch. I, 3.5, algébre de Lie de H est notée L(H).
6. Le méme discours s’applique bien siir aussi & une action a droite.
7. Contrairement a l'usage, qui est de réserver l'adjectif séparable aux morphismes dominants.
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Considérons la représentation adjointe Adu : H — GL($), définie par
Adu(h) = Lie(Intu(h)) (b € H).
Posons Haa = Adu(H) et adu = Lie(Adn) : $ — End($). Considérons aussi le groupe
quotient H = H/Z(H), et notons 7 : H — H le morphisme quotient. D’apreés la propriété
univ_erselle du quotient [Borl, ch. 11, 6.3], il existe un unique morphisme de variétés algébriques

B :H — H,q tel que Adyg = S o 7. De plus, 5 est un morphisme de groupes algébriques, et
puisque 7 est séparable, Adu est séparable si et seulement si 5 est séparable.

EXEMPLES. — (3) Soit H = SLo. Si p = 2, alors Z(H) = {1}, H = H et Hyq = PGLo.
De plus (toujours si p = 2), le morphisme Adg : H — Haq est un isomorphisme de
groupes abstraits, mais il n’est pas séparable.

(4) Sip=1 ousi H est connexe et semisimple, on a toujours l'égalité Z(H) = ker(Admu).
(5) Supposons p > 1, et reprenons I'exemple de Chevalley décrit dans [Borl ch. I, 3.15].
Soit H le sous—groupe fermé de GL3 formé des matrices

x 0 O . .
or,y)=1| 0 zf y (xeF*,yeF).
0 0 1
On a ¢(z,y)p(x’,y') = elza’ 2Py +y) et p(z,y) " = p(a™", -z~ Py), don

(*) Intr(p(z, ) (p(2)y") = (@', (1 = 2"7)y + 2"y).
En particulier le groupe H, = ¢(1,F) ~ G, est distingué dans H, et comme

o(z,y) = o(z,00p(ly) (zeF*, yeF),
posant H,,, = np(?x ,0) = Gm, on a la décomposition en produit semidirect
H=H, x H,.
Grace a l'égalité (x), on obtient que Z(H) = {1} et ker(Adu) = Ha.. D’autre part
(& nouveau grace a (x)), I'application commutateur H x H — H, (h,h’) — cin(h') =
hh'h~'h'~! est donnée par
oo (2 y) = (1,1 —aP)y — (1 —aP)y").

On en déduit que lalgébre de Lie de H est commutative (bien que H ne soit pas
commutatif). Par suite 'inclusion

Lie(H.) = Lie(ker(Adn)) C ker(adu) = 9

est stricte, et Adu n’est pas séparable. |

3.2. Automorphismes. — Appelons F-automorphisme de H un automorphisme du
groupe algébrique H. On note Aut=(H) le groupe des F-automorphismes de H, et Int4(H)
le sous—groupe distingué de Aut#(H) formé des automorphismes intérieurs, i.e. ceux qui sont
de la forme Intgr (h) : © = hah™"' pour un h € H. Lapplication H — Int(H), h — Intm(h)
se factorise en un isomorphisme de groupes abstraits H — Int=(H). Notons que pour
7€ Autyz(H) et h, x € H, on a

(%) Intgz(z~") o Intez(h) o 7 o Intr () = Intr(z~ "hr(z)) o 7.

On note Outz(H) le groupe quotient Autw(H)/Intz(H), et Aut-(H) le sous—groupe de
Auty(H) formé des automorphismes dont I'image dans Outz(H) est d’ordre fini.
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Si H est défini sur F, on note Autp(H) le groupe des F—automorphismes de H, i.e. le
sous—groupe de Autz(H) formé des automorphismes qui sont définis sur F', et 'on pose

Aut) (H) = Autr(H) N Auts(H),
Intr(H) = Autp(H) N Int(H).

Si H et Z(H) sont définis sur F, alors H l'est aussi [Bor} ch. II, 6.8], et via I'identification
Int=(H) = H, Intr(H) coincide avec le groupe H(F) des points F-rationnels de H.

REMARQUEs. — (1) SiH est réductif connexe, on verra plus loin ([3.5) que la projection
canonique Autw(H) — Outw(H) est scindée.

(2) SiH est un tore, alors on a Autz(H) = Outz(H) ~ GL(X*(H)) ou X*(H) désigne le

groupe des caractéres algébriques de H. En particulier si H est un tore de dimension

1, alors le seul F-automorphisme non trivial de H est le passage a l'inverse ¢ — ¢ '

(3) SiH est un tore défini et déployé sur F', alors on a Auti(H) = Autr(H). |

Soit 7 € Autw(H). Par restriction, 7 induit un F-automorphisme de H®, que I'on note
7°. L’ensemble H, = {h € H: 7(h) = h} est un sous—groupe fermé de H, et H? = (H,)° est
un sous—groupe fermé de H® qui coincide avec (H®)7o. Notons 1 — 7 : H — H le morphisme
de variétés algébriques h +— h7(h) ™', et posons

H(1—7)={hr(h)"" :h € H} (= {h"'7(h) : h € H}).

D’aprésB.I] H(1—7) est une variété algébrique lisse, localement fermée dans H. Remarquons
que si H est commutatif, alors 1—7 est un morphisme de groupes algébriques, H, = ker(1—7),
et H(1—7) = Im(1—7) est un sous—groupe fermé de H. Revenons au cas général. Par passage
au quotient, 1 — 7 induit un morphisme bijectif de variétés algébriques

1—-7:H/H, - H(1 —7),

qui n’est en général pas un isomorphisme. Posons £, = ker(idg — Lie(7)). A nouveau d’aprés
ce qui précéde, on a l'inclusion Lie(H-) C - avec égalité si et seulement si 1 —7 est séparable,
i.e. si et seulement si T — 7 est un isomorphisme de variétés algébriques.

Si J est un sous—groupe fermé de H tel que 7(J) = J, alors la restriction ¢ = 7|3
appartient & Autz(J), et I'on pose J, = J,, J3 = Jo, J(1 —7) = J(1 — o), (etc.). Pour
h € H et 7 = Intu(h), on a 7° = Intge (h), et I'on pose H, = H- et Hj, = H3.

Puisque H est affine, pour h € H, on a la décomposition de Jordan [Bor, ch. I, 4.4]

h = hshy

avec hs € H semisimple, h, € H unipotent, et hy, € Hj, ; cette décomposition est unique.
En particulier, pour h € H, 'automorphisme intérieur Intg (h) de H se décompose en

Intg (k) = Intu (hs) o Intg (hy) = Intu (ha) o Inta (hs).
Si de plus H est défini sur F, alors d’aprés loc. cit., pour h € H(F), les éléments hs et hy

appartiennent & H(F? ), par conséquent les automorphismes Intgr(hs) et Intgr(hy) de H
sont définis sur FP

REMARQUES. —  (4) Pour h € H°, on a hs, h € H},_ [Borl ch. IV, 11.12] donc h, € Hj, .

(5) Supposons p = 1. Puisque le groupe algébrique affine H/H® est fini, il est formé
d’éléments semisimples. Par conséquent tout élément unipotent de H appartient a
H®. En particulier pour h € H, on a h, € Hj,_. [ |
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3.3. Groupes diagonalisables et tores. — On note Gy, le groupe algébrique affine ',
et pour k € Z>1, on pose Gt =Gm x - X Gm (k fois). Soit D un groupe diagonalisable,
c’est-a~dire un groupe algébrique affine isomorphe a un sous-groupe fermé de G¥, pour un
entier k > 1. On appelle caractére algébrique de D un morphisme de groupes algébriques
D — Gum. On note X*(D) le groupe des caractéres algébriques de D. C’est un Z-module de
type fini, sans p—torsion si p > 1, et 'on a une identification canonique :

D = Homz(X*(D), F¥).

Tout sous—groupe fermé de D est un groupe diagonalisable. Pour tout morphisme de groupes
algébriques ¢ : D — H, I'image ¢(D) est un groupe diagonalisable. En particulier, pour tout
sous—groupe fermé D’ de D, le quotient D/D’ est un groupe diagonalisable, de groupe des
caracteres
X*(D/D') = {x € X*(D) : x|p/ = id}.
La composante neutre D° de D est un tore, de groupe des caractéres algébriques
X'(D°) = X*(D)/X" (D)eor

ot X*(D)tor désigne le sous—module de torsion de X*(D). On a X*(D/D°) = X*(D)tor, €t
d’apres [Borl, ch. 111, 8.7], il existe un sous-groupe fermé fini 2 de D tel que le morphisme
produit D° x £ — D est un isomorphisme de groupes algébriques. Notons que pour tout
morphisme de groupes algébriques ¢ : D — H, le groupe ¢(D°) = ¢(D)° est un tore.

Soit ¢ : D — D’ un morphisme de groupes algébriques, avec D et D’ diagonalisables. I
induit un morphisme de Z-modules

¢": X" (D) = X*(D), X' — x 0 ¢.
Cela définit un foncteur contravariant de la catégorie des groupes diagonalisables dans celle
des Z-modules de type fini. D’aprés [Bor] ch. III, 8.3], ce foncteur est pleinement fidéle. On
a X*(¢(D)) = X*(D’)/ ker(¢?), et X*(ker(¢)) coincide avec :
— coker(¢f) sip=1;
— le quotient de coker(¢*) par sa p—torsion si p > 1.
Sip > 1, ¢ est séparable si et seulement si le Z—module coker(qbu) est sans p—torsion.

ExXEMPLE. — Soit T un tore, et soit m un entier > 1. Considérons le morphisme de groupes
algébriques ¢ : T — T défini par ¢(x) =z™. On a :
- o(T)=T;

— si (m,p) = 1, alors ¢ est séparable et le noyau ker(¢) est isomorphe (comme groupe
abstrait) a (Z/mz)3™™
— sip>1et m=p" pour un entier r, alors ker(¢) = {1} et Lie(¢) = 0. ]

Soit T un tore, et soit 7 € Autw(T). Alors 1 —7 est un morphisme de groupes algébriques,
et puisque le groupe T(1—7) = Im(1—7) est connexe, c’est un tore. Soit ¢, : T — T/T(1—7)
le morphisme quotient. On a la suite exacte longue de groupes algébriques :

15T, > T5T 9 T/T(1—7) — 1.

Posons ¥ = Lie(T). D’aprés Bl on a linclusion Lie(T;) C T,(= ker(ids — Lie(7))) avec
égalité si et seulement si 1 — 7 est séparable.

Supposons de plus que 7 est d’ordre fini m. Alors (7%)™ est l'identité de X*(T). Soit
N7 : T — T le morphisme de groupes algébriques défini par

No(8) = tr(t)--- 7™ (8).
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Puisque (1 —7)f =id — 7% et Nt =id + 7% + - - + (7¥)™ "', on a Im(id — 7%) C ker(N%) et
Ni(x) —mx € Im(id — %) (x € X*(T)).

Par suite, le quotient ker(N%)/Im(id — 7%) est un Z-module de torsion d’exposant divisant
m. D’autre part, X*(T,/T3) = X*(T;)tor coincide avec la p'~torsion de coker(id — %) ; ot
par p’~torsion on entend :

— la torsion sip=1;

— le quotient de la torsion par la p—torsion si p > 1.
Comme N, (T) est un tore, le quotient X*(T)/ker(N%) = X*(N,(T)) est sans torsion. Par
suite X*(T,/T2) coincide avec la p’~torsion de ker(N%)/Im(id — 7%). D’ou le

LEMME. — Soit T un tore, et soit 7 un F -automorphisme de T d’ordre fini m. Alors
Uexposant de T-/T3 = Homz(X(T+)or, ) divise m.

REMARQUE. — Soit 7 € Autz(H) et soit T un tore 7-stable de H. Notons 7’ la restriction
de 7 a T. Puisque Nu(T)° = Zu(T)° [Borl ch. III, 8.10, cor. 2|, le groupe Nu(T)/Zu(T)
est fini. Par conséquent si 7 € Aut%(H)7 alors 7/ est d’ordre fini. |

3.4. Automorphismes semisimples et unipotents. — Un F-automorphisme 7 de H
est dit localement ﬁm@ s’il existe un morphisme de groupes algébriques

t:H = GL, = GL,(F)

qui soit un isomorphisme (de groupes algébriques) de H sur un sous—groupe fermé de GL,,
et un élément g € GL,, tels que pour tout h € H, on ait ¢ o 7(h) = gu(h)g™".

Soit 7 un F-automorphisme localement fini de H. On définit comme suit la décomposition
de Jordan T = Ts o Ty de 7. Choisissons ¢ : H — GL,, et g comme ci-dessus, et posons
H' = «(H) C GL,. Soit g = gsgu la décomposition de Jordan de g (dans GL,,). Puisque
g € Ngu,,(H") et que Ngr,, (H") est un sous-groupe fermé de GL,, on a gs, gu € NgL, (H").
Notons 7¢ et 7 les éléments de Autw(H") déduit de Intgr,, (¢9s) et Intgr,, (gu) par restriction, et
posons 75 = ¢~ torloret Ty = 1 Lortor. Les F-automorphismes 75 et 7, de H sont bien définis,
i.e. ils ne dépendent pas des choix de ¢ et g. En effet, fixé ¢, 'image g de g dans le groupe
algébrique affine H' = Ngy,, (H)/ZgL, (H") est déterminée de maniére unique par 7, et si
G = Gsgu est la décomposition de Jordan de § dans H', alors Intw: (Gs) et Intw. (u) définissent
des F-automorphismes de H*, qui coincident avec 7¢ et & ; d’ott 'indépendance par rapport
au choix de g. Si maintenant ¢; : H — GL,, est un autre morphisme de groupes algébriques
qui soit un isomorphisme sur un sous—groupe fermé H'* de GL,,, et si g1 est un élément
de GL,, tel que ¢ o 7(h) = git(h)gy ' pour tout h € H, alors en notant 7 : H — Gliptm
le morphisme composé du morphisme produit ¢ x ¢; : H — GL,, x GL,, et du morphisme
diagonal par blocs § : GL,, X GL,, — Gpim, on a jo7(h) = 6(ge(h)g™", g1e1(h)gr ") pour
tout h € H. Par conséquent 77 = §o (7L x 72)0d ' et 7§ = So (1t x 1it) 067! On en déduit
que L;l ooy =1"tortoret L;l ooy =1 tortou.

Par construction, on a la décomposition 7 = 75 0 7y = Ty 0 75, et 75 et 7, sont localement
finis. Cette décomposition est unique (car la décomposition de Jordan de g est unique). En
particulier, si J est un sous—groupe fermé 7—stable de H, alors 75(J) = J et 7,(J) = J. Enfin
si H est défini sur F' et 7 € Autp(H), alors on peut choisir ¢ défini sur F, et 75 et 7, sont

. —00
définis sur F?

8. On peut vérifier que cette notion est équivalente a la suivante (cf. [Bor] ch. I, convention pp.
81/82|) : I’algébre affine F[H] de H est réunion de sous—espaces 7%-stables de dimension finie, ot 7%
désigne Iautomorphisme de F[H] défini par 7¢(f)(h) = f(7(h)) pour f € F[H] et h € H.
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Pour h € H, on a bien str Intg(h)s = Intu(hs) et Inte(h)uw = Intu(hy).

Un F-automorphisme localement fini 7 de H est dit semisimple si 7 = 7o, et il est dit
unipotent si T = Ty.

Si 7 est un F-automorphisme localement fini de H, alors le F—automorphisme 7° de H°
est localement fini, et I'on a (7°)s = (75)° et (7°)u = (7u)°. On peut donc poser 73 = (75)°
et 75 = (Tu)°.

SiT e Aut%(Ho)7 alors il existe un groupe algébrique affine H' de composante neutre
H°, tel que 7 = Intyy (h')|me pour un élément i’ € H'; en particulier, 7 est localement fini.
En effet (voir aussi plus loin, [53)), soit ! 'ordre de I'image de 7 dans Outz(H®). Choisissons
un élément h € H® tel que 7! = Intgo (h). Notons H® x (7) le produit semidirect (dans la
catégorie des groupes) de H® par le groupe abstrait engendré par 7, et C le sous—groupe
cyclique de H® x (1) engendré par h™*x 7. Alors C est distingué dans H® x (1), et le groupe
quotient H' = (H° x (7))/C est naturellement muni d’une structure de groupe algébrique
affine de composante neutre H°. On prend alors pour A’ I'image de 1 x 7 dans H'. Soit
maintenant b’ = hjh/ la décomposition de Jordan de h’ dans H'. On a 75 = Intgy (hL)|mo et
Ts = IntH/(h;”HO.

REMARQUE 1. — Soit 7 € Autw(H). Si p > 1, alors 7 est unipotent si et seulement s'il
existe un entier k > 1 tel que 7 = idi. Sip =1 et 7 est d’ordre fini, alors 7 est toujours
semisimple. |
REMARQUE 2. — Soit T un tore. D’aprés la remarque de [33} un F-automorphisme de T
est localement fini si et seulement s’il est d’ordre fini. Par suite si p = 1, tout automorphisme
localement fini de T est semisimple. |
PROPOSITION. — Soit T un tore, et soit T un F-automorphisme unipotent de T. Alors

T, est conneze, et le morphisme produit T» X T(1 —7) — T est bijectif.

Démonstration. — Sip = 1, alors 7 = idy (d’apreés la remarque 2) et il n’y rien a démontrer.
On suppose donc p > 1 et 7 # idg. Alors 7 est d’ordre fini p* pour un entier k > 1. Puisque
T,/T7 = Homz (X" (TT)tor,Fx) et X*(T,) est sans p-torsion, les éléments de T~ /T3 sont
d’ordre premier a p. Comme d’autre part l'exposant de T./T5 divise " (lemme de [33)),
on a T,;/T? = {1}, i.e. T; est connexe. Notons N; le morphisme de groupes algébriques
T— T, t—tr(t) - Tpk_l(t). Puisque ker(N%)/Im(id — 7%) est un groupe de p-torsion, on
a N;(T) = ker(1 — 7) = T-. De la méme maniére, comme

Ny (t) = t** (mod T(1 — 7)) (t€T),

ker(N;)/T(1—7) est un groupe de torsion d’exposant divisant p*, et donc ker(N,) = T(1—7).
Puisque T-NT(1—-7)={t € T: = 1}, ona T,NT(1—7) = {1}, et le morphisme produit
w:Tr x T(1—7)— T est injectif. L’image T, T(1 —7) = pu(T> x T(1 — 7)) est un sous—
groupe fermé connexe de T'; ¢’est donc un tore. Puisque T» = N.(T) et T(1—7) = ker(N;),
on a

dim(T,T(1 - 7)) = dim(T,) + dim(T(1 — 7)) = dim(T),
et u est surjectif. D’ou 'égalité T, T(1 —7) =T. a
REMARQUE. — Soit T et 7 comme dans la proposition. Le morphisme produit

pw:T-xT(l-7)—>T
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n’est en général pas un isomorphisme de groupes algébriques. En effet, prenons par exemple
p =2 T = GnxGn et 7(z,y) = (y,2). Puisque 72 = idr, 7 est unipotent. Pour
(x,y) € F* x F* notant z € F* I'élément tel que 2y = 2°, on a

(x,y) = (z,2)(z 'z, zz™ ") € T.T(1 — 7).

Mais puisque Lie(T,) = Lie(T(1—7)) = ker(14Lie(7)) est strictement contenu dans Lie(T),
Lie(u) n’est pas bijectif, et p n’est pas séparable. [ |

3.5. Groupes réductifs connexes. — On suppose désormais, et jusqu’a la fin du ch. 3,
que le groupe H est connexe et réductif. On note Hger le groupe dérivé de H, et C(H) le
cocentre H/Hger de H. Rappelons que l'on a posé $ = Lie(H) et H = H/Z(H). On pose
aussi Nder = Lie(Haer), 3 = Lie(R(H)), ¢ = Lie(C(H)) et Haer = Haer/Z(Haer ).

Le radical R(H) coincide avec le tore Z(H)® [Borl, ch. IV, 11.21]. Si T est un tore maximal
de H, alors T = (T N Hager)° est un tore maximal de Hqe, et le morphisme produit

R(H) x T — Hyer
est surjectif, de noyau fini [Borl ch. V, 21.1]. On en déduit que le morphisme produit
p: RH) x Hyer » H

est lui aussi surjectif, de noyau fini. D’aprés [Bor} ch. V, 22.4] p est une isogénie centrale,
i.e. il vérifie les deux propriétés suivantes :

— ker(p) est fini et central dans R(H) x Hqe ;

— ker(Lie(p)) est central dans 3 X $der (= Lie(R(H) X Hyer)).
Notons qu’en général, p n’est pas séparable.

Puisque H = Z(H)Hger et Haer N Z(H) = Z(Hger), Uinclusion Hgey € H induit par
passage aux quotients une identification Haer = H. Notons aussi que la représentation
adjointe Adm induit par restriction une isogénie centrale

Hder — Had-
Si T est un tore maximal de H, le morphisme produit
T X Haer — H

est surjectif, et séparable [Borl ch. V, 22.5]. On en déduit que l'inclusion I'inclusion T C H
induit par passage aux quotients un isomorphisme de groupes algébriques

T/(T NHaer) — C(H).

Par suite le cocentre C'(H) est un groupe connexe et diagonalisable, ¢’est—a—dire un tore. On
a l'inclusion 3 + Haer C $ avec égalité si et seulement si p est séparable, auquel cas on a la
décomposition ) = 3 @ Haer- En général (i.e. que p soit ou non séparable), si T est un tore
maximal de H, d’aprés loc. cit. on a 1’égalité

(%) $ = Lie(T) + Hder-

Soit 7 € Autw(H). Alors 7 induit par restriction des F-automorphismes 7ceny de R(H)
et Taer de Haer. Puisque Hqe, est semisimple, le groupe Outz(Hae,) est fini, par conséquent
on a l'égalité Autm(Haer) = Aut%(Hder). D’aprés la remarque 2 de[34] les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

— 7 est localement fini;

[ .
- 7 € Autz(H);
— Teent €st d’ordre fini.
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Posons Lie(T)cent = Lie(Teent) € GL(3) et Lie(T)der = Lie(Tder) € GL(H4der). Alors pour
2 € Z(H) et V' € Hyer, 0on a

(Adm(zh) o Lie(T))cent = Lie(T)cent

et
(Ads(zh) o Lie(T))der = Adeer(h') o Lie(T)der-

Notons que si p est séparable, alors on a la décomposition Lie(7) = Lie(7)cent + Lie(T)der-

Puisque le morphisme quotient 7 : H — C(H) est séparable, le morphisme Lie(r) induit
une identification $/94er = €. Notons Tcocent le Ffautomorphisme de C(H) déduit de T par
passage au quotient, et posons Lie(7)cocent = Li€(Teocent ) ; ¢’est I’élément de GL(€) déduit de
Lie(7) par passage au quotient. Pour A € H, notons ¢ : H — H ’application commutateur
x — hazh 'z~'; c’est un morphisme de variétés algébriques, dont I'image est contenue dans
Hge,. Puisque sa différentielle au point 1 est donnée par d(cp)1 = Adu(h) — idg, on a
I'inclusion (Adu(h) —idg)(9) C Haer, d’ou Pégalité

(AdH(h) o Lie(T))Cocent = Lie(T)Cocent~

Soit PP le sous—groupe parabolique de GL($)) formé des éléments ® tels que P (Hder) = Nder-
Alors U = Ry (PP) est donné par

U={®cP: (P —ids)($) C Haer €t (P —idg)(Haer) = 0},

et P/U = GL($der) X GL(€). De plus, Lie(r) appartient a P, et (Lie(7)der, Lie(7)cocent)
coincide avec I'image de Lie(7) par le morphisme quotient P — P/U.

LEMME. — Soit 7 € Autz(H). On a (Hae)2, = (H2 N Hae)® et H2 = R(H)2 (Haer)2.

Démonstration. — La premiére égalité est claire, puisque Hr, , = H: N Hge;. Quant a la
seconde égalité, posons R’ = Haer N R(H) C Z(Haer), et soit h € H,. Ecrivons h = zh’/
avec z € R(H) et h/ € Hye,. Puisque 7(h) = h, on a k' ~'7(h/) = 27(2) "' € R’ et I'image de
27(2)”! dans le groupe quotient R/R/(1 — 7) ne dépend pas de la décomposition h = zh’
choisie ; on note Zj, cette image. L’application

H. - R/R'(1-7), h 2

ainsi définie, est un morphisme de groupes algébriques de noyau R(H).(Hager)-. Comme
le groupe quotient R//R/(1 — 7) est fini, R(H),(Hger)- est un sous—groupe fermé d’indice
fini de H-. D’ou linclusion [Borl ch. I, 1.2] HY € R(H),(Haer)r, puis l'égalité HY =
[R(H)r (Hger)-]°. Comme [R(H)r(Hader)-]° coincide avec I'image de [R(H)r X (Hger)|® =
R(H)? X (Haer); par le morphisme produit R(H), X (Hder)r — Hi, on a bien 'égalité
H?’ = R(H)i(Hder)i' |

Choisissons un sous—groupe de Borel B de H et un tore maximal T de B. Notons
® = ®(T,H) l'ensemble des racines de T dans H, ®© = &(T,B) le sous—ensemble de
® formé des racines de T dans B, et A = A(T,B) la base de ® formée des racines simples
de ®". Pour a € ®, on note U, le sous-groupe unipotent de H associé a la racine o. Pour
chaque a € A, choisissons un élément u, € Uq N {1}. Alors Outw(H) est isomorphe au
sous-groupe A = Aut=(H,B, T, {ta aca) de Autm=(H) formé des F-automorphismes qui
stabilisent B, T et la famille {ua }aca prop. 2.13]; i.e. on a la décomposition en produit
semidirect

(**) Autf(H) = Intf(H) x 2.
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Pour o € A, notons eq : Ga — Ug, Uépinglage de U, défini par uq, i.e. 'unique isomorphisme
de groupes algébriques tel que

tea(@)t™! = eala(t)s) (we T, teT)
ea(l) = ua
Si 7 € Autx(H) stabilise la paire (B, T), alors 7 opére par permutation sur 'ensemble A,
et pour chaque a € A, il existe un (unique) y,.o € F . tel que
T 0 ea(2) = er(a)(Yraz) (€ F);

par suite 7 € A si et seulement si yr o =1 ( € A). On a donc A = Autz(H, B, T, {ea}aca).
Choisissons une autre famille {u1, € Ua \ {1} : @ € A}, et notons Ay et e1,o (o € A) les
objets définis comme ci-dessus en remplagant {uq faea par {u1,qo faca. Pour chaque a € A,
il existe un unique élément y, € T tel que e1,q(t) = ea(yat). Choisissons un t; € T tel que
pour chaque o € A, on ait a(t1) = yo. Alors on a Intu(t1) o ea = €1, (o € A). D’ott un
isomorphisme de groupes

A— Ay, 77— 711 =Intg(t1)oTo IntH(tl)fl,
qui permet de passer de la décomposition (x*) & la décomposition
Auti(H) = Intz(H) »x ;.
Précisément, pour h€ Het 7 € A, on a

Intsz(h) o 7 = Intgx (h7(t1)t; ") o 71.

3.6. Revétement universel. — Soit
7 :Hse > H = Hyer

le revétement universel de Hyer ITI, 2.6.1] : le groupe Hgc est semisimple et simplement
connexe, et 7 est une isogénie centrale. Posons B’ = BNH’ et T' = TNH’; ce sont respec-
tivement un sous-groupe de Borel et un tore maximal de H'. D’apres [Bor, ch. V, 22.6], les
images réciproques Bs. de B’, et Ty de T', par 7 sont respectivement un sous—groupe de
Borel et un tore maximal de Hsc. De plus (loc. cit.), Papplication

XH(T') = X*(Tae), x = 7 (x) = x o (m]r..)
induit une application bijective
®' = &(T, H') — &(Te, Hsc) = D,
et pour o € ®', 7 induit par restriction un isomorphisme de groupes algébriques
U, (o) — Ua.

D’autre part, Papplication X*(T) — X*(T’), x — X’ = x|/ induit une application bijective
® — &' et pour a € ®, on a U, = U, C H'. On peut donc identifier et ®'. Pour chaque
a € A, posons ia = 7 (ua) € U, (s)- Comme I'ensemble {n*(a) : @ € A} coincide avec
la base A(Tsc, Bsc) de ® associée 4 Bgc, on peut poser A = Autw(Hsc, Bse, Tse, {la faca).
On pose aussi A" = Autz(H', B, T/, {tta faca).

Le lemme suivant est dii a Steinberg [St, 9.16].

LEMME. — Soit 7 € Autp(Haer). Il existe un unique 7 € Autw(Hsc) relevant 1, i.e.
vérifiant To T = T oT.
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L’unicité du relévement entraine que I'application
(*) Autp(Hder) — Autf(Hsc), T T

est un morphisme de groupes. Si 7 € Autz(Haer) stabilise la paire (B’,T’), alors par
construction, son relévement 7 & Hsc stabilise la paire (Bgc, Tsc) ; par conséquent I’applica-
tion (*) induit un isomorphisme de groupes 2’ — 2. D’autre part 7w induit par passage aux
quotients un morphisme bijectif de groupes algébriques T : Hsc/Z(Hsc) — Haer/Z(Haer),
qui n’est en général pas un isomorphisme. On en déduit que Papplication (x) induit aussi un
isomorphisme de groupes Int=(H) — Int(Hsc). L’application (*) est donc un isomorphisme
de groupes, qui préserve la décomposition (*x) de B35l pour Haer et pour Hgc.

EXEMPLE. — Soit H (= Haer) le groupe PGLy = GL2/Z, ou Z = Z(GLz) ~ Gy,. Alors le
revétement universel m : Hsc = SLa — H est le composé de l'inclusion SLe C GIL2 et du
morphisme quotient GILo — PGILs. Si F' est de caractéristique 2, le morphisme 7 est bijectif
(on a m = 7) mais il n’est pas séparable — cf. [Bor] ch. III, 10.8, rem. p. 144]. [ ]

3.7. Automorphismes quasi—semisimples. — Commencons par le résultat bien connu
suivant, d & Steinberg [Stl 7.2] :

THEOREME 1. — Tout F-automorphisme de H stabilise un sous—groupe de Borel de H.

On appelle paire de Borel de H une paire (B, T) formée d’un sous—groupe de Borel B de
H et d’un tore maximal T de B. Le groupe Autz(H) opére naturellement sur l’ensemble
des paires de Borel de H : si 7 € Aut(H) et (B, T) est une paire de Borel de H, on pose
7(B,T) = (7(B),7(T)). Rappelons que toutes les paires de Borel de H sont dans la méme
orbite sous Intw(H).

Un F-automorphisme de H est dit quasi-semisimple s’il stabilise une paire de Borel de
H. Si7 € Aut(H), alors 7 est quasi-semisimple si et seulement si Tge; est quasi-semisimple.

Si h € H, alors Intu(h) est quasi-semisimple si et seulement si h est semisimple.

Si 7 € Auti(H) est quasi-semisimple, un tore maximal 7-stable T de H est dit 7-
admissible s’il est contenu dans un sous-groupe de Borel 7—stable de H. Si 7 stabilise une
paire de Borel (B, T) de H, alors 7 stabilise aussi la paire de Borel (B™, T) de H opposée a
(B, T), ou B™ est l'unique sous—groupe de Borel contenant T tel que B N B = T.

Soit 7 € Autw(H). Alors il existe un h € H tel que le F-automorphisme Intg(h) o 7 de
H est quasi—semisimple. Plus précisément, on a le

LEMME. — Soit 7 € Auti(H), et soit (B, T) une paire de Borel de H telle que 7(B) = B.
Alors il existe un unique u € Ry(B) tel que Intu(u) o 7(B, T) = (B, T).

Démonstration. — Puisque 7(T) est un tore maximal de B, il existe un unique u € Ru(B)
tel que 7(T) = Intgz (u™")(T). D’ott le lemme. O

D’aprés le théoréme 1.8 et les propositions 1.11 et 1.12 de [DM1], on a le

THEOREME 2. — Soit T un F-automorphisme quasi-semisimple de H.
(1) Le groupe H? est réductif, et le groupe H, /HS est formé d’éléments semisimples.

(2) Soit P un sous—groupe parabolique T—stable de H. Il existe une composante de Levi de
P qui soit T—stable.
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(3) Soit P un sous—groupe parabolique T—stable de H, et L une composante de Levi T—stable
de P. Posons U = R,(P). Alors U, est conneze, P! = PN H? est un sous—groupe
parabolique de HS de radical unipotent U,, et L¥ = L NHS est une composante de
Levi de P*.

(4) Soit (B, T) une paire de Borel T-stable de H. Alors (B*, T*) = (BNH, TNH?) est
une paire de Borel de H2. Réciproquement, si (B*, T%) est une paire de Borel de H2,
alors T = Zu(T*) est un tore mazimal T—-stable de H, et il existe un sous—groupe de
Borel T—stable B de H tel que B ¢ B et T C B.

(5) Soit H' un sous—groupe fermé réductif connexe de rang mazimal de H. Si H' est 7—
stable et si H® est un sous—groupe de rang maximal de H2, alors la restriction de T a
H' est encore quasi—semisimple.

REMARQUE 1. — D’aprés le point (1), tout élément unipotent de H, appartient a H7.
En particulier si p > 1, alors 'ordre du groupe fini H; /HY est premier a p.

D’aprés le point (4), Papplication T¢ +— Zp(T¥) est une bijection entre ’ensemble des
tores maximaux de H? et ’ensemble des tores maximaux 7—admissibles de H. En particulier,
si H? est central dans H, alors H est un tore.

D’apreés le point (3), le point (5) s’applique en particulier a toute composante de Levi
7-stable H = L d’un sous—groupe parabolique 7-stable P de H. Notons aussi que puisque
L N HS est connexe, on a L = LNHS et P2 = PNH?. |

REMARQUE 2. — Supposons le groupe H semisimple, et soit 7 un F-automorphisme
quasi-semisimple de H. D’aprés [Stl cor. 9.4] le groupe H, /H? est abélien. Si de plus H est
simplement connexe, alors d’aprés [St], theo. 8.2], le groupe H. est connexe. |

PROPOSITION. — Soilt 7 € Auti(H) quasi-semisimple, (B, T) une paire de Borel T—stable
de H, et U = Ry(B). Le morphisme U — U, u +— ur(u)~" est séparable.

Démonstration. — L’application U x U — U, (u,v) — u-v = uvr(u)”" est une action
algébrique de U sur lui-méme. Posant 7, (u) = u-v (u, v € U), il s’agit de montrer que pour
v = 1, le morphisme 71 = (1 — 7)|u : U — U est séparable. En d’autres termes (cf. BJ), il
s’agit d’établir I'égalité Lie(U,) = ker(id — Lie(7); Lie(U)).

Soit 7 : Hsc — Hager le revétement universel de Hger, et soit 7 € Auty(Hsc) le relévement
de 7 & Hgc (cf. B0). Notons B, Tsc et Usge les images réciproques de B N Hyer, T N Hyer
et U par 7. Alors on a (cf. [30) :

— 7 stabilise la paire de Borel (Bgc, Ts) de Hsc s

— 7 induit un isomorphisme de groupes algébriques Us. — U;

— pour @ € U et u = (@) € U, on a 7(a7 (@) ™) = ur(u) '

On peut donc supposer H semisimple et simplement connexe. Puisque 7 est quasi—semisimple,
le groupe H; est connexe (remarque 2). En particulier, S = T, (= TNH;) est un tore maxi-
mal de H,. D’aprés [T} 3.1.2], H se décompose en un produit direct H = Hy X - -- x H,, ot
chaque H; est un groupe semisimple simplement connexe et presque simple, et cette décom-
position est unique a permutation des H; prés. L’unicité de la décomposition implique que 7
permute les facteurs H;. On peut donc supposer que 7 permute transitivement les facteurs
H;, et quitte a réordonner ces facteurs, que 7(H;+1) = H; pour ¢ = 1,...n — 1. Alors en
identifiant H; 1 & H; via 7t pouri=1,...,n—1, Pautomorphisme 7 de H = H; x --- x H;
est donné par
7(z) = (x2y .. .y T, T1(21)), == (21,...,20) € H,

ou 71 € Aut(H;1) est donné par la restriction de 7 & H;. On peut donc supposer H presque
simple (et toujours semisimple simplement connexe), c’est-a—dire n = 1 et H = H;.
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Posons ® = ®(T,H) et ®" = &(T, B) comme en 3.5l Pour chaque racine o € ®, notons
®(«) le sous—ensemble de ® formé des racines 8 dont la restriction a S est proportionnelle
a als; i.e. telles que B|s = cals pour un élément ¢ € Rso (on a donc ®(a) C R ®z X*(S)).
On distingue deux cas (cf. la démonstration de [Stl, theo. 8.2]) :

I: ®(a) est une T-orbite, i.e. il existe un entier I > 1 tel que ®(a) = {a, 7(a),..., 7" (a)},

a)=a, 7%(a) #aeta+7(a) g ® pouri=1,...,1—1;
II: ®(a) = {a,7(a),a+7(a)}, 7(a) # a, 7*(a) = a et a+7(a) € & (ce qui n’est possible
que si @ est de type Azn).
Notons Ug(q) le sous—groupe de H engendré par les Ug pour 8 € ®(«). Le groupe U est le
produit direct, pris dans n’importe quel ordre, des groupes U, pour a € ®* [Bor| ch. IV,
14.4]. On peut donc choisir un sous-ensemble ¥ de ®* tel que U soit le produit direct, pris
dans n’importe quel ordre, des groupes Ug (o) pour a € W. D’aprés le théoréme 2, le groupe
U, = UNH- est connexe et c’est le radical unipotent du sous—groupe de Borel B, = BNH -
de H,. Pour chaque racine a € ¥, le groupe Ug(,) est 7-stable, et U est le produit direct
(pris dans n’importe quel ordre) des Ug(a),r = Uga) N Ur pour a € V. Le morphisme
1—7:U — U induit, pour chaque a € ¥, un morphisme 1 — 7 : Ug(q) — Ug(a), et il suffit
de montrer que chacun des morphismes (1 — 7)[uy,,, est séparable. Fixons donc une racine
a € W et posons p = (1 — T)|U®(a). Fixons aussi un épinglage eq : Ga — U, de Uy (cf. B3).

Commengons par le cas . Pouri =1,...,l—1, posons e (o) = Tioeqs : Ga — U i(q); Clest
Lo ea() = ealyz)
pour tout = € F. Les groupes Ug (3 € ®(a)) commutent deux—a-deux, par suite p est un

un épinglage de Ui (,,. Puisque () = @, il existe un y € F* tel que 7
morphisme de groupes, et pour u = Hi;(l) eTi(a)(xi) € Ugp(a), posant x_1 = yx;—1, on a

-1
p(u) = [ [ ericay (@i — zi-).
=0

Le noyau ker p = Ug(q),~ est non trivial si et seulement si y = 1, auquel cas c’est I'ensemble
des Hi;é €,i(a) (%) pour z € F. Un calcul analogue pour Lie(p) montre que

Lie(ker(p)) = ker(Lie(p)).
Ainsi p est séparable, et c’est un automorphisme si (et seulement si) y # 1.

Traitons maintenant le cas . Posons e;(o) = Toe€a : Ga = Uy, f = a+ 7(a),
et soit eg : Ga = Up un épinglage de Ug. Un calcul simple dans SL(3,F) montre qu'il
existe un u € F* tel que (ea(x),era)(z')) = es(2uxa’) pour tous z,y € F, ou (-,-)
désigne Iapplication commutateur. En particulier si p = 2, les éléments eq () et era(Tr(a))
commutent. Si p # 2, on choisit eg de telle maniére que u = % Puisque 7%(a) = a, il existe
desy, z € F* tels que Toe,()(z) = ea(yz) et Toeg(z) = eg(zz) pour tout x € F. Sip # 2,
la relation

7(ea(®), er(a) (@) = (er(a)(2), ealyz’)) = es(—yza’),
entraine que z = —y. Pour u = ea(za)ep(rs)er(a)(Tr(a)) € Us(a), On a

p(u) = ea(Ta)es(Ts)er(a)(Tr(a))ea(—YTr(a))es(—2T5)er(a)(—Ta)
= ea(Ta = YTr(a))es((1 — 2)T5 + 2uya? (a))er(a)(Tr(a) — Ta)-
On distingue plusieurs cas :
— siy ¢ {£1} ou z ¢ {£1}, alors Ug(qa),» = {1};
—siet p#2ety=—1, alors Ug(a),, = {es(z) : v € F};
~sip#2ety=1, alors Up(a),,r = {€a(2)es(—227)e,(0)(2) 1z € F};
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~sip=2ety=2z=1,alors Ug(a). = {ea(z)es(2’)e () (z) : z, 2" € F}.
Posons E, = Lie(e,)(1) (v € ®()). Pour X = zaEo +28E3 + 27 (0)Er(a) € Lie(Ug(q)), on
a

X — Lie(7)(X) = (o — YZTr(a)) Ba + (1 — 2)xsEp + (Tr(a) — Ta)Er(a)-
Soit & = ker(id — Lie(7); Lie(Ug(q))). On a :

— siy ¢ {x1} ou z &€ {£1}, alors & = {0};

—sip#2ety=—1,alors R={xEz:x € F};

—sip#2ety=1,alors R = {2(La + Ern) 12 € Y.

~sip=2ety=2z2=1,alors R = {2(Ea + E-(0)) +2'Eg: 2, 2’ € F}.

On a donc
Lie(ker p) = &,

i.e. p est séparable. Cela achéve la démonstration de la proposition. O

COROLLAIRE. — Supposons H semisimple et simplement connexe, et soit T € Autz(H)
quasi-semisimple. Le morphisme H — H, h + hr(h)™" est séparable.

Démonstration. — Soit (B,T) une paire de Borel 7—stable de H. Posons U = R,(B) et
reprenons les notations de la démonstration de la proposition. Pour o € A = A(T,B),
notons o € X,(T) la coracine associée a «, ot X, (T) désigne le groupe des cocaractéres
de T. Puisque H est simplement connexe, on a X, (T) = @aeaZa”. Soit t € T. Ecrivons
t=Tloca, @' (Ta), Ta € F*. Puisque 7(a"(z)) = 7(a)"(z) (¢ € A,z € F*), on a

tr(t)~' = H oev(xax:,ll(a))A

acA

Le groupe S = T, est lensemble des t = HaeA aY(za) tels que Tr(a) = To pour tout
a € A. De la méme maniére, on obtient que T, = ker(idz — Lie(7|T)) est I’ensemble des X =
> aea @’ (Xa) tels que X, (o) = Xo pour tout o € A; ot I'on a posé o’ (Y) = Lie(a")(Y)
pour Y € F. On en déduit que Lie(S) = T,. Le morphisme de groupes (1 — )|t est donc
séparable, et d’aprés le lemme, le morphisme (1 — 7)|s est lui aussi séparable. Soit U™ le
radical unipotent du sous—groupe de Borel B~ de H opposé & B par rapport & T. Puisque
la paire de Borel (B™, T) de H est 7—admissible, a nouveau d’apreés le lemme, le morphisme
(1 — 7)|u— est séparable. D’aprés [Borl ch. IV, 14.14], lapplication produit U~ x B — H
est un isomorphisme de U™ x B sur un ouvert de H, et puisque les restrictions de 1 — 7 a
U~ et B sont séparables, on a

Lie(U; ) + Lie(B,) = Lie(U™), + Lie(B), = $-.
Donc Lie(H,) = §)- et le morphisme H — H, h + 7(h)h~" est séparable. |

REMARQUE 3. — Bien siir, le corollaire n’est en général plus vrai si H n’est pas semisimple
simplement connexe : si p = 2 et 7 est le passage & linverse dans G, le morphisme
1—7:Gm — G, x — z2 est bijectif mais n’est pas séparable. |

REMARQUE 4. — Soit 7 un automorphisme quasi-semisimple de H, et (B, T) une paire
de Borel 7—stable de H. Pour a« € & = ®(T,H), on note | = I o le plus petit entier > 1
tel que 7'(a) = a, et Yy = yr.o élément de F* défini par 7' o eq(z) = ea(yz) (z € F),
ou ey : Go — U, est un épinglage de U, dont le choix n’a pas d’importance. D’ailleurs
Ientier [ et ’élément y ne dépendent pas vraiment de a mais seulement de la 7—orbite
0 = {a,7(a),...,7" 7 (a)} C ®. On les note donc aussi I o et y, 0. Soit &, 'ensemble des
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7—orbites O dans @ telles que y, 0 = 1, et (T3, H?) 'ensemble des racines de T3 dans HY.
Pour une 7-orbite O dans ®, on pose

0" =107 > ae X (T) @z R.
ac0
D’apreés [DMTI] théo. 1.8], I'application ®/(1) — X*(T7), O += O'[x«(1e) induit par restric-
tion une application surjective
&, — (TS, HY).

Cette surjection est bijective, sauf si p = 2 et s’il existe une orbite O € &, contenant deux
racines « et o telles que o + o’ € ®, auquel cas pour avoir une bijection il faut exclure ces
orbites O de 'ensemble ®,. Notons que, pour tout p, 'existence d’une telle orbite O € o,
n’est possible que si le diagramme de Dynkin de G posséde k composantes de type Az,
permutées transitivement par 7 et telles que 7% opére sur chacune d’elles par “retournement”,
c’est—a—dire de la forme

Tk « Tk « Tk [e 27}
Ay, : on 22 o o( 1) o( 2) (O )
Alors pour toute racine « (dans I'une de ces k composantes) telle que o + Tk(Oé) soit une
racine, les 7-orbites de a et de o + 7%() ont méme image dans X*(T2), et

Yr.a = —Yr atrk(a) (: Yr,at+7F(a) si p= 2)

Pour une description explicite du systéme de racines (T3, H?), on renvoie a [DM2]. B

3.8. Automorphismes quasi—centraux. — Un automorphisme quasi—semisimple 7 de
H est dit quasi—central si pour tout automorphisme quasi-semisimple de H de la forme
Intu(h) o7 avec h € H, on a dim(Hy,, (n)o,) < dim(H?).

LEMME. — Soit 7 € Autp(H) quasi-semisimple, et soit (B, T) une paire de Borel T—stable
de H. Alors il existe unt € T tel que le F—automorphisme Intu(t)o7 de H est quasi—central.

Démonstration. — Soit h € H tel que le F-automorphisme 7/ = Intw(h) o 7 de H est
quasi—central. Puisque 7’ est quasi-semisimple, il existe un z € H tel que 7’ stabilise la
paire de Borel Intu(z) o (B, T) de H. D’apreés la relation (x) de B2l quitte a remplacer h
par x~'h7(z), on peut supposer que 7' (B, T) = (B, T). Alors on a Intgz (h)(B, T) = (B, T),
donc h € T. |

D’apres [DMI] prop. 1.21, cor. 1.25], on a la

PROPOSITION. — Soit 7 € Autw(H) quasi—central.

(1) Si(B,T) et (B, T) sont deuz paires de Borel T—stables de H, alors il existe un h € H2
tel que (B, T') = Intu(h)(B, T).
o1t P un sous—groupe parabolique T—stable de H, et L une composante de Levi T—stable
2) Soit P boli ble de H, et L de Levi bl
de P. Si h € H vérifie h~*7(h) € L, alors h € H2 L.

(3) L’application P +— P3 est une bijection entre ’ensemble des sous—groupes parabo-
liques T—stables de H et l’ensemble des sous—groupes paraboliques de H3. Soit P un
sous—groupe parabolique T—stable de H. L’application L — L2 est une bijection entre
l’ensemble des composantes de Levi T—stables de P et l’ensemble des composantes de
Levi de P2, de bijection inverse L — Zu(R(LF)).

REMARQUES. — (1) Un automorphisme quasi-semisimple 7 de H est quasi—central si
et seulement s’il vérifie les propriétés équivalentes suivantes [DMT], déf.—théo. 1.15] :
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(i) Tout sous—groupe de Borel de H? est contenu dans un unique sous—groupe de
Borel 7—stable de H.

(ii) Pour toute (resp. pour une) paire de Borel T-stable (B, T) de H, posant
N = Nu(T) e¢ W = N/T, tout élément 7-stable de W a un représentant
dans NN H?.

(iii) Pour toute (resp. pour une) paire de Borel 7—stable (B, T) de H, posant
O = O(T,H) et A = A(T,B), les éléments yro € F* (cf. la remarque 4 de
B7) pour o € A vérifient la condition@

Yra € {£1},

ou —1 n’est autorisé que s’il existe deux racines de la T—orbite de a dont la somme
appartient a ®.

(2) Soit un élément h € H tel que Pautomorphisme intérieur 7 = Intg (h) de H est quasi—
central. Alors h appartient au centre Z(H) de H. En effet, puisque Inty(h) est quasi—
semisimple, A est semisimple, donc appartient & un tore maximal T de H. D’aprés la
condition (ii), tout élément de Ny (T)/T a un représentant dans Ny (T) N HS. Ainsi
h est un élément de T centralisé par Ny (T), donc par H tout entier.

(3) Soit 7 un automorphisme quasi-semisimple de H, et (B, T) une paire de Borel 7—
stable de H. Soit @ € ®(T,H), et soit eo : Ga — U, un épinglage de U,. Posons
I = l;,o comme dans la remarque 4 de B} Pour ¢ € T, posant 7" = Intu (t)oT et
Nra(t)=tr(t)--- 771 (t),on al, =1 et

o eq(z) = Intr(Nro(t)) 0 7' 0 ea(z) = ea(a(Nra(t))yraz) (z € F).

L’éléement a(N-,o(t)) € F* ne dépend pas vraiment de a, mais seulement de la 7—
orbite O de a dans ®(T, H). On le note donc aussi a,,o(t). D’aprés la condition (iii),
si P'on choisit ¢ de telle maniére que pour chaque 7—orbite O dans A(T,B), on ait
aro(t) = y;é, alors 7’ est quasi—central. |

3.9. Automorphismes quasi—semisimples localement finis. — La notion d’automor-
phisme quasi-semisimple est justifiée par le résultat de Steinberg suivant [SE| 7.5] :

THEOREME. — Tout F—-automorphisme semisimple de H est quasi-semisimple.

REMARQUE 1. — D’aprés [Stl 9], si 7/ € Autz(Haer) est quasi-semisimple, alors 7’ est
semisimple si et seulement si I'image de 7’ dans Out#(Hager) est d’ordre premier a p. [ |
REMARQUE 2. — Supposons p = 1, et soit 7 € Auti(H). Alors 7 est quasi-semisimple

si et seulement si 7Tger est semisimple. D’autre part si 7 est localement fini, alors 7 est
quasi—semisimple si et seulement si 7 est semisimple. En effet, supposons 7qer semisimple et
montrons que 7 ’est aussi. Ecrivons la décomposition de Jordan 7 = 750 7y. Puisque Tcent est
d’ordre fini et Tqor est semisimple, il existe un entier n > 1 et un élément A € H semisimple,
tels que 7" = Intg (h). Alors (7")s = (75)™ et (7™)u = (7u)". Mais puisque 7" est semisimple,
on a (1u)" = idu et 7 est semisimple. Donc 7, = 1, i.e. T est semisimple. [ ]

9. D’aprés les relations de Chevalley, si cette condition est vérifiée pour toute racine simple o € A,
alors elle I’est pour toute racine o € ® — cf. [DM2]. Par ailleurs, si yr,o = 1 pour toute racine
simple a € A, alors on peut choisir des épinglages eq : Ga — Uy de Uy pour a € A de telle
maniére que la paire de Borel épinglée (B, T, {ea }aca) soit 7-stable. Réciproquement, si T stabilise
une paire de Borel épinglée (B, T, {eq}aca) de H, alors yr.o = 1 pour toute racine simple o € A,
et 7 est quasi—central.
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Soit T € Aut%(H). Ecrivons la décomposition de Jordan 7 = 75 o 7. D’apreés le théoréme
2 de[B7 (et le théoréme ci-dessus), le groupe H7 est réductif, et puisque 75 07y = Tw 0 75, T
induit par restriction un F-automorphisme unipotent de H? , que 'on note 7°. On a donc
I'inclusion (H? ).« = H? NH., C H.

D’aprés [DMI], lemme 1.14 et cor. 1.33|, on a la

PROPOSITION. — Soit 7 € Aut%-(H).
(1) 7 est quasi—semisimple si et seulement si T est quasi—semisimple.

(2) SiT est quasi—semisimple et unipotent, alors T est quasi—central et H. est conneze.
COROLLAIRE. — Soit 7 € Aut%-(H) quasi-semisimple. On a Uégalité HS = (H2_ ).

Démonstration. — Puisque (H- )-« est connexe et contenu dans H., on a linclusion
(H?,)-» C H37. Pour linclusion inverse, identifions H & la composante neutre du groupe
algébrique affine H' = H x (1) /C comme en B4l et notons § I'image de 1 x 7 dans H'. Alors
on a HY = (Hj)°. Ecrivons la décomposition de Jordan § = ds8,. L’unicité de cette décom-
position entraine I'inclusion Hs € Hs N Hj . Or on a (Hj )° = H, et H;, NH = H,,
d'on H? C H? NH,, = (H?,)-~. |

REMARQUE 3. — Supposons p = 1. D’aprés la remarque (5) de B2 tout F-automorphis-
me unipotent de H est de la forme Intg (u) pour un élément unipotent v € H. En particulier,
I'identité de H est le seul F—automorphisme quasi—semisimple unipotent de H. |

LEMME. — Soit 7 € Autz(H) quasi-semisimple et unipotent, et soit (B, T) une paire de
Borel T-stable de H. Soit h € H tel que 7" = Intu(h) o 7 est quasi—semisimple. Alors il
existe unt € T, et un x € H tels que 7/ = Intr(z™1) o Intg (t) o 7 o Intgz(x). De plus 7' est
unipotent si et seulement sit = 1.

Démonstration. — Puisque 7' est quasi-semisimple, il existe un 2’ € H tel que 7’ stabilise
la paire de Borel Intgz(z')(B,T) de H. Alors Intg (2’ ‘hr(z") o 7(B, T) = (B, T), d’ott
7 hr(z’) € T. D’aprés la proposition de B4l on a la décomposition T = T,T(1 — 7).
Ecrivons '~ 'hr(z') = ty~'7(y) avec t € T, et y € T. Puisque ty~'7(y) = y~'tr(y), on
obtient

Intg (2’ hr(z')) o 7 = Intr (y ') o Inter (¢) o 7 o Intr (),
d’ott 7/ = Intm(z’y™") o Intm (t) o 7 o Intgx (ya' ).

Si t = 1, alors 7' est unipotent. Réciproquement, supposons 7’ unipotent et posons
7" = Intu(t) o 7. Alors 7 est quasi-semisimple et unipotent, et comme t appartient & H,,
le F-automorphisme 77 o 77! = 77! 0 7"/ de H est unipotent. Donc Intg(t) est unipotent,
et t =1. O

3.10. Automorphismes réguliers; les automorphismes intérieurs. — Pour 7 €
Aut=(H), on note rX(H) le plus petit entier k > 1 tel que la fonction H — F, vy~ ay.(h, T)
définie par le polynéme en l'indeterminée ¢

P(h,7)(t) = det(t — Adu(h) o Lie(r) +ids; §) = Y _ ai(h, 7)t',
i=0
est non nulle; et 'on pose
Du(r) = a1y (1,7) € F.
On note aussi 7, (H) le plus grand entier k' > 1 vérifiant la propriété : pour tout h € H tel
que Intp(h) o 7 est quasi-semisimple, on a k" < dim(Hp,, (n)or)-
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Soit 7 € Aut(H). Pour x € F*, notons % le sous-espace caractéristique de Lie(7)
associé a la valeur propre z; i.e. posons

O ={X € 9 : (zidgy — Lie(7))"(X) =0, 3k € Z>1}.

On a la décomposition $ = ©,c7x HZ. Par définition, on a dimz(HL) > rL1(H) avec égalité
si et seulement si Dy (7) # 0, auquel cas on a

Dy (7) = detg(id — Lie(T);ﬁ/ﬁi)A
Rappelons que $); = ker{ids — Lie(7)}. On a donc les inclusions
Lie(H?) C . C Hr

avec égalités si T est semisimple [Bor] ch. ITI, 9.1]. _
Soit T € Aut%(H). Ecrivons la décomposition de Jordan 7 = 7, o 7. Alors pour « € F*,
on a 7 = H7, = ker{zidy — Lie(7s)}. En particulier, on a 'égalité AL =9, et

(*) Du(7) # 0 & dim(HS,) = ri(H).
DEFINITION. — Un F-automorphisme 7 de H est dit régulier si Dy (1) # 0.
Soit 7 € Autz(H). D’apreés[34] pour 2z € R(H) et ' € Hyer, on a

M (Dntgg (zhyor) = AMF((Dder)Intgy, (h)orger) + AMF(Crperny)-

Par suite on a
L (H) = 1!

Tder

(Haer) + dimp(€L

Teocent )’
et 7 est régulier si et seulement si 7qe, est régulier.

Soit 7 € Int(H). Par définition, les entiers r-(H) et r:(H) ne dépendent pas de 7. On
les note respectivement r(H) et r!(H).

PROPOSITION. — Soit 7 = Intg(h) pour un h € H. Alors Du(7) # 0 si et seulement si
h est semisimple et Hy est un tore (i.e. si et seulement si h est « semisimple régulier » au
sens de Borel [Borl ch. TV, 12.2]). De plus, on a r(H) = r'(H), et cet entier coincide avec
le rang de H.

Démonstration. — Ecrivons les décompositions de Jordan h = hghy et 7 = 75 0 7. On a
7o = Intu(hs) et 7u = Intm(hu), et d’aprés la remarque (4) de B2 h, appartient a Hj .
Puisque 75 est semisimple, on a Lie(H} ) = 9., = HL et comme le F-automorphisme 7*
de Hj_ est unipotent, on a

dim(H?,) = dimz(9r,) < dimg(97).

Par conséquent si Du(71) # 0, alors Du(7s) # 0. En particulier, il existe un élément
semisimple h' € H tel que Du(Intg (h')) # 0.

Choisissons une paire de Borel (B, T) de H telle que hs € T, et posons ® = &(T, H).
Alors on a l'inclusion T C Hj,_, avec égalité si et seulement si pour toute racine o € ®, on a
a(t) # 1 [Borl, ch. IV, 12.2]. L’ensemble des t € T tels que a(t) # 1 pour toute racine a € P,
est ouvert dense dans T (en particulier il est non vide). On en déduit que Dy (7s) # 0 si et
seulement si Hj = T, auquel cas h, = 1. D’ott le lemme. O

COROLLAIRE. — Soit T un tore mazimal de H. Pour t € T, on a Du(Intu(t)) # 0 si et
seulement si a(t) # 1 pour toute racine o € (T, H).
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3.11. Automorphismes réguliers; le cas général. — L’étude des F-automorphismes
extérieurs réguliers de H est plus compliquée, du moins si p > 1.

LEMME 1. — Supposons qu’il existe un F-automorphisme réqulier 7 de H tel que L = .
Alors H est un tore.

Démonstration. — Soit 7 € Autw(H) tel que D (7) # 0 et H1 = §. Alors pour tout h € H,
on a S;JllntH(h)O‘r = $ et Du(Intu(h) o 7) # 0. Par suite, quitte a remplacer 7 par Intg(h) o7
pour un h € H, on peut supposer 7 quasi—semisimple. Ensuite, quitte a remplacer H par
Hg.., on peut supposer 7 localement fini. Ecrivons la décomposition de Jordan 7 = 7 o 7.
Puisque ., = o =9 et Lie(H?) = 97, on a H}, = Het 7o = idu. Ainsi 7 = 7y
est régulier, quasi-semisimple et unipotent. D’aprés le théoréme 2 de 371 le groupe H? est
réductif. Soit T un tore maximal de H2. Alors d’aprés loc. cit., T = Zu(T*) est un tore
maximal (7-admissible) de H. Notons Q¥ I'ensemble des ¢t € T tels que pour toute racine
a de T* dans H, on a a(t) # 1. D’aprés [Borl, ch. III, 9.5], QF est non vide, donc ouvert
dense dans T#, et pour t € T#, on a HY = Zu(T*) = T. Soit 7’ = Intu(t) o 7 pour un
t € Q. Puisque Intg(t) est semisimple et commute a 7, on a (Intg(h) o 7)s = Intr(h) et
(Intu(h) o T)u = 7, 0 H- = Nuegy 1) = Lie(T). Par conséquent § = Lie(T), ce qui n’est
possible que si H est un tore. O

LEMME 2. — Soit 7 un I —automorphisme régulier de H, et posons T = Zg (H2).
(1) 7 est quasi—semisimple, H est un tore, T est l'unique tore mazimal T—admissible de
H, et 1 C Lie(T).
(2) Soit B est un sous—groupe de Borel T—stable de H contenant T, et posons U = R, (B).
Lapplication U — U, u +— ur(u)~" est un automorphisme de variétés algébriques.
(3) Supposons T localement fini. Alors 75 est régulier, T = Zu(H?7.), et Du(1) = Du (7).

Démonstration. — Commencons par montrer que 7 est quasi—semisimple. Puisque Tger est
régulier, quitte & remplacer H par Hger, on peut supposer 7 localement fini. Ecrivons la
décomposition de Jordan 7 = 75 o T, et posons H' = H? . D’aprés le théoréme de [39] et
le théoréme 2 de B H' est réductif. Posons ' = Lie(H'). Pour ' € H et ¢ € F*,
puisque Intgz(h') o 75 = 75 o Intza(h'), les F-automorphismes Adm(R’) et Adm(R') o Lie(r)
de § stabilisent 7 = H7, et si h’ est suffisamment proche de 1 dans H’, alors pour tout
x € F* ~ {1} tel que HF # 0, les valeurs propres de Adu(h’) o Lie(7)|s: € GL(%) sont
toutes différentes de 1. Choisissons un tel b, et posons 71 = Intu(h') o 7 € Autz(H) et
7 = Intg (h)or™ € Aut(H'). Alorsona H}, = .VJ/T} C ' = HL. Mais puisque 7 est régulier,
on a dimz($H},) > dimz($H’). Par conséquent Jﬁ;lf = §'. D’autre part, comme 'ensemble des
x € H' tels que Dyys (Intgy/ (2)o7™) # 0 est ouvert dense dans H', on peut supposer 7; régulier.
Cela implique que 7 lui-méme est régulier. Comme 7* est unipotent, d’aprés le lemme 1, H’
est un tore. Puisqu’un F-automorphisme d’un tore est automatiquement quasi-semisimple,
d’aprés la proposition de 3.9 on obtient que T est quasi-semisimple.

Revenons au cas général : 7 € Autz(H). Choisissons une paire de Borel 7—stable (B, T)
de H. Posons H¥ = H? et TF = T N H*. D’aprés le théoréme 2 de B le groupe HF est
réductif, T# est un tore maximal de H*, et T = Zg (T?).

Montrons que H2 = T* et que $H! est contenu dans Lie(T). Comme plus haut, pour
h € H et 2 € F*, on a Int(h) o 7(H%) = HZ, et si h est suffisamment proche de 1 dans
H’, alors on a 5311ncH(h)07 C $HL. D’apres la démonstration du lemme 1, il existe un ¢t € T*
tel que ﬁllmH(t)oT C 9L et HY = Zu(T%) = T. Alors on a

‘611ntH(t)OT = ‘S’J71' N ‘S’JIlntH(t) = ‘S’J71' N Lle(T)7
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et dimp(j’)%mH(t)OT) < dimz(H1) avec égalité si et seulement si HL C Lie(T). Puisque 7 est
régulier, on a donc $H1 C Lie(T). Par conséquent

Lie(H") C Lie(T) N Lie(H*) = Lie(T?),

ce qui n’est possible que si H* = T*¥. Cela achéve la démonstration du point (1).

Montrons (2). Puisque Hy C T et H,/H? est formé d’éléments semisimples (théoréme
2 de [B7), le morphisme (1 — 7)|u est injectif. Comme d’aprés le point (1) — ou d’aprés la
proposition de[377]—, on a

Lie(U) N $H, = {0} = Lie(U,),

ce morphisme est un automorphisme.

Supposons 7 localement fini, et montrons (3). Ecrivons la décomposition de Jordan
T = Ty 0 Ty. Puisque 7(B,T) = (B,T), on a 7(B,T) = (B,T) et 7.(B,T) = (B, T).
D’aprés le premier paragraphe de la démonstration, H?_ est un tore, et d’aprés le théoréme 2
delB1 ona Zu(H?,) = T = Zu(H?7). Montrons que 7, est régulier. Soit un élément h € H tel
que le F-automorphisme o = Inty (h) o 75 de H est régulier. Puisque o est quasi-semisimple
(d’apres le point (1)), il existe un = € H tel que o stabilise la paire de Borel Inty(x)(B, T)
de H. D’aprés la relation (x) de B2 quitte & remplacer h par £~ hrs(z), on peut supposer
que o(B, T) = (B, T). Alors on a Intu(h)(B, T) = (B, T), donc h € T. D’apres le point (1),
H est un tore et Zp(Hgy) = T. On a donc

H=H:NT=HNT=H.

Comme dimz($H}) > dim(HS) = dim(H?,) = dim#(H1.), on obtient que 75 est régulier.
D’ou I’égalité
Du(r) = Du(r),

puisque ﬁl =9Hr.. O
LEMME 3. — Soit 7 € Autz(H) quasi-semisimple, et soit (B, T) une paire de Borel T—
stable de H.

(1) Il existe unt € T tel que Intyu(t) o T est régulier.
oit t € el que Intu(t) o 7 est régulier. Alors on a = T3, et pour tou
2) Soit t € T tel que Intp(t t régulier. Al HS, (or = T2, et tout
u € Ru(B), Intu (tu) o 7 est régulier.

Démonstration. — La démonstration du point (1) est identique a celle du lemme de 33
Montrons (2). Soit t € T tel que Intu(t) o 7 est régulier. Posons 7" = Intu(t) o 7.
Puisque 7/(B,T) = (B, T), d’aprés le lemme 1, H?, est un sous-tore de T. Par conséquent

H°, = T2, = T2. Soit u € U = Ry(B), et posons v’ = tut™' € U. Soit v € U tel que

v =v7'(v). Alors on a

Intgz(tu) o7 = Intar (v~ ") o Intr (7' (v)) 0 7’ = Intrr (v~ ') o 7’ o Inter (v),
et Intg(fu) o 7 est régulier. O
THEOREME. — Soit 7 € Autz(H).

(1) 7 est réqulier si et seulement si T est quasi—semisimple et HS est un tore.

(2) Supposons T quasi-semisimple. Alors T est régulier si et seulement si

dim(H?) = r-(H).
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(3) Supposons T localement fini. Alors T est régulier si et seulement si 75 est réqulier, i.e.
st et seulement si HY est un tore. En d’autres termes, on a

Du(1) = Du(7s).
De plus, si T est régulier, alors on a r. (H) = ri(H).
Démonstration. — Si T est quasi-semisimple, on choisit une paire de Borel (B, T) de G telle
que 7(B,T) = (B, T), et 'on pose U = Ry(B).

Montrons (1). Si 7 est régulier, alors d’aprés le lemme 2, T est quasi-semisimple et H?
est un tore; de plus (loc. cit.) Zu(H2) = T et $: est contenu dans Lie(T). Réciproquement,
supposons que T est quasi-semisimple et que H7 est un tore. On a donc 7(B,T) = (B, T).
Puisque H? est un tore, d’aprés le théoréme 2 de B71 on a HY C T et Zu(HY) est un
tore maximal (7—admissible) de H, par conséquent Zu(H7) = T. Le morphisme (1 — 7)|u
est injectif (cf. la démonstration du point (2) du lemme 2), et puisqu’il est séparable ([B.7]
proposition), c’est un automorphisme de variété algébrique. On en déduit que

1 N Lie(U) = {0}.

Le méme raisonnement appliqué au radical unipotent U™ du sous—groupe de Borel B~ de
H opposé a B par rapport a T, entraine que

Hr N Lie(U™) = {0}.

Par conséquent $X est contenu dans Lie(T). D’aprés le lemme 3, il existe un ¢ € T tel que
71 = Intu(t)oT est régulier. Puisque 71(B, T) = (B, T), on a Zu(H3,) = T et H7, C Lie(T).
On en déduit que

1 = Hr N Lie(T) = H1, NLie(T) = Hr,.

Par suite dimz=($1) = ri(H) et 7 est régulier.

Supposons T quasi-semisimple, et montrons (2). D’aprés (1), il s’agit de montrer que
H? est un tore si et seulement si dim(H7) = r-(H). Supposons tout d’abord que H?
est un tore. Comme H7 C T (cf. la démonstration du point (1)), on a H? = T?. Soit
un élément A’ € H tel que 7/ = Intu(h') o 7 est quasi-semisimple. On veut montrer que
dim(H?,) > dim(H?). Il existe un = € H tel 7’ stabilise la paire de Borel Intx(z)(B,T) de
H. Puisque 7" = Intgz (27 ') o7/ o Intgz(z) stabilise (B, T) et dim(H2,) = dim(H?/,), quitte &
remplacer 7/ par 7'/, on peut supposer que 7' (B, T) = (B, T). Alors Intg (h)(B, T) = (B, T),
i.e. h € T. Comme

H, DT =T; =H3,

on a dim(H?,) > dim(H3). Supposons maintenant que dim(Hy) = r-(H), et montrons que
le groupe réductif connexe H' = H? est un tore. Soit T = T NH’ (c’est un tore maximal
de H'). Soit t' € T, et posons 7/ = Intu(t') o 7’. D’aprés la démonstration du point (1) du
lemme 2, si t' est suffisamment proche de 1 dans T', ce que I'on suppose, alors £,/ = 5’)1/
est contenu dans Lie(H'). Puisque $),, = Lie(H?,), cela entraine que H?, est contenu dans
H’, puis que H?, = HﬁtH/(t’)' Supposons de plus que t' est régulier dans H’, i.e. que
Dy (Int (t')) # 0. Alors d’aprés la proposition de 510} Hiy, ;) est un tore. D’autre part
comme dim(H?,) < dim(H7;) = r-(H), par définition de r-(H), on a légalité H2, = H7.
Cela qui achéve la démonstration du point (2).

Supposons 7 localement fini, et montrons (3). Ecrivons la décomposition de Jordan
T = Ts 0 Ty. D’aprés le lemme 2, si 7 est régulier, alors 75 I'est aussi et on a 1'égalité

Du(1) = Du(7s).
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D’aprés le point (1), 75 est régulier si et seulement si H7 est un tore : 75 est semisimple donc
a fortiori quasi-semisimple (théoréme 1 de[39). Supposons 75 régulier et montrons que 7 est
régulier. Comme H?_ est un tore, 7° € Autw(HZ,) est quasi-semisimple, par conséquent T
est quasi-semisimple (proposition de B3)). Puisque H? C H? et H? est un tore, H? est un
tore. D’aprés la relation () de BI0) on a dim(HS,) = 77 (H), et d’aprés le point (2), on a
dim(H?,) = r-,(H), d’ou la derniére assertion du point (3). Cela achéve la démonstration
du théoréme. |

COROLLAIRE. — Soit 7 € Autx(H). On a r-(H) < r1(H) avec égalité si et seulement si
dim(H?,) = dimz(H1/) pour un (i.e. pour tout) h € H tel que 7" = Intm(h) o 7 est régulier.

Démonstration. — Pour h € H, posant 7/ = Intu(h) o7, on a
dim(H{,) < dimg(H+) < 7o (H),

d’ott l'inégalité r,(H) < rL1(H) puisqu’on sait (lemme 2) que si 7/ est régulier alors 7’ est
quasi-semisimple. Si 7 est régulier, alors dim(H?,) = r,(H) et dimz($HL,) = rL(H). D’ou le
corollaire. |

REMARQUE 1. — Pour 7 € Autx(H), puisque
Lie(H?) C 9 C 91,

on a dim(H?) = dim(H}) si et seulement si les inclusions ci-dessus sont des égalités. D’autre
part si 7 est semisimple, on a Lie(H?) = 9, = ﬁi. On en déduit que s’il existe un élément
h € H tel que Intgr(h) o T est semisimple régulier, alors . (H) = r1(H). ]

Si p = 1, I'absence de F-automorphismes quasi-semisimples unipotents non triviaux
simplifie notablement la situation, du moins pour les automorphismes localement finis :

LEMME 4. — Supposons p =1, et soit T € Aut%(H). On a r-(H) = rL(H).

Démonstration. — Puisque 7 est localement fini, pour h € H, 7" = Intu(h) o 7 est encore
localement fini, par conséquent si 7" est régulier, alors 7" est semisimple (d’aprés la remarque
2 de[39). On conclut grace a la remarque 1 ci-dessus. Od

REMARQUE 2. — Si 7 nest pas localement fini, alors l'inégalité r.(H) < ri(H) est
en général stricte (méme si p = 1). En effet, soit T le tore Gm X G, et soit 7 le F-
automorphisme de T défini par 7(a,b) = 7(ab,b) (a, b € F*); il n’est pas localement fini.
Posons ¥ = Lie(T) (= F x F). On a Lie(7)(X,Y) = (X +Y,Y) (X, Y € F). Par suite pour
h € T, posant 7/ = Intgz(h) o 7, on a Lie(T,) = T, = {(X,0): X € F} et T}, = T. Donc
r-(T) =1et r:(T) = 2. [ |

3.12. Eléments réguliers d’un H—espace tordu. — Il est commode de reformuler les
résultats de 310 et BTl en termes d’espaces tordus (voir 2]; on remplace ici la catégorie
des groupes topologiques par celle des groupes algébriques). Comme dans [Lal, 1.3], appelons
H-espace (algébrique) tordu la donnée :
— d’un H-espace principal homogéne H!, i.e. une variété algébrique affine H* munie d’une
action algébrique de H & gauche, notée H x H - Hf, (h,d) — h-4, telle que pour tout
§ € H?, l'application H — H?, h — h - § est un isomorphisme de variétés algébriques;
— et d’une application Intgy; : HY — Aut(H) telle que

Intyys (B - 6) = Intr (h) o Intygy (5) (b € H, 8 € HY).
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On peut alors définir une action algébrique Hf x H — HY, (6,h) — § - h de H sur H" a
droite, qui commute a 'action & gauche :

d - h = Intgy; (6)(h) - 6.
Pour h € H, on note Inti;(h) : H* — H® 'automorphisme de variété algébrique défini par
Inty(6) =h-6-h".

Pour 7 € Autx(H), on peut comme en [2:4] définir le H-espace tordu Hr. Il s’agit d’une
variété algébrique affine, munie :
— d’un isomorphisme de variétés algébriques H — Hr, h — h7, et d’actions algébriques
de H a gauche H x Hr — Hr, (h,h/7) + h-h'T et & droite Hr x H — Hr, (h'7,h) >
h'7T - h, commutant entre elles et vérifiant I’égalité

h-h't-h" =hh'r(k")r (h, b, K" € H);
— et d’une application Intg, : HT — Autz(H) donnée par
Inta,(hr) = Intu(h) o7 (h € H).

Mutatis mutandis, le n° [Z4] reste vrai dans ce contexte. En particulier, si H est un H—
espace tordu, le choix d’un élément §; € H? permet d’identifier H et Hry ot 71 = Intygs (01),
mais d’aprés la remarque 2 de [Z4] cette identification n’est pas canonique.

Soit H? un H-espace tordu. On note Adyy; : HY — GL($) 'application & — Lie(Intgs (9)).
On a donc

Adygs (h-8) = Adm(h) o Adg: (6)  (h € H, § € HY).
On note Dy : HY — F la fonction définie par
Dyy14(0) = Du(Intyygs (0)).

Pour § e H? et 7 = Intggy (6), on remplace l'indice 7 par un indice § dans toutes les notations
précédentes — i.e. on pose HY = H2, H} = H1, (etc.). Puisque Intyg (b - 8) = Intur(h) o 7
(h € H), on a 7 € Aut%(H) si et seulement si Inty; () € Autd:(H) pour tout &' € H?;
auquel cas on dit que H" est localement fini. Par définition, les entiers rs(H) et ri(H) ne
dépendent pas de I’élément 6 € H'. On les note (H") et ' (H"). L’entier (H") est appelé
rang (absolu) de HE.

Un élément § € H® est dit quasi—semisimple (resp. quasi—central, semisimple, unipotent,
régulier) si le F-automorphisme Inty:(8) de H est quasi-semisimple (resp. quasi-central,
semisimple, unipotent, régulier). Ces notions sont stables par H-conjugaison. Notons que si
H" n’est pas localement fini, alors aucun élément de H? n’est semisimple (resp. unipotent).

On note HEeg I’ensemble des éléments réguliers de H". Par définition, la fonction

HY - F, § — Dy (8)

appartient a l'algebre affine F[Hh] Puisque I'ensemble HEeg est non vide, il est ouvert dense
dans H". D’aprés le théoréme de 311l un élément § € H’ est régulier si et seulement s'il est
quasi-semisimple et H§ est un tore. D’apreés le corollaire de BTl on a

(%) r(HY) < r'(H)

avec égalité si et seulement s'il existe un élément § € HY, tel que dim(Hg) = dimz(55).
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3.13. Tores maximaux et sous—espaces de Cartan d’un H—espace tordu. — Soit
H’ un H-espace tordu. Soit § € HY, et posons 7 = Intyy: (6). Soit (B, T) une paire de Borel
de H telle que 7(B) = B. Posons U = Ry(B), et soit uo l'unique élément de U tel que
Int (uo) o7 stabilise (B, T). Posons dp = uo -9 et 70 = Intg (o). Puisque 0(B,T) = (B, T),
do est quasi-semisimple. Posons S = T§, (= T N Hg ). D’aprés le lemme 3 de B.11] on a la

PROPOSITION. — (1) Tout élément régulier de H® est de la forme ™ - (t - &) - & pour
unt €T et un z € H.

(2) L’ensemble (T - o) N Hi., est ouvert dense dans T - .
(3) Pour § € (T -8)NHE,, ona Hy =S.

Partons maintenant d’un élément §) € HEeg7 et posons S? = §6 - 84. Le centralisateur

Zu(S%) = {h € H : Intg: (1) (h) = h, ¥y € S}

est un tore de H, disons S. Pour § € S%, on a S = S-§ et Inty:(d)|s = ids. Cela munit
S% d’une structure de S—espace tordu trivial. Le groupe T = Zg(S) est un tore maximal de
H : pour é € S"n HEeg, on a Hy = S — en particulier on a H§6 =S — et T est 'unique
tore maximal Intgyy (6)-admissible de H. Posons

T =T.8"=s%. T c H".

Pour 6 € T on a T% = T-§ et Intps (§) = Intgy: (5)|T est un F-automorphisme de T. Cela
munit T d’une structure de T—espace tordu. Pour § € T7 N HEeg, on a H§ = S. De plus, on
a Z(T%) =S ou (rappel) Z(T") est le centralisateur de T dans T, défini par

Z(T%) = {t € T : Intps (7)(£) = ¢, Vy € T}
Puisque
Zu(T?) C Zu(S%) =S = Z(T%) C Zu(T?),

les deux inclusions ci—dessus sont des égalités.

DEFINITIONS. — On appelle :
— tore maximal de H une partie S? de la forme S = H2 - § pour un § € HEeg ;
— sous—espace de Cartan de H® une partie T% de la forme T% = Zu(Hg) - 6 pour un
§ € Hig.

D’aprés la proposition, les tores maximaux (resp. sous—espaces de Cartan) de H’ sont
deux—a-deux conjugués dans H. On a les propriéteés :

— Tout tore maximal S¥ de H? détermine un quadruplet (S, St T, Th)7 qu’on appelle le
quadruplet de Cartan de H® associé & S" :on a 8 = Zu(S?), T = Zu(S) et T# = T-S%;

— Tout sous—espace de Cartan T% de H? détermine un triplet (S, T, Th)7 qu’on appelle le
triplet de Cartan de H* associé a T% : on a S = Zu(T?) et T = Zu(S).

— Fixé un sous—espace de Cartan T% de H?, application qui a § € T? associe la partie S-&
de H’ est une bijection du S\T-espace tordu S\T? sur 'ensemble des tores maximaux
S" de H? tels que Zu(Zu(S?)) - 8% = T*.
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3.14. Orbites dans un H—espace tordu. — Soit H un H-espace tordu. Considérons
I'action de H (a droite) sur H* par conjugaison :

H® x H— H?, (6,h) — h™" -6 h =hIntgg (8)(h) - 6.
Pour 6 € H", on note Om(8) la H-orbite {h™" -6 -h: h € H}; posant 7 = Intys (d), on a
Ou(é) =H(1 —71) 0.

D’apreés [Bor, ch. I, 1.8], Ou(d) est une variété algébrique lisse, et sa fermeture Ow(5) dans
H’ est réunion de O (d) et de H-orbites de dimension strictement inférieure a dim (O (6)).

En particulier, la H-orbite O () est ouverte dans O (8) et localement fermée dans H. Le
groupe Hs (= {h € H : Inty;(6)(h) = h}) coincide avec le stabilisateur de § dans H, et le
morphisme de variétés algébriques 75 : H — Ou(d), h — h™1 .6 - h se factorise & travers le
quotient Hs\H. On obtient donc un morphisme bijectif 75 : Hs\H — On(d), qui n’est en
général pas un isomorphisme. On a I'égalité (x) de Bl

dim(H) = dim(Hs) 4+ dim(0mu(0)),

et Ts est un isomorphisme si et seulement si le morphisme 75 est séparable, i.e. si et seulement
si Lie(Hs) = ker(d(7s)1).

LEMME. — Soit deuz éléments 6, 8’ € HY quasi-semisimples et unipotents. On a
Ou(d') = 0u(6).

Démonstration. — Posons 7 = Intyyy (6) et 7' = Intgyy (6'). D’aprés le lemme de 3] il existe
un x € H tel que

7' =Intu(z™") o7 o Intr(z) (= Intygs (™" - 5 - 2)).

Par conséquent ¢’ = zz~ ' - § -z pour un élément z € Z(G), et quitte a remplacer §’ par
x5z~ ', on peut supposer que &' = z-§, i.e. que 7' = 7. Notons que si p = 1, alors 7 = idm,
et si p > 1, alors - idg pour un entier £ > 1. Soit T un tore maximal 7—stable de H.
Puisque la restriction de 7 & T est un automorphisme unipotent de T, d’aprés la proposition
de B4 Iélément z s’écrit z = ut~'7(t) pour des éléments u € T, et t € T. Comme 7 est un
automorphisme localement fini de H, on peut comme en [34] identifier H & la composante
neutre d’un groupe algébrique affine H' = (H x (7))/C. On identifie H" a 'image de H x (1)
dans H’ via l'application h - § — (h,7). Alors § s’identifie & I'image de (1,7) dans H', et
t- 8" - t'7! gidentifie & 'image de (u,7) dans H'. Les éléments 6! et ¢t - 6" -t~' de H' sont
unipotents, et comme ils commutent, leur produit v € T est encore unipotent. Donc u = 1,
et &' =t 1.5t O

PROPOSITION. — Soit § € H'. La H-orbite Ou(d) est fermée dans H" si et seulement si
6 est quasi—semisimple.

Démonstration. — Posons 7 = Intyyy (§). Comme O (d) = H(1 — 7) - §, si H est un tore,
I’énoncé est vide : H(1 — 7) est un sous—groupe fermé de H, et 7 est quasi-semisimple. On
suppose donc que H n’est pas un tore.

Supposons § quasi-semisimple. Soit (B,T) une paire de Borel 7-stable de H, et soit
U=RyB). Pourt € Tetuc U, posant &' =t"'-§-t, ona

(tu) ™" -6 - tu = u 'Intgy (8)(u) - 6
= u Mty (8) (u)t 7 (t) - 6
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ott u” Intyy; (6')(u) € U et t717(¢) € T(1 — 7). Par conséquent la B-orbite
OB(0)={b"'-6-b:bec B}
vérifie la double inclusion
T(1—-7)-6COB(S) CUT(1—7)-0.

Or UT(1—7) = T(1 — 7)U est un sous-groupe fermé T—stable de B. Pour b € B, v’ € U et
t'eT(l—7),ona

bt (Wt 8) b= (b ub)(b (b)) - 6
ott b rub € U et b~ ''7(b) € UT(1 — 7). Par conséquent UT(1 — 7) - § est une sous—variété
fermée de HY, stable par B—conjugaison. Posons ® = ®(T,H) et A = A(T,B). Soit T, le
sous—groupe fermé de T N Hge, défini par

T, ={t € TNHae : at) = B(t), Yo, B € A}

Sa composante neutre T est un tore de dimension 1. De plus, on a I'inclusion T C HS. En
effet, puisque T est 7-stable, 7 opére sur ® : pour « € ®, on pose 7(a) = ao 771, Comme
B est 7—stable, on a 7(A) = A. On en déduit que T. est 7—stable, et que a(7(t)) = «(t)
(a € A, t € T). Par suite TS est 7-stable, et comme le seul F-automorphisme non trivial de
T2 est le passage a I'inverse ¢ — ¢t~ 1, on obtient que T|re = id. D’out I'inclusion cherchée. Soit
§ € UT(1—7)-6. Ecrivons §' = v/t~ '7(t)-§ avecu’ € Uett € T, et posons v = t'ut’~' € U.
Alors on a t- &' -t~' = v - §. D’aprés la proposition de B0}, 'ensemble TS N H,eq est non
vide, et la fermeture Ore(v) de la TS-orbite Oro(v) = {tvt™' : ¢t € T2} dans U contient
1. Par suite 6 € O (8’) et O(d) C O(d’), ou les fermetures sont dans UT(1 — 7) - §). En
choisissant ¢’ tel que la B—orbite Og(d’) soit fermée dans UT(1 —7)-§ [Bor}, ch. I, cor. 1.8],
on obtient que la B-orbite Op(d) est fermée dans H®. Et comme la variété quotient H/B
est compléte, on en déduit que la H-orbite O () est fermée dans H.

Réciproquement, supposons Ou(d) = Ou(d). Soit (B, T) une paire de Borel de H telle
que 7(B) = B, et soit u 'unique élément de U = R, (B) tel que Intu(u)o7(B,T) = (B, T).
Posons §' = u-§ et 7/ = Intu(¢'). On définit comme plus haut le sous—tore T2 de T. D’aprés

le paragraphe précédent, on a I'inclusion T{ C HY,, et la fermeture Oro(u=1 - 6’) de la T9-
orbite Oro(u™" - §') contient &’. Or u~" - §' = § et la H-orbite O (J) est fermée dans H".
Par conséquent &' € Ou(J) et § est quasi-semisimple. O

COROLLAIRE 1. — Pouré € HEeg, la H-orbite O (8) est fermée dans HE.

REMARQUE. — On peut aussi prouver le corollaire 1 directement, grace a la relation (x)
de Bl En effet, soit 6 € HEeg et soit 8’ € Ou(5). Pour h, z € H, puisque

Adggs (2027 ") = Adu(z) o Adggs (6) o Adu ()",
posant P(h,d) = P(h,Intu(0)) comme en 310, on a
P(zhz ',z -6-27") = P(h,6).

Par continuité, on en déduit que P(1,46") = P(1,6). En particulier, on a Du(8") = Du(8) # 0.
Puisque §' € HY,, d’aprés le théoréme de BII] on a dim(Hj, ) = r(H") = dim(HY). Grace
a la relation () de Bl on obtient

dim (0w (8")) = dim(H) — r(H?) = dim(Ow(4)).

Comme Ou(8") C Ou(d), cela entraine que & appartient & Om (). |
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COROLLAIRE 2. — Soit un élément § € H* unipotent. La fermeture O (8) est réunion de
H-orbites unipotentes, et contient une unique H-orbite fermée. Cette derniére est l'unique
H-orbite quasi-semisimple unipotente de H'.

Démonstration. — Puisque ¢ est unipotent, tout élément de Om(d) l'est aussi. Par suite
Om(d) est réunion de H-orbites unipotentes. Soit O une H-orbite dans Ou(d) de dimension
minimale. Elle est fermée dans H?, donc quasi-semisimple (proposition), et d’aprés le lemme,

O est Punique H-orbite quasi-semisimple unipotente de H?. O

4. Questions de rationnalité

Continuons avec les hypothéses et les notations du ch. 3 : F' est un corps commutatif
d’exposant caractéristique p > 1, T est une cloture algébrique de F, et H = H(F) est un
groupe algébrique. On suppose de plus que H est connexe, réductif et défini sur F', et 'on
note H = H(F) le groupe de ses points F-rationnels. A I’exception du n° [£9] les notions

topologiques se référent toujours a la topologie de Zariski.

4.1. Généralités (rappels). — Soit F*P/I' la sous—extension séparable maximale de
F/F, et soit ¥ = X(F*P/F) son groupe de Calois.

Soit V une variété algébrique définie sur F'. Pour toute extension F’ de F, on note V(F’)
I'ensemble de ses points F’'-rationnels. D’aprés [Borl, ch. AG, 13.3], V(F*°?) est dense dans
V (pour la topologie de Zariski). Une partie fermée de V est dite Ffferméem(dans V) si
elle est définie sur une sous-extension purement inséparable de F/F; ou, ce qui revient au

méme, si elle est définie sur F? . Ainsi, toute partie fermée de V est F*Pfermée, et toute
partie F'—fermée de V définie sur F*°P est définie sur F'. En particulier si p = 1, toute partie
F—fermée de V est définie sur F.

Soit 7w : V.— W un morphisme de variétés algébriques. Supposons que V, W et 7 sont
définis sur F. Alors I'image W' = (V) est définie sur F'. On a l'inclusion 7(V(F)) C W'(F)
mais cette inclusion est en général stricte — méme si le morphisme V. -+ W' est séparable,
et que F' = F™°P.

REMARQUE 1. — Si (W' 7) est «le » quotient de V par un groupe algébrique affine H'
défini sur F, alors par homogénéité d’apres [Bor, ch. AG, 13.2], on a l'égalité

T(V(F*P)) = W' (F>P). n

Soit H' un groupe algébrique affine défini sur F. Sa composante neutre H'® est elle aussi
définie sur F' [Bor, ch. I, 1.2], et ses composantes connexes sont toutes définies sur F*°P

10. Soit H’ un groupe algébrique affine défini sur F'. Notons H’ le F-schéma en groupes affine lisse
d’algébre affine F[H']. Les parties F—fermées (resp. fermées et définies sur F') de H’ correspondent
bijectivement aux sous—F-schémas fermés réduits (resp. géométriquement réduits) de I’ : les unes
et les autres correspondent bijectivement aux idéaux I de F[H'] tels que la F—algébre F[H']/I est
réduite (resp. tels que la F-algébre F @ F[H']/I est réduite). A tout sous groupe fermé de H’ défini
sur F' correspond ainsi un sous—F—schéma en groupes fermé lisse de H’, et réciproquement.

Soit 7 € Autp(H’). Le groupe H’. est F—fermé dans H/., donc correspond & un sous—F-schéma
fermé réduit H. de H’'. On a H. = H.(F), et H, est défini sur F si et seulement si . est
géométriquement réduit, i.e. est un F-schéma en groupes lisse.
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[Borl ch. AG, 12.13]. On a donc H' = H'(F***)H'°. D’apres [Borl, ch. V, 18.2], il existe un
tore maximal de H'® défini sur F. Rappelons que H' est déployé sur F s'il existe une suite

{}=H,CcH, ,C---CH|=H

de sous—groupes définis sur F, tels que pour ¢ = 1,...,n — 1, Hj,, est distingué dans Hj
et le groupe quotient Hj/Hj,, est F-isomorphe au groupe multiplicatif G, ou au groupe
additif Ga. Si H' est diagonalisable (e.g. un tore), alors H' se déploie sur une sous—extension
galoisienne finie de F*°*/F [Bor] ch. III, 8.11].

Soit V une variété algébrique définie sur F', munie d’une action algébrique de H' & gauche
H xV — V, (h,v) = h-wv, elle aussi définie sur F. Pour v € V(F), la variété (lisse)
H' - v est définie sur F, et le groupe H), est F—fermé dans H'. Si de plus le morphisme
7yt H — V  h + h-v est séparable, alors H), est défini sur F' [Bor], ch. II, 6.7]. D’autre
part, si le groupe H' est connexe, résoluble et F-déployé, et s’il opére transitivement sur V,
alors V est affine et posséde un point F-rationnel [Borl ch. V, 15.11].

REMARQUE 2. — Soit 7 : V — W un morphisme de variétés algébriques. Supposons que
V, W et m sont définis sur F. Supposons aussi que V et W’ = 7(V) sont irréductibles, et
que V est muni d’une action algébrique (a gauche) de H', définie sur F, telle que les fibres
de 7 sont les orbites sous H'; ot H' est toujours un groupe algébrique affine défini sur F.
Si le morphisme V. —+ W’ est séparable — en particulier si (W’,7) est « le » quotient de
V par H — et si H' est connexe, résoluble et F—déployé, alors d’aprés [Borl, ch. V, 15.12],
on a l'égalité

T(V(F)) = W(F). [

4.2. Généralités; suite. — Les résultats ci—-dessous sont valables pour n’importe quel
groupe algébrique H réductif connexe et défini sur F :
— Hger est défini sur F' [Borl ch. I, cor. 2.3];

— Z(H) est défini sur F [Borl ch. V, 18.2], et donc aussi R(H) = Z(H)° [Borl, ch. I, 1.2];

— H est déployé sur F si et seulement s’il existe un tore maximal de H défini et déployé
sur F [Borl ch. V, 18.7];

— si T est un tore maximal de H défini et déployé sur une sous-extension F'/F de F'/F,
alors tout sous—groupe de Borel B de H contenant T est défini et déployé sur ' (cf.
la démonstration de loc. cit.);

— si S est un tore de H défini sur F, alors Zu(S) et N (S) sont définis sur F' [Bor], ch. 111,
cor. 9.2 et ch. V, 20.3] ; si de plus S est déployé sur F, alors Zu(S) est une composante
de Levi d’un sous—groupe parabolique de H défini sur F' [Borl ch. V, 20.4] ;

— si P est un sous—groupe parabolique de H défini sur F', alors R(P) et R, (P) sont définis
sur I, et les composantes de Levi définies sur I’ de P sont les centralisateurs dans H
des tores maximaux définis sur ' de R(P) [Bor, ch. 20, 20.5];

— si M est une composante de Levi définie sur F' d’un sous-groupe parabolique P de
H défini sur F', alors le sous—groupe parabolique de H opposé & P par rapport & M,
est défini sur F' [Borl ch. V, 20.5], et notant S le sous—tore F-déployé maximal de
R(M) =Mn R(P) [Borl, ch. IV, 11.23], on a Iégalité Zu(S) =M [Borl ch. V, 20.6].

— d’aprés ce qui précéde, si P est un sous—groupe parabolique de H défini sur F', alors
les composantes de Levi définies sur F' de P sont les centralisateurs dans H des tores
F-déployés maximaux de R(P).

CONVENTION. — On applique au groupe H = H(F') le langage des groupes algébriques
de la maniére habituelle suivante. On appelle :
— tore de H le groupe des points F-rationnels d’un tore de H défini sur F';
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— tore déployé de H le groupe des points F-rationnels d’un tore de H défini et déployé
sur F';

— sous—groupe parabolique de H le groupe des points F-rationnels P = P(F) d’un sous—
groupe parabolique P de H défini sur F, et composante de Levi de P le groupe des
points F-rationnels d'une composante de Levi de P définie sur F';

— radical (resp. radical unipotent) d’un sous—groupe parabolique P(F) de H le groupe
R(P)(F) (resp. le groupe Ry (P)(F')) — on le note R(P) (resp. Ru(P).

Soit P = P(F') un sous—groupe parabolique de H. D’aprés les résultats rappelés plus haut,
toute composante de Levi M de P est le centralisateur dans H d’un tore déployé maximal
de R(P), et I'on a la décomposition en produit semi-direct, appelée décomposition de Levi
de P :

P =M x Ry(P).

D’aprés [Borl ch. V, 20.5], si M et M’ sont deux composantes de Levi de P, alors il existe
une unique u € Ry (P)(F) tel que M’ = uMu™*. De plus (loc. cit.), le morphisme quotient
H — H/P induit une application surjective H — (H/P)(F) , i.e. on a

(H/P)(F) = H/P.

4.3. Points rationnels d’un H—espace tordu défini sur F. — Soit H* un H-espace
tordu défini sur F', c’est—a—dire tel que :

— H" est une variété définie sur F';

— les actions & gauche et & droite de H sur H? sont définies sur F.
On note H% = Hh(F) I'ensemble des points F-rationnels de H?. On suppose que H® est
non vide. Alors pour § € H", le F-automorphisme Inty:(6) de H est défini sur F, i.e. on
a Intg: (0) € Autp(H). Munissons H et H” de la topologie de Zariski héritée de H et de
H". Alors H? est muni d’une structure de H—espace topologique tordu au sens de[Z4] : pour
e H% ona H* = H-6 C H?, et l'automorphisme Int () de H est donné par la restriction
de Intgy: (6) & H. Notons que si H = Hr pour un 7 € Autr(H), alors H? coincide avec le
H-espace topologique tordu H7 défini en [24]

Puisque H? est défini sur F, la fonction HY — F, § — Dyy:(0) appartient a algébre
affine F[H?). Pour § € H?, on pose

Dy (0) = Dy (0) € F.
L’ensemble
H W H!, = {6 € H": Dy (6) = 0}
est F—fermé dans HY, par suite la variété Hﬁeg est définie sur F'. On note

Hi, = H (F) (= H* N H.,,)

reg
I’ensemble de ses points F-rationnels. On a donc

Hi., = {6 € H": Dy (8) #0}.

REMARQUE. — Supposons le corps F infini. Puisque H est réductif connexe, H est dense
dans H [Bor), ch. V, 18.3], et comme H’ est supposé non vide, H' est dense dans H*. Comme
HEeg est ouvert et dense dans H?, on en déduit que erg est non vide. Par conséquent, Hrheg

est ouvert et dense dans HP. |
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4.4. La décomposition Auty/(H) = Intp/ (H) x 2,. — Fixons un tore maximal T, de
H défini sur F, et un sous—groupe de Borel B, de H contenant T,. Notons BJ le sous—
groupe de Borel By de H opposé a B, par rapport & T,. Choisissons une sous—extension
galoisienne finie Fu/F de F*°P/F déployant T,. Les groupes B, et BS sont donc tous les
deux définis et déployés sur F,. Comme en 3.5l posons &, = &(To, H), &F = &(To,B,) et
Ao = A(Ts,Bo). Posons aussi A7 = {—a: a € As}. Pour a € @, le groupe U, est défini
et déployé sur F,. Pour chaque oo € A,, choisissons un élément uo € Uq(Fo) {1}, et notons
e l'épinglage de U, défini par ua (cf. B3l ; puisque uq est Fo-rationnel, le morphisme eq
est défini sur F,. Rappelons qu'un systéme de Chevalley (relativement a Ts) est la donnée
d’une famille {fs}aca, d’épinglages des U, vérifiant :

— pour a € o, les épinglages fo et f_o sont associés, i.e. I'élément fo(1)f-a(1)fa(1)

appartient & Nu(To);
— pour «, 8 € &, , il existe € = 1 tel que

frae) (@) = mafs(er)ymg’  (z € F),

ou 7o € Nu(To)/T, désigne la réflection associée a la racine «, et oul on a noté mq

lélément fo(1)f-a(1)fa(l) € Nu(To).
On sait que la famille {eq }aca, se prolonge en un F,—systéme de Chevalley {ea }acs,, i.€. un
systéme de Chevalley tel que les épinglages eq : Go — U, (a0 € ®,) sont définis sur Fy. De
plus ce prolongement est unique « au signe prés », c’est-a—dire au remplacement éventuel,
pour certaines racines S € @, \ (A, U A7), de eg par z — ég(z) = eg(—z). Alors pour
a € o, les éléments uqa = eqa(l) € Uy et ma = UaU—ata € Nu(To) sont Fo—rationnels.

Posons
Ao = Aut(H, Bo, To, {ta }aca, ),

et soit 7o € Wo. Puisque 75(Bo, To) = (Bo, To), 7o opére sur ensemble ®, en stabilisant
A, @ pour a € ®o, la racine 7o(a) € Po est donnée par U, (a) = 70(Ua), et comme
To 0 €0 = €ry(a) (@ € Ao), l'unicité du Fo-systéme de Chevalley prolongeant {ea}aca,
implique que pour § € ®o \ (A UAJ), on a 7o 0 eg = e, (3) Ou bien 75 0 eg = &, (g).
Par conséquent pour o € ®,, 'isomorphisme de groupes algébriques 7 : Ua — U, (4) est
défini sur F,. D’autre part puisque le tore T, est défini et déployé sur Fj, la restriction de
7o & T est définie sur F,. Ordonnons (de maniére arbitraire) I’ensemble ®7, i.e. posons
®F = {ai1,...,an}. Posons Us = Ru(Bo) et Uy = Ru(B}). D’aprés [Bor) ch. IV, 14.4],
I'application produit [T, Ua, — U, est un F,-isomorphisme de variétés algébriques ; de la
méme maniére, I'application produit []"_ , U_,, — Ug est un Fr—isomorphisme de variétés
algébriques. D’aprés [Borl ch. IV, 14.14], 'application produit U; x To x U, — H est un
Fo—isomorphisme de variétes algébriques sur un ouvert V, de H défini sur F,. D’aprés ce
qui précéde, on a 70(Vo) = Vs et la restriction de 7o & V., est définie sur F,. Par conséquent
To est défini sur F,. On a donc montré I'inclusion

(%) Ao C Autp, (H).

Cette inclEsion jointe a la relation (xx) de [35] entrainent que pour toute sous—extension
F'/F, de F/F,, on a la décomposition en produit semidirect

(k) Autp (H) = Intpr (H) x .

REMARQUES. — Soit 7 : Hsc — Hger le revétement universel de Hge, (cf. B.0).

(1) D’apreés [T, 2.6.1], le groupe Hsc est défini sur F' et déployé sur Fy, et le morphisme
est défini sur F. Les paires de Borel (B;, T() de Haer et (Bo sc, To,sc) de Hsc définies
comme en en remplagant (B, T) par (Bo, To), sont définies et déployées sur Fo.
Pour a € Ao, I'élément i, = 7 '(ua) est Fo-rationnel. A partir de 2o, on définit
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comme en les sous—ensemble A, C Autz(Hse) et A, C Autm(Haer). Dapres (),
on a les inclusions

Ao C Autp, (Hso), A, C Autr, (Haer).
D’autre part le morphisme bijectif
7T : Hse/Z(Hsc) — Haer/Z(Haer)

est défini sur F, mais n’est en général pas un isomorphisme (cf. exemple de B6). On
en déduit que si 7 € Autp(Hger ), le relévement 7 de 7 & Hgc n’est pas nécessairement
défini sur F' (méme si F' = Fy).

(2) D’aprés [T} 3.1.2], Hsc se décompose en un produit direct
Hsc = Hsc,1 X -+ x Hsc)n,

ou chaque Hsc,; est un groupe semisimple simplement connexe défini sur F' et presque
F-simple; de plus cette décomposition est unique a permutation des Hgc,; prés.
L’unicité de la décomposition implique que si 7 € Autr(Hsc), alors 7 permute les
facteurs Hsc,;. Supposons H presque F-simple, i.e. supposons Hsc = Hsc,1. Alors
d’apres loc. cit., il existe une sous—extension finie L/F de F*P/F telle que Hgc est
F—isomorphe & Resy,(H") pour un groupe semisimple simplement connexe H* défini
sur L et (absolument) presque simple. Ici, Resy,,p désigne le foncteur restriction des
scalaires de la catégorie des groupes algébriques affines définis sur L dans celle des
groupes algébriques affines définis sur F'. Le groupe Hgc se décompose donc, sur L,
en un produit direct
HSCZHI Xove XH:,“

ou chaque groupe Hj est L-isomorphe & H*, et m = [L : F]; comme plus haut, cette
décomposition est unique a permutation des Hj prés, et si 7 € Autp(Hsc), alors 7
permute les facteurs H; . |

4.5. Automorphismes stabilisant un sous—groupe de Borel défini sur F*P. —
On s’intéresse dans ce n° a la version F*°P-rationnelle du théoréme 1 de[37: pour un F—
automorphisme 7 de H, on aimerait savoir s’il existe un sous—groupe de Borel T—stable de
H qui soit défini sur une sous—extension de F*P/F (i.e. sur F*°?). Si p > 1, la réponse est
négative en général :

EXEMPLE. — Soit F le corps de séries formelles F2((w)), H le groupe GL2, et z € H la
. 1 . . .

matrice ; 0 ) Prenons pour 7 le F—automorphisme intérieur Intg(x). Un sous—groupe

de Borel de H est 7—stable si et seulement s’il contient z, or aucun sous—groupe de Borel de

H défini sur F*°P ne contient x. |
Pour traiter la question qui nous intéresse, on peut bien siir supposer F' = F*°P,

LEMME. — On suppose F' = F**. Soit un élément h € H dont la décomposition de Jordan
h = hshy est F-rationnelle, i.e. tel que hs et hy appartiennent a H. Alors il existe un
sous—groupe de Borel B de H défini sur F, tel que h € B(F).

Démonstration. — Supposons tout d’abord h unipotent, i.e. h = hy, € H. Via le choix d’un
F-plongement ¢+ : H — GL,,, identifions H & un sous—groupe fermé de GL, défini sur F.
D’aprés [Bor, ch. I, theo. 4.8], il existe un élément x € GL,(F) tel que zha™' appartient
au sous—groupe U,, de GLL,, formé des matrices strictement triangulaires supérieures. Notons
B,, le sous—groupe fermé de GL, formé des matrices triangulaires supérieures, et posons
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B: = 27 'B,z. Alors B est un sous-groupe de Borel de GL,, défini sur F, HNB% est un
sous—groupe fermé de H défini sur F, et h appartient au groupe (H NB)(F) des points
F-rationnels de HNBj,. D’aprés [Borl ch. IV, 11.14], la composante neutre B = (HNB,)°
de H N B est un sous—groupe de Borel de H, et comme Ng(B) = B [Borl, ch. IV, 11.16],
on a B=HnNB;.

Passons au cas général. Soit M = Zy(hs)®; c’est un groupe réductif connexe défini sur
F'| et hs et hy appartiennent & M. D’apreés le paragraphe précédent, il existe un sous—groupe
de Borel By de M défini sur F', tel que hy € By. Soit T un tore maximal de By défini sur
F. Comme hs € Z(M) C T, h appartient & By (F). D’apres [Borl, ch. IV, 11.14], il existe
un sous—groupe de Borel B de H tel que By = (BN M)°. Comme T est un tore maximal
de H défini (donc déployé) sur F' — rappelons que F' = F*® — le groupe B est lui aussi
défini et déployé sur F. D’ou le lemme. O

PROPOSITION. — On suppose F' = F*P. Soit 7 € Autr(H) tel que la décomposition de
Jordan Taer = (Tder)s © (Tder)u de Taer € Autp(Haer) est définie sur F, i.e. tel que (Taer)s et
(Tder)u appartiennent & Autp(Haer). Alors il existe un sous—groupe de Borel T—stable de H
défini sur F'.

Démonstration. — D’aprés [Borl, ch. IV, 11.14], 'application B — BNHge, est une bijection
de I’ensemble des sous—groupes de Borel de H sur I’ensemble des sous—groupes de Borel de
Hge., et B est 7—stable (resp. défini sur F') si et seulement si BNHge, est 7—stable (resp. défini
sur F). On peut donc supposer H = Hge,. Alors 7 = 74er induit par passage au quotient un
F-automorphisme 7 de H = H/Z(H) dont la décomposition de Jordan 7 = 7507, est définie
sur F. D’aprés loc. cit., notant ¢ le morphisme quotient H — H, l'application B — ¢(B) est
une bijection de I’ensemble des sous—groupes de Borel de H sur I’ensemble des sous—groupes
de Borel de H; et B est 7-stable (resp. défini sur F') si et seulement si ¢(B) est 7-stable
(resp. défini sur F'). On peut donc suppposer Z(H) = {1}.
Choisissons comme en [3.4] un morphisme de groupe algébrique

¢t H — GL,

qui soit un isomorphisme sur un sous-groupe fermé de GL,, et un élément g € GL,,, tels
que pour tout h € H on ait ¢ o7 = Intgr,, (¢) o ¢t. Puisque H est défini sur F', on peut choisir
¢ défini sur F', et identifier H au sous-groupe (fermé, défini sur F') (H) de GL,. Notons
H le groupe quotient Ngi, (H)/ZgL,, (H), et 7 : Ngr,,(H) — H le morphisme quotient; il
est défini sur F, et induit par restriction un morphisme (de groupes algébriques) H — H
qui est un isomorphisme sur un sous-groupe fermé de H défini sur F'. On identifie H a ce
sous—groupe. Puisque 'automorphisme 7 est défini sur F, la projection § = 7w(g) € H est
F-rationnelle. Ecrivons les décompositions de Jordan g = gsgu de g et § = Gsgu de g et de
g. Alors 7 = Intgr,, (9s)|u, 7« = Inter, (gu)|a, §s = 7(gs) et Gu = 7(gu), et puisque par
hypothése 75 et 7, sont définis sur F, gs et gu appartiennent a H(F'). On peut donc appliquer
le lemme : il existe un sous-groupe de Borel B de H défini sur F, tel que § € B(F). A nouveau
d’aprés [Borl ch. IV, 11.14], B = BN H est un sous-groupe de Borel de H, et il est défini
sur F'. Comme
7(B)=g(BNH)g ' =gBg ' nH =B,

la proposition est démontrée. O

4.6. Automorphismes stabilisant une paire de Borel définie sur F*°*. — On prouve
dans ce n° qu'un F-automorphisme quasi-semisimple 7 de H stabilise une paire de Borel
de H définie sur F*°P — précisément, on prouve qu’il existe un tore maximal 7—admissible
de H défini sur F' —, et que le groupe H est défini sur F.
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Pour 7 € Autr(H), on note HP le sous—groupe F—fermé de H, formé des composantes

connexes qui possédent un point F**’-rationnel, i.e. on pose
HP = (H, N H(F*P))H°.
On a
(Hsep)o _ HOA
Par conséquent si H3P est défini sur F, alors HS I’est aussi. Réciproquement si H? est défini
sur F', alors H°P est défini sur F*°P, donc sur F' puisqu’il est F—fermé dans H.
REMARQUES. — (1) Pour 7 € Autr(H), le groupe H, est F—fermé dans H donc défini
sur F*~ 7. En particulier si p = 1, alors H, est défini sur F', donc H3 l'est aussi.

(2) Soit 7 € Autr(H) tel que HS est défini sur F. D’aprés [Borl ch. AG, 12.3 et 13.3]
on a H}*® = H; si et seulement si H; est défini sur F*°P, i.e. sur F puisque H, est
F—fermé dans H. D’autre part pour toute sous—extension F'/F de F*®/F, on a

HT N H(F/) _ (HT N H(Fsep))Gal(Fsep/F/)
— H5°P (Fsep)Gal(FSCP/F/)

= H¥P(F).

(3) On suppose F = F*°P. Soit 7 € Autr(H) quasi-semisimple tel que H? est défini sur
F'. Choisissons un tore maximal S de H7 défini sur F. Les groupes T = Zu(S) et
N = Nu(T) sont 7-stables et définis sur F. Soit B un sous-groupe de Borel de H2
contenant S, et soit k € H,. Alors h(B*,S)h™! = z(B*,S)z~! pour un = € H2, et
z7'h € Nu(S) € N. On a donc

H, = H°N, = N, H°.
Posant NP = N N H:P, on a aussi
HSP — HONSP — NS°PHC

Puisque T est défini et déployé sur F, T~ l'est aussi, et T, = T, (F)T3. Par conséquent
T,H? = T,(F)H? est un sous—groupe fermé de H:°P, défini sur F, et T~ est contenu

dans N5°P. Puisque HSP est défini sur F, N5°P Dest aussi, et H, est défini sur F si et
seulement si NP = N,.

(4) On suppose H semisimple et simplement connexe. Soit 7 € Autr(H) quasi-semisimple.
Le morphisme 1 — 7 : H — H est séparable (corollaire de B7]), par suite H, = HY est

défini sur F. |
LEMME. — Soit 7 € Autr(H) quasi-semisimple. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes@ :

— le groupe HE®P est défini sur F ;
— le groupe HY est défini sur F ;
— 1l existe un tore mazimal T—admissible de H défini sur F'.

Démonstration. — L’équivalence des deux premiéres conditions a été démontrée plus haut.
Si HY est défini sur F, alors il existe un tore maximal S de H? défini sur F, et T = Zu(S)
est un tore maximal T—admissible de H défini sur F'.

Supposons qu’il existe un tore maximal 7—admissible T de H défini sur F', et montrons
que le groupe H? est défini sur F. Comme H, est F—fermé dans H, HY V’est aussi et il suffit

11. On verra plus loin (théoréme) qu’elles sont vérifiées.
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de montrer que H? est défini sur F*°P. On peut donc supposer F = F*P. Soit B un sous—
groupe de Borel 7-stable de H contenant T. Alors (B T#) = (BNH2, TNH?2) est une paire
de Borel de HY définie sur F' (puisque T est défini et déployé sur F, T# Dest aussi). Notons
B’ le sous—groupe de Borel de H opposé a B par rapport a T. Alors B* = B’ N H? est le
sous—groupe de Borel de H? opposé & B par rapport & T%, et tout comme BF, B’* est défini
sur F. Le groupe U”* = R,(B'*) est défini sur F, et Iapplication produit U'* x B — H2
est un isomophisme de variétés algébriques sur un ouvert de HY [Borl ch. IV, 14.14]. Cet
ouvert est défini sur F et engendre HY, par conséquent H? est défini sur F. O

On peut maintenant démontrer le résultat principal de ce n° :

THEOREME. — Soit 7 € Autp(H) quasi—semisimple. Le groupe HY est défini sur F, et il
existe un tore maximal T—admissible de H défini sur F. En particulier, il existe une paire de
Borel T—stable de H définie sur F*°P.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que H7 est défini sur F*°?. On peut supposer p > 1
et F = F*°P. La démonstration s’organise comme suit : on commence par se ramener au
cas ol 7 est localement fini. Puis par descente de H a H?_, on se raméne au cas ol 7 est
(quasi—semisimple) unipotent, ce qui permet d’utiliser le lemme de

D’aprés le lemme de B35 on a H? = R(H)? (Haer)7,,, - Puisque R(H) est un tore défini
sur ' (= F*P), il est déployé sur F' [Borl, ch. ITI, 8.11], et R(H)? est lui aussi un tore défini
et déployé sur F' [Borl, ch. ITI, 8.4|. Par conséquent si (Haer )7 est défini sur F, alors H3 1’est
aussi (c’est 'image du morphisme produit R(H)? x (Haer)7,,, — H). Quitte & remplacer H
par Hyer et 7 par Tqer, on peut donc supposer 7 € Aut% (H). Alors on écrit la décomposition
de Jordan 7 = 75 o 7w. Rappelons que 75 et 7, appartiennent a Aut - (H).

Montrons que le groupe H?_ est défini sur F. Identifions H a la composante neutre du
groupe algébrique affine H = H x (7)/C comme en [3.4] et notons § 'image de 1 x 7 dans
H'. Puisque H et 7 sont définis sur F', H' T'est aussi et § appartient a H'(F). Ecrivons la
décomposition de Jordan § = §:8,. On a 6 € H(F?P ), 75 = Intgr (55)° et H2, = (Hj5,)°.
Puisque H' est affine et défini sur I, il existe un morphisme de groupes algébriques

t:H = GL,

défini sur F', qui soit un isomorphisme sur un sous-groupe fermé de de GL,,. Identifions H’

a 1(H'). Notons T le tore maximal diagonal de GL,,. Il existe un g € GL,(F) tel que
g 6sg = diag(x1,...,z1;22,...,T2;...;Thy...,Tk) €T
pour des z; € F* deux-a-deux distincts. Posons y = g~ 'd.g. On a
(GLn)y =GLp; X -+ x GLp,, ni1+---+np=n,
ot n; est la multiplicité de la valeur propre z;. Pour m € Z>1, puisque p > 1, I'application
T ST o2
est bijective, et on a I'égalité (GL,),,m = (GLn)y ; par suite (GL”)agm = (GLy)s,, d’ou

Hj,m = H' N (GLn)pm = H N (GLn)s, = H,.

!
¢
Choisissons un entier m > 1 tel que (7,)?" = idm, et posons o = 77" = (75)?" . Puisque o
est semisimple et défini sur F', H?, = Hj est défini sur F.

Comme 7 est défini sur F', 7° (= 7|m, ) 'est aussi. Or d’aprés la proposition et le corollaire
de B9 7" est quasi-semisimple et unipotent, et HY = (H3_),+. Quitte a remplacer H par
H?_ et 7 par 77, on peut donc supposer T unipotent. D’aprés la proposition de B} T stabilise
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un sous—groupe de Borel B de H défini sur F. Puisque B, (cf.[I4) et B sont définis sur F, il
existe un y € H(F) tel que B = 3y~ 'Boy. Quitte & remplacer 7 par Intm(y) o 7 o Intm (y 1),
on peut supposer 7(Bo) = Bo. Ecrivons 7 = Intr(h) o 7o avec h € H et 7o € 2o (relation
(++) deB3). Soit un entier m > 1 tel que 77" = idw. Puisque

Intg (h7o(h) - - - Tfmjl(h)) or?" = 7" = idm,
d’aprés la relation (#+) de @A on a hro(h)--- 72" ~*(h) € Z(H) et 72" = idm. Donc 7o est
unipotent, et d’aprés le lemme de B3] il existe un = € H tel que

7 =Inta(z ") o 7o o Intar () = Intr (2~ 70 (2)) © To.

Comme 7075 ' (Bo) = Bo, 7 7 () appartient a Bo.

Puisque Vo, (= U;Bo) est ouvert dans H et que H(F) est dense dans H, quitte a
remplacer 7 par Intu(y’) o 7 o Intu (y'~") pour un y' € H(F), on peut supposer z € V.
Ecrivons x = b avec @ € Uy et b € Bo. Comme 2~ '75(z) = b 4™ 76 ()70 (b) € Bo, on a
@ 7 (@) € Bo; or Uy NB, = {1}, donc @ € U; NH,,. On obtient

7 =Intu(b ' 70 (b)) o 7o = Intr (b~ ") o 7o o Intsz(b).

Puisque 7 et 7o sont définis sur F, 'image b1 de b1 = b~ '7o(b) dans Bo/Z(H) est F-
rationnelle. Ecrivons b = tu, t € To, u € Us, et posons t1 =t~ '76(t) et 7, = Inty (t1) o To.
On a
b =u 't o (B0 (u) = u” T (u)t

ott u='7)(u) € Us et t1 € To. Comme by est F-rationnel, v~ 7 (u) et 'image de ¢; dans
T/Z(G) le sont aussi. En particulier, 7} est défini sur F et stabilise la paire de Borel (Bo, T5)
de H. D’aprés la proposition de B le morphisme (1 — 75)|u, est séparable. D’autre part
le groupe (Uso),; est connexe (théoréme de [B7), résoluble (car nilpotent), et déployé sur
F (= F**P). Comme 7}(u~")u € Us(F), cela implique [Bor, ch. V, 15.12] qu’il existe un
élement v’ € Uo(F) tel que 75 (u™"u = 75 (u/~ ). Donc u™'7o(u) = v/~ 7o (u) et

7 = Inty (u™ 75 (u)t1) o 7o = Inter (v~ ' 75(u'))) o 75 = Inter (v~ ") o 75 o Inter ().

Le tore maximal v’ ~'Tou’ de H est défini sur F' et 7-admissible. Puisque ce tore est déployé
sur I, tout sous—groupe de Borel de H le contenant est défini et déployé sur F', ce qui achéve

la démonstration du théoréme. O
COROLLAIRE. — Soit 7 € Autr(H) quasi—central. Le groupe H; est défini sur F.
Démonstration. — On peut supposer F' = F*°P. Choisissons un tore maximal S de HS défini

sur F, et posons T = Zu(S), N = Nu(T) et W = N/T. Les groupes N, T et W sont définis
sur F', et d’aprés la remarque (3), on a l'égalité H. = N, H?. Puisque 7 est quasi—central,
tout élément 7-stable de W se reléve en un élément de N N HY (remarque (1) de B.8)). On
a donc N, = (NNH?)T, = T,(NNH?). Par conséquent H. = T-H? = T, (F)H?, d’ou
le résultat. O

REMARQUE. — Soit 7 € Autr(H) quasi-semisimple. On peut préciser la remarque (3),
dont on reprend les hypothéses et les notations (en particulier F' = F*P et 7 € Autp(H)
est quasi-semisimple).

(5) Posons W = N/T, et notons W le sous—groupe de W formé des éléments qui sont
T—stables. La projection canonique N — W induit un morphisme injectif de groupes

(et méme de groupes algébriques) N./T; — W,. On note W7 C W son image.
Puisque T est défini et déployé sur F, pour chaque 7—orbite O dans ®(T,H),
lélément y, o défini dans la remarque 4 de[37) appartient & F'. On en déduit (remarque
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(3) deB8) qu'il existe un élément ¢ € T(F') tel que le F~automorphisme 7" = Intg (t)or
de H est quasi—central. Le tore maximal T de H est 7’-admissible, et 'on a W, = W,
et T,/ = T,. Puisque 7’ est défini sur F', H,, l'est aussi (corollaire), et N, = NNN_,
est défini sur F'. Notons que d’aprés la remarque (1) de[38 on a 'égalité W), = W_,.

Soit maintenant un élément n € N,. Alors w = nT appartient a W; C W, = W,
donc se reléve en un élément n’ € N/, que l'on peut choisir dans N,/ (F) puisque
N, = N (F)T2. Soit = nn'~" € T. Posant t“~' = ntn~"t"' = n/tn’~'¢t™* on a
t“~! = 27(x)~" € T(1 - 7). Réciproquement si w € W, vérifie t*~' € T(1— ), alors
w se reléve & N-. On a donc

Wi={weW,:t" 'eT(-7)}

Puisque t € T(F) et W = W(F), I’élément t“~" appartient au groupe T(1 — 7)(F)
des points F-rationnels de T(1—7). Notons T'(F)(1—7) le sous—groupe de T(1—7)(F)
formé des y7(y) ™! pour y € T(F). L’isomorphisme de groupes N, /T, — W induit
par restriction une application injective

NP (F)/T,(F) — W7,

ou (rappel) N3** = NNH:P. Soit WP C W7 son image. Par définition, WP est
le sous—groupe de W formé des éléments qui se relévent a N3P (F') = N, N H(F®P),
et de la méme maniére, on obtient 1’égalité

WP =l e W, : t“ " € T(F)(1—-7)}.

Puisque T-H; = H; T, est défini sur F, le groupe H; est défini sur F si et seulement
si WIS = Wi, |

4.7. Tores maximaux et sous—espaces de Cartan de H'(F). — Pour § € Hr“eg7 le
groupe Hj est un tore, et comme 7 = Intg(J) est quasi-semisimple, il est défini sur F. Par
conséquent le groupe T = Zy(Hj) est lui aussi défini sur F' [Borl ch. III, 9.2] — notons
que puisque T est 'unique tore maximal 7—admissible de H, cette assertion résulte aussi du
lemme de 3]

DEFINITION. — On appelle :
— tore mazimal de H* Pensemble des points F-rationnels S*(F) d’un tore maximal S* de
H’ défini sur F et tel que SN erg #0.
— sous—espace de Cartan de H® 'ensemble des points F-rationnels T#(F) d’un sous—
espace de Cartan T? de HF défini sur F et tel que TN Hﬁeg #0.

Par définition, un tore maximal de H’ est une partie de la forme H$(F) - § pour un
§ € Hf.g, et un sous-espace de Cartan de H? est une partie de la forme Zg(H3)(F) - & pour
un § € erg. Tout tore maximal S% de H" définit un quadruplet de Cartan (S, SA.T, Th) de
HY:
~ S = H3(F) pour un (resp. pour tout) § € S*N Hf, — c’est un tore de H, et S% est un
S—espace tordu trivial ;
~ T = Zu(Hg)(F) pour un (resp. pour tout) § € S* N Hf, — cest un tore maximal de

~ TP =7T.8%=8%.T — c’est un T—espace tordu.
De méme, tout sous—espace de Cartan T% de H® définit un triplet de Cartan (S, T, Th) de
HY

— S =H(F) pour un (resp. pour tout) § € T% N erg;

— T = Zu(H3)(F) pour un (resp. pour tout) § € T% N Hi,.
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L’application qui a & € T% associe le quadruplet (S,S - 8, T,T7) est une bijection du S\7T-
espace tordu S\Th sur Pensemble des quadruplets de Cartan de H* prolongeant (S,7T,T h).

PROPOSITION. — Supposons le corps F infini, et soit (S, S8, Th) un quadruplet de Car-
tan de H*. Alors on a S = Zu(S") = Zu(T?) et T = Zu(S).

Démonstration. — Soit S¢ le sous—espace de Cartan de H donné par S' = Hj - § pour
un (resp. pour tout) § € S9N erg, et soit (S,S%, T, TH) le quadruplet de Cartan de HF
associé a S, Alors S, S?, T, T sont définis sur F et leurs ensembles de points F-rationnels
coincident avec S, S% T, T". Posant Zu(S®) = {h € H: §-h = h - §}, on a linclusion
Zu(S%) C Zu(S%). Soit h € H. Posons SEL = {0 €8%:6-h=h-d} Cest une sous—
variété fermée de S?, et 'on a SEL = Sf si et seulement si h € ZH(Sb). De méme, posant
Si ={0€8%:6-h=h-6},ona Si = S% si et seulement si h € Zu(S®). Puisque F est infini,
S est dense dans S* (cf. la remarque de [L3)), par conséquent si Si = 5% alors SEL = S,
d’ott Vinclusion Zu(S) C Zu(S?) (= S), puis Pégalité Zx(S) = S. Le méme raisonnement
entraine que Zy (T%) = S, et que Zp(S) =T. d
COROLLAIRE. — (1) Deuz quadruplets de Cartan (S,S%, T, T%) et (S, S",T', T"") de H*
sont conjugués dans H si et seulement si les tores mazimauz S® et S de H? le sont.

(2) Deuz triplets de Cartan (S,T,T%) et (S, T, T"") de H" sont conjugués dans H si et

seulement si les sous—espaces de Cartan T% et T'® de H® le sont.

Démonstration. — Prouvons (1). Il s’agit de montrer que si S =h-S*h~ pourunh € H,
alors on a
(88", 7" T"%) = h-(S,S" T, T%) - h™".
Puisque S = Zy(S%) et S" = Zu(S%), on a S" = hSh™!, et puisque T = Zy(S) et
T' = Zu(S'), on a T = hTh™". On en déduit que
T =1.8%=(MhTh™) - (h-S* - h ) =h-(T-S-h ' =h-T" h "

Le point (2) s’obtient de la méme maniére, en utilisant que S = Zg (T%). O

4.8. H(F)-orbites dans H*(F). — Pour § € H®, la H-orbite Ou(J) est définie sur F, et
I’ensemble Ou(9)(F') de ses points F-rationnels est réunion de H—orbites de la forme
Ou()={h™ "6 -h:heH}

pour &' € Ou(8)(F). D’autre part, le morphisme 75 : H — Om(8), b+ h™' - § - h est défini
sur F, et s’il est séparable (e.g. si p = 1, ou si § est semisimple d’apres [Bor, ch. I1I, 9.1]),
alors Hs est défini sur F et Ou(d) est « le » quotient de H par Hy [Borl ch. II, 6.7] ; en ce
cas ms induit une application surjective H(F*?) — Ou(9)(F*P), et 'étude des H—orbites
dans Ou () (F) se raméne a un probléme de cohomologie galoisienne.

REMARQUES. — (1) Soit un élément § € H* tel que le groupe Hy est défini sur F. Alors
le morphisme bijectif
75 : Hs\H = Ou(0), h—>h~"-5-h
est défini sur F. Par passage aux points F-rationnels, il induit une application injective
(H,\H)(F) < Oua(8)(F)
qui n’est en général pas surjective, méme si F' = F*? — elle l'est si le morphisme s

est séparable, puisqu’en ce cas 75 est un isomorphisme. Comme le morphisme quotient
H — H;\H induit une application surjective H(F*?) — (Hs\H)(F*°P), application
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H(F**?) — Ou(8)(F*°P), h v+ h™' - § - h est surjective si et seulement si I'application
(Hs;\H)(F®?) — Ou(6)(F*P) est bijective. Si maintenant on suppose seulement que
Hj est défini sur F' (e.g. si § quasi-semisimple, d’aprés le théoréme de [L6]), alors
H® = (Hs NH(F*P))H} est défini sur F, et puisque H (F*P) = H; NH(E*?), on
obtient aussi que I'application H(F*P) — Og(8)(F*P), h — h™' - § - h est surjective
si et seulement si I'application (H3"\H)(F*?) — Om(0)(F*?) est bijective.

(2) Soit 6 € H ¢ quasi-semisimple tel que le morphisme s est séparable. Supposons que
le groupe Hs est connexe (e.g. si 0 est unipotent, ou si H est semisimple simplement
connexe). Si 0 est régulier, alors Hs = Hj est un tore. Ce tore se déploie sur une
sous—extension finie F /F de F*°? /F et d’aprés la remarque 2 de ] pour toute sous—
extension F'/Fy de F/F, 75 induit une application surjective H(F") — O (8)(F”).

(3) Supposons que F est un corps « de type (F) » au sens de [Sel ch. III, §4.2] ; i.e. que
F est parfait et que pour chaque entier n > 1, il n’existe qu’un nombre fini de sous—
extensions de F/F de degré n. Alors d’aprés [Se| ch. III, §4.4, théo. 5], pour 6 € H',
I’ensemble O (8)(F') est réunion d’un nombre fini de H—orbites. [ |

4.9. La topologie w—adique (cas d’un corps local non archimédien). — On suppose
dans ce n° que F est un corps commutatif localement compact non archimédien. On note
or 'anneau des entiers de F', et 'on choisit une uniformisante w de F'.

Si X est une variété algébrique affine définie sur F', on peut munir 'ensemble X = X (F)
de ses points I'—rationnels de la topologie définie par F, appelée aussi topologie ww—adique :
c’est la topologie la moins fine rendant continues les applications X — F' induites par les
éléments de l'algebre affine F[X]. Elle est plus fine que la topologie de Zariski restreinte a
X. Cela fait de X un td—espace. Si de plus X est lisse, alors X est une variété (analytique)
w-adique au sens de [HCIl ch. V, §2|, et sa dimension comme variété w—adique, notée
dim(X), coincide avec dim(X).

Munissons les ensembles de points F-rationnels H = H(F) et H* = H*(F) de la topologie
w-adique. Cela fait de H un groupe topologique localement profini, et de H b un td—espace
et un H-espace topologique tordu. Les td—espaces H et H £ sont des variétés w—adiques, de
méme dimension dim(H) = dim(H"), et pour § € H, le td-espace O (0)(F) est une variété
w-adique de dimension dim(H) — dim(H;). Rappelons que pour § € H%, on a posé

H5™™ = Hs(F°°")H;
et
Hs ={h € H : Int g4 (5)(h) = h}.
Pour § € H", on a
dim(Hs) = dim(H3) = dim(H;™),
et si Hy est défini sur F', i.e. si HY*® est défini sur F, on a Hy = HYP(F).

Si H = GLy, 'ensemble {1+ w*M(n,0r) : k € Z>1} est une base de voisinages de 1 dans
GL,, (F) formée de sous—groupes ouverts compacts. Dans le cas général, la topologie w—adique
sur H coincide avec celle déduite de GL,, (F') par restriction, via le choix de n’importe quel

F-plongement H — GL,,. En particulier, H est réunion dénombrable d’ouverts compacts
(cela résulte par exemple de la décomposition de Cartan pour GL, (F)).

PROPOSITION 1. — Pour § € H? quasi-semisimple, la H—orbite Ou () est fermée dans
H (pour la topologie w-adique), et application bijective Hs\H — O (8), h+— h™'-§-h est
un homéomorphisme.
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Démonstration. — Soit § € H? quasi-semisimple. D’aprés le théoreme de E8}, le groupe HS
est défini sur F, et Hs = H"(F) est une variété w-adique de dimension dim(Hj). Par suite
la variété w—adique O (d)(F) a pour dimension dim(H) — dim(Hs).

La premiére assertion est une conséquences de résultats rappelés dans ’Annexe C. Sup-
posons le morphisme s séparable. En ce cas Hs est défini sur F, et la H—orbite O () est
une sous—variété w—-adique de O (d)(F), de méme dimension dim(H) — dim(Hs). D’aprés
le lemme 1 de [CH] elle est ouverte dans Ou(5)(F), et toutes les H-orbites dans O (5)(F)
sont ouvertes et fermées dans On(d)(F).

Supposons maintenant que le morphisme 7s n’est pas séparable. On a donc p > 1, et 75
se décompose en

ms =75 0q: H - HYP\H LN Ou(0)
ou ¢ est le morphisme quotient — il est séparable, et défini sur F' puisque H5® 'est — et
75 est un morphisme non séparable défini sur F. Ces morphismes sont surjectifs, et méme

dominants puisque toutes les variétés sont irréductibles. D’aprés le lemme de il existe
un ouvert affine non vide U C Ox(4) tel que, posant U’ = (75) "' (U), le morphisme

T]:ﬁ':;|U/ ZU,*)U
est fini, i.e. le comorphisme (injectif)
n* : F[U] - F[U]

fait de la F-algébre F[U’] un F[U]-module de type fini. Par homogénéité on en déduit
que le morphisme 7§ lui-méme est fini. Puisque le morphisme q est séparable, ’application
gr : H — (H"\H)(F') est ouverte (lemme 1 de [CH)), et la H-orbite gr(H) est ouverte
et fermée dans (H;*®\H)(F). D’autre part puisque le morphisme 75 est fini, application
(75)r : (HFP\H)(F) — On(6)(F) est fermée (remarque (3) de[CH), et la H-orbite

(7s)r(qr(H)) = Om(0)

est fermée dans Ou(9)(F). D’ou la premicre assertion de la proposition, puisque d’aprés la
proposition de BT4 O (8)(F) est une partie fermée de H*.
La seconde assertion résulte de [BZ| ch. 1, cor. 1.6]. O

REMARQUE. — Soit L = F(Ou(d)) et M = F(H"\H) les corps des fonctions rationnelles
sur Ou(6) et sur HY"\H. Le comorphisme

(75)* : FlOn(9)] — F[H;"\H]

induit par passage aux corps des fractions un morphisme injectif de corps, disons ¢ : L — M,
qui fait de M une extension finie de L. Soit L'/L la sous-extension séparable maximale de
M/ L. Son degré m coincide avec le cardinal du noyau de 75, c’est—a—dire avec le cardinal de
H}"\HSs, lequel est premier a p (remarque 1 de B7)). D’autre part si le morphisme w5 n’est
pas séparable, alors 'extension L /L’ est purement inséparable de degré ¢ = p°®, s > 1. |

Sip =1, alors F est un corps « de type (F) » au sens de [Sel, ch. ITI, §4.2] (cf. la remarque
(3) de E8) et pour § € H", I'ensemble Ow(8)(F) est réunion finie de H-orbites (loc. cit.).
En général, on a le résultat plus faible suivant :

PROPOSITION 2. — Soit § € H". Supposons que le morphisme 75 est séparable, que le
groupe Hj est réductif, et que le groupe quotient Hs/Hg est d’ordre premier a p. Alors
lensemble O (0)(F) est réunion finie de H—orbites.
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Démonstration. — On peut supposer p > 1. Alors F' est isomorphe & un corps de séries
formelles Fq((w)) ou Fy désigne le corps fini & ¢ (= p") éléments. Puisque le morphisme s
est séparable, le groupe Hs est défini sur F, le quotient H/Hjs l'est aussi, et le morphisme
H — Ou(8), h— h-§-h™" induit une application bijective (H/Hs)(F) — Ou(8)(F). Pour
toute sous—extension F'/F de F*P/F et toute variété algébrique affine V défini sur F’,
on note H'(F’, V) I’ensemble pointé H'(XZ(F**/F'), V(F*P)) défini dans [Se| ch. III, §1].
D’apres [Sel ch. I, §5.4, cor. 1], le quotient de (H/Hs)(F') par H s’identifie au noyau (dans la
catégorie des ensembles pointés) de Papplication canonique H'(F, Hs) — H'(F, H). 11 suffit
donc de montrer que 'ensemble H' (F, H;) est fini. Puisque HY est défini sur F' et distingué
dans Hy, on a la suite exacte longue d’ensembles pointés [Sel ch. I, §5.5, prop. 38|

H'(F,H3) — H'(F,Hs) — H'(F,H;/H3).

Puisque Hj est réductif connexe, d’aprés [BT3| ch. 111, théo. 3.12] (cf. [Sel ch. 111, §4.3,
rem. 2]), Uensemble H' (F, HY) est fini. Il suffit donc de montrer que ensemble H' (F, Hs /HS)
est fini. Soit F™°Y/ F la sous-extension modérément ramifiée maximale de F*°P/F, et soit
ymed — Gal(F™°9/F) son groupe de Galois. Puisque Hs est défini sur F', le groupe quotient
Hs/Hj§ Dest aussi, et comme les composantes connexes de Hs sont définies sur F*°P

ch. AG, 12.3], on a Hs/H§ = (Hs/Hg)(F*°?). Comme le groupe de Galois Gal(F*P/Fmed)
est un pro-p-groupe et que (par hypothése) le groupe Hs/Hj est d’ordre premier a p, on a
H!(F™°4 H; /HS) = 0. D’aprés [Sé| ch. I, §2.7.b], on a donc une identification canonique

HI(F7 H;/Hj) = Hl(zmod7 (Ha/Hg)(FmOd))A

Or pour chaque entier n > 1, il n’existe qu’un nombre fini de sous—extensions de F™°Y/F de
degré n. Par suite le groupe ¥™°% est « de type (F) » au sens de [Se), ch. I, §4.1], et 'ensemble
HY(Z™ed (Hs /HZ) (F™Y)) est fini [Sel ch. I11, §4.1, prop. §]. Dot la proposition. O

D’aprés le théoréme et la remarque 1 de[37] on a le

COROLLAIRE. — Pour § € H* quasi-semisimple tel que le morphisme w5 est séparable
(e.g. si H est semisimple et simplement connexe, d’aprés le corollaire de [370), l’ensemble
Ou(0)(F) est réunion finie de H—orbites.

EXEMPLES. — Rappelons que le groupe F*/(F*)? est fini si et seulement si F est de
caractéristique différente de 2.

(1) Soit H = SLs. Il existe une unique H—-orbite unipotente non triviale dans H : celle

a1s _ 1 1
de I'élément u = ( 0 1

) € H. Pour z € F'*, notons O, la H-orbite de 1’élément
0 1
est I'union disjointe des H-orbites O, pour x € F* /(F*)2.

1
0
t? + w. Il est irréductible sur F et séparable si et seulement si la caractéristique de

F est différente de 2, auquel cas «y est semisimple régulier. Si F' est de caractéristique
1
w?2 1

Uy = < Lo ) Alors O, ne dépend que de 'image de x dans F'* /(F*)?, et O (u)(F)

(2) Soit H = GLa2, et soit v 1’élément < g ) de H. Son polynéme caractéristique est

2, alors v est conjugué dans H a ’élément 1 |, ouw? est 'unique racine
w32

(double) de t* + @ dans F.
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(3) Soit 7 le F~automorphisme ¢ — t~! de H = Gy, et posons H = Hr. Pour 6 € H? et
teH,onat '-§-t=1t2.6, par conséquent Om(5) = H* et O (J)(F) est I'union
disjointe des H—orbites Oy (z - ) pour z parcourant un systéme de représentants dans
F* des classes de F* /(F*)2. Notons que le morphisme 1 — 7 de H est séparable si et
seulement si I’ est de caractéristique différente de 2. |

5. Caractéres tordus d’un groupe réductif p—adique

Dans ce chapitre, on fixe un corps commutatif localement compact non archimédien F,
et un groupe algébrique réductif connexe G défini sur F'. On note G = G(F') le groupe des
points F-rationnels de G muni de la topologie w—adique, ol w désigne une uniformisante de
F. Pour la théorie de base des groupe réductifs w—adiques, on renvoie a [BT1], [BT2|. On fixe
un G-espace tordu G¥ défini sur F et possédant un point F-rationnel §;. On note G¥ le G—
espace tordu G*(F), et 6 le F-automorphisme Intg(d1) de G. On a donc G = G -6, € G,
On fixe aussi un caractére w de G.

5.1. Paires paraboliques de G. — On appelle paire parabolique de G une paire (P, A)
formée d’un sous—groupe parabolique P de G et d’un tore déployé maximal A du radical
R(P) de P.

Si P est un sous—groupe parabolique de G, on note Up = Ry (P) son radical unipotent. Si
(P, A) est une paire parabolique de G, on note Ma = Zg(A) le centralisateur de A dans G.
Alors M4 est une composante de Levi de P, i.e. on a la décomposition en produit semidirect

P:MA[XUP.

De plus, la paire (P, A) est O—stable si et seulement si les groupes Up et M4 sont 6—stables.

Fixons une paire parabolique minimale (P,, A.) de G. On ne suppose pas qu'il existe une
telle paire qui soit 97stable. Posons Us = Ru(Po) et Mo = Ma,, et notons P, I'ensemble
des sous—groupes paraboliques de G contenant P,. Pour P € P,, on note :

— Mp 'unique composante de Levi de P contenant M, ;

— P~ le sous—groupe parabolique de G opposé & P par rapport a Mp ;

— Ap le tore déployé maximal du centre Mp.
On a donc

Mp:MAPIPﬂP_ (PG?O).

De plus, l'application P — (P, Ap) identifie P, a l'ensemble des paires paraboliques (P, A)
de G telles que P D P, et A C Ao, et P, paramétrise 'ensemble des classes de conjugaison
de paires paraboliques de G.

Notons P? le sous—ensemble de P, formé des paires paraboliques 6—stables, i.e. posons

Pl ={PcP,:0(P)=Pet(Ap) = Ap}.

Notons que P9 est non vide (la paire parabolique maximale (G, Ag) est 6-stable). Notons
aussi que — contrairement a ce que la notation pourrait faire croire — si la paire (Po, Ao)
n’est pas f—stable, alors :
— 6 n'opere pas sur P, (vu comme ensemble de paires paraboliques) ;
— P% ne paramétrise pas Pensemble des classes de conjugaison de paires paraboliques
O—stables de G.

12. Méme si I’on peut toujours s’arranger pour que ce soit le cas, cf. la remarque plus loin.
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REMARQUE. — Puisque (6(Fs),0(As)) est encore une paire parabolique minimale de G,
il existe un 2 € G tel que 0(Ps) = 7' Pox et O(As) = 271 Aox. Par suite, posant 8] = 2 - 01
et 0/ = Inte(d1) € Autr(G), on a 0'(Ps) = P et 0'(As) = Ao, i.e. la paire (Po, Ao) est
0'—stable.

LEMME. — Supposons que la paire (Po, Ao) est O—stable. Alors 6 opére sur l’ensemble P de
maniére compatible avec lidentification « P = (P, Ap) » : pour P € Po, on a Agcpy = 0(Ap).
De plus, P paramétrise Uensemble des classes de G-conjugaison de paires paraboliques 60—
stables de G.

Démonstration. — Pour P € P,, puisque 0(P,) = P, on a 0(P) € P, et puisque 0(A,) =
Ao, on a 0(Ap) C Ao et 0(Ap) = Ag(p). Par suite, 0 opére sur P, de maniére compatible
avec lidentification « P = (P, Ap) ». En particulier, on a P = {P € P, : (P) = P}.

Soit (P, A) une paire parabolique §-stable de G. Tl existe un g € G tel que g~ 'Pg D P,
et g 1Ag C Ao, i.e. tel que g~'Pg € P, et Aj-ipy = g ' Ag. Posons x = g~ 0(g). Puisque

P, CO(g ' Pg)=0(g~")PO(g) =z '(g" ' Pg)x,

on a 0(g~'Pg) = g~ ' Pg. Par suite, P9 paramétrise ensemble des classes de G-conjugaison
de paires paraboliques O—stables de G. O

5.2. Mesures normalisées. — Soit | |r la valeur absolue sur F' normalisée par
—1

= )

lwlr =q

ol q est le cardidal du corps résiduel de F. Soit K, le stabilisateur dans

Gl = ﬂ ker [¢|F

YEXH(Q)

d’un sommet spécial de appartement A, = A(G, As) associé & A, de 'immeuble (non
étendu) de G ; ou X7 (G) est le groupe des caractéres algébriques de G définis sur F. Ainsi
K, est un sous—groupe ouvert compact maximal (spécial) de G, et pour tout P € P,, on a :

(i) G=KoP = K,MpUp;
(ii) KoNP = (Ko Mp)(KoNUp);
(i) Ko P~ = (Ko N Mp)(KoNUp-).

REMARQUES. — (1) Pour i € Z, 0"(K,) est encore un sous-groupe ouvert compact
maximal spécial de G, et si la paire (P, Ao) est O-stable, alors 0°(K,) vérifie les
propriétés (i), (ii), (iii) ci-dessus (pour tout P € P,). Notons qu’il n’est en général pas
possible de choisir §’ et K, tels que (P,, As) et K, soient '-stables, méme si G est non
ramifié (c’est—a—dire quasi—déployé sur F' et déployé sur une extension non ramifiée de
F), cf. la remarque suivante.

(2) Prenons pour G le groupe Sy, et pour § 'automorphisme donné par la conjugaison
par un élément de GL2(F') dont le déterminant est une uniformisante de F'. Le groupe
G est déployé sur F — donc a fortiori non ramifié —, et pour tout x € G(F), le
F—automorphisme Inte(z) o § de G change le type des sous—groupes hyperspéciaux
de G(F). Il ne peut donc en stabiliser aucun. |

DEFINITION. — Pour un sous-groupe fermé H de GG, on appelle mesure de Haar a gauche
sur H normalisée par K, I'unique mesure de Haar a gauche d;h sur H telle que

vol(H N Ko, dih) = 1.
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Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par K,. Si K est un sous-groupe ouvert
compact de G, on note aussi dk la mesure dg|x sur K.

Pour P € P,, on note dmp et dup les mesures de Haar sur Mp et Up normalisées par
Ko, et 'on pose dipp = dmpdup ; c’est la mesure de Haar & gauche sur P normalisée par
K,. Pour z € P, on a donc (abus d’écriture)

Ap(ac)dl(xpx_l)p =dpp.

Grace & dmp, on définit les caractéres de Mp comme en Lorsqu’il n’y aura pas de
confusion possible, on omettra l'indice P dans les notations dmp, dup et d;pp. Pour toute
représentation lisse o de Mp, on pose

o(f) =o(fdmp) (f € CZ(Mp)),

et si o est admissible, on note ©, et ©F (pour B € Endc(V)) le caractére et le caractére
B-tordu de o définis grace & dmp comme en et

5.3. sous—espaces paraboliques de G?. — On appelle sous—espace parabolique de G°
un sous—espace topologique tordu de G* (cf. 24) qui est un P-espace tordu pour un sous—
groupe parabolique P de 7 i.e. un sous—espace topologique de G* de la forme P - v pour
un sous-groupe parabolique P de G et un élément v € G* tel que Intgs (v)(P) = P. Si
P est un sous—groupe parabolique de G, puisque Ng(P) = P, il existe au plus un sous—
espace parabolique de G de G* qui est un P—espace tordu. En d’autres termes, 'application
P® — P de I’ensemble des sous—espaces parabolique de G? dans I'ensemble des sous—groupes
paraboliques de (G, est injective.

Notons que pour tout sous—espace parabolique P? = P -~ de G%, notant Ng(Ph) le
normalisateur {g € G : g1 - P%. g = P%} de P? dans G°, on a

Ne(P%) = Ng(P) = P.

Si P% est un sous-espace parabolique de G*, on appelle composante de Levi de P? un
sous—espace topologique tordu de P qui est un M—espace tordu pour une composante de
Levi de M de P; i.e. un sous—espace topologique M? de P! de la forme M - v pour une
composante de Levi M de P et un élément v € P? tel que Intgy (v)(M) = M.

LEMME 1. — Soit P% un sous—espace parabolique de G*. Il existe une composante de Levi
M? de P*. L’application M* — M de l’ensemble des composantes de Levi de P' dans
Uensemble des composantes de Levi de P, est bijective. En particulier si M® et M'® sont
deuz composantes de Levi de P*, alors il existe un unique u € Up tel que M'® = u- M -u='.

Démonstration. — Ecrivons P! = P -, et soit 7 = Intgy (7). Puisque 7(P) = P, on a
7(Up) = Up. Soit M une composante de Levi de P. Alors 7(M) est une autre composante
de Levi de M, et il existe un unique u € Up tel que 7(M) = u™' Mu. Posons v/ = u - € pt
et 7/ = Intyy (7). Alors /(M) = M et M -~ est une composante de Levi de P,

D’aprés ce qui précéde, Papplication M*® +— M de l'ensemble des composantes de Levi
de P" dans I'ensemble des composantes de Levi P, est surjective. Elle est aussi injective car
pour toute composante de Levi M de P, on a Ng(M) N P = M. D’ou la derniére assertion
du lemme. |

Soit P un sous—espace parabolique de G?. Puisque

Intp: (Y)(Up) =Up (v € P?),
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on peut considérer espace topologique tordu quotient P*/Up (cf. 24). Pour toute compo-
sante de Levi M? de P*, on a la décomposition de Levi

P* = M" . Up;
i.e. tout élément v € P% se décompose de maniére unique en v = -u o § € M?, u € Up
et Intp: (8)(Up) = Up. De plus, l'inclusion M* C P? induit un isomorphisme d’espaces
topologiques tordus M — Ph/Up.

Soit P% I'ensemble des sous—espaces paraboliques P! de G? tel que P = Ng(Ph) est un
élément de P,. L’application

PL — Po, P! P = Ng(PY)

est injective, d’image le sous—ensemble de P, disons ngh)7 formé des P € P, tels qu’il existe
un sous—espace parabolique P* de G* qui est un P-espace tordu. D’aprés le lemme, pour
chaque P% € PE il existe une unique composante de Levi de P? qui est un Mp—espace tordu ;
on la note Mli. On en déduit que Pl parameétrise :

— D’ensemble des classes de G—conjugaison de sous—espaces paraboliques de GF ;

— lensemble des classes de G—conjugaison de sous—espaces paraboliques P? de G munis

d’une décomposition de Levi Pt = M?; -Up.

Pour P € P?, ensemble P - §; est un sous—espace parabolique de Gf. D’ou l'inclusion

e JC

LEMME 2. — Supposons que la paire (Po, Ao) est O—stable. Alors on a l’égalité Pl = ZP(()h),
et pour P e fPE de groupe sous—jacent P = Ng(Ph), onaP'=P. 6 et ME;. = Mp - 6.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que PP PY. Soit P € P%. Ecrivons P* = P v,
et v =g-061 avec g € G. Soit 7 = Intgy (). Puisque 7(P) = P et 7 = Intg(g) 0 0, on a
O(P) = Intg(g~")(P). Or O(P) € P, d'ott §(P) = P et g € No(P) = P.

Soit P¥ € P} de groupe sous—jacent P = Ng (Ph). On vient de montrer que Pt =P.§.
D’apreés le lemme de[50] on a §(Ap) = Ap d’ou (Mp) = Mp, et donc (d’aprés le lemme 1)
M% = Mp - 6;. O

Pour P% € P4, soit dymp = 0-dmp (0 € Mlhg) la mesure de Haar & gauche sur M;J associée
a dmp (c’est aussi une mesure de Haar a droite, cf. 2.1]), et soit d;yp = dvyar, - dup la mesure
produit sur Pt = M?;. -Up. Alors diyp est la mesure de Haar & gauche § - dipp (§ € Ph)
associée a d;pp. Pour toute w-représentation lisse X de M}hg7 on pose

2(¢) = R(pdymy) (¢ € CZ(Mp)),

et si ¥ est admissible, on note Oy le caractére de ¥ défini grace a dyyr, comme en 23]
Pour P = G, on pose dvy = dvea.

Soit P" un sous—espace parabolique de G?. D’aprés la relation (*x) de[23] le module A p,
de P se factorise & travers Ph/Up. Soit dpy : Pf — Rsg Papplication définie par
Sp(7) = Ape(v)™" (v € PF).

Elle aussi se factorise a travers P"/Up, et d’aprés le lemme de 25}, on a

(%) Sps(p-) = 06p(p)dps(7) (p € P,y € P,

ou dp est le caractére A;l de P. Pour r € R, on note d5; : P% — Rso Papplication définie
par

() =0ps ()"
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REMARQUE. — Puisque le groupe G est unimodulaire, d’aprés le lemme de [Z5] le module
Agt : G* — Rsg est constant. On verra en [A.6] (Annexe A) que I'on peut choisir le point—
base 6, € G de telle maniére qu’il existe une base de voisinages de 1 dans G formée de
sous—groupes ouverts compacts de G normalisés par §;1 (i.e. f—stables). Cela implique en
particulier (d’aprés le lemme 1 de ) que Agy = 1. On a donc 6y = 1. De la méme
maniére, pour un sous—groupe parabolique P? de GY, puisque le groupe quotient P/Up est
unimodulaire, le module Apy ;. de P?/Up est constant, et 'on a Apty, =1. On a donc

8ps(7) = Aps (1) Apsyup (v Up) (7 € PP).

5.4. Eléments réguliers et quasi-réguliers de G*. — On note g = Lie(G) 'algébre de
Lie de G, et g* = Homp(g, F) son dual algébrique. Pour tout sous—groupe parabolique P de
G, on pose p = Lie(P) et up = Lie(Up).
Soit Adgs : G* — CL(g) l'application v — Lie(Intgs (7)) : g — g. Rappelons que pour
geGetyeG? onalntg(g-v) =Inte(g) o Intgs (7). On a done
Adgi(9-7) = Ada(g) 0 Adg:(7) (9 € G, v € G
Soit Ady,, : G* — Autr(g*) I'application définie par
(X,AdG(M(Y)) = (Ad: (1) H(X),Y) (X €g, YV eg', veG).
Pour toute partie £ de g, on note Q% le sous-espace vectoriel de g* défini par
QF={Yeg:(X,Y)=0,VX € Q}.
Pour v € G¥, on pose
gy = ker(idg — Adg: (7)) C g,
g(1 —7) =1Im(idg — Adg: (7)) C g,
g5 = ker(idg- — Adgz(7) ™) C g™
On a donc

g, =g(1—7)" (yeG").

DEFINITION. — Comme dans [BHI] appendix, prop. A.2], un élément v € G* est dit
quasi—régulier si pour tout sous—groupe parabolique P de G, on a g(1 —~) +p = g; i.e. si
lon a gf Npt = {0}

Rappelons que I'on a posé G, = {7 € G*: Dg:(7) # 0}. On note G%, le sous—ensemble
de G formé des éléments quasi-réguliers. Puisque 1’ensemble GEeg est ouvert dense dans GF
pour la topologie de Zariski, il I’est a fortiori pour la topologie ww—adique. Quant & ’ensemble
GElr, il n’est pas défini géométriquement, mais on verra plus loin (corollaire) qu’il posséde lui
aussi ces deux propriétés.

ProprosIiTION. — On a l'inclusion GEeg C Ggr.

Démonstration. — Soit vy € Gﬁeg. D’aprés le théoréme de[d.@] le tore T = Zg (HY) est défini
sur F. Posons t = Lie(T) et t* = Homp(t, F'). Comme en BI0, notons gl le sous-espace
caractéristique de Ad; () associé a la valeur propre 1. L’application idg — Adgy () induit,
par passage au quotient, un automorphisme du F-espace vectoriel g/ g;. Puisque g}, ct
(lemme 2 de[3I0)), on a l'égalité g = t+ g(1 — v). Pour ¢t € T, puisque

€N Ada(D)(a(1 =) = tna(l - ),
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on a l'égalité

Adg(t)(a(1 =) = g(1 = ).
L’inclusion t C g induit donc, par passage aux quotients, une identification T—équivariante
(pour l'action adjointe de T" sur t et g) :

t/(tng(l—7)) =g/a(1 —7).
D’ot une identification T—équivariante (pour l'action coadjointe de T' sur g* et sur t) :
g, (=Homp(g/g(1 — ), F)) = Homp(t/(tNg(1 - 7)), F) C t.

On en déduit que pour Y € g7, le stabilisateur de Y dans G pour I'action coadjointe de GG
sur g*, contient 7. Puisque T est dense dans T pour la topologie de Zariski, pour Y € g3, le
stabilisateur de Y dans G pour 'action coadjointe de G sur g* ®r F, contient T. Soit B un
sous-groupe de Borel de G contenant T, et soit U = Ry(B). Pour Y € g7, la B-orbite de
Y coincide avec sa U-orbite, laquelle est fermée dans g* @ F pour la topologie de Zariski,
d’apres [Borl, ch. I, 4.10]. Comme la variété quotient G /B est compléte, on en déduit que la
G-orbite de Y est fermée dans g* @r F. Par conséquent la G-orbite de Y est fermée dans
g* pour la topologie de Zariski.

Soit maintenant P un sous—groupe parabolique de GG. Choisissons une composante de Levi
L de P, et notons P~ le sous—groupe parabolique de G opposé & P par rapport & L. On
a la décomposition g = up- @& p. Posons uj,_ = Homp(up—, F'). Alors on a l'identification
P~ —équivariante (pour Paction coadjointe de P~ sur g* et sur uj,_) :

pr=upo.

Or pour tout Y € pt = up_, la fermeture de la P~ -orbite de Y dans g* pour la topologie
de Zariski, contient 0. D’out I'égalité g% Np* = {0}. |

COROLLAIRE. — L’ensemble Ggr est ouvert dense dans G* pour la topologie w—adique.

Démonstration. — Puisque GEeg est dense dans G¥, ensemble GElr lest aussi.

On procéde ensuite comme dans [BHI] appendix, prop. A.3]. Posons M = |, p* C g*
ol P parcourt ’ensemble des sous—groupes paraboliques de G. Pour P € P, on a pt C pZ.
Pour tout sous-groupe parbolique P de G, il existe un g € G tel que g~ *Pg € P, et puisque
G = K, P,, on peut choisir g dans K,. Or pour P = kP'k ' on k € K, et P' € P,, on a

p = Ade(k)(p'),

P = AdG(R) (b)) C AdG(R) (p2)-
Par conséquent

M= AdG(k)(p3).
keKo

Montrons que 2N est fermé dans g*. Soit une suite {X,, : n € Z21} dans 91 qui converge
vers un élément X € g¢". Pour chaque entier n > 1, on écrit X,, = Adg(kn)(Yn) ou
kn € Ko et Y, € p. Puisque K, est compact, quitte a remplacer {X»} par une sous—
suite, on peut supposer que la suite {ky : n € Z>1} converge vers un élément k € K,. Alors
Y, = Adg (k') (X)) tend vers Adg (k™) (X) quand n tend vers +oo. Mais puisque pz est
fermé dans g*, on a AdL (k™) (X) € p2 et X € N. Donc N est fermé dans g*.

Choisissons une base {e1,...,eq} de g* sur F. Notons g; le sous—ensemble de g* formé
des X = 3¢ wie; (z; € F) tels que max{|zi|p : i = 1,...,d} = 1. Alors gj est compact
dans g*. Posons 91y = 91N g§. Alors M\ {0} = F*No, et No est compact dans g*.
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Montrons que ELEN Ggr est fermé dans G?. Soit {m:n¢€ Z21} une suite dans G ~ GElr
qui converge vers un élément v € G*. Pour chaque entier n > 1, puisque g5, NI # {0} et
N~ {0} = F*MNo, il existe un élément X, € Mo tel que Adgy (vn)(Xn) = Xn. Puisque Mo
est compact, quitte & remplacer la suite {y,} par une sous-suite, on peut supposer que la
suite { X, } converge vers un élément X € Mo, et que la suite {k, } converge vers un élément
k € Ko. Alors Ad},; (7n)(Xn) tend vers Ad%, (7)(X) = X quand n tend vers 400, et v & G%,.
Donc Ggr est ouvert dans GF. O

REMARQUE. — Pour Gf = G = GL,(F), d’aprés [BHI], appendix, A2], un élément g € G
est dans Ggr si et seulement si son polynome caractéristique Pear(g) est produit de polynoémes
irréductibles sur F' deux—a-deux distincts, et il est dans Greg si et seulement s’il est dans
Gqr et si chaque facteur irréductible de Pear(g) est séparable. De maniére équivalente, Greg
est Pensemble des g € G tels que le polynoéme P.ar(g) a n racines distinctes dans F. [ ]

5.5. L’application Ny 4, : G — G pour 0 localement fini. — Dans ce n°, on suppose
de plus que le G—espace tordu G? est localement fini (cf.BID); ie. que 0 € Auth(G).

Puisque le morphisme quotient Gger — Gad = Gder/Z(Gaer) est une F—-isogénie centrale,
tout élément g € Gaq(F) définit un F-automorphisme Intc(g) de G : on choisit un g € Gger
qui reléve g, et 'on pose Inte(g)(z) = Inte(g)(z) (z € G); l’élément Intc(g)(x) ne dépend
pas du choix de g, et Iapplication Intc(g) : G — G ainsi définie est un F—automorphisme.
Soit Iy le plus petit entier k > 1 tel que % = Intg (g) pour un g € Gaq(F), et soit o € Gaa(F)
tel que 6" = Intg(go). Puisque G.q(F) quotienté par l'image du morphisme canonique
Gaer(F) = Gaa(F) est de torsion, il existe un élément go € Gaer (F) et un entier r > 1 tels
que g, est I'image de go par ce morphisme canonique. Puisque

0(90)0(x)0(go ") = 07" (2) = gof(x)gs ' (z € G),

’élément gy '0(go) appartient au centre de Gaer(F). Par suite, quitte a4 remplacer go par
g8 (et r par kr) pour un entier k > 1, on peut supposer que 6(go) = go. Fixons un tel go
minimisant r, et posons [ = rlp. Notons que go et [ sont déterminés de maniére unique par
0, et que go est déterminé de maniére unique modulo Z(G?) N Gaer (F). Soit

N=Nog, :G—G
I’application définie par
N(g) = 90(9)-- -0 (9)go (g € G).
Elle dépend du choix de go, mais I’application
N =Np: G — G/Z(G?)

obtenue en composant N avec la projection canonique G — G/Z(Gh)7 n’en dépend pas. Pour
g, x € G,on a

(%) Nz 'g8(x)) = 2~ 'N(g)a.

Soit G x () le produit semidirect (dans la catégorie des groupes) de G par le groupe
abstrait engendré par 0, et soit C le sous—groupe cyclique de G x (6) engendré par ggl x 6.
On peut définir le groupe quotient

Gt =G x®)/cC.
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Notons 6 I'image de 1 x 6 dans GT, et identifions G a I'image de G x 1 dans G™. Posons
Go=GetG; =G (i=1,...,1—1). Alors on a la décomposition en union union disjointe :

-1
Gt = ]_[ G;.
=0

La multiplication et le passage & 'inverse dans GT sont donnés par les relations suivantes,
pour z, y € Geti,je€{0,...,0—1}:

él = do,
(20" (yb") = 20" (9)0"",
(26 = §-at = i a1y

Cela munit GT d’une structure de groupe algébrique affine défini sur F, de composante
neutre G, tel que 0 appartient au groupe G = G(F) des points F-rationnels de G™. Les
G; pour i = 0,...,] — 1, sont les composantes connexes de GT. Elles sont toutes définies
sur I, et pour i =0,...,l — 1, ensemble G;(F) = GO des points F-rationnels de G; muni
de la topologie w—adique, est un G-espace tordu. Identifions Gf a G1(F) via l'application
g-61— g0 (g€ @). Alors pour y = g- & € G*, l'inverse de v dans G* est donné par

L= G lg = gyl = glgt (gAY,
et 'on a
7' =N(g),
g Y g=0(1").

REMARQUE. — Supposons que la paire (Ps, Ao) est -stable. Alors puisque 6" = Intg(go),
on a gOPogO_1 =P et gvogO_1 = A,. En particulier, on a

go € Na(Ao) N Py = M. (]

5.6. La paire parabolique (P}, A[,;) de G associée a v € G — Pour 7 € Aut(Q)
tel que la restriction de 7 a Z (@) est d’ordre fini, on note :

— P Pensemble des g € G tels que {7"(g) : n € Z>1} est une partie bornée de G';

— Uy le sous—ensemble de P, formé des g € G tels que lim,— 400 7(9) = 1;

— Pi7 Pensemble des g € G tels que {77 "(g) : n € Z>1} est une partie bornée de G';

— Uty le sous-ensemble de Pi;j formé des g € G tels que lim,— 400 7~ "(g) = 1;

= My = B 0 Py
Ces cing ensembles sont par définition des sous—groupes de G.

Si le G-espace tordu G! est localement fini, pour v € Get T = Intgs (), on remplace
7 par 7 dans les notations ci-dessus; i.e. on pose P,; = P, Uy = Upy, (etc.). Pour
y=g-61 €G? ona

Intge (7) "' =Inte(0 ' (g7 ") 00"
Par suite, posant 7 = 971(g71)¢971 €GO ona (si le G—espace tordu G est localement
fini)
B

o =Pm, U =Ua

REMARQUE 1. — Supposons que le G—espace tordu G? est localement fini, et identifions
G* a la composante connexe G; = GO de Gt = Hi;(l) GO' comme en [55] Pour v € GT,
I’automorphisme g — vgy~* de G induit par restriction un automorphisme de G, que on
note Intg+ (7). Si v = g- 81 € G¥, cet automorphisme coincide avec Intg: () = Inta(g) o 6.
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Pour v € G, la restriction de Intg+ (v) & Z(G) est d’ordre fini, et 'on peut définir comme
ci-dessus les sous—groupes P, U, Py, U, My, de G. Pour n € Z, on a l'égalité

Inte+ ()" = Inte+ (7™). On en déduit que pour n € Z>1, on a :

= Py = Py,
= Upy et Upynp;
on a aussi :
= Py = Py-ny,
= U =Up-n,
= My = Mpyn) = Mpy—n).
En particulier, pour g € G, on a P[g-51] = P[N(g)]7 U[g.gl] = U[N(g)]7 (etc.). |

Soit ®, l'ensemble des racines de A, dans G, et soit A, C P, 'ensemble des racines
simples associées & P,. Soit v la valuation sur F normalisée par vp(F X) = 7. Notons :
— AJ Densemble des t € A, tels que vrp(a(t)) > 0 pour toute racine o € Ao ;
— A5® ensemble des t € A, tels que vr(a(t)) > 0 pour toute racine a € A,.
Pour tout a € Ao, il existe un g € Ng(Ao) tel que gag™ € A, et si a € A;"°, alors pour
tout sous—groupe ouvert compact J de Up,, on a
m a'Ja " = {1}, U a'Ja" = Up,.
i€z i€z
PROPOSITION. — Soit 7 € Auth(G). Alors :
— Py7 est un sous—groupe parabolique de G, et l’on a Ul = UP[T] 5
— M, est une composante de Levi de P ;
— P est le sous—groupe parabolique de G opposé a Py par rapport a M., et l'on a
U = Up[;].

Démonstration. — Quitte & remplacer G par G, on peut supposer que T = Intgs (7y) pour
un v € G?. Le G—espace tordu G? est alors localement fini. Identifions G7 a la composante
connexe G = GO de Gt = I_[ll;(l) Géi, comme en b0l Soit x = 71 € G, et notons © = x5y la
décomposition de Jordan de = (dans G). Si car(F') = 0, alors = et x, appartiennent & G. Si
car(F) = p > 1, alors il existe un entier m > 1 tel que (z,)?" = 1. Puisque 2" = (25)" ()"
(n € Z), quitte a remplacer & par 2™ pour un entier n > 1, on peut supposer que s et xy
appartiennent & G. D’aprés le théoréme de et le théoréme 2 de 37 le groupe H = G,
est réductif, et d’apres [Borl, ch. III, 9.1] il est défini sur F. Le radical S = R(H) est un tore
défini F. Soit A le tore F~déployé maximal de S, et soit S’ le tore F—anisotrope maximal
de S. Notons H, S, A, S’ les groupes des points F-rationnels de H, S, A, S’. Rappelons
que zs et x, appartiennent & H ([B2] remarque (4)); en particulier s appartient a Z(H).
Puisque Z(H)° = R(H) et que le morphisme produit A x S" — S est une F-isogénie [Bor
ch. I1I, 8.15], quitte & remplacer une nouvelle fois x par ™ pour un entier n € Z>1, on peut
supposer que s € S et s = as’ pour des éléments a € A et s € S'. On a donc =z = as'zy
avec ary = Tua et s'Ty = s’ . Puisque S’ est compact et que le sous—groupe de H engendré
par x, est borné, le sous—groupe de H engendré par s’x, est lui aussi borné. On en déduit
que les groupes P, = Pjy) et Pjg) coincident. De méme, on a Uy, = U,y = Up,y, (etc.).

On procéde ensuite comme dans [Ca2l §2]. Soit y € G tel que yay ™' € AJ, et soit Iyoy—
I'ensemble des racines @ € Ao tels que vr(a(yay™')) = 0. Soit P € P, le sous-groupe
parabolique de G engendré par P, et les sous—groupes radiciels de G associés aux racines
—q pour a € Iyay—l. Posons M = Mp. Alors on a :

~ Py = y Py et Ula) = vy~ 'Upy;

-~ Py=y 'PyetUy =y 'Up-y;
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- M[a] = y_lMy.
D’oul la proposition. O

Notons que si G est un tore, disons T, alors pour 7 € Aut%(T), on a :

- P =Py=Mn=T,

~ U =Upm = {1}

On voudrait étendre les définitions des sous—groupes Py, U}, (etc.) de G au cas d’un F—
automorphisme 7 de G qui n’est pas localement fini, de maniére & ce que la proposition reste
vraie. Soit donc 7 € Autp(G). Puisque Taer € Autp(Gaer) = Auth(Gaer), on peut définir
comme plus haut les sous—groupes P, 1, Upr,..]» (etc.) de Gaer. D’aprés la proposition, il
existe un sous-groupe parabolique P’ de Gge, défini sur F et une composante de Levi M’
de P’ définie sur F' tels que, notant P’~ le sous-groupe parabolique de Gge; opposé a P’
par rapport & M’, on a :

= Prrye) = PI(F) et Upry,,) = Bu(P)(F);

= Mgy, = M(F);

= Py = P (F) et Uy, = Ru(P")(F).

Notons P, M, P~ les sous—groupes R(G)P’, R(G)M’, R(G)P'~ de G. Ils sont définis sur
F', P est un sous—groupe parabolique de G, M est une composante de Levi de P, et P~ est
le sous—groupe parabolique de G opposé a P par rapport & M. Les groupes R.(P) = Ry (P’)
et Ry(P~) = Ry(P’'") sont eux aussi définis sur F'; on les note U et U~. On pose :

- P[T] =P(F);
= Ui = UWF) (= Uprgen)) s
- Py =P (F);

- U, =U(F) (=0

(raer])

~ My = M(F) (= Py 0 P).
Si G = Gaqer, ces définitions coincident avec les précédentes, et pour G quelconque, on a :

- P[r] n Gder(F) = P[Tdcr] 5

- 0 Gae(F) =1, s

= M) N Gaer(F) = Miz,,,)-
On en déduit (pour G quelconque) que si 7 € Aut%(G), ces définitions coincident avec
les précédentes, c’est—a—dire que les notations sont cohérentes. De plus, par construction, la
proposition reste vraie pour 7 € Autr(G). En particulier si G est un tore, disons T, alors
pour 7 € Autr(T), on a encore :

- P =Pg=Mn=T,

= U =Um = {1}
REMARQUE 2. — (On ne suppose plus que G est un tore.) Continuons avec les notations
précédentes, et choisissons un tore maximal T de M défini sur F', et une sous—extension
finie E/F de F*?/F déployant T. Notons Pg,(;], Ug, s, (etc.) les sous—groupes de G(E)
définis comme ci-dessus en remplagant F' par E. D’apreés la relation (x) de[35] le morphisme
produit T x Gger — G est séparable, et comme T’ = T N Gger est un tore défini sur F et
déployé sur E, d’aprés la remarque 2 de 1] on a 1’égalité
G(FE) =T(E)Gaer (E).

On en déduit que

et
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On en déduit aussi que
Pg ) = T(E)Pp,ir4e.)s Ubr] = Up 7,15
et
ME,[T] - M(E) - T(E)MEv[Tdcr]'
Enfin notons que par définition, on a P;j = Pg -] NG, Uy = Ug, ;) NG, (etc.).

Comme plus haut, pour v € G et 7 = Inty (), on remplace T par v dans les notations
ci-dessus; i.e. on pose Py, = P, Uy = Ujy, (ete.). Pour v =g - 61 € G*, avec la définition
de 7 donnée plus haut, on a encore (méme si le G-espace tordu Gf n’est pas localement fini)

Poy =P, U = Um-

DEFINITION. — Pour v € G?, on note Al le tore déployé maximal du centre de M,;. La
paire (P, Afy)) est appelée la paire parabolique de G associée G . Un élément v € G* tel
que Fl;) € Po et Ay = Ap, est dit en position standard.

Tout élément de G est G—conjugué a un élément en position standard. En effet, pour
yeGietz € G, ona

(P[zfl-'y-zhA[z*l-'y-z]) = (xilp["/]x“milAh]x)’

et fixé v € GY, on peut choisir z € G tel que P14, D Po et A1, C Ao autrement
dit tel que P = P15 € Po et Ap = Ap-1.,.4)-

Pour v € G?, les sous—groupes paraboliques P, et P[;] de G sont Intgy (y)-stables (par
définition). Les sous—groupes M, et A}, de G sont donc eux aussi Intgy(y)-stables. En
particulier, P[hﬂ = Py -7 et P[;]’h = P[;] - v sont deux sous—espaces paraboliques de G', et

M[hﬂ/] = M, -~y est une composante de Levi de P[hﬂ (resp. de P[;]’h)7 qui vérifie

: _ phopet
My = Py O B

Notons que v est en position standard si et seulement si P, € ?2”) et My, = Mph], i.e. si
: ph g L V7|
et seulement si P, € Po et M, = MPM.

REMARQUE 3. — Soit v =g-6; € G". Si Py est O-stable, alors on a g € Ng(P}y)) = Py
Si P et P sont -stables, alors on a g € Py N P = M[,). Réciproquement, si g € Py
(resp. si g € My,}), alors P est f-stable (resp. P,j et P, sont #-stables).

Supposons de plus que la paire (P, Ao) est f—stable. Si v est en position standard, alors
g appartient & Mi,). En effet, supposons que P = P},) appartient & P et que Af,; = Ap.
Puisque Intg: (v)(P) = P, on a 0(P) = g"'Pg € P, d'ott ¢ € Ng(P) = P, et puisque
Intge (v)(M}y)) = M}, = Mp, on a 0(Mp) = g~ 'Mpg. Or d’aprés le lemme de [EI] on a
Q(AP):AP d’ou Q(MP):MP.DOHCQENG(MP)QP:MP. [ ]

REMARQUE 4. — Soit P € inh), et soit v € MED tel que P,y = P et A, = Ap. Posons
M=Mp,U=Up,U” =Up,et 7=Intg(y). D’aprés |D], il existe une base {K; : i € Z>¢}
de voisinages de 1 dans G formée de sous—groupes ouverts compacts K; de G tels que, posant
K =K,NU ,K!=K,NMet K/ =K;NU, on a

- K; = K] K)K,

-7 NK]) C K, T(KY) = K} et T(K]) C K[).
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Rappelons la construction. Fixons un systéme de coordonnées locales a au voisinage de 1
dans G, i.e. un op-réseau A dans g et une application « : A — G qui soit un isomorphisme
de variétés w—adiques sur un voisinage de 1 dans G. On peut choisir a tel que, posant
A" =ANup_, A°=ANmp et AT =ANup, on ait :

- a(0) =1et dao =1idyg;
SA=A"BAN @A,
- Adgr(Y)THAT) C AT, Adgr (9)(A%) = A° et Adgs (7)(AT) € AT

Alors il existe un entier 3o > 0 tel que, posant K; = a(w' ™ A) pour i € Z>0, I'ensemble
{K; : i € Z>o} vérifie les conditions demandées. |

5.7. Le principe de submersion d’Harish—Chandra. — Soit P € P,. Pour v € G*,
considérons "application
Vpy i GXP =G (g,p) =g ' -v-gp (9€G,pEP).

Pour G* = G et ~ régulier (c’est—a—dire semisimple régulier, cf. la proposition de BI0), le
résultat suivant est d & Harish-Chandra [HC3] theo. 1].

PropPOSITION. — Pour v € Ggr, Uapplication Y p~ est partout submersive.

Démonstration. — Pour x € G et y € P, on a

Ypy(29,0Y) = Vpu-1.4.2(9,P) - Y

11 suffit donc de montrer que ¥p est submersive en (g,p) = (1,1). En calculant d(¢p,4)1,1,
on obtient que ¥p , est submersive en (1, 1) si et seulement si on a I'égalité

g1 -7 +p' =g
ou l'on a posé p’ = Adgy (7)(p). Dot la proposition. O

On peut donc appliquer ici le principe de submersion d’Harish—Chandra : d’apres [HHCI],
theo. 11, p.49], il existe une unique application linéaire

CE(G x P) = CZ(GY), ars fan
telle que pour toute fonction ® € C°(G%), on a l'égalité

// a(g7p)¢(g_1~7-gp)dgdzp=/ far (V)R )dy.
Gx P Gh

D’ailleurs, 'égalité ci-dessus reste vraie pour toute fonction ® localement intégrable sur G°
(par rapport a une mesure de Haar sur G¥).

LEMME. — Soit une fonction a € CS°(G X P). L’application
G = CZ(G), v fan
est localement constante.

Démonstration. — L’application

Gl x G x P — Gi x G°, (7,9,p) = (7,%p~(9,p))

est partout submersive. Par suite il existe une unique application linéaire

CE(Gh x G x P) = C2(Gh x GY), B f5
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telle que pour toute fonction ¥ € C&° (GElr x G), on a Dégalité

/// B(v,9,0)¥ (7,9~ " -7 gp)dydgdip = // Fs(1, 7)) (v, )dvydy'.
Gl xGx P G x Gl

Soit ¥ = A®@ & € C(GY, x G?) pour des fonctions A € C(GY,) et ® € C°(G?). Alors
posant

AB(‘RW)://G Pﬁ(v,g,p)<1>(g’1-v~gp)dgdzp (v € G&),

J:

qr

on a l'égalité
A(v)/\za(qw)dw:/Gu A(7){/Gh fza(%v/)@(v/)dv/}d%

Puisque ’égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction \ € Cg° (Gar)7 on en déduit que pour

toute fonction ® € C° (Gh) et tout v € Ggr, on a 'égalité

Ap(®,y) = /G CROL 0L

Fixons un élément ~o € G¥, et une fonction p € C°(G%,) telle que u(y0) = 1. Soit aussi
une fonction a € C2°(G x P). Posons f = u® a € CF(G% x G x P). Soit Q un voisinage
de o dans G%, tel que pulo = 1. Alors pour (v,9,p) € Q x G x P et & € C(G?), on a
B(v.9,p) = alg,p); par conséquent

Ag(®,7) = //pr a(g,p)®(g~" - - gp)dgdip

= [ far(?)P()dY
Gh
et
/fa,w(v')q)(v')dv':/ fa(v, )@ )dy .
Gh Gh

L’égalité ci—dessus étant vraie pour tout v € € et toute fonction ® € C° (Gh), on en déduit
I’égalité

farn(Y) = fs(r,7) (1 EQ 4 €G).
D’ou le lemme, puisque fg € C° (GFqr x G9). ]

5.8. Les opérateurs T, pour 7 € G* quasi-régulier. — Soit (I1, V) une w-représen-
tation admissible de G*. Posons 7 = II°. Notons Endo(V) I'image canonique de V ®c V
dans Endc¢(V), ou V désigne Pespace de la contragrédiente 7 de 7. De maniére équivalente,
Endo (V) est 'espace des applications linéaires u : V' — V telles que les deux applications
G — Endc(V), g — m(g) cou et G — Endc(V), g — uon(g), sont localement constantes.

Soit MZ l'ensemble des m € M, tels que pour toute racine o de A, dans Us,, on a
(Hu, (m), a) <0, ou

Hyy : Mo — X*(Ao) ®z R

est Papplication d’'Harish—Chandra, définie comme suit : pour m € M et A € X*(A,), il existe
un entier d > 1 tel que A* = |4, pour un (unique) caractére rationnel u € Xi(Mo), et on
pose (Har(m),\) = —Zvp(p(m)). On a la décomposition de Cartan [BTI] prop. 4.4.3] :

(%) G = KoM Ko.

REMARQUE. — Posons A} = {t_1 it € A7} (cf. ). L'ensemble A, N M est contenu
dans AY, et si G est semisimple, alors on a A, N Mg = AL, |
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Fixons un sous-groupe ouvert compact K de G. Pour v € G*, notons T, = Tf—fﬁ le
C—endomorphisme de V' défini par

T, = vol(K, dk)_l/ wk™HI(k™" -y - k)dk
= vol(K, dk) ™" /K (k™) o I(7) o w(k)dk.

Pour G* = G, w = 1, v régulier et K = Ko, le théoréme suivant est dii & Harish—-Chandra
[HC3| theo. 2]. L’hypothése K = K, a ensuite été supprimée par Rader et Silberger [RS].

THEOREME. — Supposons que m est de type fini (i.e. de longueur finie). Pour v € Ggr,
Uopérateur T~ appartient a 'espace Endo(V'), et l'application GElr — Endo(V), v — T est

localement constante.

Démonstration. — Notons que si le théoréme est vrai, alors pour tout sous—groupe compact
K' de G contenant K, le théoréme reste vrai si ’'on remplace T, par Tlff; Quitte a remplacer
K par un groupe plus petit, on peut donc supposer que K est un sous—groupe distingué de
K tel que w|g = 1.

Notons K1 = K, Ka, ..., K, les classes de Ko /K (K; = ;Ko = Kox; pour un x; € Ko),
et pour v € ng posons ¢ = vol(K, dg) et

Tw:c_l/ wlg (g™ -y g)dg. (i=1,...,n).
K;

Pouri=1,...,net x € K;, on a donc

T, =w(z T, =n(z ") o T, om(x).

“loyz

Puisque 7 est de type fini, il existe un sous-groupe ouvert distingué¢ K’ de K, tel que V
est engendré sur G par le sous—espace VX' = {v e V : n(k')(v) = v, Vk' € K'}.

Puisque le groupe M, /A, est compact, il existe une partie compacte Q2 de M, telle que
M C Q(As N M), On en déduit qu'il existe un sous-groupe ouvert compact Jp, de Po
tel que pour tout m € Mg, on a linclusion m~*Jp,m C K’'. Pour i = 1,...,n, notons
a; € C°(G x Po) la fonction définie par

-1

ai(g,p) = { clw(g™)  si(g,p) € Ki x Jp,

0 sinon

D’aprés[B7 pour i =1,...,net vy € Ggr, il existe une unique fonction fo, 5 € C° (G*) telle

que pour toute fonction ¢ localement intégrable sur G*, on a I'égalité
¢ // w(g (9" -y - gp)dgdip = / farn () 2(Y)dy.
KixJp, aGh

Puisque pour (v,%) € V x V, application
G = C, v = (II(y)(v), )

est localement constante (donc localement intégrable), pour i =1,...,n et v € Ggr, on a
/ Tyiom(p)dip = ¢! // w(g™OI(g™" -~ - gp)dgdip
Jp, K;xJp,
= H(fai7"/)'

Fixons un élément vy € Ggr. Pour chaque i, la fonction Ggr — Céx’(Gh)7 Y = fa;~ est
localement constante (lemme de 7). Par suite il existe un voisinage V de vo dans GElr et



78 BERTRAND LEMAIRE

un sous—groupe ouvert K” de K distingué dans Ko, tels que pour i = 1,...,net vy €V, la
fonction fa, , est bi-invariante (i.e. & gauche et a droite) par K”.
Puisque K’ est distingué dans Ko, d’aprés la décomposition de Cartan (), V est engendré

(sur C) par les vecteurs m(km)(v) pour k € Ko, m € M} et v € VX' Fixons de tels k, m,
v, et notons ¢ € {1,...,n} l'indice tel que k € K;. Soit v € V. On a

T, om(km)(v) = w(k) o Ty,s 0o w(m)(v),
et I'on a aussi

(fag ) o wm)(0) = [ Tys0m(p) om(m)(e)dip

Jp,

= /J T, 0m(m)o W(milpm) (v)dip

=T,;0m(m)o {/} w(mlpm)(v)dzp}

= vol(Jp,,dip)T~,; o w(m)(v).
Soit maintenant ex» € C°(G) la fonction caractéristique de K’ divisée par vol(K", dg).
D’aprés les calculs ci-dessus, on a
m(egr) o Ty om(km)(v)
= vol(Jp,,dip) 'w(exr) o w(k) 0 TI(fa, ) o m(m)(v).
Or K, normalise K", par conséquent les opérateurs m(exn) et w(k) commutent. Comme la

fonction fa, , est K”—invariante & gauche, on a m(exn) o I1(fa, ) = II(fa,,~). On en déduit
que

m(exn) o Ty o m(km)(v) = vol(Jp,, dip) " m(k) 0 T1(fa, ) o 7(m)(v)
— (k) 0 Ty s 0 7(m) ()
=T, om(km)(v).
Cela étant vrai pour tous k, m, v et tout -, on a montré que
mw(lexn)oTy =T, (yeEV).

Pour y € G*, d’aprés la définition de Ty, on a w(egn) o Ty = Ty o w(exr). Pour vy € V,
on a donc w(egn) o Ty =Ty om(egr) =T, dott T € Endo(V). D’autre part, puisque K"
est distingué dans K, on a aussi

Toryy =Ty (z,y€ K", yeV).
L’application GElr — Endo(V), v+ T est donc bien localement constante. |

Puisque 7 est admissible, les éléments de Endo(V') sont des opérateurs de rang fini sur
V. Pour g € G%;, on peut donc définir la trace de T, que 'on note tr(T,).

qry

COROLLAIRE. — (On suppose toujours m admissible et de longueur finie.) Le caractére O
est représenté sur Ggr par la fonction localement constante

7= On(7) = tr(T,).

En d’autres termes, pour toute fonction ¢ € C° (Ggr), on a l’égalité

On(¢) = #(v)On(y)dy.

G,
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Démonstration. — Pour ¢ € C°(GY), notons ¢o € C(G?) la fonction définie par

G)) :vol(fgdk)—l/ wk ™ok -y - k™) dk.

K
Pour z € G, on a (relation (x) de [20])
On("¢) =w(z")On(e),
par conséquent O (¢) = O (o).
Soit une fonction ¢ € C° (Ggr). Alors ¢ € C° (Gar)7 et d’apreés le théoréme, on a

[ o) = o ( /. ¢(w>wy> |

On en déduit que

o d()tr(Ty)dy = tr (/G {/K d(Vw(k DOk~ k)dk} dv)

= tr (/G ¢o(v)H(w)dw>

= On(¢o).

D’ou le corollaire. O
Puisque pour ¢ € C(G) et € G, on a On(*¢) = w(z~1)On(¢), on a I'égalité

() On(z™' v -2) =w(@)On(y) (yeGi, zeq).

5.9. Induction parabolique et caractéres. — Pour P € P,, on note
18 R(Mp) = R(G)

le foncteur induction parabolique normalisée. On rappelle la définition : pour toute représenta-

tion lisse (o, W) de Mp, on note encore o la représentation lisse c®1 : Mp x Up — Autc(W)

de P, et 'on pose (8(0) = ind§ (6113/20) ot (rappel) dp est le caractére A5' de P.

LEMME. — Pour tout sous—groupe parabolique P de G, on a w|y, = 1.

Démonstration. — Soit P un sous-groupe parabolique de G. Soit z € G tel que z ™' Pz D Ps.
Alors U, 1p, = 2 'Upx C Up,, et comme w(z 'uz) = w(u) (u € Up), il suffit de montrer
que w|rp, = 1. Soit J un sous-groupe ouvert compact de G tel que w|; = 1, et soit a € ASC.
Puisque {J,c, a'(J NUp,)a™" = Up, et w|snup, =1, on en déduit que wly,, = 1. O

Pour P? ¢ fPi, on définit comme suit un foncteur
i
“5 R(ME,w) = R(GE,w).

Soit (X, W) une w-représentation lisse de Mli. Posons o = £°. Pour v € P%, on écrit v = §-u
avec § € M}hg et u € Up (rappelons que lécriture est unique), et 'on pose X(v) = X(4). Pour
v € Pletp, p €P,en écrivant p = mu et p’ = m'u’ avec m, m’ € Mp et u, v’ € Up, on a

p-y-p = (m-y-m') Intpy(y-m') " (u)e
avec Int p: (7 - m') " (u)u’ € Up, d’ott (en utilisant le lemme)

S(p -y p) =w(m')o(m) o X(y) o o(m’) = w(p')o(p) o X(y) 0 o (p").
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En d’autres termes, 'application v +— () est une w-représentation lisse de P". D’aprés la
relation (x) de[E3 et le lemme de 2] 5113/52 est encore une w-représentation de P, telle que

(625

o 2)° = 6113/20. On peut donc poser

w GP w: i
15 (%) = “ind§z (0),°5).

Par construction, les foncteurs WLgE c R(ME,w) — R(GHw) et 1§ : R(Mp) — R(G)
commutent aux foncteurs d’oubli : pour toute w-représentation lisse ¥ de Mf;., on a
Gt G 0
Y15 (2)° = 1B(X°).
Pour P" ¢ fth on note
CF(GF) = CE(ME), & = “dpn i,

l’application linéaire définie par
“Gpi i, (8) = 8147(8) // w(k)p(k™" -6 - uk)dudk (6 € M%).
UpxKo

Le théoréme suivant est une simple reformulation du corollaire de 28] Il généralise la formule

bien connue de Van Dijk [VD) [CI1].

THEOREME. — Soit P* € P1, ¥ une w-représentation admissible de M5, et 11 = “’LIG;.E (%).
Alors pour toute fonction ¢ € C(G?), on a la formule de descente
On(¢) = 62(w¢PU,KO)'

12(2®1) de P* = M5 - Up, et soit O
le caractére de Y défini grace & la mesure de Haar & gauche diyp sur P? comme en 26 Soit
une fonction ¢ € C°(G). Puisque G = PK, = Ko P et

vol(P N Ko, Ap* (p)dip) = vol(P N Ko, dip) = 1,

d’aprés le corollaire de 2.8 on a

Démonstration. — Notons ¥’ la w-représentation &

On(¢) = O/ (K, |ph),
ol

brco(7) = /K w(R)p(k -y k)dk (v € G,

Or posant d§ = dymp, Oon a

S (oK, | prdivp) = //Mﬂ . Ko (0 -u)Y (8- u)dddu

= 5;@2(5){ qbKo(d«u)du}Z((S)dd

MY Up
:/ “6 s . (8)2(8)ds.
M5
D’ou le théoréme. |
REMARQUE. — Si de plus la représentation X° est de type fini (i.e. de longueur finie,

puisqu’elle est admissible), alors II° 'est aussi, et grace a la formule d’intégration de H.Weyl
établie au ch. 5, on peut écrire la formule de descente du théoréme en termes de fonctions
caractéres (voir [[3] corollaire 3). [ ]
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5.10. Restriction de Jacquet et caractéres. — Pour P € P,, on note
r& s R(G) = R(Mp)

le foncteur restriction de Jacquet mnormalisée. On rappelle la définition : pour toute repré-
sentation lisse (7,V) de G, on note V(Up) le sous—espace de V engendré par les vecteurs
m(u)(v)—v pour u € Up et v € V, et I'on pose Vp = V/V (Up). L’espace V (Up) est P—stable,
et 'on note (wp, Vp) la représentation (lisse) de Mp déduite de 7 par restriction et passage
aux quotients. Enfin on pose r& () = 5;1/2 RTp.
Pour P € Poh7 on définit comme suit un foncteur
wrgi L R(GHw) = R(ME, w).

Soit (I, V') une w-représentation lisse de G*. Posons 7 = I1°. Puisque w|y, = 1 (lemme de
EQ), pour y € P*,ueUpetveV,ona

TI(7) (7 (u) (v) — v) = H{Intgs (v) (w)) (TT(7) (v)) — TL(7)(v) € V(Up).

Par restriction et passage au quotient, II induit donc une application ITpy : Pt — Aute(Vp),
qui se factorise a travers M?;. Pour 6 € Mli, m, m' € MpetveV,ona

Ops(m-6-m)(v+V(Up)) =T(m-5-m')(v)+ V(Up)
w(m/)m(m) o II(8) o w(m')(v) + V (Up)
— (e (m) 0 Ty (8) 0 mp () (0 + V (Up)).

En d’autres termes, Ilp; est une w-représentation lisse de M Ihg. D’aprés la relation (x) de
et le lemme de 211 5;; 11 pi est encore une w-représentation lisse de MEJ, telle que

(5;;/21'113“)0 = 6;1/27rp. On peut donc poser
w Pb _
T'gh (H) = 5P;/2HPN.

Par construction, les foncteurs “’rgi CR(GH W) = R(ME,w) et rE - R(G) — R(Mp)

commutent aux foncteurs d’oubli : pour toute w-représentation lisse ¥ de Mf;., on a
8
“rap(ID)° = r&(1I°).
: - b

REMARQUE. — Pour P? € P4, le foncteur “’rgn est un adjoint a gauche du foncteur “’Lgh :
pour toute w-représentation lisse 3 de M Ihg et toute w-représentation lisse IT de G¥, on a un
C—isomorphisme canonique

Gt b
Hom s (T1, “ 155 (3)) =~ HomM}uj (wrgu (I1), %),
fonctoriel en IT et en X. Précisément, posant m = I1° et o = X°, il se déduit par restriction

du C—isomorphisme canonique (fonctoriel en 7 et en o)
Homg (7,18 (0)) ~ Homus,, (r&(7), o) [ ]

Notons § le C—espace vectoriel des fonctions f : Z — C, et 7 le C—automorphisme de
& deéfini par 7(f)(n) = f(n+ 1) (n € Z). Une fonction f € § est dite 7finie si les 7°(f),
i € Z, engendrent un sous—espace vectoriel de § de dimension finie. Une fonction f € § est
7—finie si et seulement s’il existe un polynéme P(t) € C[t], P(0) # 0, tel que P(7)(f) = 0;
ou P(7) est le C-endomorphisme de § donné par P(1) = S8  a;7% si P(t) = 3.8 ait’. Les
fonctions 7finies f : Z — C forment un sous—espace vectoriel de §.
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LEMME 1. — Soit fi, fo € § deux fonctions T—finies. Supposons qu’il existe un entier
no > 1 tel que pour tout n € Z>y,, on a fi(n) = fa(n). Alors f1 = fo.

Démonstration. — Quitte a remplacer f; par 7°°(f;), on peut supposer ng = 0. Il s’agit de
montrer qu'une fonction 7—finie f € § telle que f(n) = 0 pour tout entier n > 0, ne peut
étre que la fonction nulle. Supposons par 'absurde que f # 0, et soit j le plus petit entier
> 1 tel que f(—5) # 0. Pour k € Z, posons fr = 77 F(f). On a fi(k) = f(—j) # 0 et
fe(k 4+ n) = 0 pour tout entier n > 1. Les fonctions f sont linéairement indépendantes, ce
qui contredit le fait que f est 7—finie. Donc f = 0. O

EXEMPLE. — Soit u € Endc(X) pour un C—espace vectoriel X de dimension finie, et soit
A, ..; A € C* (\i # A\j pour i # j) les valeurs propres non nulles de w. Pour i = 1,...,r,
notons m; la multiplicité de \; dans le polynoéme caractéristique de u. Alors la fonction
f:Z>1 — C définie par

f(n) =tr(u") = ma AT + - + me A7,

se prolonge de maniére unique en une fonction 7—finie f € §. |

Pour G* = G, w = 1 et g régulier, le résultat suivant est da a Casselman [Ca2| theo. 5.2].

THEOREME. — Soit P* € P4, II une w-représentation admissible de G*, et ¥ = “’rgs (1I1).
On suppose que 11° est de type fini (i.e. de longueur finie). Pour tout v € M?; N Ggr tel que
Py =P et Ay = Ap, on a l’égalité

5522 (1)On(v) = ©s(7).

Démonstration. — Posons M = Mp et MY = ME;.. On a clairement 'inclusion

M*NGE c M:

qry

par conséquent I’énoncé a un sens. Posons 7 = I1°.

Soit un élément v € M%N G, tel que Py = P et Ay = Ap. Posons 7 = Intgs (7).
D’aprés la remarque 4 de [5.6] il existe un sous—groupe ouvert compact K de G tel que,
posant K~ =KNUp—, K°=KNM, Kt =KNUp,ona:

- K=K KKt =KTK'K~;

-7 Y{K)C K, 7(K°) =K’ r(Kt) C KT

- wlk =1;

- K-y -KCG%;

- Onlkyx =0n(7);

= Oy, lkoy = Onp, (7)-

Pour tout sous—groupe compact J de G, on note e; la mesure de Haar normalisée sur .J
(i.e. telle que vol(J, es) = 1), identifiée a une distribution a support compact sur G. Puisque
K = K K°K' = KtK°K~, on a les égalités (dans Dalgebre des distributions a support
compact sur G)

EK = € K ER0 K Cpt = €pt+ ¥ €0 K €p— .

Pour § € G* on note ¢X la fonction caractéristique de K -6 - K C G° divisé par
vol(K - § - K, dva), ou (rappel) dya = 01 - dg (cf. 2Z3). On a donc

I(¢5) = m(ex) o IL(6) o m(ex).
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Pour n € Z>1, puisque 7(K°K*T) C K°K* et 77"(K~) C K™, on a
I(¢5) o m(ex) o I(7)" o m(ex)
=m(ex) o II(y) om(ex) o II(y)" o w(ex)
=m(ex) o T(y) o m(exo+) o m(ex—) o I(7)" o m(ex)

(
m(ex) o (T(Kom))OH(V)OH(V)"OW(%—W )om(ex)
(

K—)

= n(ex) o II(y)" ' o w(ek).
Par récurrence sur n, on a donc

(¢7)" =m(ex) o (7)" om(ex) (n € Zx1).
Pour n € Z>1, notons V,YK '™ le sous—espace
(¢3)" (V™) = m(ex) o ()" (V")

de VX = w(ex)(V). Pour m, n € Z>1, on a donc

V'YK’m+n = (¢7 ) ( Kn) - H(‘b'y ) ( K) = V'YK’m'

Rappelons que l'espace V (Up) coincide avec 'ensemble des v € V' tels que

/QU m(u)(v)du =0

pour un sous—groupe ouvert compact €2, de Up. Puisque la représentation 7 est admissible,
lespace V(Up) N VE est de dimension finie, et il existe un sous-groupe ouvert compact
de Up tel que pour tout v € V(Up) N VX, on a [, 7(u)(v)du = 0. Quitte & remplacer Q par
un sous-groupe plus gros, on peut supposer que K C Q. Choisissons un entier ng > 1 tel
que 7™°(Q) C K.

Notons p : V' — Vp la projection canonique, et posons

VA" = mp(exo) (V) = ré(exo) (V).
LEMME 2. — Soit m € Z>1 et n € Zx>n,.
(1) Pourve VX, ona
(65)™ (v) = w(ege+) o ()™ (v),  poll(¢5)™ (v) = Ups (7)™ o p(v).
(2) On a TI(¢X™)(V(Up)NVE) = 0.
(3) L’application p : V' — Vp induit par restriction un C—isomorphisme VWK’” — Vlﬁ(o
(4) On a TI(pX)™ (Vo) = Vo,
Démonstration. — Montrons (1). Soit v € V. Puisque 7™ (KK ~) C K, on a
I(¢5)" (v) = m(ex) o T1(7)™ (v)
=m(ex+)om(egor—) o I(7)™ (v)
Iy ) 077(6 —m(KOK— ))( v)
(7)™ (v)-
(7)™ (v) + V(Up), d’ou le point (1).

)
= m(ex+) o
= m(ex+) o

II

Or m(egx+) o II(y)™(v) est contenu dans
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Montrons (2). Soit v € V(Up) N VE. D’aprés (1), on a
I(¢57")(v) = m(exc+) o H(7)" (v)

= vol(K ™, du)™" /K+ m(u) o II(y)" (v)du

= vol(K ™, du) ' TI(7)" o / m(t7 " (u))(v)du
K+
=0
car 77" (KT) D " (KT) D Q.

Montrons (3). Fixons un entier n > ng et posons W = V,YK’”. Montrons la surjectivité.
Soit v € Vlfo. Puisque Intz (7)™ (K°) = Intgq (7)™ (K°) = K°, on a I py(v) " ™(7) € Vlﬁ(o.
D’aprés le « premier lemme de Jacquet >>|@7 la projection canonique p : V' — Vp induit une

0
application surjective VX — VA . Choisissons un v' € VX tel que p(v') = p:(v) " (9),
et posons v = II(f)"(v') € W. D’aprés (1), on a p(v) = Ips (7)™ o p(v') = v. Montrons
linjectivité. Soit w € V(Up) N W. Ecrivons w = (e ) o (7)™ (v") avec v” € VX. D’aprés
(1), on a w = 7(eg+) o T(y)™(v"), et puisque w € V(Up) NVE et KT C Q, on a

Il
3
=
o
=
)
=
CX
=
S

=116 [ w7 (w)(")du.

Donc v" € V(Up). D’apreés (2), on a donc w = 0.
Montrons (4). On a
H(¢’I\{()m(VWK,n) _ VyK,n-Q—m C VyK,n.

Or d’aprés (3), on a dimc (V™) = dim@(VlﬁKU) = dim¢(V{™), par conséquent I'inclusion
ci-dessus est une égalité. O

Posons W = VVK’"U et W = VlﬁKU, et pour § € M*?, notons ¢§<0 la fonction caractéristique
de K-~ K° divisée par vol(K° - § - K° dyar). D’aprés le lemme 2, pour n € Zsp,, on a

(X)) = tr(T(5)" [w) = tr(Tps (7)) = tr(TLps (85 )").
Gréce au lemme 1, on en déduit que
On(7) = On(6]) = O, (65) = Om,, (7).
D’ott le théoréme puisque Om , (v) = 5113/[12 (7)Os (7). d
Pour Gf = G, w =1 et g régulier, le corollaire suivant est da a Deligne [D].

COROLLAIRE. — Soit Il une w-représentation admissible de G*. On suppose que I1° est
de type fini, et que pour tout P° € P {Gh}, on a “rGPE (IT) = 0. Alors pour tout v € Ggr
tel que Py # G, on a ©n(y) = 0.

13. Dans le cas admissible, le résultat est prouvé dans [Call theo. 3.3.3] — cf. aussi [Bel, 3.2]. 1l
a ensuite été étendu au cas non admissible par Bernstein (loc. cit).
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Démonstration. — Soit v € Ggr. Choisissons = € G tel que v/ = ! - v -z est en position

standard. Puisque P, = xPW]x*I, si Py # G, alors P = P,;) # G et d’apres le lemme 2,
on a Or(y") = 0. On conclut grace a la relation (+x) de 5.8 d

5.11. Commentaire. — On peut bien siir traduire ces résultats dans le langage classique
des caractéres (0, w)-tordus de G. Un élément g € G est dit :

— O-régulier si I'élément g € G¥ = GO est régulier ;

— O—quasi—régulier si g0 est quasi-régulier.
Notons Go—reg €t Go—qr les sous—ensembles de G formés des éléments qui sont respectivement
0-réguliers et 0—quasi-réguliers. D’aprés la proposition de [5.4] on a 'inclusion

GO—reg C GO—qr;

et ces deux ensembles sont ouverts denses dans G (corollaire de [5.4).

Soit (7, V') une représentation admissible de G telle que wm ~ 7%, et soit A € Isomg (wr, 71'9).

On suppose que 7 est de type fini. Soit K un sous—groupe ouvert compact de G. Pour g € G,
on note Ty = T{;A)’g € Endc (V) Popérateur défini par

T, = vol(K, dk)’l/ wk™ (k™ go(k)) o Adk

= vol(K,dk)™" / (k™" om(g) o Aow(k)dk.

K
D’apreés le théoréme de 58] pour g € Gg_qr, on a Ty € Endo(V), et 'application
Go—gqr — Endo(V), g — Ty
est localement constante. D’aprés le corollaire de [£.8) le caractére tordu ©% est représenté

sur Gg_qr par la fonction localement constante g — 02 (g) = tr(Ty). En d’autres termes,
pour toute fonction f € C°(Go—qr), on a P'égalité

ot = [ f@edgds.
Go_qr
Puisque pour f € C(G) et £ € G on a O2(*?f) = w(x™1)OZ2(f) (relation () deZH), on
a l'égalité
02(z 'g8(x)) = w(@)02(9) (9 € Go—qr, z € Q).

La traduction des numéros [5.9] et [5.10] est laissée au lecteur.

6. Séries discrétes et représentations cuspidales

Continuons avec les notations du ch. 5.

6.1. Caractéres des représentations irréductibles essentiellement de carré inté-
grable. — Notons Z = Z(G) le centre de G, et fixons une mesure de Haar dz sur Z. Soit
dg = % la mesure quotient sur le groupe G/Z.

Soit (IT, V) une w-représentation lisse de G*. Posons 7 = I1° et A = [1(d1) € Isomg (wm, 7).
Pour (v,0) € V x V, on note my,5 : G — C le coefficient de 7 défini par

mv,5(9) = (r(9)(v),0) (9 € G),
et I, 5 le coefficient de IT défini par

oo (v) = (I(7)(v),9) (v € G*).
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Pour v = g - 01, on a donc I, 5(v) = Ta(w),s(g). Soit A(II) le C-espace vectoriel engendré
par les coefficients de II. Pour ¢ € A(II), puisque II(z - v - z) = w(z)II(y), on a

() ez y-2) = w(2)elg) (z€ % 7€GY.
Soit aussi A(7) le C—espace vectoriel engendré par les coefficients de , et soit
A(IL) — A(r), ¢ = ¢°

Iapplication linéaire définie par I3 ; = 7,5 pour tout (v,d) € V x V.

On suppose 7 irréductible, et essentiellement de carré intégrable modulo Z ; i.e. il existe
un caractére ¢ de G tel que les coefficients de m ® 1 sont de carré intégrable modulo Z. Soit
d(m) = d(m,dg) > 0 le degré formel de 7 défini par dg : pour tous (v, o), (v/,%) € V x V, on
a

/ 0.5(@)Toror (9 1)dg = d(m) (0, 8') (v, ).
G/Z

Fixons un sous—groupe ouvert compact K de G. Pour ¢ € A(II) et v € G*, on note

@fw : G — C la fonction définie par
07 (g) = vol(K, dk) ™" / wk™ (g™ k" y - kg)dk.
K

D’apreés (x), on a l'égalité

(%) 05 (29) =w(2)05,(9) (€7, g€@).
Pour § = idg, w = 1 et v € G (semisimple) régulier, le théoréme suivant est da a Rader et

Silberger |[RS| theo. 2| (cf. aussi [BHI] theo. A.12]).

THEOREME. — Pour toute fonction ¢ € A(Il), on a
W) = dm) [ (g IO%, (0 (€ Gl
Gz

l'intégrale converge absolument et uniformément@ sur les parties compactes de Ggr. Si de
plus 7 est cuspidale, alors pour toute fonction ¢ € A(II) et toute partie compacte C de Ggr,
il existe une partie Q = Q(p, C) de G compacte modulo Z telle que

0K (9)=0 (1eC, geG~ Q).

Démonstration. — Puisque pour v € Ggr, on a

On(g v 9) =w(@Ou(y) (9€q),

le théoréme ne dépend pas du choix de K. On peut donc, comme dans la démonstration du
théoréeme de[5.8] supposer que K est un sous—groupe ouvert distingué de K, tel que w|x = 1.
D’autre part, il suffit de traiter les fonctions ¢ € A(II) qui sont des coefficients de II. Soit
donc ¢ = II,,5 pour un couple (v,?) € V x V. Soit aussi une partie compacte C' de Ggr.

Pour v € G?, reprenons lopérateur T, = Tf—fﬁ € Endo(V) défini en B8 D’aprés la
démonstration du théoréme de loc. cit., pour chaque v € C| il existe un voisinage V() de
dans Ggr et un sous-groupe ouvert distingué K, de K, tels que

Tesy =Ty (0€V(y);x,yeKy).

14. Précisément, pour toute partie compacte C' de G’Elr, les fonctions w= 1O
vérifient le “critére de M—test” de Weierstrass.

g’ﬂ/ sur G/Z (v € C)
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On peut recouvrir C' par un nombre fini de tels voisinages V. On en déduit I’existence d'un
sous—groupe ouvert compact J de G tel que

Toyy =Ty (yEC;2,y € J).
Par conséquent, pour v € C, 'opérateur T, appartient au sous—-espace VIx VY de Endo(V).

Posons W = V7 et W* =V’ (= Homc(W, C)). Choisissons une base {w1, ..., w,} de W sur
C, et notons {w7,...,w;} la base de W* duale de {w1,...,w.}. Pour y € C et v’ € V,on a

donc
o) = S5, (wn), ) (v w .

i=1 j=1

Par suite, pour y € C et g € G, on a
OF () = vol( . ak) " [ wlk™)wlg)rla™) o T 1K) 0 m(g) ). )k
— w(g)(T, 0 7(g) (1), 7(9) (8))
03 ST w0), w0 () ()Y, 7 (9) (@)

i=1j=1
() D ST (1), 05 T (0 (™).
=1 j=1

Si 7 est cuspidale, alors les coefficients de 7 sont & support compact modulo Z, et d’aprés
le calcul ci-dessus, il existe une partie 2 de G compacte modulo Z telle que pour v € C' et
g€ G~ Q ona0k (9)=0.

Reprenons la démonstration dans le cas général. Puisque la fonction

G2 — Endo(V), v = T,

est localement constante (théoréme de [5.§]), il existe une constante dc > 0 telle que

lw(g™")O54(9)| < do ZZ To.wp (@lTw, 5(g7 ) (v€C, g€G).

=1 j=1
Par suite, pour v € C on a

d(r) /G | etaO% o) = 323 (T ), ) / T (9)T5 (5™ 1)dg

i=1 j=1 G/Z

=D D (Ty(wi), w)) (v, 0) {wi, w))

i=1j=1

et
D (T (wi),wi) = te(T4) = On(y).
i=1
Choisissons un caractére v de G tel que les coefficients de 7' = 7 ® v sont de carré

intégrable modulo Z. Pour (u,%) € V x V, on a
mua(9) = (g™ Imuale) (9 €G),
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et notant || ||2 lanorme L* sur G/Z, on a ||}, 4||2 < +00. Ainsi, la majoration pour |w™'©X |
donnée plus haut jointe a 'inégalité de Schwartz, entrainent que

/G Jelg™08 @14 < do 323 s lalall (€ ©)

i=1 j=1

D’oti assertion de convergence uniforme (d’apres le “critére de M—test” de Weierstrass). O

6.2. Caractéres des représentations irréductibles cuspidales. — Soit H un sous—
groupe ouvert (donc fermé) de G, contenant Z et compact modulo Z. Soit H ¢ un H-espace
tordu qui soit un sous—espace topologique tordu de G*. On note encore w le caractére w|m de
H. Soit (3, W) une w-représentation lisse de H" telle que la représentation o = £° de H est
irréductible. Puisque H est compact modulo Z, I'espace W est de dimension finie, et ’on pose
dim(o) = dim¢(W). Soit (IL, V) = “’indgl:J (X, W) comme en [Z7] et posons m = II°. D’apreés
[Bul, theo. 1], la représentation 7 est admissible si et seulement si elle est somme directe finie
de représentations cuspidales. En particulier si la représentation 7 est irréductible, alors elle
est cuspidale et on peut lui appliquer le théoréeme de
On note Oy : G* — C la fonction définie par

T si :
o0 ={ g™ L "

On définit de la méme maniére la fonction O, : G — C.

Fixons un sous—groupe ouvert compact K de H. Le théoréme suivant est une généralisa-
tion de [BHIl appendix, theo. A.14].

THEOREME. — Supposons que 7 est irréductible.
(1) On ad(n) = dim(o)vol(H/Z,dg)~".
(2) Poury € G, ona

qrs

On() = vol(K.dg) " 3 wlg™) [ w(k)Os(gT "y ka)dks

geG/H K

la somme est finie. Mieuz : pour toute partie compacte C de Ggr, il existe un sous—
ensemble fini Q@ = Q(C) de G/H tel que

/Kw(k_l)@z(g_lk_l-w-kg)dk:O (vEC, g€ (G/H)~ Q).

Démonstration. — Choisissons une base {wi,...,w,} de W, et notons {wi,...,w;} la
base de W* = Hom¢ (W, C) duale de {w1,...,w,}. Pour ¢ = 1,...,n, on note v; € V et
¥ € ind% (W) les fonctions telles Supp(v;) = H = Supp(;), vi(1) = w; et 9;(1) = w}. Via
I'identification canonique V = ind% (W™), on a

Os(y) = Zﬂvi,m (v) (yeah.

En particulier, la fonction ©x appartient a ’espace A(II) des coefficients de II, et pour g € G,
on a ©5(g) = O,(g).
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D’apreés la définition de d(w), on a

d(m) 0,(9)0,(9"")dg = d ZZ/ To;,5; (9)To; 0 (9~ ")dg

D’autre part, notant dh la restriction de dg & H/Z, on a aussi

0.(9)0s(9™")dg = O, (h)O, (h™")dh

G/zZ H/Z

/H/Z wz>< (hil)(w])7w;>d}_l

i= 1] 1
vol( H/ng . "
_ZZ dim(o ( i wj ) (wj, wy)

=1 j=1

=vol(H/Z,dg).

D’ou le point (1).
Soit K un sous—-groupe ouvert compact de H. Appliquons le théoréme de 6.4 la fonction
© = Ox. Pour v € ng on a

dim(0)Orn(y) = d(r) /G L elael o)ds.

Pour § € G* et he H,sid ¢ H  ona oh™'-8-h)=¢(0)=0,etsidec H ona
oh - 6-h)=te(Z(h™"-6-h) =w(h)p(d).

Par conséquent pour v € Ggr, la fonction G/Z — C, g — w(g™ )@gw
travers G/H, et d’aprés (1), on a

On(v) = > wlg e, (9).

geG/H

(g) se factorise a

Dot le point (2), lassertion de finitude se déduisant directement de loc. cit. |

7. Intégrales orbitales et caractéres

Continuons avec les notations des ch. 5 et 6.

7.1. Intégrales orbitales tordues. — Soit un élément v € G? tel que :

— la G-orbite Og(y) = {g™" -v-g: g € G} est fermée dans G;

— le centralisateur G, = {g € G : g~ ' - -g =7} est unimodulaire.
Le choix d’une mesure de Haar dg, sur G définit une distribution AS(-,v) = AS(-,, dg,)
sur G¥ : pour ¢ € C°(G"), on pose

0 siwlg, #1
As (‘W‘{ S @(@)8lg™ 7 g)d2  sinon
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Puisque la G-orbite de 7 est fermée dans G, 'intégrale est absolument convergente (d’ailleurs
c’est méme une somme finie). On appelle Ag(-,’y) la w—intégrale orbitale de . Rappelons
que l'on a posé “¢p = ¢ € Intg(z7!) (¢ € CX(Q), z € Q). Pour ¢ € CX(G*) et z € G, on a

() AS(P,7) = w(z VA (4,7) = AS (bt -y - ).

REMARQUE. — 1l est fort probable que le centralisateur G, d’'un élément v € G* dont la
G-orbite est fermée dans GY, soit automatiquement unimodulaire ; mais nous n’essaierons
pas de le démontrer ici. Notons que si p = 1 (i.e. si le corps de base F' est de caractéristique
nulle) et si G est localement de type fini, c’est—a—dire si le F—automorphisme de Z(Q)
défini par G¥ est d’ordre fini, on sait que pour tout élément v € G, le centralisateur G est
unimodulaire. |

Soit 4 € G quasi-semisimple. D’aprés la proposition 1 de B3}, la G-orbite Og(7y) est
fermée dans G°. Puisque le groupe G est réductif (théoréme 2 de 7)) et défini sur F
(théoréme de E6), le groupe G5 = G5(F) est unimodulaire. Comme le groupe quotient
G- /G5, est fini, le choix d’une mesure de Haar dg5 sur G définit une distribution AZ (-, ) =
Af(-,fy,dgf;) sur G¥ : pour ¢ € C°(G"), on pose

0 st wlge #1
AS(¢,7) = _ o
w (7 { Juono@(@)8(g™ 7 )2 sinon
Notons que si w|g, # 1, on a Af(d), ~v) = 0. Par ailleurs, le groupe G- est lui aussi

unimodulaire, et si dg, est une mesure de Haar sur G, alors notant dg; la restriction a
G5 de la mesure de Haar |G, /G| 'dgy sur G+, on a

AS(7 Y dg"/) = Ag(7 Y5 dg’(;)

7.2. Descente parabolique. — Soit P € P,. Rappelons que les mesures de Haar dg,
dm = dmp et du = dup sur G, Mp et Up sont celles normalisées par Ko (cf. B2). Pour
toute fonction f € CS°(G), on a la formule d’intégration

(%) /f dg_///MpxUPxKO (muk)dmdudk.

Soit maintenant P% € P4. Posons P = Ng(P?), M = Mp, M* = Mh et P78 = M- Up-.
Posons aussi m = mp. Soit un élément v € MY tel que :

— la M-orbite Oar(y) = {m-~v-m~":m € M} est fermée dans M";

— le centralisateur M, = {m € M :m™"-~-m = m} est unimodulaire.
Alors le choix d’une mesure de Haar dm~ sur M, définit comme en [Z] une distribution
Ag’(-,fy) = Ag’(-,fy,dmﬂ,) sur M*.

LEMME. — (1) Poury € P%, on a dps(y) = |detp(Adps (7); up)|F.

(2) Poury € M, on a |detr(Adps (1)~ up)|r = [detr (Adp- s (); up—)|r-
Démonstration. — Soit v € P%, et montrons (1). L’application Intps () : Up — Up est un
automorphisme de variété w—adique, de Jacobien constant J(v) = |detp(Adpy(7);up)|r.

D’autre part, d’aprés la définition du module d’un automorphisme de Up (cf. 2], on a
J(v) = Avp(Intps(y)|vp). Posons P = P/Up, P* = P*/Up (c’est un P-espace tordu) et
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5 =~-Up € P D’aprés la remarque de[5:3} on a 65 (7) = Apy (7) "' Ap: (7). En remplagant
Up par P (resp. P) dans le raisonnement ci-dessus, on obtient
3ps(7) = Ap(Intps (7)) Ap(Intps (7))
= |detr (Adps (7); p)|rldetr (Adps: (7); p/up|p!
— et (Adps (7); p) -
(

)

Supposons que v € M, et montrons 2).D
Age (7)™ = |detr(Adgz (7); 8) |7
= |detr(Adp—o(7);up-)|r|detr (Adys (v); m)|p|det p(Adps (v);up)|F
|detF(Ade 1(V);up=)[F Ay (7) " detr (Adps (7); up)| -
On en déduit que
|detr(Adp: (7)™ up)|F = Ags (M) Ap (7) " detr (Adp— s (7); up- )| F-
Or d’apres la remarque de[53] on a Ay =1 et A, = 1. D’ou le point (2). |

aprés la démonstration du point (1), on a

Pour v € M, 'automorphisme Adge () de g stabilise m; en fait on a I’égalité
Adgs (Y)lm = Adaps (7).
On peut donc poser (pour la définition de Gh/M7 cf. 24
Dgz s (7) = detp(id — Adg: (v); 9/m) - (v € MF).

PROPOSITION. — Soit v € M"Y tel que :

~ la M—orbite Onr(7y) est fermée dans M* ;

— le centralisateur M., est unimodulaire ;

— on a les inclusions G C M et gy C m.
Alors Dgyp(7) # 0 et la G-orbite Oc(y) est fermée dans G*. De plus, pour toute fonction
¢ € CX(G?), on a la formule de descente

% G M jw
|DGN/M('Y)|FAw (¢,7) = AL ( ¢PN,KO:’Y)§
ot les distributions AE}V(-7 v) et Aﬁ‘f(-7 ) sur G* et sur M* sont définies par la méme mesure

de Haar dg~ sur G = M (pour la définition de “¢py f_, cf.[29).

Démonstration. — Pour m € M, puisque G,,—1..,..,, N Up = {1} et g,,-1.,.,, Nup = {0},
I’application
Up — Up, u— Intps(m™" -y -m)  (u Hu
est un automorphisme de variété w—-adique, de Jacobien
J(m™ -y -m) = |detp(id — Adps (m™" -y -m) " Lup)|r #0.
Comme
idy — Adps(m™" -y -m)" = Adp(m™ ") o (idp — Adp: (7)™") 0 Adp(m),

on a
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D’aprés le lemme, on a
SH2(1)(7) = |detr(Adps (7); up) |2 detr (id — Adps ()~ sup) |
— |detr(Adps (7) — id; up)| Z|detr(id — Adps ()5 up)|2
— |detr(id — Adps (7);up)| Eldetr (id — Adp— s (7);up- )2
(

1
= |detp(id — Adg: (v); 9/m)| 7
On a donc .
00 (1) (7) = D jns (V)| F # 0.
Pour g € G, écrivons g = kmu (k € Ko, m € M, u € Up) et posons v/ = m™" -~ - m.
Alors on a
97 g =Intc(k™)(Y - Intps (v) " (u”)u).
Par conséquent
0c(7) = Intg (K)(Om () - Up),
et puisque la M—orbite O (7) est fermée dans M?®, la G-orbite Oc () est fermée dans G-,
Soit une fonction ¢ € C°(G¥). D’aprés la relation (), on a

Af(qb, v) = /// w(muk)d)(k*lu*lm*l Sy muk)g—mdudk.
M \MxUpx Ko 9~

Comme w7, = 1 (lemme de[59), le changement de variables u +— Intg(m ™" -y-m) ™ (u™ )u
dans la formule pour AS (¢,~) donne

_ w _ _1dm
MGG = [ wlm)a ) e, (0 m)I) T
Mo\ M v
_% M jw
= |DGN/M(7)|F AL ( ¢PN,KO:’Y)~
La proposition est démontrée. O

7.3. Formule d’intégration de Weyl. — Soit (S, T, T%) un triplet de Cartan de G* ([@7).
Puisque Zg(T") = S, I'application

T S\GXT = G (g, 7) g v-g
est bien définie, et ¢’est un morphisme de variétés ww—adiques. Posons g = Lie(G), s = Lie(S5),
T =g/s et t = Lie(T). Soit (g,v) € S\G x T?, et soit g un relévement de § dans G. Via les
isomorphismes de variétés w—adiques

S\G — S\G, Sz — Szg,

T =T test-,

G—-Ghamgt-(z-79)g,

identifions l'espace tangent a S\G (resp. T", Gh) en g (resp. v, g~ ' -
Notons p : g — g la projection canonique. Alors la différentielle d(r);
point (g,~), est donnée par

d(m)g~(p(X),Y) = Ade(M)(X) = X +Y

D’aprés le début de la démonstration de la proposition de[5.4] si v € TN GEeg, on a l’égalité
g(1 —v) +t=g. On en déduit le

v-9) ag (resp. t, g).
~:gxt—gdewau

LEMME 1. — Pour tout (§,7) € S\G x (T°NG%g), Uapplication 7 est submersive en (g, ).
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Notons W = W (G, T) le groupe de Weyl N (T')/T. Puisque

Intg: (7)(Ne(T)) = Ne(Intgs(4)(T)) (v € GF),
tout élément v € 7% induit un automorphisme 7, = Intg: ()| ng () de Na(T). Pour v € T%
teTetne Ng(T),ona

1

Ten(n) = t-7y(n) - t7" = try(n)t " 1y (n) " 7y (n) € Ty (n).

On en déduit que 7 induit
— par passage au quotient un automorphisme 7w de W,
— par restriction un automorphisme 7 = 7 de T'.
Ces deux automorphismes ne dépendent pas du choix de v € T* (bien que 7, en dépende).
Posons
No($") ={geG:g-5% g7 = 5%,
Ne(TH={geG:g-T" g~ =T"}.
On a les inclusions
Ng(S%) € Na(T") € Na(S) € Na(T).
L’inclusion du milieu et celle a droite résultent des égalités Zg(T°) = S et Zg(S) = T
(proposition de EZ7). Quant a linclusion de gauche, puisque Zg(S%) = S (loc. cit.), on a
Vinclusion Ne(S?) C Ng(S). Choisissons un élément §o € S* N G%,. Pour n € Ng(S%), on a
Intgs(n)(d) € S* = S - do, et comme T = T - &y, on obtient

n-T0.n~ ' = (nTnil) -Intgy(n)(do) C T - S = 77",
Notons W le sous—groupe de W formé des éléments fixés par mw, et posons
W (G, 5°) = Na(5%)/S,
W(G,T") = Ng(T%)/T.

LEMME 2. — (1) On a légalité W* = W (G, T?).

(2) Supposons que T» = S, T(1 —7)NS = {1} et T = T-T(1 — 7). Alors linclusion
N (S%) € Ne(T?) induit par passage aux quotients une identification
W(G, 8% = W(G,T%.
Démonstration. — Pourn € Ng(T') ety € T%, onan-~y-n~t = nry(n~ 1)y, et noy-nTt € T*
si et seulement si nr, (n~') € T. D’ott le point (1).

Supposons que 1> = S, T(1—7)NS = {1} et T =T,T(1 — 7), et montrons (2). Il s’agit
de montrer que Ng(T%) = Ng(S*)T (= TNa(S?)) et Na(S*)NT = S. Soit n € Ng(T?) et
v € T'. Posons t = nr,(n" ') € T, et écrivons t = s7(z)z™> =z 'sr(z) avec s € Set z € T
On a donc

n-y-nt=nrn ) y=a"tsr(z) y=2"ts -z,
dott zn - v - (zn)~" = s-v. Comme zn € Ng(S), on en déduit que zn € Ng(S%) et
n € TNg(S%). Soit maintenant y € Ng(S*) NT. Puisque y - S% -y~ = y7r(y~!) - S% on a
yr(y™H) eT(1-m)NS ={1},ie.yeT- =S. O

REMARQUE 1. — Les hypothéses du point (2) sont rarement satisfaites. D’aprés la pro-
position de[3:4] elles le sont si 7 est unipotent. [ |
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On définit comme suit une opération a gauche, continue et libre, de S\T" sur S\G X T8
pour t € S\T et (g,7) € S\GXxT?, on choisit un représentant ¢ de ¢ dans T et un représentant
g de g dans G, et I'on pose

t-g=Stg,
£ (7)) =g t-vy-t7) = (-gtr(t™") 7).
Puisque T'= Zg(S) et 7|s = id, Pélément ¢ - (g,) est bien défini. Soit
X =S\G xg\r T"
le quotient de S\G x T* par la relation d’équivalence ~ définie par :
(G,7) ~ (7',7) & il existe un T € S\T tel que (§',7") =1-(3,7)-

On note g : S\G x T% — X la projection canonique. L’application 7 : S\G x T & Gf
se factorise & travers ¢ : on note @ : X — G? l'unique application telle que 7 o ¢ = .
Par construction, X est une variété w—adique (pour la topologie quotient) de dimension
dim(G®) = dim(G), et q et 7 sont des morphismes de variétés w—adiques.

On définit comme suit une opération a gauche, continue et libre, de WE sur X : pour
we W et (g,v) € S\G x T%, on choisit un représentant g de g dans G et un représentant
n de w dans Ng(T7), et 'on pose

w - q(g,7) = q(Sng,n7y(n) - 7).

L’opération est bien définie : si ¢ = xg et n’ = yn pour des z,y € T, alors posant
v =zr(x”!) -yett=ynzn"' €T, on a

(Sn'g’, n'Tﬂ,/ (n'il) ') = (Stg, ynacr(afl) Sy nilyfl)

-1 -1 -1 -1
= (Stg,tn7y(n™ ") (na” )y (n”" "y~ ) - )
Stg, tnr,(n~ 7y, (t71) - v)
Stg, tr(t™nry(n™1) - 7).

—~ o~~~

Pour (g,v) € S\G x T" et w € W* on a

(%) 7(w-q(g,7)) = m(g,7)-

Pour toute partie ¥ de G¥, notons €Y I’ensemble des g™' -6 - g pour g € Get § € Y.

Ainsi on a ¢T% = Im(7), et Grin GEeg = G(Th N GEeg) =m(S\G x (Th N GEeg)).
LEMME 3. — Pour § € T% N GEeg, la fibre

71(0) = a{(3,7) € S\G x T" : 7(g, ) = 6})

de 7 au dessus de 8, est un espace principal homogene sous WE.

Démonstration. — Soit § € “T* N Gly. Ecrivons § = m(g’,~') pour un (g’,7') € S\G x T*,
et soit (g,7) € S\G x T? tel que 7(g, ) = . Choisissons des relévements g et ¢’ de g et §’
dans G. Puisque § € °T" N G58g7 onan~, vy €T n Gfeg7 et comme ¢'g ' -v-g9 "t =4 et
Gy (F)=8=G(F),onan= g9 e Ng(S). Alorsn-v-n"t =nry(nY) -y =+" €T
Par conséquent nt,(n) € T, i.e. n € Ng(T*). Posons w € nT € Ng(T")/T = W*. On a
w-q(g,7) = q(g',~"). D’oit le lemme, puisque W? opére librement sur X. |
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Posons
Xieg = 7 (TN Glg) = q(S\G x (T* N Gley)).
D’aprés le lemme 1, I'ensemble

TN Gl = 7(S\G x (TP N GLeyp))

est ouvert dans G¥, par suite X,eq est ouvert dans X. Rappelons que dim(X) = dim(G?).
D’aprés les lemmes 1 et 3, Iapplication @ : X — G? induit par restriction une application
surjective Treg @ Xreg — ST Gﬂeg vérifiant :

— pour = € Xyeg, la différentielle d(7), de 7 au point x est un isomorphisme;

— pour § € 6T N Gﬁeg, la fibre 7?71(5) est un espace principal homogéne sous Wh.
En d’autres termes, 7reg est un revétement galoisien principal de groupe we.

Notons T le groupe quotient T(1 — 7)\T, et T* le T—espace tordu T - T)\Th. Pour
yeT h, on pose

Dgs jr(v) = detr(id — Adg: (7);:9/1).
Pour y € TP et t € T,onat '7(t)-y=t"'-~-t, dou

D yp(t™'7(t) - 7) = detr(id — Adgs (17 - v - £);9/1)
=detr(Ade(t™") o (id — Adge (7)) 0 Ada(t); g/t)
= DGh/T(’Y)-

Par conséquent I'application Dgy ) T% — F se factorise a travers T°.

Toute mesure de Haar ds sur S définit comme suit une mesure de Haar dy = d¥(ds) sur
T*®. Puisque le groupe 7T /S est fini, il existe une unique mesure de Haar sur 7% prolongeant
ds, que 'on note encore ds. Via la suite exacte longue de groupes topologiques

1T, T3 T 5T 51,

ds définit une mesure de Haar df = di(ds) sur le groupe quotient T. Précisément, choisissons
une mesure de Haar dt sur T, et notons di 'image de la mesure quotient 2% sur T-\T par

ds
I’isomorphisme de groupes topologiques de T-\T' = T(1 — 7). La mesure quotient dt = Z_i”
sur T dépend seulement de ds, et pas du choix de dt. Alors d7 est la mesure de Haar agauche
sur T% associée & df comme en (c’est aussi une mesure de Haar a droite) ; i.e. on pose
dy = & - dt pour un (i.e. pour tout) § € T*. De maniére équivalente, notant dv la mesure de
Haar a gauche sur 7% associée & dt, la mesure quotient % sur T% dépend seulement de ds,
et pas du choix de dt, et elle coincide avec d7.

Notons dé la mesure de Haar 07 - dg sur GE.

REMARQUE 2. — Posons Y = TN GEeg. Puisque €Y est ouvert dans G° et que Gﬂeg est
dense dans G¥, I’ensemble T\ Y est négligeable dans G (par rapport a dd). En particulier,
toute fonction intégrable ¢ sur G* est intégrable sur “T%, et I'on a fGTu @(8)dd = fGY @(8)ds.
D’autre part, 'image Y de Y dans T" est ouverte dans T?, et I'ensemble T7\Y est négligeable
dans T? (par rapport a d7). [ |

On en déduit la « formule d’intégration de H. Weyl » suivante :

PROPOSITION. — Soit ds une mesure de Haar sur S. Posons dg = %3 et dy = dy(ds). Soit

¢ une fonction intégrable sur Gt (par rapport & dd). Pour presque tout v € T4, la fonction
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S\G — C, g+ ¢pom(g,v) est intégrable sur S\G (par rapport a dg), et l’on a

_ 1 1 aVda S dA
/GTh $(8)ds = & /Th |Dcu/T(7)|F{ o o9~ v g)dg} dy.

Fixons un systéme de représentants C des classes de G—conjugaison de sous—espaces de
Cartan T% de G¥ — ou, ce qui revient au méme, de triplets de Cartan (S, T, Th) de G". Pour
chaque élément (S, T, Th) de @, le choix d’'une mesure de Haar ds sur S définit une mesure
de Haar dy = d7(ds) sur T7 et, pour tout v € T% N GEeg, une distribution AS(-,~) sur G* :
pour ¢ € C(G?), on pose

AS(6,7) = /S\GW(g)<z>(g_1 - g)%A

COROLLAIRE 1. — Soit © une fonction localement intégrable sur G* (par rapport a do),
définie sur GEeg et telle que

Og™" 7 9) =w(@)O() (g€ G, 7EGCly).
Pour toute fonction ¢ € C(G%), on a

1 -
[, 00008 =3 ey [ 1P e @A (6

ot T? parcourt les éléments de C.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que pour T% € €, v € TN GEeg ette€T,ona

AZ($ 7"y 1) = w(t™ AT (6,7)-
Par conséquent la fonction ~ — @(W)Ag (¢,7) sur T% N G se factorise a travers 'image de
T8N G* dans T?, et 'énoncé a bien un sens.
La fonction § — ©(8)$(0) est intégrable sur G* (et définie sur G%,). On a donc

O(8)p(8)ds = O(6)¢(8)dd

Gh GTh

Th

ot T parcourt les éléments de C. Pour (S,T,T%) € €, d’aprés la proposition on a

1 -1 —1 d _
LTu 0(9)#(9)dd = W /Th |DG“/T(W)|F{ ., O™ v 9)dlg™ -7 g)d—i} dy

1 G _
= D O(AL (o, )d7;
1 L, 1Pas/r(lr0mAS (6.7)a3
ot I'on a posé W% = W (G,T?). D’ou le corollaire. O

COROLLAIRE 2. — Soit Il une w—représentation admissible de G¥ telle que I1° est de type
fini. Pour toute fonction ¢ € C° (GEeg), on a

on(6) = 3 [y [y, IPer IO 6.0

ou T? parcourt les éléments de C.

COROLLAIRE 3. — Soit P! € fPi, 3. une w-représentation admissible de ME;. telle que X°
est de type fini, et 11 = “’LIG;.E (%).
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(1) Le support de la fonction caractére O : G5 — C (c’est-a-dire Uensemble des v € G&,
tels que Oni(v) #0) est contenu dans ©(M?% N Gi) = “MEL N G,

(2) Soit T un sous-espace de Cartan de MY%, et soit {T?,...,T?} un systeme de repré-
sentants des classes de Mp—conjugaison de sous—espaces de Cartan de Mf; conjugués
aT% dans G :

- Tih est un sous—espace de Cartan de M;; de la forme g;l -T%. g; pour un élément
g € G;
— tout sous—espace de Cartan de M;; conjugué o T dans G est conjugué a Uun des
Tf dans Mp ;
— les Tl-h sont deur—a—deur non conjugués dans Mp.
Pour i = 1,...s, posons W? = W(Mp, T")\W (G, T?), et soit {n, : w € W'} un
systeme de représentants des éléments de W* (= Nurp (T')\Na(T?)) dans Ng(T7).
Pour vy € TN Gﬂeg, on a l’égalité

s 1 .
On(v) = > wlgmw) D, (") 2O (")

i=1 wqu
ot on a posé 49" = Intg(ginw) (V) (= nutgr v - ginw).

Démonstration. — Posons M = Mp et M = M;J. Puisque X° est admissible et de type fini,
II° T’est aussi. Les fonctions caractéres Os sur Mgr et O sur Ggr sont donc bien définies.
Montrons (1). D’aprés le théoréeme de [0.9] il suffit de montrer que si ¢ est une fonction
dans CZ° (Ggr) dont le support ne rencontre pas €M N Ggr, alors “¢ps ¢, = 0. Soit une
fonction ¢ € C° (Ggr) telle que “¢py ., # 0. Puisque MiN Ggr est ouvert dense dans M?,
il existe un 6 € M? N G, tel que “¢pi r, (0) # 0. D’aprés la définition de “¢py g, il existe
un k € Ko et un u € Up tels que ¢(k~' -6 - uk) # 0, et d’aprés la démonstration de la
proposition de [2] il existe un (unique) u’ € Up tel que u = Intgs (6) ™' (v ~')u’. On a donc
k7t uk =kt 6wk € CMIN GY,, dott le point (1).
Montrons (2). Soit © la fonction sur 7% N G%, définie par

s 1 .
(o) 0 = > wlgimw) Dge /(Y )2 O ().
=1 yew?
Puisque pour § € M* N GEeg etm e M, on a
1 m _1
w(m) ™ D (™) 2 O(8™) = |Dgs jar (8) 22 Ox(8),

Pexpression & droite de 1’égalité dans (xx) ne dépend pas du choix de {g1,...,gs} ni de celui
de {n, :w € WEL d’ailleurs elle ne dépend pas non plus du choix de {T7,...,T¢}. On en
déduit quesiy € TN GEeg et g € G sont tels que g~ -~ - g € T% puisque g € Ng(T7), on a

O(g~" v 9) =w(g)O().

On peut donc prolonger © a €T N GEeg en posant

Oy~ 7-9)=w(@)O() (v€T NGl g€ Q).
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Pour ¢ € C=°(“T* ﬂGﬁeg), ¢ > 0, la fonction |O]¢ sur TN GEeg, prolongée par 0 & G tout

entier, est mesurable (par rapport & dd), et d’aprés le corollaire 1, on a

/Gh |0(6)|¢(8)ds =
- ﬁ[ |Das y7 (V)| PO AL (6,7)d7

B Ve . i
2 3 [ et I o A6, )i
weW? [Dgt jar(v9imw)| &

ot l'on a posé Wt = W(G,Th). Pouri=1,...,s,w € WE ety e Tt N Greg, ON a
|w(’7ginw)|_1A\Gw\(¢7 'Y) = A\GuJ\(¢7 ’Yginw)7

pourvu que les mesures de Haar ds; sur S; = Z(7T. Z.h) aient été choisies de maniére compatible,

ce que I'on suppose. Alors d’aprés la proposition de[Z.2] on a

AG ginw) _ | ginw _%AM w ginw
(@, 777) = [Dae e (Y ) p? Moo (U@ pt i s Y7

Comme
|DG”/T('Y)|F = |DGh/T('Yginw)|F = |Dch/M( )|F|DMh/T(79i”w)|F
et
W = w(G. T,
on obtient
[ 1e@s0as
Ga
1 s in . " . )
< WZLN IDags e (V) £ 1O (Y7 ™) A (< b g, 7™

_Zwmu P> / IDage 07 1@ (7 IAT B s 17V

= Z |W M Th | / Mh/T(’Yz)lFl@E('Y@)'A‘w‘( ¢Ph Ko7vl)d'yl7
d’ou (& nouveau d’aprés le corollaire 1)
/ |©(6)|p(6)ds < / |05 (80)|“ b pe i, (1) ds.
G* G,

La fonction ©¢ est donc intégrable sur G, et vérifie

OGO = [ OB ps, s, (w)dbas = Os(“bps 1)
el GTinM?E
On conclut grace au théoréme |
REMARQUE 3. — Pour les caractéres non tordus des représentations admissibles, de type

fini et unitarisables, le corollaire 2 est dii & Van Dijk [VD]. L’hypothése d’unitarisabilité
a ensuite été supprimée par Clozel [CI1]. D’ailleurs dans loc. cit., le corollaire 2 est aussi

démontré dans le cas tordu suivant (changement de base pour le groupe linéaire)

: G est

le groupe des points F-rationnels de G = Resg/p(GL,,)r X E) pour un entier n > 1 et
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une extension finie cyclique E de F'— on a donc G = GL,(E) —, G* = Gf o 6 est le
F—automorphisme de G donné par un générateur du groupe Gal(E/F), et w = 1. |

Annexe A

Représentations irréductibles d’un G—espace tordu

Dans cette annexe A, on fixe un groupe topologique localement profini G, un G—espace
tordu G? et un caractére w de G. On fixe aussi une mesure de Haar a gauche d;g sur G, et
'on note d;6 (= 6 - dig) la mesure de Haar a gauche sur G associée a dg (cf. ZH). Sauf
précision contraire, les modules considérés sont des modules a gauche.

A.1. Rappels sur les représentations (lisses) irréductibles de G. — Soit H = H(G)
lalgébre de Hecke de G, i.e. I'espace CZ°(G) muni du produit de convolution défini par

fof() = /G F@)F (6" 2)dig (f, f' € CX(C); x € G).

C’est une C—algebre a idempotents, en général sans unité. Si (7, V) est une représentation
lisse de G, ’espace V est naturellement muni d’une structure de H—module : pour f € H et
v eV, onpose f-v=mn(f)(v), cf. On obtient ainsi un isomorphisme entre la catégorie
des représentations lisses de GG et une sous—catégorie pleine de la catégorie des H—modules :
celle formée des H—modules V' non dégénérés, c’est—a—dire tels que H -V = V.

Soit K un sous—groupe ouvert compact de G. On note ex la fonction caractéristique de
K divisée par vol(K,dig); c’est un idempotent de H. Notons Hx = H(G, K) Dalgébre de
Hecke ex * H * ek, i.e. espace Cc(K\G/K) muni du produit de convolution défini comme
ci-dessus. C’est une C-algébre a unité (ex est I'unité). Si (7, V') est une représentation lisse
de G, le sous—espace VX de V formé des vecteurs K-invariants coincide avec m(e)(V). De
plus la structure de H-module sur V induit une structure de Hxmodule sur VE.

Si (m,V) est une représentation lisse de G, on a V = (J, V¥ ou K parcourt les sous—
groupes ouverts compacts de G (resp. un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G
formé de tels sous—groupes). D’ailleurs, puisque H = |J, ex * H, un H-module V' est non
dégénéré si et seulement si V' = | ex-V’. Si (7, V) est une représentation lisse irréductible
de G, alors pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, le Hx—module VX est nul ou
simple [BZ] prop. 2.10]. D’autre part (loc. cit.), fixé K, I'application (m,V) +— V¥ induit
une bijection entre :

— l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations lisses irréductibles de G ayant

un vecteur non nul fixé par K ;

— I’ensemble des classes d’isomorphisme de H g—modules simples.

Cette bijection induit par restriction une bijection entre :
— l’ensemble des classes d’isomorphisme de représentations admissibles irréductibles de
G ayant un vecteur non nul fixé par K ;

— l’ensemble des classes d’isomorphisme de H g—modules simples de dimension finie.
Tout comme pour les groupes finis, le caractére d’une représentation admissible irréductible
de G détermine cette représentation a isomorphisme preés [BZ] prop. 2.19] :

PropPoOSITION. — Soit w1, w2, ..., 7T, des représentations admissibles irréductibles de G
deuz—a—deuz non isomorphes. Alors les distributions O, Ory, ..., Ox, sont linéairement
indépendantes.

COROLLAIRE. — Deux représentations admissibles irréductibles w1 et ma de G sont isomor-

phes si et seulement si Or, = O, .



100 BERTRAND LEMAIRE

A.2. w-représentations G—irréductibles de Gf.— Cette annexe A a pour principal
objectif la généralisation de la proposition de [AL]] aux w-représentations admissibles de
G*, précisément l'indépendance linéaire des distributions ©n pour II parcourant les w—
représentations admissibles G-irréductibles de G* (proposition de[AR)) ; out par G—irréductible
on entend une w-représentation (lisse) II de G* telle que la représentation II° de G est
irréductible. On pourrait donc se limiter a I'étude des w-représentations admissibles G—
irréductibles de G¥. On va voir qu’on peut facilement décrire une classe beaucoup plus large
d’objets simples de la catégorie %(Gh,w) en termes des représentations irréductibles de G.

Une w-représentation lisse non nulle (IT, V) de G* est dite irréductible si c’est un objet
simple dans la catégorie %(Gh,w), autrement si le seul sous—espace non nul V' de V tel que
(8)(V') = V' pour tout élément § € G — ou, ce qui revient au méme, tel que V' est
G-stable et TI(6)(V’) = V' pour un élément § € G% — est V lui-méme. Bien sir, si une
w-représentation II de GY est G-irréductible, alors elle est automatiquement irréductible ;
mais 'inverse n’est en général pas vrai.

Fixons un élément §; € G* et posons 6 = Intgx (61).

Si 7 est une représentation lisse de G, pour k € Z>1, on pose Mg x(x) = z0(z) - -- 0" (x)
(z € G), wi, = wo Ny — c’est un caractére de G, indépendant du choix de §; —, et l'on
note m(k) la représentation wk_lwek de G. A isomorphisme prés, m(k) ne dépend pas du
choix de 8; dans G*. Pour k € Z<y, on note m(—k) la représentation lisse de G telle que
w(—k)(k) = 7(0). Posant w(0) = 7, on a w(k)(k') = w(k+k') (k, k' € Z). Si 7 est irréductible
et s’il existe un entier k > 1 tel que 7(k) ~ 7, on note s() le plus petit entier k > 1 vérifiant
cette propriété ; sinon on pose s(w) = 4o0.

Soit (I, V) une w-représentation lisse irréductible de G*. La représentation m = II° de G
n’est en général pas irréductible (on I'a dit plus haut), ni méme de type fini. Supposons
qu’il existe une sous-représentation irréductible (mwo,Vp) de (w, V). Pour k € Z, posons
Vi = TI(61) % (V5); c’est un sous-espace G-stable de V. Puisque mo est irréductible, si
VoNVi # 0, alors Vi, = 1p et 1‘1(61)"“|V0 est un isomorphisme de 7o sur 7o (k). Comme d’autre
part II est irréductible, les Vi, (k € Z) engendrent V sur C. On a donc deux cas possibles :
ou bien s(mo) = 400 et V = @rezVi ; ou bien s(mg) # +oo et V = @z(:ﬂg)fle. Pour k € Z,
notons 7y la restriction de m a Vj. La restriction de 1‘[((51)_’c a Vo induit un isomorphisme
de 7o (k) sur 7. On en déduit que s(m,) = s(mo). L'invariant s(mo) ne dépend donc pas du
choix de mop — ni du choix de §; comme on ’a dit plus haut; on le note s(II). D’aprés ce qui
précéde, la représentation m de G est de type fini si et seulement si s(II) < +o00, et elle est
est irréductible si et seulement si s(IT) = 0.

Supposons s(IT) = 4oco. Soit (IT', V') la w-représentation lisse de G* définie par

I'° = @rezmo(k)
et
IT'(01) ((vk)rez) = (vk)wez, Uk = Vki1.
Alors I'application
(Vo)* =V, (vi)kez = > _TI(81) " (vx)
keZ
est un isomorphisme de (II', V') sur (II, V).
Supposons maintenant s(I) < 4o0. Posons s = s(II). Soit (I, V') la w-représentation
lisse de G* définie par
I = @& —gmo(k)
et
Hl(dl)(vo, ceey vsfl) = (vl, ey vsfl,l'[(dl)s(vo)).
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Alors 'application
s—1
(Vo)® = @325Vi, (v0,-. -, v5-1) = Y TI(61) " (vi)
k=0
est un isomorphisme de (II', V') sur (II, V).

Récapitulons. Soit (II, V) une w-représentation lisse irréductible de G telle qu’il existe
une sous—représentation irréductible mg de I1°. Alors invariant s(II) = s(mo) € Z>1 U{+o0}
ne dépend pas de 7o (il dépend seulement de la classe d’isomorphisme de II), et on a

° ~ { Grezmo(k) si s(IT) = +o0

@z(jf’lm(k) sinon

En particulier la représentation I1° est semisimple, et elle est de type fini (i.e. de longueur
finie) si et seulement si s(II) < 4o0.

REMARQUE. — On vient de voir que pour une w-représentation lisse irréductible (II, V')
de G, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— il existe une sous-représentation irréductible de II°;

— la représentation II° de G est semisimple.
On verra en [A4] que si une certaine propriété (P2) du G-espace tordu G" est vériﬁéeFT_gjL
alors les deux conditions ci-dessus sont automatiquement satisfaites si II° est admissible. Tl
est possible qu’elles le soient pour une classe beaucoup plus large de w-représentations lisses
irréductibles de G¥, au moins sous certaines hypothéses de finitude (par exemple 8’1l existe
un entier [ > 1 tel que 0! = Inte(g) pour un élément g € G, auquel cas on peut identifier
G* & un sous-groupe de (G x (0))/C comme en B4]; ou C est le sous-groupe distingué de
G x (0) engendré par g~* x 0'). Mais il semble vain d’espérer qu’elles le soient en général@.
[ ]

A.3. (H%,w)-modules et (K’ ,w)-modules.— Notons H? = H(G*) I'espace C°(GY)
muni de la structure de H-bimodule donnée par (f € H, ¢ € CZ(G), § € GF) :

fro0) = [ f@ota™ Do, 05 16) = [ 06 9)fla o
puisque di(g™"') = Ag(g7")dig, on a aussi
o 10)= [ 66971926l o

On appelle (f}fhﬂu)fmodule un H-module V' muni d’une application
H* = Endc(V), ¢ — (v ¢ -v)

telle que
(fxpxf)v=F (¢-(wf -v) (peHf feHveV).

15. On verra aussi (cf.[A6]) que cette propriété (P2) est toujours vérifiée si G = G(F') et G = G(F)
pour un groupe réductif connexe G défini sur F' et un G-espace tordu défini sur F' et possédant un
point F—rationnel ; ot F' est un corps commutatif localement compact non archimédien.

16. On verra (A3} et remarque 1 de [A4) qu’une w-représentation lisse de G n’est autre qu’un
module (non dégénéré) V sur I’agébre FE des polynémes de Laurent sur H tordus par un automor-
phisme 03¢ de H, la représentation II° de G correspondant au H-module V. A moins d’imposer
certaines conditions sur I’automorphisme 04, le fait que le FHt-module V soit simple n’implique pas
qu’il soit semisimple comme H-module.
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Les (H*, w)-modules forment une sous-catégorie (non pleine) de la catégorie des H-modules :
un morphisme entre deux (S{h,w)fmodules Vi et Vo est simplement un morphisme de H—
modules u : Vi — V5 tel que u(¢ - v) = ¢ - u(v) pour tout ¢ € H? et tout v € V4.

Un (H*,w)-module V est dit non dégénéré si H* -V =V (puisque H¥ = H « H?, le H-
module sous—jacent est lui aussi non dégénéré). Les (H?, w)-modules non dégénérés forment
une sous—catégorie pleine de la catégorie des (9{h ,w)—modules. Notons qu’un morphisme entre
deux (ﬂ'fh,w)fmodules non dégénérés Vi et Va2 est une application C-linéaire u : Vi — V5
telle que u(¢ - v) = ¢ - u(v) pour tout ¢ € H* et tout v € Vi (une telle application est
automatiquement H-linéaire). Si (I, V) est une w-représentation lisse de G*, Despace V
est naturellement muni d’une structure de (ﬂ'fh,w)fmodule : pour ¢ € H% et v € V, on pose
¢-v =TI(¢)(v), cf. 23 On vérifie que pour f, f' € H,on alI(fxp*f') = 7(f)oll(d)om(wf’),
ot 'on a posé m = I1°. On obtient ainsi un isomorphisme entre :

— la catégorie des w-représentations lisses de G

— la catégorie des (H',w)-modules non dégénérés.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. On note H’ lespace Ce(K\G*/K) muni
de la structure de Hx—bimodule définie comme plus haut. En d’autres termes, on pose
ﬂ-fi( —ex+xH'xex.Ona HE = Hx *}CEK = }CEK xH . Si de plus il existe un élément § € G"
normalisant K, i.e. tel que Inty:(6)(K) = K, alors H% est un Hx-module (2 gauche ou a
droite) libre de rang 1, engendré par la fonction caractéristique de K -§ =46 - K.

Supposons de plus que le caractére w est trivial sur K. On appelle encore (}CTK, w)—module
un Hxg—module W muni d’une application

K — Endc(W), ¢ = (w — ¢ - w)

telle que
(frpsf)w=f(6-(wf  w) (peI; f, f €Hr;weW).

Les notions de morphismes entre deux (f}fi(, w)-modules et de (f}fi(, w)—module non dégénéré
sont définies comme plus haut. Si (IT, V) est une w-représentation lisse de G¥, I'espace V¥
est naturellement muni d’une structure de (S{E(, w)-module (celle déduite par restriction du
(3, w)-module V). Puisque 3% = H% * ex, on a H: -V = Hi - VE. Posons m = 1I°, et
pour v € GG, notons qbff la fonction caractéristique de K -~ - K divisée par vol(K -v- K, d;9).
Pour v € V, on a

O v = m(ex) o TI(Y) o m(ex ) (v).

REMARQUE. — Si de plus il existe un élément § € G* normalisant K, alors T1(8) induit
par restriction un automorphisme de VX, qui coincide avec w — ¢X - w. En ce cas on a
Iégalité ﬂ-fi( VE = VE e le (ﬂfa(,w)fmodule VE est automatiquement non dégénéré.
En général, on a seulement 'inclusion G{i( -VE c VK. Notons que puisque H? -V =V et
HE = Ug f}fi(, ot K’ parcourt les sous—groupes ouverts compacts de G tels que wlgr =1,
on a toujours I'égalité V = . f}fi(, VK [ |

Continuons avec le sous—groupe ouvert compact K de G. On suppose toujours w|x = 1.
On suppose aussi qu’il existe un élément §; € G normalisant K, et on pose 6 = Intey (61).
Pour f € K, on note ’f € H la fonction f o #~'. Puisque d;f(g) = dig, pour f, f' € H, on
a e(f x f1) = Of 9’ i.e. Papplication H — H, f + °f est un automorphisme d’algébres.
Par restriction, on obtient un automorphisme d’algébres Hx — Hg, f — ef . Pour g € G,
notons ng la fonction caractéristique de KgK divisée par vol(K, d;g). Puisque

51«KgK:K«51-gK:K&(g)«(il«K:K@(g)K«dl,
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on a
¢§i * ng = ¢<I5i~g = ¢£((g)-51 = fﬁg) *¢§i

Par linéarité on obtient I'égalité
¢§§ *f:ef*dfgi (f € Hi).

On en déduit qu'un (G{i(,w)fmodule W est non dégénéré si et seulement si 'application
w — ¢§(1 -w est un automorphisme de W.

On suppose toujours w|x =1 et O(K) = K, ot = Ind; (61). D’apres ce qui précede, la
donnée d’un (f}fiﬁw)fmodule W équivaut a celle d'un (Hxk, 0, w)—module (W, 0w ), c’est—a—
dire un Hx-module W muni d’un C-endomorphisme 6Oy vérifiant ’égalité

Ow (wf-w)="f-0w) (f€Hw,weW).

On passe d’un point de vue a l'autre grace a I'égalité Ow (w) = ¢5 -w (w € W), d’out les
notions (évidentes) de morphismes entre deux (Hx, 6, w)—modules et de (Hx, 0, w)-module
non dégénéré.

A.4. w-représentations irréductibles de G* et (H{E(,w)fmodules simples. — Si K
est un sous—groupe ouvert compact de G tel que w|x = 1, un (S{TK, w)-module non nul et non
dégénéré W est dit simple si c’est un objet simple dans la catégorie des G{i(fmodules non
dégénérés, c’est-a-dire si le seul sousHx -module non nul W’ de W tel que H’ - W' = W’
est W lui-méme — bien sfr, s'il existe un élément & € G normalisant K, alors la condition
KA - W' = W' peut étre remplacée par ¢X - W' = W',

Considérons les propriétés (P1) et (P2) suivantes :

(P1) Il existe un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G formé de sous—groupes
ouverts compacts K de G tels que Intgs (5 )(K) = K pour un élément dx € G,

(P2) 1 existe un élément 01 € Gf et un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G
formé de sous—groupes ouverts compacts K de G tels que Intgy(01)(K) = K.

On a clairement I'implication (P2) = (P1).

On suppose que la propriété (P1) est vérifiée. Fixons un systéme fondamental de
voisinages de 1 dans G, disons K, formé de sous—groupes ouverts compacts K de G tels que
w|x =1 et Intgy (0x)(K) = K pour un dx € G,

ProPOSITION 1. — (En supposant (P1).)

(1) Une w-représentation lisse (I1, V) de G* est irréductible si et seulement si V # 0 et
pour tout K € K, le (ﬂ-ff,(,w)*module VE est nul ou simple.

(2) Soit (111, V1) et (Il2, Va) deux w-représentations lisses irréductibles de G*, et K € X
tel que VX # 0 pour i = 1, 2. Alors les w-représentations 111 et Ila sont isomorphes
si et seulement si les (K3, w)-modules Vi< et Vi< le sont.

Démonstration. — 11 s’agit de recopier celle de [BZ] prop. 2.10.(a)-(b)|. Soit (II, V) une
w-représentation lisse de G", et soit m = I1°. Soit K € K, et soit W’ un sous—Hx-module de
VE tel que H:-W’ = W’. Notons V' = G*- W' le sous-espace de V engendré par les I1() (w)
pour § € G° et w € W’. Puisque G¥ = G-0x et II(x)(W') = W', V' est aussi le sous—espace
G - W de V engendré par les m(g)(w) pour g € G et w € W, et on a II(6)(V') = V' pour
tout élément 6 € G*. En d’autres termes, V' définit une sous-w-représentation II’ de II. De
plus, comme f}fi( V' = V'K est engendré par les ¢X -w pour § € G et w € W, on a l'égalité
VE=w'
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Montrons (1). Supposons II irréductible, et soit K € X tel que VX # 0. Soit W un sous—
H x-module non nul de VE tel que f}fi( -W = W. Le sous—espace G7-W de V est non nul, et
puisqu’il définit une sous—w-représentation de II, on a Gf- W = V. Comme (Gh . W)K =W,
on obtient W = VX. Donc le (%i(,w)fmodule VE est simple. Réciproquement, supposons
qu’il existe un K € X tel que le (f}fi(,w)fmodule VE n’est ni nul ni simple. Alors il existe
un sous-H x-module non nul W’ de V| distinct de VX, tel ﬂ-CEK -W' = W'. Le sous—espace
V' = G* W de V définit une sous-w-représentation non nulle de II. Comme V' = W', on
a V' %V et Il n’est pas irréductible. Cela achéve la démonstration du point (1).

Montrons (2). Si les w-représentations II; et Ilp sont isomorphes, alors les (H%,w)-
modules Vi¥ et V5 le sont aussi. Réciproquement, supposons qu'’il existe un isomorphisme de
(HE., w)-modules u : V¥ — V<. Alors W’ = {(w, u(w) : w € V{} est un sous-Hx module
non nul de V¥ x VI tel que H% - W' = W', et V' = G* - W’ est un sous-espace non nul de
Vi x Va qui définit une sous—w-représentation de IT; x ITo. Comme V'E = W’ pour i =1, 2,
V' ne peut pas contenir V;, ni étre contenu dans V; (car sinon W’ contiendrait VX ou serait
contenu dans V¥, ce qui est impossible). Puisque II; et IIz sont irréductibles, pour ¢ = 1, 2,
la projection V' — V; est un isomorphisme de (S{h,w)fmodules. Les w-représentations I1;
et Iz sont donc isomorphes. O

On suppose maintenant que la propriété (P2) est vérifiée. Fixons un élément
01 € GY et un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G, disons X, formé de sous—
groupes ouverts compacts K de G tels que w|x = 1 et §(K) = K, ou l'on a posé

(9 = IntGu ((51)

Tout (H®, w)-module V définit, pour chaque K € X1, un (Hx, 6, w)-module (VX 0y x) :
pour w € VX on a Oyx(w) = ¢5 - w. De plus, la famille {(V*,0,x) : K € K1} est
compatible, au sens ot si v € VX N VE pour des K, K’ € K1, on a Oy (v) = 0y, (v).
11 suffit pour cela de choisir un K” € K; tel que K” ¢ K N K', et de remarquer que

qbg(l” ¥ e = qbg(l et ¢§j" * e = qﬁfl/.

On définit comme en [A3] la notion de (¥, 0,w)-module non dégénéré. D’aprés ce qui
précéde, la donnée d’un (H?, w)-module non dégénéré V équivaut a celle d'un (0, w)—
module non dégénéré (V,0v) : pour v € V, on a Oy (v) = ¢§§ - v pour tout K € XK; tel que
veEek V=VE

REMARQUE 1. — Notons 03¢ le C—automorphisme de H donné par

O3c(f) ="(w™'f) (FE50.
On vérifie que pour f, f' € H, on a

Oac(wf = ) =°F % Osc(f).

En d’autres termes, (H, 0s¢) est un (H, 0, w)-module non dégénéré. D’ailleurs pour K € K1,
la restriction de 05 & Hx (C HE = ex H) induit un C-automorphisme de Hg, disons
Oscpe > et (Hi, 05¢, ) est un (Hx, 0, w)-module non dégénéré.

Notons aussi qu'un H* module (non dégénéré) n’est autre qu'un module (non dégénéré)
sur l'algébre HY des polynoémes de Laurent sur H tordus par 'automorphisme 6y. |

REMARQUE 2. — Si (I, V) est une w-représentation admissible de G, et si K est un
sous—groupe ouvert compact de G tel que VE % 0, alors puisque dimc(VK ) < 400, il existe
un sous-H x-module simple de VX (i.e. le socle du Hx-module V n’est pas nul). |
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PROPOSITION 2. — (En supposant (P2).) Soit K € K1, et soit W un (K% ,w) module
non dégénéré simple tel que le socle du H i —module W n’est pas nul. Alors le H g —module W
est semisimple, et il existe une w—représentation lisse irréductible (I1, V) de G* telle que le
(%i(,w)ﬁnodule VE est isomorphe a W. De plus, la représentation 11° de G est semisimple,
et elle est de longueur finie (resp. irréductible) si et seulement si le Hx—module W est de
longueur finie (resp. simple).

Démonstration. — 11 s’agit d’adapter celle de [BZ] prop. 2.10.(c)]. Posons 0w (w) = ¢§ - w
(w € W) comme en[A3] Puisque W est simple, le seul sous—H x—module fy —invariant de W
est W lui-méme. Fixons un sous—espace non nul Wy de W qui soit un Hg-—module simple,
et pour i € Z, posons W; = 0y, (Wo), ot 0y = Ow o--- 00w (i fois) sii > 0 et Ol = (6;) "
sinon. Chaque W; est un sous—-Hx-module simple de W, et comme le sous—espace de W
engendré par les W; pour i € Z est a la fois H x—stable et Oy —invariant, c’est W tout entier.
On distingue deux cas : ou bien Wy N W; = {0} pour tout ¢ € Z ~ {0} ; ou bien il existe un
plus petit entier d > 1 tel que Wo N Wy # {0}, auquel cas Wy = Wy. Fixons un élément
wo € Wo \ {0} et posons Jx,0 ={f € Hr : f-wo = 0}. C’est un idéal a gauche dans Hg,
et Wo est isomorphe (comme H—module) & Hy /Jx,0. Pour i € Z, Jii = 04(Jx,0) est
encore un idéal a gauche dans Hg, et W; est isomorphe a Hg /I ;. Notons A; = H x Hg
(resp. J; = H * Jk,:) l'idéal a gauche dans H engendré par Hx (resp. par Jk,:), et posons
Ai = A /T

Plagons—nous dans le premier cas : W = @;czW;. Notons A le H—module ®;ezA; (pour
laction diagonale de H), et 04 le C-automorphisme de A défini par 4 (f); = 05 (fi—1) pour
tout £ = (fi)icz € A. Pour f € Het f = (fi)icz € A, 0n a

Ou(wf )i = Osc(wf-fi1) ="f-04(F);.

En d’autres termes, (A,04) est un (H,6,w)-module non dégénéré. Posons J = PBiczdi.
C’est un sous—H-module 04-invariant de A, et d’aprés le début de la démonstration de la
proposition 1, on a ex - A = @;ezHk et ex -J = DiczIk,i- Par passage au quotient, 64 induit
un C—automorphisme 04, de A" = A/J, et (A’,0,4/) est un (H, §,w)—module non dégénéré tel
que ex - A’ '~ W.OnaA = @iczA; et 04 (Ai_y) = A (i €Z). Soit Vi un sous—H-module
de Aj tel que le H-module quotient Vo = Ag/Vy est simple (puisque Aj = H - fo pour tout
fo € ex - Ap tel que fo # 0, le H—module Aj est de type fini, et un tel V{ existe d’aprés le
lemme de Zorn). Puisque le H x—module Wy est simple, d’apreés la fin de la démonstration de
[BZ] prop. 2.10], le H-module (non dégénére, simple) V; vérifie ex - Vg = {0} et ex - Vo ~ Wo.
Pour i € Z, on définit par récurrence un sous—H-module V; de Aj en posant 04/ (V{_,) = V;.
Soient V' = @;ezV; et V = A’/V’. Par construction, 0,4/ induit par passage au quotient un
C—automorphisme 0y de V, et (V,60yv) est un (K, 0, w)-module non dégénéré simple tel que
ex -V =W.

Plagons—nous maintenant dans le second cas : W = @f:_ol Wi et 0€V(WO) = Wy. Notons
Ow, la restriction de 93‘/ a Wo. On a défini en[A2]un caractére wy = woy de G, out (rappel)
Mg : G — G est application x + x0(x)--- 0?71 (x). Ce caractére est trivial sur K, et 'on a

Owo (waf -w) = F 0wy (w)  (f € Hic, w e Wo).

En d’autres termes, (Wo, 0w, ) est un (Hr, 0%, wq)-module non dégénéré simple (puisque le
Hx-module Wy est simple). Notons A le H{-module &¢+A; (pour 'action diagonale de J(),
et 64 le C-automorphisme de A défini par 04(f); = 03 (f;i—1) (¢ =0,...,d — 1) pour tout
f= (fi)f:_ol ; ou l'on a posé f_1 =f;_1. Pour f € A, on a

Oa(wf-£)i = Osc(wf-£ii1) =" 0a(f); (i=0,...,d—1),
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ie. (A,04) est un (¥, 6,w) module non dégénéré. De plus, ¢ induit par restriction un
C-automorphisme 64, de Ao vérifiant

Ong(waf * 1) ="Fx0a0(f) (f, f € H),
d—

ie. (Ao,04,) est un (H,0% wa)-module non dégénéré. Posons J = G%-)J;. Clest un sous—
H-module @4—invariant de A, et Jo est un idéal 04,—invariant de Ao (= H * Hg). Soit
(A"=A/3,04:) le (H,0,w)-module non dégénéré déduit de (A, 04) par passage au quotient.
Onad =@ Al et O (A1) =A; (i =0,...d—1), ot on aposé A_; = A;_;. De méme,
soit (Ay = Ao/Jo, Oay) le (3, 64, wq)-module non dégénéré déduit de (Ao, f4,) par passage
au quotient. Comme dans le premier cas, on a ex - A" ~ W et ex - Ay ~ W, et il suffit
de montrer qu’il existe un sous—H-module QA/U —invariant Vy de A{ tel que le (H, 0d,wd)f
module (Vo = Ay/Vy, v, ) déduit de (A, 0.4;) par passage au quotient est J{-simple et vérifie
ex - Vo =~ Wo. Soit V§ un sous—H-module de Aj{ tel que le H-module quotient Vo = Aj/ Vo
est simple (cf. le premier cas); on a ex - Vy = {0} et ex - Vo ~ Wo. Pour i € Z, posons
V) = 0j‘l6 (V§). Cest un sous-H-module de Aj qui vérifie ex - V/ = Oy, (ex - V§) = {0}.
Soit V' = 37, ., Vi le sous-H-module de Aj engendré par les espaces V;' pour i € Z. Il est
0.4, ~invariant, et vérifie e Vg = {0}. On a donc V' # Aj. Comme Vy C Vy' C A et Ao/ Vg
est H-simple, on obtient V3’ = V. Par conséquent le H-module Vj est 6 4y ~invariant, et
0 A induit par passage au quotient un C—automorphisme 6y, de Vo qui fait de (Vp, fv;,) un
(H,w, H)-module non dégénéré. Reste a poser V' = @=10%,(Vy) C A’ et V = A'/V'. Par
construction, 6,/ induit par passage au quotient un C—automorphisme 6y de V, et (V,0v)
est un (¥, 6, w)-module non dégénéré simple tel que ex -V = W. |

REMARQUE 3. — (Sans supposer (P2)). D’aprés la preuve de la proposition 2, si K est un
sous—groupe ouvert compact de G normalisé par un élément de G*, alors pour un (ﬂ-CEK, w)—
module non dégénéré simple W (tout comme pour un (H,w)-module non dégénéré simple,
cf. la remarque de[A2)), les deux conditions suivantes sont équivalentes :

— le socle du Hx-module W n’est pas nul;

— le Hx—module W est semisimple. [ ]

COROLLAIRE. — (En supposant (P2).) Soit K € K1. L’application V +— V¥ induit une
bijection entre :
— Uensemble des classes d’isomorphisme de w—représentations lisses irréductibles (II, V')
de G¥ telles que VE %0 et la représentation 11° de G est semisimple ;
— l’ensemble des classes d’isomorphisme de (f}fi(,w)fmodules non dégénérés simples et
Hx —semisimples.
Cette bijection se restreint en une bijection entre :
— Uensemble des classes d’isomorphisme de w—représentations lisses G-irréductibles (IL, V')
de G¥ telles que VE £0;
— l’ensemble des classes d’isomorphisme de (f}fi(, w)—modules non dégénérés Hx —simples.
Elle se restreint aussi en une bijection entre :
— DUensemble des classes d’isomorphisme de w-représentations (lisses) admissibles irré-
ductibles (I1, V) de G® telles que VI #0;
— l’ensemble des classes d’isomorphisme de (ﬂ-CEK, w)—modules non dégénérés simples et de
dimension finte (sur C).

REMARQUE 4. — La démonstration du lemme de Schur donnée dans [BZ] 2.11] fonctionne
aussi pour les w-représentations lisses irréductibles de G* (sans supposer (P2) ni (P1)) : soit
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(I1, V) une w-représentation lisse irréductible de G*. Sile groupe G est dénombrable a 'infini
(c’est—a—dire réunion dénombrable de sous—ensembles compacts) alors on a

Endg: (IT) = Cidy.

Si la propriété (P1) est vérifiée, alors d’apreés la proposition 1, la conclusion reste vraie pour
toutes les w-représentations admissibles irréductibles de G (sans supposer G dénombrable
a linfini). |

A.5. Indépendance linéaire des caractéres tordus. — Dans ce numéro, on suppose
que la propriété la propriété (P2) est vérifiee. Comme en [A4] on fixe un élément §; € G*
et un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G, disons K;, formé de sous-groupes
ouverts compacts K de G tels que w|x =1 et Intgy (01)(K) = K.
Notons que si II1, Iz sont deux w-représentations lisses de G¥ telles que les représentations
7, 113 de G sont irréductibles, alors on a Homgy (111, I12) = Home (117, 115). La proposition
de[ATl et son corollaire se généralisent de la maniére suivante :

PROPOSITION. — (En supposant (P2).) Soit 111, Ila, ..., II, desw—-représentations admis-
sibles G—irréductibles de G* telles que les représentations 115, 113, ... 113 de G sont deuz—a—
deux non isomorphes. Alors les distributions ©m,, Omu,, ..., Om, sur G* sont linéairement

indépendantes.

Démonstration. — On reprend celle de [BZl prop. 2.19]. Pour i = 1, ...,n, notons V;
I'espace de II;. Choisissons un groupe K € X tel que pour ¢ = 1,...,n, on a V;X # 0.
Les Hx-modules VX sont simples, de dimension finie, et deux—a-deux non isomorphes.
Pour ¢ = 1,...,n, Pautomorphisme II(41) de VX induit par restriction un automorphisme
A; de V& qui coincide avec la restriction de H¢(¢§i) a VX ; on a donc
O, (¢) = tr(Ili(¢) 0 Ai) (¢ € Hk).

On conclut grace au théoréme de Frobenius-Schur [Boul, ch. VIII, §13, prop. 2| : pour
i=1,...,n, le choix d’une base de V; sur C permet d’identifier Endc(V;%) a Mg, (C). Pour
1 < k,l < di, notons u};’l : Hx — C lapplication qui & ¢ € Hgk associe le coefficient en
la place (k,1) de 'endomorphisme w — ¢ - w de V; (vu comme un élément de My, (C)). Le

théoréme de Frobenius—Schur dit que les fonctions u};yl (i=1,...,n, 1 < k,0 < d;) sont
linéairement indépendantes sur C. |
COROLLAIRE. — (En supposant (P2).) Soit 111, Il> deur w-représentations admissibles

G-irréductibles de G*. Alors II; et II> sont isomorphes si et seulement si O, = O, .

A.6. La condition (P2) pour G° = G*(F). — On reprend maintenant les hypothéses
du chapitre 5 : G = G(F) et G° = G*(F) pour un groupe réductif connexe G défini sur F
et un G—espace tordu G? défini sur F et possédant un point F-rationnel; ot F est un corps
commutatif localement compact non archimédien.

LEMME. — Le G-espace tordu G" vérifie (P2) : il existe un élément 01 € GY et une base de
voisinages de 1 dans G formée de sous—groupes ouverts compacts de G normalisés par 9.

Démonstration. — Soit F™' une extension non ramifiée maximale de F. Posons 0 = or et
notons 0"" Panneau des entiers de F™'. Rappelons que w désigne une uniformisante de F.
Fixons un élement § € G?. Notons X le groupe de Galois de I'extension F™ /F, et fixons
une chambre Y-stable € de I'immeuble étendu 7% de G(F""). Notons I"" le stabilisateur
de € dans G(F™). Par transport de structure, le F—automorphisme Intg;(d) de G induit
un automorphisme de 7", qui commute & l'action de ¥; il envoie donc € sur une autre
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chambre Y-stable de J"", disons €’. On sait que G opére transitivement sur I’ensemble des
chambres Y-stables de J™. Soit donc un élément g € G tel que g - € = C. Posons §; = g- 6
et 0 = Intgy(61). Puisque 6(€) = €, on a (I"") = I"". On sait [BT2] 4.6.30, 5.1.30] que
1= (Im)2 est le groupe des points o-rationnels d’un o-schéma en groupes affine lisse (pas
prés par 'égalité &(o"") = I"". Puisque 0(I"") = I™, 0 se prolonge de maniére unique en un
morphisme de o0-schémas u : & — &, qui est un isomorphisme de o0-schéma en groupes.

Pour chaque entier n > 1, notons &(0"")" le n—iéme sous—groupe de congruence de &(o™"),
défini par

&(0™)" = ker{m, : &(0™) = & (0™ /" 0™)},

ou la m, désigne l’application canonique (réduction modulo @™). D’apres [Y] 2.8], il existe
un o-schéma en groupes affine lisse &" de fibre générique B" x, F' = G tel que &"(o™) =
&(0™)™. De plus, légalitée &"(0™") = &(0™)" caractérise &" a isomorphisme unique preés, et
pour m € Z>1, on a (™)™ = &"T"™. Posons u, = u X, 05, 0, = 0/w"0. Pour z € &(o™),
on a m,(u(x)) = un(mn(z)). Par suite on a 0(&(0™)") = &(0™)" et H(&"(0)) = &"(0). La
famille X1 = {&"(0) : n € Z>1} est un systéme fondamental de voisinages de 1 dans G
vérifiant les propriétés voulues. O

REMARQUE. — Pour Ily, ..., IIs comme dans ’énoncé de la proposition de[AE] on ne sait
pas a priori si les fonctions caractéres O, : Ggr — C sont linéairement indépendantes sur C
(sauf bien sir si elles sont localement intégrables sur G7). |

Annexe B

Représentations [-modulaires

Dans cette annexe B, on décrit briévement comment les résultats des ch. 2 et 5 s’étendent
au cas des représentations a valeurs dans le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel
sur un corps de caractéristique | différente de la caractéristique résiduelle de F'.

B.1. Généralités [V] ch. 1]. — Soit R un anneau commutatif, possédant une unité 1p.
On note R™ le groupe des éléments inversibles de R, et dZ l'idéal de Z noyau du morphisme
canonique Z — R, a — alr. Ce morphisme se prolonge au sous—anneau A de Q engendré
par les inverses des entiers premiers a d.

Si X est un td-espace, on note Cg° (X, R) l'espace des fonctions sur X a valeurs dans R,
qui sont localement constantes et & support compact, et I’on pose

CZ (X, R)" = Homg(C&Z (X, R), R).

Les éléments de CS° (X, R)* sont appelés R—distributions sur X.

Soit G un groupe localement profini. On appelle R—caractére de G un morphisme de
groupes G — R* dont le noyau contient un sous-groupe ouvert.

Une R-mesure de Haar a gauche sur G est par définition une distribution non nulle sur
G invariante pour 'action de G opérant sur lui-méme par translations a gauche. On sait
qu’une telle mesure existe si et seulement s’il existe un sous—groupe ouvert compact K de G
dont le pro—ordre est premier & d, auquel cas cette mesure est unique a multiplication prés
par un élément de R*. On suppose désormais qu’il existe une R—mesure de Haar a gauche
sur G, et I'on en fixe une ug. On note Ag.r : G — R* le R-module de G, c’est—a—dire le
R-caractére défini comme en 2] par

/ Flgz~")dpc(g) = Ao, n(x) / f(@)dnclg) (f € C=(G.R), z€ Q).
G G
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Alors AE}R}LG est une R—mesure de Haar a droite sur GG, et on les obtient toutes de cette
maniére.

REMARQUE. — Le module Ag(z) d'un élément « € G est un indice généralisé : pour tout
sous—groupe ouvert compact K de G, on a
K:KnaKaz™" K:KnaKz™"
Ac(z) = [ NzKz™") :[ NzKz™ ")

[zKz=': KNzKz~'] [K:27'KzNK]|

En choisissant K de pro—ordre premier & d, on voit que Ag(x) appartient a ’anneau A. Son
image dans R appartient & R* : c’est le R—module Ag, gr(z). [ |

Soit H un sous—groupe fermé de . Alors il existe une mesure de Haar a gauche sur
H, et une mesure de Haar a droite sur 'espace quotient H\G, c’est-a—dire une forme
linéaire non nulle sur S(H\G, R), invariante pour l'action de G sur H\G par translations a
droite; ou S(H\G, R) désigne, comme en 2] I'espace des fonctions f : H\G — R qui sont
uniformément localement constantes & droite, & support compact modulo H, et vérifient

f(hg) = Ag,r(h)Amr(h) " f(h) (h€H, geq).

Soit § un automorphisme de G. On définit le R—module Ag r(f) € R* comme en 211
D’apres le lemme de 211 on a Ag,r = Ag,r o0, et 8'il existe une partie ouverte compacte
O—stable 2 de G telle que vol(£2, pa) # 0, alors Ag r(6) = 1. Si H est un sous—groupe fermé
O-stable de G, on définit le R-module A\, r(0) comme en 21l La relation (%) de 21l est
vraie pour les R—modules.

B.2. R-représentations lisses. — On appelle R-représentation lisse de G la donnée
d’un R—module V et d’un morphisme de groupes 7 : G — Autr (V) tel que le stabilisateur
de v dans G est ouvert, pour tout v € V. Comme pour les représentations complexes, on a
les notions de R-représentation (lisse) admissible, irréductible, semisimple, de type fini, de
longueur finie. Si R est un corps, alors pour toute R-représentation admissible 7, on définit
comme en [2.2]le caractére-distribution ©, = tr(w) : C&°(G, R) — R (il dépend du choix de
la mesure de Haar p sur G). Si R est un corps algébriquement clos, la proposition de [A]
reste vraie : les caractéres—distributions des représentations admissibles irréductibles de G
sont linéairement indépendants sur R.

Soit G7 un G-espace tordu, et soit w un R-caractére de G. On définit le R-module de G*
comme en [ZH]: pour v € G¥, on pose

Ager(7) = Ag,r(Intge (M.

Le lemme de 23] est vrai pour les R—modules. On définit la notion de (w, R)-représentation
lisse de G* comme en 28] en remplagant C par R. La catégorie des (w, R)-représentations
lisses de G* est notée R(G*,w, R).

Soit H un sous—groupe fermé de G, et H ® un H-espace tordu qui soit un sous-espace
topologique tordu de G*. On définit comme en 227 un foncteur induction compacte (lisse)

“indS; : R(H®, w, R) — R(G% w, R).

On suppose désormais que ’anneau R est un corps, de caractéristique {. On a donc
d = l. Pour toute partie ouverte compacte €2 de G telle que I'ensemble H N2 est non vide et
de pro-ordre premier a I, on définit "endomorphisme ¢ — ¢|o de C°(G% R) comme en 8]
La proposition de [Z8] reste vraie pour les (w, R)-représentations de G* pourvu que K soit
de pro—ordre premier a [. En effet, fixé un sous—groupe ouvert compact K de GG de pro—ordre
premier a [, tel que HK = KH, et un systéme de représentants {x1 = 1,22,...,2,} de
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HK\G dans G, la partie ouverte compacte Q' = |J_, Kz; de G vérifie HNQ' = HN K.
Puisque le pro-ordre de H N’ divise celui de K, il est premier a [.

B.3. Le principe de submersion d’Harish—Chandra. — Reprenons les hypothéses et
les notations du chapitre 5. Soit p la caractéristique résiduelle de F'. Puisqu’on a supposé
qu’il existe un sous—groupe ouvert compact de G dont le pro—ordre est premier a [, on a
I # p. Puisque [ peut diviser le pro—ordre du sous—groupe compact maximal K, de G, on
ne peut normaliser les mesures de Haar comme en Le théoréme de [0.8] et son corollaire
restent vrais, pourvu que le sous-groupe ouvert compact définissant les opérateurs T soit
de pro—ordre premier a [ :

THEOREME. — Soit IT une (w, R)-représentation admissible de G telle que la R—représen-
tation 11° de G est de type fini, et soit K un sous—groupe ouwvert compact de G dont le pro—
ordre est premier a l. Le caractére-distribution ©n = tr(1l) de II est représenté sur GElr par
la fonction localement constante v — On(y) = tr(T,), ot l’on a posé

T, :vol(K,m)*l/Kw(lg)*ln(lf1 - k)dpe (k).

B.4. Induction parabolique et restriction de Jacquet. — Pour P? € TE, on définit
le foncteur induction parabolique non normalisé

©, 80 R(ME, w, R) — R(G",w, R)

comme en [5.9] en supprimant le facteur 5113/[12. On définit aussi le foncteur de Jacquet non
normalisé
b
“rfy  M(G*,w, R) = R(M%,w, R)

comme en [5.10} en supprimant le facteur 5;; /2

REMARQUE 1. — Pour § € P le module Ap;(6) = 6p:(5)" " appartient a Z[1/g], ou
q est le cardinal du corps résiduel de F'. Si I'image de ¢ dans R a une racine carrée dans
R (par exemple si R est algébriquement clos), on en choisit une; cela permet de définir
le R—caractére 6113@2 de PP, et les foncteurs induction parabolique et restriction de Jacquet
normalisés pour les (w, R)-représentations lisses. |

Choisissons un sous—groupe ouvert J, de Ko, de pro—ordre premier a [, tel que pour tout
P € P,, on a la décomposition triangulaire

Jo = (JoNUp-)(Jo N Mp)(Jo NUp).

Un tel J, existe, d’aprés la remarque 4 de On suppose désormais que les R—mesures
de Haar & gauche pug, punvp, pup, pp sur G, Mp, Up, P sont celles normalisées par Jo,
c’est-a—dire telles que vol(Jo, pa) = 1, vol(Mp N Jo, parp) = 1, ete..

Soit P! € P%. Choisissons un systéme de représentants {z1,...,z,} dans K, de 'espace
quotient PJ,\G tel que 1 € {x1,...,@n}, et posons Q =[], Jox;. Alors QNP =J.NP
est de pro—ordre premier & [. On note

CE(GER) — CZ(Mp, R), ¢+ “dps .,

l’application linéaire définie par

“pra 0= [[ o wk) e, ()duc(h) (6 € M)
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Soit ¥ une (w, R) représentation admissible de M?%, et II = “AIC;‘E (X). Alors II est une

(w, R)-représentation admissible de G*, et pour toute fonction ¢ € C’C‘X’(Gh7 R), on a la
formule de descente (théoréme de [£9)

9H(¢) = ez(wd)Ph,JO)'

REMARQUE 2. — Nous n’essaierons pas de traduire ici I’égalité ci-dessus en termes de
fonctions caractéres (corollaire 3 de [[3]). Notons d’ailleurs que si X° est de type fini, on
ne sait pas si I1° l'est aussi, méme si R est algébriquement clos. On sait en revanche, si R
est algébriquement clos, qu’une représentation admissible de type fini est de longueur finie
[Vl ch. I1, 5.10], et que les foncteurs induction parabolique & : R(Mp, R) — R(G, R) et
restriction de Jacquet & : (G, R) — R(Mp, R) préservent la propriété d’étre de longueur
finie [V1 ch. II, 5.14]. ]

Soit II une (w, R)-représentation admissible de G* telle que II° est de type fini, et soit
= “’fgi (II). D’apres [V] 3.2, 3.3|, le premier lemme de Jacquet est vrai (cf. la démonstration
du lemme 2 de BI0), et ¥ est admissible. De plus 3° est encore de type fini, et pour

yeMin G%, tel que P,) = P et A(y) = Ap, on a I'égalité (théoréme de [5I0)
On(y) = O=(7).

B.5. Commentaires. — Pour 0 = id et w = 1, Meyer et Solleveld [MS] ont récemment
obtenu le théoréme de [B.3] par une méthode différente de celle d’Harish-Chandra, utilisant
des systémes de coefficients sur 'immeuble de Bruhat—Tits. Leur résultat est d’ailleurs plus
fort puisqu’ils contrélent le voisinage d’un élément semisimple régulier de G sur lequel la
fonction caractére d’'une R-représentation admissible de longueur finie de GG est constant.

11 est probablement possible d’étendre une partie du ch. 6 aux (w, R)-représentations de
G, du moins pour celles dont les coefficients sont a support compact modulo le centre, et
en supposant R algébriquement clos (lemme de Schur, degré formel, etc.).

Annexe C
Action d’un groupe algébrique et points rationnels

Dans cette annexe C, on s’intéresse a 'action d’un groupe localement profini G sur un
espace totalement discontinu X, et plus particuliérement au cas ol cette action provient par
passage aux points F-rationnels d’une action algébrique définie sur un corps commutatif
localement compact non archimédien F'. On reprend ici les résultats de Bernstein—Zelevinski
[BZ. §6, Appendix|, en particulier le théoréme de constructibilité. Grace aux techniques de
loc. cit., on obtient un résultat nouveau (proposition de [CIT]). On rappelle aussi certains
résultats plus récents de Moret—Bailly, Gabber et Gille [MB2], [GGMB].

C.1. Rappels topologiques. — Soit X un espace topologique, et Y un sous—ensemble de
X. Notons Y la fermeture de Y (dans X). Rappelons que Y est dit localement fermé (dans
X ) si les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :

— Y est 'intersection d’un ouvert et d’un fermé de X ;

— Y est ouvert dans Y ;

— Y est fermé au voisinage de chacun de ses points (dans X).
Notons U(Y) = Ux (V) 'ensemble des y € Y tels que Y est fermé au voisinage de y (dans
X). C’est un sous—ensemble localement fermé de X, ouvert dans Y, et Y est localement
fermé si et seulement si U(Y) =Y.
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On définit par récurrence une suite
Y=Y%DOYiDY2D:--DY;D:--

de sous—ensembles fermés de Y : on pose Y1 =Y N U(Y) et Vi = (Yi—1)1. On dit que Y est
constructible (dans X)si'Y est union d’un nombre fini de sous—ensembles localement fermés.
D’aprés |[BZ, 6.7|, si Y est constructible, alors il existe un plus petit entier k& > 1 tel que
Yi =0, et Y s’écrit

Y=WY)UWY1)U- - UUYr_1).
De plus, U(Y") est dense dans Y. Inversement, s’il existe un entier k > 1 tel que Y3, = 0, alors
Y est constructible.

C.2. Actions réguliéres, localement réguliéres, et constructibles. — Soit X un
td—espace muni d’une action continue d’un groupe topologique localement profini G. On
note
a:GxX =X, (g,2) = alg,z) =g -z

cette action, G\ X I'ensemble des G—orbites dans X, et p : X — G\ X la projection canonique.
On munit G\X de la topologie quotient : un sous-ensemble Y de G\X est ouvert si et
seulement si pfl(f/) est ouvert dans X. Cela fait de p une application continue ouverte.
Notons que G\X n’est pas nécessairement séparé (au sens de Hausdorff), mais puisque p
envoie tout compact de X sur un quasi-compact de G\ X, chaque point de G\ X posséde une
base de voisinages ouverts quasi—compacts.

D’aprés [BZ| lemma 6.4], les conditions suivantes sont équivalentes :

— laction «v est réguliére au sens ot son graphe

5% ={(z,9g-7):zeX,geGtC X x X

est fermé dans X x X ;
— la diagonale
Aox ={(&,2) : 2 € G\X} CG\X x G\X
est fermée dans G\X x G\ X ;
— Despace topologique G\ X est séparé.

REMARQUE 1. — Si l'action « est réguliére, toutes les G—orbites dans X sont fermées,
et G\X est un td—espace. Notons que pour que laction « soit réguliére, il faut et il suffit
que chaque point de x posséde un voisinage ouvert fermé et G—invariant sur lequel elle est
réguliére. |

EXEMPLE. — Si G est un sous—groupe fermé d’un groupe topologique localement profini H,
Iensemble des classes G\ H muni de la topologie quotient est un td—espace, et la projection
canonique H — G\ H est ouverte [BZ], cor. 6.5]. En effet, on pose X = H et pour o on prend
l’action de G sur H donnée par la multiplication a gauche. Le graphe

G4 ={(h,h)Ye Hx H:hNh ' G}
est fermé dans H x H, d’ou le résultat. |

Soit un élément & € G\X tel que la diagonale Ag\ x est fermée au voisinage de (Z, %)
dans G\ X x G\ X. Choisissons un voisinage ouvert U de & dans G\ X tel que Agyx N (UxU)
est fermé dans U x U. Posons U = p~!(U). C’est un ouvert (non vide) G-invariant de X sur
lequel 'action « est réguliére : le graphe

S ={(z,9g-2):2€U,ge G} =5%N U xU)
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est fermé dans U x U. Réciproquement, si la restriction de o & un ouvert G—invariant U de X
est réguliére, alors la diagonale Ag\y = Ag\x N (p(U) x p(U)) est fermée dans p(U) x p(U).
On en déduit que les conditions suivantes sont équivalentes :
— l'action « est localement réguliére au sens ou son graphe §% est localement fermé dans
X x X
— la diagonale Ag\ x est localement fermée dans G\X x G\ X.

REMARQUE 2. — Sil’action « est localement réguliére, alors toutes les G-orbites dans X
sont fermées, i.e. G\ X est un espace de Fréchet. En effet, si Y est une G-orbite dans X, et
si x appartient 4 Y \ Y ou Y désigne la fermeture de Y dans X, alors a ne peut pas étre
réguliére au voisinage de x. n

D’apres [BZ] prop. 6.8], les conditions suivantes sont équivalentes :
— laction « est constructible au sens ou son graphe §% est constructible dans X x X ;
— la diagonale Agy\ x est constructible dans G\ X x G\ X.
Si action « est constructible, on a (loc. cit.) :
— si X est non vide, alors il existe un sous—ensemble ouvert non vide et G—invariant U
de X sur lequel l'action « est réguliére;
— toutes les G-orbites dans X sont localement fermées.

C.3. Rappels sur la topologie définie par F. — Soit F' un corps commutatif locale-
ment compact non archimédien, et soit X une variété algébrique (a priori ni affine ni lisse)
définie sur F, identifiéce comme dans le ch. 3 & I’ensemble de ses points F-rationnels pour
une cloture algébrique F de F. Comme en BTl on note F*°P/F la sous-extension séparable
maximale de F dans F, et & = X(F*?/F) son groupe de Galois.

La variété X étant définie sur F', elle est munie d’'une F' ~structure[l9) et en particulier
d’une F-topologie moins fine que la topologie de Zariski, cf. [Bor, ch. AG, 11.3]. Rappelons
qu’une partie fermée de X est F'—fermée si et seulement si elle est définie sur FP" 7. En
particulier, la F—topologie et la I piwftopologie sur X coincident. On munit I’ensemble
X = X(F) des points F-rationnels de X de la topologie définie par F :

— pour tout F—ouvert U de X, ’ensemble U(F) = U N X des points F-rationnels de U

est ouvert dans X ;

— si X est affine, la topologie sur X est celle définie en [£11
Cela fait de X un td—espace.

Pour déterminer si une partie de X est F—ouverte (resp. F—fermée), on dispose du critére
galoisien habituel. L’action de ¥ sur F*°P? s’étend de maniére unique en une action sur F', et

on définit comme dans [Bor], ch. AG, 14.3] une action de ¥ sur X = X (F) — qui d’ailleurs

17. Le cas d’un corps localement compact non archimédien est celui qui nous intéresse ici. Signalons
cependant que la plupart des énoncés ci—dessous s’étendent au cas d’un corps valué hensélien F' tel
que le complété F' de F est une extension séparable de F (cf. [MBT], [MB2]).

18. Rappelons que si X est affine, la F—structure sur X est donnée par une sous—F-algébre F[X]
de l'algébre affine F[X] de X telle que F @ F[X] = F[X]. En ce cas, les parties F—fermées de X
correspondent aux idéaux I de F[X] tels que la F—-algébre F[X]/I est réduite. Soit Z est une partie
F—fermée de X. Notons F[Z] la restriction de F[X] & Z — c’est une F-algébre réduite — et F(Z)
son anneau des fractions. Ce dernier est un produit (fini) d’extensions du corps F', et on a le critére
suivant [Bor} ch. AG, 12.1] : la sous—variété Z de X est définie sur F si et seulement si la F-algébre
F®p F(Z) est réduite — ou, ce qui revient au méme d’aprés [Bor), ch. AG, 2.2], si et seulement F'(Z)
est un produit d’extensions séparables de F'. Ce critére s’étend naturellement au cas ou la variété X
n’est pas affine [Bor} ch. AG, 12.2].
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prolonge celle définie dans loc. cit. sur X(F*°?). D’apreés [BZ] lemma A.4], une partie ouverte
(resp. fermée) de X est F-ouverte (resp. F—fermée) si et seulement si elle est Y-stable. On
en déduit (loc. cit.) que pour toute partie X de X(F), la fermeture X de X dans X pour la
topologie de Zariski est une sous—variété fermée de X définie sur F.

Soit X et Y deux variétés algébriques définies sur F'. Le produit X X Y est une variété
algébrique définie sur F' [Borl, ch. AG, 12.4], et (X x Y)(F') est naturellement homéomorphe
a X xY,oulonaposé¢ X =X(F) et Y =Y(F). D’autre part, tout F—morphisme — i.e.
morphisme défini sur F' — de variétés algébriques o : Y — X induit, par passage aux points
F-rationnels, une application continue ag : Y — X.

EXEMPLE. — Soit X une variété algébrique définie sur F', et H un groupe algébrique affine
défini sur F. On suppose que X est muni d’une action algébrique (& gauche) de H elle aussi
définie sur F, c’est—a—dire d’un F—morphisme

a:HxX =X, (h,z) = alh,z)=h-x

Posons X = X(F) et H = H(F'). Rappelons que le groupe H (muni de la topologie définie
par F') est localement profini. Par passage aux points F-rationnels, on obtient une action
continue

ar: (HxX)(F)=H x X — X.

dont le graphe G4 est naturellement homéomorphe & I'image de (H x X)(F) par I'application
v, ou 7y désigne le F—morphisme H x X — X x X, (h,z) — (z,h - z). |

C.4. Le théoréme de constructibilité. — Le résultat suivant [BZ], theorem A.2| est la
version w—adique du théoréme de constructibilité de Chevalley [Borl ch. AG, cor. 10.2].

THEOREME. — Soit a : Y — X un F—morphisme de variétés algébriques définies sur F'.
L’image ap (Y (F)) est constructible dans X (F).

REMARQUES. — (1) D’apres [BZ A.5|, le théoréme est impliqué par le résultat plus
faible suivant : il existe une sous—variété F'—ouverte non vide U de Y telle que l’image
arp(U(F)) est constructible dans X(F'). En effet, posons Y = Y (F) \ U(F). D’apreés
[C3l la fermeture Z =Y de Y dans Y pour la topologie de Zariski est une sous—variété
fermée de Y définie sur F, vérifiant Z(F) = Y. Puisque Y est un espace topologique
neetherien, on peut par induction supposer que ap(Z(F)) est constructible dans X (F).
Comme Y (F') \Z(F) = U(F) et que par hypothése o (U(F)) est constructible dans
X(F), on obtient que ar(Y(F)) est constructible dans X(F).

(2) Soit @ : Y — X un morphisme dominant de variétés algébriques affines irréductibles.
Le comorphisme o : F[X] — F[Y] induit par passage aux quotients un morphisme
injectif de corps F(X) < F(Y), qui fait de F(Y) une extension de F(X), et « est
séparable si et seulement si cette extension est séparable. Pour z € «(Y), la fibre
a”!(z) est une sous-variété fermée de Y — méme si Y, X et o sont définis sur F' et
si z appartient a X (F'), cette sous—variété n’est en général pas définie sur F — et si Z
est une composante irréductible de o' (z), on a I'inégalité [Borl ch. AG, theo. 10.1]

dimZ > dimY — dim X.

De plus (loc. cit.) il existe un ouvert non vide U de X contenu dans a(Y) tel que si
x appartient a U, alors pour toute composante irréductible Z de o™ *(x), 'inégalité
ci-dessus est une égalité.
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(3) La démonstration du théoréme donnée dans [BZ| Appendix| consiste & remplacer le
F-morphisme o : Y — X par un morphisme séparable, aprés s’étre ramené — gréace
aux points (1) et (2) — au cas particulier (*) suivant :

— les variétés algébriques Y et X sont affines, irréductibles et lisses ;

— a(Y) =X, i.e. le morphisme « est dominant ;

— toutes les composantes irréductibles de toutes les fibres a™!(a(y)) ont méme
dimension. |

ExXEMPLE. — Continuons avec 'exemple de D’aprés le théoréme, le graphe Ga, de

ar est constructible dans X x X i.e. action ar est constructible. En particulier, toutes les
H-—orbites dans X sont localement fermées. |

COROLLAIRE. — Soit a : H — G un F'—morphisme de groupes algébriques définis sur F'.
Limage ap(H(F)) est un sous—groupe localement fermé de G(F).

Démonstration. — Le F-morphisme o munit G d’une action algébrique de H définie sur
F, et 'image ap(H(F)) n’est autre que la H(F)—orbite de ’élément neutre de G(F') pour
cette action. D’ou le corollaire. O

C.5. Quelques cas particuliers utiles. — Le cas particulier suivant [BZ], lemma A.3]
du théoréme de [C4] est aussi un outil essentiel & sa démonstration :

LEMME 1. — Soit a« : Y — X un F-morphisme de variétés algébriques affines lisses
définies sur F, tel que pour tout y € Y la différentielle d(a)y : T(Y)y — T(X)a(y,) est
surjective (i.e. tel que a est lisse de dimension relative dim(Y) — dim(X)). L’application
ar : Y(F) — X(F) est ouverte.

On a aussi (cf. [MB2] remark 1.3.1]) :

LEMME 2. — Soita: Y — X un F—morphisme propre de variétés algébriques définies sur
F. Alors Uapplication ap : Y(F) — X(F') est propre (donc fermée).

REMARQUES. — Soit a: Y — X un F—morphisme de variétés algébriques définies sur F.
On a aussi les variantes suivantes des lemmes 1 et 2. Elles sont valables pour tout corps valué
hensélien F' tel que le complété F' de F est une extension séparable de F' [MB1], MB2] :

(1) Sile morphisme « est étale, alors 'application ap est un homéomorphisme local.
(2) Sile morphisme « est lisse, alors application ap est ouverte.

(3) Sile morphisme « est fini, alors Papplication ap est fermée.

(4) Sile morphisme « est propre, alors 'image ar (Y (F)) est fermée dans X(F).

Le point (1) est une simple version du théoreme des fonctions implicites. Le point (2) est une
généralisation du lemme 1 (les variétés X et Y n’étant plus supposées ni affines ni lisses)
et résulte du fait que ap admet des sections locales en chaque point de Y (F'). Le point (3)
est une conséquence de la propriété de continuité des racines d’une expression polynomiale.
Le point (4) est une conséquence du principe de Hasse infinitésimal (cf. [MB2, cor. 1.2.2]).
Notons que si le morphisme « est propre mais n’est pas fini, et bien str si le corps F' n’est
pas localement compact, alors 'application ar n’est en général pas fermée. |

EXEMPLES. — Reprenons 'exemple de [C.3] et supposons de plus que la variété X est un
H-espace homogeéne, c’est-a—dire que le F'-morphisme v : H x X — X x X est surjectif.
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(1) Puisque la F-algébre F[t,t7'] est un F[t? ¢t 2]-module de type fini, le morphisme
a: Gm — G, t — t* est fini (et purement inséparable si p = 2). En particulier,
(F*)? = ap(F*) est un sous-groupe fermé de F* — ce que 'on savait déja! Ainsi
dans 'exemple (3) de[L3] toutes les H(F')-orbites dans O (d)(F') sont fermées.

(2) L’exemple suivant est donné dans [GGMBI 6.1]. Supposons p > 1, et prenons pour
H le groupe algébrique affine G, x G, opérant sur X = A! via le morphisme

a:HxX =X, ((a,b),z) — a” + bz

Pour z € X(F) = F, la H(F)-orbite de = est H(F) -z = F? 4+ (F*)Px, par suite toute
H(F)-orbite dans F' contient 0 dans sa fermeture. On a donc deux cas possibles : ou
bien x € FP, auquel cas H(F') - x = F? est fermé dans F'; ou bien = ¢ FP, auquel cas
H(F) -z n’est pas fermé dans F. [ |

C.6. Un critére local de séparabilité (rappels). — Rappelons qu'un morphisme
dominant de variétés algébriques affines irréductibles o : Y — X est dit séparable si F(Y)
est une extension séparable de F(X) Plus généralement, un morphisme de variétés affines
a:Y — X tel que Y est irréductible, est dit séparable si F(Y) est une extension séparable
de F(a(Y)); out oY) désigne la fermeture de Zariski de I'image a(Y) dans X.

Comme pour les morphismes orbites m, : H — H - v (cf. B, on a un critére local de
séparabilité pour tout morphisme de variétés algébriques o : Y — X. Pour x € X, on note :

— 0, = 0%, 'anneau local de X en z;

— Pz = px,» l'ideal maximal de 0, ;

— k(z) = kx(z) le corps résiduel o, /p, (il est isomorphe a F).
Pour y € Y et x = a(y), on note :

- a% 1 0 — 0y le comorphisme de a en y;

- Y, =Y xx Speck(z) la fibre géométrique de o en x — un k(z)-schéma;

~ 0a,y = 0y/a (pa)oy 'anneau local de Y, en y;

~ Pa,y Iidéal maximal de 04,y ;

— Ka(y) le corps résiduel 0q,y/Pa,y-
L’espace topologique sous—jacent & Y, est homéomorphe a o~ !(z), mais le x(x)-schéma Y,
n’est en général pas réduit. On dit que « est séparable en y si 'anneau local 04, est régulier
[Borl ch. AG, 3.9], c’est—a—dire si la dimension du k.« (y)—espace vectoriel pa,y/pa , est égale
a la dimension de Krull de 04,y, notée dim(oq,y). Soit

T(Ya)y = Home, (2) (Pay /P,y K ()
lespace tangent de Zariski de Y, en y. On a I'inégalité (loc. cit.)

dim(0a,y) < dimy () (T(Y2)y)

avec égalité si et seulement si a est séparable en y.

REMARQUES. — Soit o : Y — X un morphisme de variétés algébriques.

(1) Poury € Y et x = a(z), anneau local 0,-1(,),, de la fibre a~!(z) en y est isomorphe
au quotient 0q,y,rea de 04,y par I'idéal formé par les éléments nilpotents. Les anneaux
locaux 04,y red sont réduits (par définition), et pour z € a(Y), les y € a~'(x) tels
que 04,y rea st régulier forment un ouvert dense de o~ '(z) [Bor} ch. AG, cor. 17.2].
En particulier, la fibre o™ () est une variété lisse si et seulement si tous les anneaux
locaux réduits 0a,y,rea (¥ € o~ '(x)) sont réguliers. La dimension de Krull de 0,,, coin-
cide (par définition) avec la dimension de Krull de 04,y red, et aussi avec dim,, (o™ (z));
ott dim, (o~ *(z)) désigne I'inf des dim(U’) pour U’ parcourant les ouverts de o™ *(z)
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contenant y, c’est—a—dire 'inf des dim(Z) pour Z parcourant les composantes irréduc-
tibles de a~'(z) contenant y.

(2) Side plus Y et X sont affines et irréductibles, et si a(Y) = X, alors d’aprés [Borl,
ch. AG, theo. 10.1] on a I'inégalité

dim(0q,y) > dimY —dimX (y€Y),

et il existe un ouvert non vide U C X tel que pour tout 2 € U et tout y € a™'(z),
I'inégalité ci-dessus est une égalité (cf. la reamrque (2) de [C4). [ |

On a le critére local de séparabilité suivant [BZ] lemma A.9) :

LEMME 1. — Soita: Y — X un morphisme de variétés algébriques, et soit y un point lisse
de Y tel que © = a(y) est un point lisse de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
— la différentielle d(a)y : T(Y)y = T(X)z de a en y est surjective ;
— « est séparable en y et on a ’égalité entre dimensions de Krull

dimos,y = dimoy,y, — dimox,z.

Si a:' Y — X vérifie les hypothéses du cas () de la remarque (3) de[C.4] alors d’aprés le
lemme 1 et la remarque (2) ci-dessus, pour tout y € Y, le morphisme « est séparable en y
si et seulement si la différentielle d(a)y : T(Y)y — T(X): de « en y est surjective. D’aprés
[Borl ch. AG, theo. 17.3], on en déduit le

LEMME 2. — Soit a : Y — X un morphisme de variétés algébriques vérifiant les hypo-
théses du cas () de la remarque (3) de[C4 Les conditions suivantes sont équivalentes :

— le morphisme « est séparable, i.e. F(Y) est une extension séparable de F(X) ;

— il existe un point y € Y tel que o est séparable en y ;

— il existe un ouvert non vide U C'Y tel que o est séparable en tout point de U.

C.7. Produit fibré (rappels). — Sia:Y — X et 8: X’ — X sont deux morphismes
de variétés algébriques affines, le produit fibré )’ = Y xx X' est par définition le F-schéma
affine correspondant a la F-algébre F[Y] OFx) T[X'], muni des morphismes de F-schémas
p1:Y — Yetp:2 — X' correspondant aux injections naturelles F[Y] — F[Q'] et
F[X'] <> F[']. Son espace topologique sous—jacent est

{(y,2") € Y x X" : a(y) = B(2)}.
Notons que %)’ est un sous—schéma fermé de Y x X', mais n’est en général pas une variété
car son algébre affine F[2)] = F[Y] ®Fx] T[X'] peut avoir des éléments nilpotents. Pour
y' = (y,z') €9, les anneaux locaux o0,, ,/ et 04, sont naturellement isomorphes. Si a et 3
sont des F—morphismes de variétés algébriques définies sur F, alors 2)' est un F-schéma et
les projections p1 et p2 sont des morphismes de F—schémas.

A Tinclusion 9’ C Y xX’ correspond un sous—F-schéma fermé réduit Y = 9)/.4 de Y x X’
d’algébre affine le quotient F[2)'];ea de F[2)’] par I'idéal formé par les éléments nilpotents,
qui lui « est » une variété algébrique [Borl ch. AG, 6.2 et 6.3|. Le morphisme 7 : Y' — )’
correspondant & la projection canonique F[Q)'] = F[Q)]rea €st un homéomorphisme sur les
espaces topologiques sous—jacents. Notons o’ : Y’ — X' le morphisme de variétés algébriques
peom. Pour iy = (y,2’) € Y’, le morphisme p; o7 : Y’ — Y induit un homéomorphisme sur
les fibres

o7 (@) 2 o (B():

Supposons que « et 8 sont des F—morphismes de variétés algébriques affines définies sur

F. Alors Q) et Y’ sont des F—schémas et 7 : Y’ — )’ est un morphisme de F—schémas. De
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plus le F-schéma Y’ identifié¢ & une partie F'—fermée de Y x X', « est » une variété algébrique
définie sur F? =, et pior:Y' — Y et pporw: Y — X' sont des F? ~ —morphismes de
variétés algébriques définies sur F? o

C.8. Restriction a la Weil et morphisme de Frobenius (rappels). — Soit X une
variété algébrique affine définie sur une extension finie L de F. On note X' = Res,;#(X)

la variété algébrique affine définie sur F', obtenue par restriction des scalaires de L a F.
Concrétement, écrivons

X =Spec Flx1,. ., xn]/(fi,-- s fm)s  fx € Llz1,. .., 0],
et choisissons une base e1,...,eq de L sur F. Pour k= 1,...,m, on pose
X' = Spec F[(x; ;)i=1,....ny=1,...a)/(fr; : k=1,...,mij=1,....d)
ou les f; ; € F[(a] ;)] sont donnés par

(flaer+ oo+ flaca) (@) = fu(@r,. o an), @i =aiie1+ 4 & gea.
Le morphisme 7, ,rx : X' — X qui & (] J) associe (x1,...,%n) comme ci-dessus, est défini
sur L, et il induit un homéomorphisme X'(F) — X(L), ott 'on munit X'(F) de la topologie

définie par F' et X(L) de la topologie définie par L. Si X est irréductible (resp. lisse), alors
X’ est irréductible (resp. lisse). D’autre part le foncteur X + X' commute au produit : si
X1, X2 sont deux variétés algébriques affines définies sur L, la variété Resy,p(X1 x Xa2)
est F—isomorphe a Xj x X5, ot 'on a pos¢ X; = Resy,p(Xi), ¢ = 1, 2. On en déduit en
particulier que si X est un groupe algébrique, alors X’ est un groupe algébrique, et 7y, /KX
est un morphisme de groupes algébriques.

Supposons p > 1, et soit ¢ = p° pour un entier s > 1. Posons L = F9. (Vest une
extension finie de F', purement inséparable de degré ¢. Si X est une variété algébrique affine
définie sur F', on note X la variété algébrique affine définie sur L, obtenue en appliquant le
morphisme x — z? sur les coordonnées. Précisément, on écrit

X =Spec Flz1,...,xn]/(fi,.., fm), fr € Flz1,...,x0]
et 'on pose
X = Spec Fly1, - yn)/(h1, .. han),
ou les hy € L[x1,...,zy] sont donnés par

fe(@i, .. xn) = hi(yr, ..o, yn)?, @i =yl

Le morphisme g x : ‘X — X qui & (y1,...,yn) associe (y7,...,yd) est défini sur L, et il
induit un homéomorphisme X (L) — X(F), ou on munit ?X(L) de la topologie définie
par L et X(F) de la topologie définie par F. Si X est irréductible (resp. lisse), alors X est
irréductible (resp. lisse), et comme pour le foncteur restriction a la Weil, le foncteur X — 9X
commute au produit. En particulier si X est un groupe algébrique, alors X est un groupe
algébrique, et m4,x est un morphisme de groupes algébriques.

Continuons avec les hypothéses du paragraphe précédent (p > 1, L = F Y ), et appliquons
le foncteur Resy,/p & la variété ?X. On obtient une variété algébrique X, = Resy,p(?X)
définie sur F', munie d’un morphisme

BxX,q = Tr/pax 0 Tgx : Xg = X

lui aussi est défini sur F. En effet, choisissons une base n1,...,n, de F sur F'%, et posons
e; = ml/q. Alors e1,...,eq est une base de L = FY9 qur F', et comme plus haut on pose

X4 = Spec F[(y;’j)i:ly‘Nyn;]’:l’“"q]/(h;c’j ck=1,....m;5=1,...,q),
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ot les h; ; € F[(y; ;)] sont donnés par

(R aer+ -+ higeq) (i) = he(yr, ... yn),  Yi = yire1 + -+ yi g€q.

Alors 8 = ffx,q est donné par

B((Wi) = (21, ,@0), @i=ym + -+ Y0,

et d’aprés ce qui précede, Br : Xq(F) — X(F') est un homéomorphisme. D’ailleurs pour toute
sous—extension F/F de F*P/F, puisque F? = E @ FY, application fg : Xq(E) — X(F)
induite par § sur les points E-rationnels, est un homéomorphisme ; ot 'on munit X, (E) et
X(E) de la topologie définie par E.

C.9. Le lemme clé. — Le lemme suivant est une simple variante de [BZ] lemma A.13],
implicitement démontrée dans [BZl A.14]. On reprend ici les arguments de loc. cit.

LEMME. — Soit a: Y — X un F-morphisme de variétés algébriques affines définies sur
F, tel que Y est irréductible. Il existe un F'—ouvert non vide U de Y, une variété algébrique
affine X' définie sur F, et un F-morphisme de variétés algébriques B : X' — X tels que,
notant U’ = (U xx X/)red le sous—F—schéma fermé réduit de U xx X' correspondant a
Vinclusion de U xx X' dans U x X' (cf.[C7) et 0’ : U — X' la projection sur le second
facteur, on a :

(1) Br: X'(F) = X(F) est un homéomorphisme ;
(2) ' est séparable en tout point de U’.
Plus précisément : si o est séparable (e.g. si p = 1) on peut prendre X' = X et 8 = idx, et

si o nest pas séparable (auquel cas p > 1) on peut prendre X' = X, et B = Bx,q pour un
entier ¢ = p° (s > 1) suffisamment grand.

Démonstration. — Commengons par le cas le plus simple : supposons que le F—morphisme
a:Y — X est séparable. Alors d’aprés [C.6] il existe un ouvert non vide U de Y tel que a
est séparable en tout point de U. Quitte & remplacer 'ouvert U par I'union de ses translatés
sous X, on peut le supposer Y-stable. Alors U est F—ouvert et le lemme est démontré. En
particulier si p = 1, le lemme est démontré.

Passons au cas général. Supposons p > 1. Notons L le corps des fractions de I'anneau
a*(F[X]) € F[Y]. C’est un sous—corps du corps F(Y) des fonctions rationnelles sur Y[[™@].
D’aprés [BZ], lemma A.14], il existe un entier ¢ = p°* (s > 1) tel que K = (F(Y) ®1 L' 9)ea
est une extension séparable de L'/7; ou (F(Y) @1 L'/9)eq désigne le quotient de anneau
F(Y) ®r L'? par Iidéal formé par les éléments nilpotents. A cette extension correspond
un morphisme séparable de variétés algébriques affines irréductibles o’ : Y” — X" défini
comme suit. On pose X" = X, 7 = myx : X" = X et Y = (Y xx X")red, et on
note o’ : Y’ — X" le morphisme de variétés algébriques donné par la projection sur le
second facteur. Les variétés X et Y ainsi que le morphisme o’ sont définis sur F? ~, et
par construction o/’ est séparable. D’aprés [C.6] il existe un ouvert V' de Y”, que I'on peut
supposer défini sur F? o (c’est—a—dire F” ﬂofouvert), tel que o’ est séparable en tout point
de V”. Comme 7 : X" — X est un homéomorphisme pour la F?  —topologie, la projection
sur le premier facteur 8 : Y’ — Y est aussi un homéomorphisme pour la FP ~ —topologie.

19. Rappelons qu’on n’impose pas aux morphismes séparables d’étre dominants : la fermeture de

Zariski X1 = a(Y) de I'image a(Y) dans X est une sous—variété fermée irréductible de X définie
sur F, et L est isomorphe au corps F(X1) des fonctions rationnelles sur X;.
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Par suite U = §(V") est FP ~ —ouvert, et donc F-ouvert [Bor} ch. AG, 12.1], dans Y. Par
construction, le morphisme de variétés donné par la projection sur le second facteur

77ll . UN — (U XX X_")red N XH

est séparable en tout point de U”. Pour que la condition (1) soit vérifiée, il suffit de remplacer
X" par X' = X, (= lries}ﬂ/q/F(X"))7 et mpar B = pom, ol p = Tpi/q pxn : X' — X",
D’apres [C.8] I'application Br : X'(F) — X(F) est un homéomorphisme. Notons

T], : U, = (U Xx Xl)red — X,

le morphisme de variétés donné par la projection sur le second facteur. Puisque le morphisme
p est séparable (pour la définition de 7p1/q o 511, cf. [C3), le F-schéma U” xx» X est réduit.
Il est donc isomorphe a U’, et pour ¢ = (u,2’) € U xx X' et ¢y’ = (u,p(z’)) € U xx X",
les anneaux locaux 0/, €t 0,7 ,~ sont isomorphes. Par conséquent 7’ est séparable en tout

point de U’, et le lemme est démontré. O
REMARQUE 1. — D’aprés la démonstration du lemme, on peut choisir le FP™7 —ouvert
V" de Y” tel que (en fait il est implicitement choisi ainsi) :

— V' est lisse;

— a"'(V") est contenu dans ouvert dense de o’ (Y”’) formé des points simples ;

— les anneaux locaux 0, ,~ pour ¥y’ € V" ont tous la méme dimension.
En ce cas U’ est lisse et les anneaux locaux 0,7, pour y’ € U” ont tous la méme dimension.
Si de plus on suppose que X est lisse et que a est dominant (ce qui implique que X est
irréductible), alors le morphisme 7' : U" — X’ vérifie les conditions du cas (x). |

REMARQUE 2. — La variété U’ n’est en général pas définie sur I/, mais seulement sur
une extension finie purement inséparable F’ de F. De plus, puisque o’ est un morphisme
de F-schémas, c’est un F’—morphisme de variétés algébriques définies sur F’. Comme dans
[BZ, A.13] on peut remplacer U’ par une variété Z définie sur F' : ’'ensemble

U'(F) = U' N (Y x X')(F)

est égal &
{(y,2") € U(F) x X'(F) : ar(u) = Br(z')},

et puisque Br : X'(F) — X(F) est un homéomorphisme, U’(F) est homéomorphe & U(F),
et Br induit un homéomorphisme de o/ (U’ (F)) sur ap(U(F)). Soit Z = U’(F) la fermeture
de U’(F) dans U x X’ pour la topologie de Zariski. C’est une sous—variété fermée de U x X/,
contenue dans U’ et définie sur F' (C3). On a U'(F) = Z(F), et o induit un F-morphisme
az : Z — X' de variétés algébriques définies sur F, qui est séparable en tout point 7 de Z
tel que dimo,,, ,» = dimo,, . En effet, pour ¢’ € Z, 'anneau local o,, . est un quotient
de 0,/,, et puisque 0,7,/ est régulier, on a

dimog,, v < dimogr,,

avec égalité si et seulement si 0, ,+ = 04/,/. En particulier, si le morphisme «a|u est quasi-
fini, i.e. si pour tout y € U la fibre a~'(c(y)) est finie, alors le morphisme o’ est quasi-fini,
et le morphisme az (lui aussi quasi—fini) est séparable en tout point de Z. |
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C.10. Un résultat bien connu. — Le lemme suivant, bien connu des spécialistes, est
valable pour n’importe quel corps commutatif algébriquement clos F.

Rappelons [Borl ch. AG, theo. 10.1] que si f : Y — X est un morphisme dominant de
variétés algébriques irréductibles, on a dim(Y) = dim(X) si et seulement si I’ensemble des
x € X tels que la fibre f7*(z) C Y est finie, contient un ouvert dense de X.

LEMME. — Soit f : Y — X un morphisme de variétés algébriques affines irréductibles.
On suppose que [ est dominant, et que dim(Y) = dim(X). Alors il existe un ouvert affine
U C X tel que le morphisme

fly-iwy : fTHU) > U
est fini.

Démonstration. — Notons A = F[X] et B = F[Y] les algébres affines de X et Y, et soit
K = F(X) et L = F(Y) leurs corps des fractions. Le comorphisme

ffrA->B

est injectif, et fait de B une A-algébre de type fini. Il induit par passage aux corps des
fractions un morphisme injectif de corps K < L, qui fait de L une extension (de type fini)
de K. Commengons par montrer que cette extension est finie. La K—algébre (de type fini)
K ®a B est 'agebre affine K[Y ] de la fibre générique Y, =Y xx Spec(K) — un K—-schéma
réduit, mais pas géométriquement réduit — de f; ot n est le point générique de X. Puisque
K ®4 B est isomorphe au localisé S™'B, S = f*(A) \ {0}, c’est un anneau intégre. D’aprés
le « lemme de normalisation de Noether », il existe des éléments x1,...,2x, dans K ®4 B,
algébriquement indépendants sur K, faisant de K ® 4 B un Klz1,...,z,]-module de type
fini. Comme n = dim(Y,) = dim(Y) — dim(X), on a n = 0. Par conséquent K ® 4 B est un
K—espace vectoriel de dimension finie. C’est donc un corps (puisque c’est un anneau intégre),
et L = K ®a B est une extension finie de K.

Choisissons un sous—ensemble fini {b1,...,bm} C B engendrant B sur A. D’aprés le
paragraphe précédent, chaque b; est algébrique sur K, i.e. Q;(b;) = 0 pour un polyndéme non
nul Q;(t) € K|t]. Puisque K est le corps des fractions de A, il existe un élément a € A,
a # 0, tel que aQ;(t) € A[t] pour i = 1,...,m. Posant b = f*(a) € B~ {0}, 'anneau
B[b™!'] est entier sur Aa™']. Mais comme B[b™!] est une A[a~']-algébre de type fini, c’est
un Afa~']-module de type fini, et le morphisme

f|speC(B[b*1] : SpeC(B[bil]) - SpeC(A[ail])
est fini. O

C.11. Une conséquence du lemme clé. — Soit H un groupe algébrique, et a : Y — X
est un morphisme de variétés algébriques. On dit que « est un H—morphisme si les variétés
Y et X sont munies d’une action algébrique (a gauche) de H, et si 'on a

ah-y)=h-a(y) (heH,yeY).

Plus généralement, si § : G — H est un morphisme de groupes algébriques, on dit que «
est un S—morphisme si la variété Y est muni d’une action algébrique de G, la variété X est
muni d’une action algébrique de H, et si 'on a

alg-y)=B(g) aly) (9eG,yeY).

La proposition suivante est une conséquence da la démonstration du lemme de[C.9l
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PropPoSITION. — Soit H un groupe algébrique affine défini sur F, et soit a1 Y — X un
F-morphisme fini de variétés algébriques affines définies sur F, tel que Y est irréductible.
On suppose que les variétés Y et X sont munies d’une action algébrique de H définie sur
F, et que a est un H-morphisme. On suppose aussi que Y est un H—espace homogeéne. Si le
morphisme « est séparable, alors il est étale. Sinon, il existe un F—morphisme a1 : Y1 — X3
de variétés algébriques affines définies sur F', et des F'—morphismes de variétés algébriques
v:Y1 =Y et (: Xy — X, tels que :

(1) le morphisme an est fini et étale ;

(2) Uapplication vr : Y1(F) = Y (F) est un homéomorphisme ;

(3) Uapplication (r : X1 (F) — X(F) tnduit par restriction un homéomorphisme
a1, r(Y1(F)) = ar(Y(F));

(4) on a légalité ar = (roai,rovp'.

Démonstration. — Puisque le morphisme « est fini, il est surjectif. Par suite la variété X est
irréductible, et ¢’est un H-espace homogeéne. En particulier (par homogénéité), le morphisme
« vérifie les hypotheses du cas (x) de la remarque (3) de Notons aussi que puisque «
est fini, on a dim(Y) = dim(X).

Soit L C F(Y) le corps des fractions de I'anneau o (F[X]).

Si le morphisme « est séparable, i.e. si Uextension F[Y]/L est séparable, alors d’aprés le
lemme 2 de (par homogénéité), le morphisme « est séparable en tout point de Y. Par
suite (lemme 1 de [C6), pour tout y € Y, la différentielle d(a)y : T(Y)y, — T(X)a(y) est
surjective, donc bijective. En d’autres termes, le morphisme « est lisse de dimension relative
0. Il est donc étale.

Supposons maintenant que I’extension F(Y)/L n’est pas séparable (on a donc p > 1), et
choisisssons comme dans la démonstration du lemme de [C.9]un entier ¢ = p®, s > 1, tel que
K = (F(Y)®1 L'9),cq est une extension séparable de L'/?. Reprenons la démonstration de
loc. cit., en tenant compte de l'action de H.

Posons H” = 9H et notons 7y le Fpixfmorphisme meu : H' — H (cf. [CF). C’est un
morphisme de groupes algébriques, et par fonctorialité, la variété X'’ = 9X est munie d’une
action algébrique de H” définie sur FP~ | qui fait de 7 = 7, x : X" — X un g morphisme.
On en déduit une action algébrique de H” sur la variété Y x X", définie sur F*  : pour
h" e H et (y,2") € Y x X", on pose

W' (y,2") = (mu(h) -y, " - 2").

Cette action se restreint en une action algébrique sur Y” = (Y xx X" ) ed, elle aussi définie sur
FP" 7 . La projection sur le second facteur a” : Y’ — X" est un H'—morphisme surjectif, et la
projection sur le premier facteur Y” — Y est un mg—morphisme surjectif. Les morphismes
7 : X" = X et ma : H — H sont des homéomorphismes pour la F? ~ —topologie. On
en déduit que la variété X" est un H''-espace homogéne, et que la variété Y est elle
aussi un H”-espace homogéne. Puisque H” est lisse, les variétés X" et Y le sont aussi —
pour X" = X on le savait déja, puisque X est lisse —, et comme le H”-morphisme o
est séparable, par homogénéité il est séparable en tout point de Y” (i.e. on peut, dans la
démonstration du lemme de[C.9] prendre U =Y et U” = Y"). De plus o’ est un morphisme
quasi-fini. 1l est donc fini (par homogénéité, d’aprés le lemme de[C.10)), et lisse de dimension
relative 0, donc étale.

Il faut ensuite (comme dans la démonstration du lemme de [CI0])) remplacer X' par
X' =X, (= ResFl/q/F(X"))7 et mpar f=pom, ol p="Tpi/q/px X’ — X", La variété



CARACTERES TORDUS DES REPRESENTATIONS ADMISSIBLES 123

X' est définie sur I, et 8 est un F—morphisme qui, par passage aux point F-rationnels,
donne un homéomorphisme Sr : X'(F) — X(F). Posons Y’ = (Y xx X')ea et notons
oY - X

la projection sur le second facteur. C’est un FP 7°°7morphisrne surjectif. Montrons qu’il est
fini et étale. Le morphisme p est séparable, par conséquent le F-schéma Y” xx» X' est
réduit, et il est isomorphe & Y’. Puisque le morphisme o” : Y” — X" est fini, le morphisme
o ~ a" xxiu X' Vest aussi. Pour v = (y,2") € Y xx X' et ¢y’ = (y,p(2')) € Y xx X",
les anneaux locaux 0,/ s et 0, sont isomorphes. Le morphisme o’ est donc séparable en
tout point de Y’, et méme lisse de dimension relative 0, donc étale@.

Notons Y7 la fermeture de Y'(F) = Y'N (Y x X')(F) dans Y x X' pour la topologie de
Zariski. C’est une sous-variété fermée de Y’ définie sur F telle que Y1(F) = Y'(F), et o
induit par restriction un F-morphisme o} : Y1 — X’ qui, d’aprés la remarque 2 de[C.9] est
séparable en tout point de Y. Puisque o} est le composé d’une immersion fermée Y; — Y’
et du morphisme fini o’ : Y’ — X', c’est lui-méme un morphisme fini. I'image X1 = o/ (Y1)
est donc une sous-variété fermée de X’ définie sur F, et le F-morphisme a1 : Y1 — X3
déduit de o est surjectif, fini, et séparable en tout point de Y. Il est donc lisse, et méme
étale.

En définitive on a le diagramme commutatif suivant

Y'(F) = Y1(F) —5 X, (F) X'(F)
l lﬁF
Y(F) — X(F)

ou la fleche verticale de gauche est celle déduite par restriction de la projection sur le premier
facteur Y (F) x X'(F) — Y (F), et la fleche horizontale du haut a droite est I'immersion
fermée canonique (inclusion). On note v : Y1 — Y le F-morphisme déduit de la projection
sur le premier facteur, et ¢ : X; — X le F—morphisme déduit de . Puisque

Y'(F) = {(y.a") € Y(F) x X'(F) : ar(y) = Br(z')}

et que Br : X'(F) — X(F) est un homéomorphisme, on obtient que :
— lapplication vr : Y1(F) — Y (F) est un homéomorphisme ;
— lapplication (r : X1 (F) — X(F) induit par restriction un homéomorphisme

OLLF(Yl(F)) — Oép(Y(F))
Cela achéve la démonstration de la proposition. O

COROLLAIRE. — L’application (fermée) ar : Y (F) — X(F') est un homéomorphisme local
sur son image ap (Y (F)).

Démonstration. — Les applications arp : Y(F) = X(F) et a1,r : Y1(F) — Xi(F) sont
fermées (lemme 2 de [CH)), et application ai,r : Y1(F) — X1(F) est un homéomorphisme
local (remarque (3) de[CH). D’ou le corollaire. O

20. En particulier, si F//F est une sous—extension finie de Fpioo/F telle que Y’ est défini sur F”,
alors le morphisme o est défini sur F’, et 'application o/, : Y/(F’) — X'(F’) est fermée, et c’est
un homéomorphisme local.
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REMARQUES. — (1) Si I'extension F[Y]/L est séparable, puisque le morphisme a est
étale (et fini), Papplication ar : Y(F) — X(F') est un homéomorphisme local (et elle
est fermée). En particulier I'image ar(Y (F)) est une sous—variété w—adique ouverte
et fermée de X (F).

(2) Sil'extension F[Y]/L n’est pas séparable, comme I'application
ap = froaiF 07;1 Y (F) = X(F)
est un homéomorphisme local sur son image ar(Y (F)), elle la munit d’une structure
de variété w-adique, mais cette derniére n’est pas une sous—variété w—adique de X(F).
(3) Soit L'/L la sous-extension séparable maximale de F(Y)/L. Si L’ #_F(Y), alors
on peut prendre pour ¢ le degré de 'extension (purement inséparable) F(Y)/L'. En
effet on a légalité L'/? = F(Y), d’on linclusion LY? ¢ F(Y). Comme L'/9/L
est une extension purement inséparable de degré g, on a 'égalite F(Y) = LY ar’;
ott L'9L/ est I'extension composée de L'/9/L et L'/L dans F/L. Comme d’autre
part K = (F(Y) ®p LY),0q S'identifie & F(Y)LY? = F(Y), Pextension K/L' est
séparable (de degré [L' : L]). [ ]
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