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总结

本⽂的主要⽬的是获得可再现性的近似公式  病媒传播疾病，如果病媒种群的季节波动较⼩： 
 与 。第⼀项类似于向量常数的情况，但⽤向量的平均值代替。由于第⼆项，最⼤

相对校正为 并且总是会降低可重复性。这种可重复性是积分算⼦的光谱半径。我们⽐较了四种数值⽅法来计算
以2005-2006年留尼汪岛基孔肯雅流⾏的模型为例。近似公式和数值⽅法可⽤于许多其他季节性流⾏模型。

1.简介

    ⾃2005年3⽉以来，基孔肯雅热疫情⾸次袭击了留尼汪岛，这是法国驻印度洋的海外部门。在2005年5⽉达到每周
400例新的⼈类病例的第⼀个⾼峰期之后，由于南⽅冬季的凉爽和少⾬（图1b），疫情有所减缓（图1a），因此不利
于⽩纹伊蚊（Aedes albopictus）的繁殖，这是⼀种将基孔肯雅病毒传播给⼈类的蚊⼦。请注意，留尼汪岛在南半球。
⽩纹伊蚊造成登⾰热流⾏的⼀个⼩原因是这种流⾏病持续了2004年4⽉⾄7⽉，即直到南部冬季开始（Pierre等，
2005）。这可能使当地的流⾏病学家相信登⾰热流⾏的情况会随着基孔肯雅热⽽重演。⼩规模的病媒控制，加上对⼈
类病例的主动搜寻，⾜以在冬季结束前制⽌这种流⾏病。事实并⾮如此。在2005年9⽉每周⾄少收到少于100例新病例
之后，基孔肯雅流⾏开始再次增长，并达到了惊⼈的⾼峰。 2006年2⽉，每周都有新病例发⽣。到那时，该流
⾏病已成为科学和政治争议的话题。流⾏病学家为何⽆法预测流⾏病？卫⽣部为什么没有尽早开展⼤规模的病媒控制
运动？截⾄2006年7⽉， ⾃疫情爆发以来，⼈们已染上该病，约占该岛⼈⼝的三分之⼀。⼤约200张死亡证明
书提到基孔肯雅热是造成死亡的原因之⼀。此外，该流⾏病对岛上的经济，特别是旅游业也产⽣了重⼤影响，旅游业
是主要产业之⼀。现在，冬季和病媒控制的综合作⽤使每周新病例的数量减少到⼀千以下。

R0

Bull.  Math.  Biol. −

Nicolas Bacaër
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R0

p(t) = p0(1 + ε cos(ωt − ϕ)) ε ≪ 1

ε2/8

R0

40 000

260 000

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01291211


 

图1.（a）每周估计的新病例数以两种不同的⽐例绘制。在左侧的垂直轴上，我们可以清楚地看到2005年
的流⾏曲线。在右侧的垂直轴上，我们可以看到2006年的流⾏趋势。健康监测研究所的数据。（b）留尼
汪圣玛丽市的最⾼和最低温度（摄⽒度）（顶部和中间曲线，左轴）和每⽉降⽔量（毫⽶）（底部曲线，
右轴）。法国⽓象局数据。

    ⼀个重要但困难的问题是，这种流⾏病是否会再次穿越冬季并在明年夏天引起另⼀个严重⾼峰。科学家习惯于以简
化的⽅式思考此类问题。他们对与流⾏有关的关键参数，可重复性感兴趣 ⼤致定义为在流⾏开始时由第⼀例病例
引起的平均继发病例数。如果 ，然后流⾏病发展。如果 ，然后停⽌。继Ronald Ross（1911）对疟疾的
研究之后，得出了以下公式，可⽤于媒介传播疾病：

在哪⾥  是向量咬的频率，  和  是从载体传播到⼈类以及从⼈类传播到载体的概率，  是向量种群，  是⼈⼝， 
 是⼈类的平均感染持续时间， 是成年媒介的预期寿命（从历史的⾓度来看，请参见（Bailey，1982；

Anderson和May，1991）和（Heesterbeek，2002）。该公式特别表明可再现性与载体种群成正⽐。因此，如果监视系
统可以跟踪流⾏之前和期间的媒介密度变化，以及  从先前的流⾏病中已知或通过公式（1）估算，那么当对媒介的
⼲预将其密度除以 。但是，由于⽬前没有监视系统监视留尼汪岛⽩纹伊蚊的密度，因此上述⽅法⽆效。因此，似
乎根本不可能合理地回答基孔肯雅热流⾏是否会再次通过冬季的问题。

    在本⽂中，我们将重点放在问题的较理论部分，即重现性估计 。基孔肯雅流⾏的⼀个显着⽅⾯是其季节性。现
在公式（1）假设总体  p全年的向量常数是恒定的。提出了⼏个问题：如果考虑到季节性，如何定义可复制性，例
如，假设向量种群是时间的周期函数？如何计算此可重复性？在特殊情况下，我们可以获得类似于（1）的简单公式
吗？这些问题显然不是基孔肯雅热所独有的。例如，它们是在其他媒介传播疾病的出现期间出现的，更普遍地是由于
季节性因素影响的⼈⼝动态问题：流⾏病学（Altizer等，2006），⽣态学，⼈⼝统计学，免疫学，⼈⼝遗传学...

    最近的⼯作（Bacaër和Guernaoui，2006年）已经开始回答其中⼀些问题。它包含在周期性环境中的可重现性定义，
即在周期函数空间上积分线性算⼦的光谱半径。该定义的灵感来⾃以前关于⼈⼝动态的研究，该研究由年龄和周期性
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系数构成（Coale，1972； Thieme，1984； Jagers和Nerman，1985； Anita等，1998）以及Diekmann和Heesterbeek的
书（ 2000），强调了“下⼀代矩阵”和“下⼀代算⼦”的概念，以定义可重复性。（Bacaër和Guernaoui，2006）还包含⼀
种基于积分算⼦离散化的算法。我们使⽤此算法来估计摩洛哥利什曼病流⾏期间的可重复性。野外调查精确地得知了
媒介种群的波动。

    我们的⽂章组织如下。在第2节中，我们对（Bacaër和Guernaoui，2006，§5）给出的可重复性定义进⾏了⼩幅修
改。我们在这⾥命名  “下⼀代算⼦”的光谱半径，⽽  在哪⾥ 是模型中被感染的隔离专区的数量。
（Heesterbeek和Roberts，1995b，§2.1）已经在“下⼀代矩阵”的情况下简要讨论了这⼀点。我们还证明了对于某些类
别的模型（称为“循环”），维度n的特征值积分问题  被简化为⼀维问题。在本⽂的⼤部分⽂章中，我们对简化问题的
核⼼在于形式的特殊情况感兴趣 ，在哪⾥ 是周期函数。该病例已经包括许多媒介传播和直接
传播疾病的模型。

    在第3节中，提出了四种数值⽅法来计算积分⼀维特征值问题的可重复性。第⼀种⽅法是已经在（Bacaër和
Guernaoui，2006，§4）中提出的⽅法：它是积分算⼦的简单离散化。第⼆种⽅法使⽤傅⽴叶级数，并且受到
（Williams and Dye，1997）的启发，该⽅法研究了马尔萨斯参数⽽不是可重复性。这两种⽅法适⽤于⼀般功能
和周期函数 。第三种⽅法仅涉及以下特定情况： ; 它结合了傅⾥叶级数和摄动法 ⼩。它
类似于（Coale，1972，第6章），后者也对Malthusian参数感兴趣，⽽不对可重复性感兴趣。第四种⽅法适⽤于与具
有周期系数的常微分⽅程线性系统关联的循环下⼀代算⼦。她使⽤的是弗洛奎特的理论（Heesterbeek和Roberts，
1995a，1995b），但⽅式不同。

    在第4节中，我们考虑了媒介传播疾病，并假设媒介种群是由

⾸先使⽤⼀个简单的疟疾模型和第3.3节的结果，我们表明，使⽤与（1）中相同的表⽰法，可再现性由下式给出：

在哪⾥ ⼩。这个显然新的公式将公式（1）推⼴。第⼀项类似于向量常数的情况，但⽤其平均值代替了向量。由于
第⼆项，最⼤相对校正为 并且总是会降低可重复性。然后，我们使⽤稍微复杂⼀些的模型转向基孔肯雅流⾏。当
我们查看留尼汪岛的温度和降⽔曲线时，媒介种群的简化形式（2）似乎并不太合理（图1b）：两者每年的最⼤值仅
在2⽉左右。在估计了该模型的参数之后，我们⽐较了第3节中的四种数值⽅法来计算可重复性。然⽽，对于基孔肯雅
病流⾏的可再现性，如此获得的数值不应过分重视。这些参数的值不能精确知道。假设（2）过于简单。是啊 是测试
不同数值⽅法的练习。这是发展该理论的灵感。这是在等待有关蚊⼦种群波动的现场研究时进⾏建模的⾸次尝试。

    最后⼀部分讨论了在具有周期性系数的其他传染病数学模型的情况下，特别是对于具有周期性接触率的SIR模型，
在第3.3节中⽅法的适⽤性，以获得可再现性的近似公式以及固定的传染期，也适⽤于SEIR模型，该模型具有周期性
接触率以及潜伏期和传染性呈指数分布。还初步说明了具有季节性的随机流⾏病模型中可重复性的重要性。

2.的定义 

    对于  和 ，我们假设 是⼤⼩为n的矩阵，  具有正或零系数。我们假设  如果 
。

    功能背后的想法  是具有  “感染”的车厢 ，这可能是传染性的或潜在的。系数  在⾏中
 和专栏  代表隔间中预期的⼈数  那个⼈在车厢⾥ 如果是在车厢内，则在时间t上每单位时间在流⾏病开始时进
⾏感染。  从 时间单位。这涵盖了隔间中的个⼈的情况  感染最终进⼊车厢的⼈员 ，也包括隔间中的个⼈  只
需更改隔间即可 。关于的周期性假设  代表周期性环境。

    考虑积分线性算⼦  由...定义
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在功能空间上 -周期中的值 。更确切地说，我们注意到，关于  和 ，⽅程（4）可以写成

在哪⾥

我们假设  属于太空 。（Hochstadt，1973，p.51）对定理7的简单扩展表明：  是的紧凑线
性运算符 本⾝。就像（Diekmann and Heesterbeek，2000，p。77），我们可以命名  “下⼀代线性算
⼦”，以及 相关的核。如果  是的光谱半径 ，我们定义了可重复性  通过公式 。有关为什么有时
服⽤更⽅便的讨论，请参见（Heesterbeek和Roberts，1995b，§2.1）。  那 。另请参阅（Bacaër和
Guernaoui，2006年，第5节），以了解有关为何对  根据“下⼀代矩阵”概括了没有季节性的通常定义（Diekmann和
Heesterbeek，2000年，第74页）。

    线性算⼦ 是积极的。如果 ，Kerin和Rutman定理（见（Krasnosel'skij等，1980，p。87）中的定理9.2）  是
的特征值  并且本征函数为正  与...相关 。通过扩展  定期在 ，我们可以写

我们在（Krasnosel'skij et al。，1980）和（Schaefer，1974，p.377）中发现了确保 。

    在本⽂的其余部分中，我们考虑具有以下特定形式的“循环”模型（图2）：所有元素  的原⼦核为零，除了 
 和  为 。

图2.“周期性”模型中的感染区室。

    这尤其包括⼀般的⼀维情况  随⼼所欲 。如果 ，写出特征值（5）的积分问题

我们先后⽤ ， ，  在第⼀个⽅程中。因为 ，我们看到

应该注意⼀个重要的属性：如果⾮零元素  乘以某个常数，然后 也乘以相同的常数。变量变化
 导致

在哪⾥  是超曲⾯积分

θ R
n K(t,x) v(t)

(Kv)(t) = ∫
θ

0
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∑+∞
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R0 = rn0 R0 = r0

R0

K r0 > 0 r0

K v(t) ∈ L2((0, θ),Rn) r0 v(t) R

∫
∞

0
K(t,x) v(t − x) dx = r0 v(t) . (5)

r0 > 0
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K1,n(t,x) Kj+1,j(t,x) 1 ≤ j ≤ n − 1

n = 1 K(t,x) v(t) = (v1(t), … , vn(t))

∫
∞

0

K1,n(t,x) vn(t − x) dx = r0 v1(t),

∫
∞

0

Kj+1,j(t,x) vj(t − x) dx = r0 vj+1(t), 1 ≤ j ≤ n − 1.
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和 。所以我们减少了积分问题 ⼀维问题（6）的三维
值（5）。

    在本⽂的其余部分（第3.4节除外）中，我们考虑了以下特殊情况：

式（6）变为

在哪⾥

请注意，如果 ，核被还原为  这样 。另请注意，如果

我们可以从（9）开始证明（见附录）

该公式对于  按照惯例，空集上的乘积等于1。

3.数值计算⽅法 

3.1积分特征值问题的离散化

    该⽅法在于离散特征值（8）的积分问题。它在（Bacaër和Guernaoui，2006，§4）中提出。因此，仅简要回顾⼀
下。我们取⼀个⾮常⼤的 整数  N ，在哪⾥ 。我们定义

我们命名  特征值问题矩阵的谱半径

在哪⾥ 是⼀个特征向量。所以  如果 。的数值计算 可以使⽤类似于Matlab的免费软件
Scilab（www.scilab.org）来完成。请注意，如果  为了⼀切 ，从（11）可知

3.2傅⽴叶级数：⼀般周期情况

    如果 ，考虑周期函数的傅⽴叶分解  ：

在哪⾥  是⼀组整数（正数或负数），并且 。的  是复数  （（ 表⽰复共轭数）。我们正在寻找
（8）的解决⽅案，该解决⽅案是形式的真实（甚⾄是正）函数

σnx = {(x1, … ,xn) ∈ R
n;x1 + ⋯ + xn = x,x1 ≥ 0, … ,xn ≥ 0} n

K1,n(t,x) = f(t) gn(x), Kj+1,j(t,x) = gj(x),  1 ≤ j ≤ n − 1. (7)

f(t)∫
∞

0

G(x) v1(t − x) dx = R0 v1(t), (8)

G(x) = ∫
σnx

g1(x1) ⋯ gn(xn) dσx. (9)

n = 1 K(t,x) = f(t) g1(x) G(x) = g1(x)

gj(x) = aj e
−bj x, 1 ≤ j ≤ n, (10)
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ω = 2π/θ f(t)

f(t) = ∑
j∈Z

fj e
jiωt, fj =

1

θ
∫

θ

0
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的  也是复数 。我们在（8）中替换（15）和（16）：

在哪⾥

从（9）可知

如果  为 ，然后

为 。等式（17）可以写成

当且仅当

为 。这是⼀个⽆限矩阵的特征值问题。注意  和  如果 。所以如果我们让N增长  是截
断后的⽅阵的光谱半径 ，然后  如果 。

3.3傅⽴叶级数：正弦情况

    我们假设

在哪⾥  和 。这称为“正弦波”函数。对于特征值问题（8），时滞为  不要改变 。确实，如
果  是与  具有⾃⼰的功能 ，然后  仍然是与  具有⾃⼰的功能 。⽤于计
算 ，因此我们可以假设 ，所以

显然，我们有 ，  和  为 。系统（21）变为

为 。因为  具有真正的价值，我们有 。因此，⽅程（23）如下：  右边只是⽅程式（23）的共轭
复数 在右边。因此我们可以忘记⽅程（23） 。请记住  和 。具有的特征值问题（23） 
减少到

适当的功能  可以归⼀化 。可能是因为  严格来说是积极的 。让我们寻找表格的
系统（24）的解决⽅案

v1(t) = ∑
j∈Z

cj e
jiωt. (16)

cj c−j = c∗
j

(∑
j∈Z

fj e
jiωt)(∑

j∈Z

Gj cj e
jiωt) = R0∑

j∈Z

cj e
jiωt , (17)

Gj = ∫
∞

0

G(x) e−jiωx dx . (18)

Gj = (∫
∞

0

g1(x) e−jiωx dx)⋯(∫
∞

0

gn(x) e−jiωx dx). (19)

gj(x) = aj e
−bj x 1 ≤ j ≤ n

Gj =
a1 ⋯ an

(b1 + jiω) ⋯ (bn + jiω)
(20)

j ∈ Z

∑
j∈Z

(∑
k∈Z

fj−kGk ck)ejiωt = R0∑
j∈Z

cj e
jiωt.

∑
k∈Z

fj−kGk ck = R0 cj (21)

j ∈ Z fk → 0 Gk → 0 k → ±∞ R0

(fj−kGk)−N≤j,k≤N R0 → R0 N → +∞

f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ), (22)

0 ≤ ε ≤ 1 0 ≤ ϕ < 2π f(t) R0

R0 f(t) v1(t) R0 f̂ (t) = f(t − h) v̂1(t) = v1(t − h)

R0 ϕ = 0

f(t) = 1 +
ε

2
eiωt +

ε

2
e−iωt.

f0 = 1 f1 = f−1 = ε
2 fk = 0 |k| > 1

ε

2
Gj−1 cj−1 + Gj cj +

ε

2
Gj+1 cj+1 = R0 cj (23)

j ∈ Z G(x) G−j = G∗
j c−j

cj j < 0 c−1 = c∗
1 G−1 = G∗

1 j ∈ Z

{
ε
2
G∗

1 c
∗
1 + G0 c0 + ε

2
G1 c1 = R0 c0 ,

ε
2
Gj−1 cj−1 + Gj cj + ε

2
Gj+1 cj+1 = R0 cj ,  (j ≥ 1).

(24)

v1(t) c0 = 1 v1(t) c0 = 1
θ ∫ θ

0 v1(t) dt > 0



预期⾄少对 ⼩。⽤ ，请注意  和  为了⼀切 。我们在（24）的第⼀个⽅程中插⼊（25），
并分离出 。我们得到  和

为 。类似地，通过在（24）的第⼆个等式中插⼊（25），我们得出  为  和

为  和 。对于 ，因此 。所以  因为  为正⽽不是零
。因为

我们在（26）和（27）中看到系数  和  为  和  递归计算：

在哪⾥  表⽰复数的实部 。更具体地说，如果系数  和  为  和 ，则公式为  和  为 。
该算法可以开始，因为  和系数 众所周知。使⽤（28）-（29），我们可以轻松地看到  为 ， 
对于任何奇数整数 ，那  如果  奇怪的是  甚⾄。

    实际上，让我们修复⼀个整数  并考虑向量  和矩形矩阵 。修复 ， 
，  为  在矩阵中  为 。该算法的⼯作原理如下：

为 = 1⾄ ，
    计算  使⽤（28）
    为 = 1⾄ ，
        计算  使⽤（29）
    结束
结束。

    这样，我们可以轻松地看到

终于我们找到了

为 ⼩ 当考虑到⼩幅度的季节性变化时，它是对再现性的最低阶校正。让我们再发表⼀些评论：

我们注意到

所以，改变  在  对应于 。因此，根据第3.3节开头的评论， 必须保持不变。这解释了为什么奇数系数
 （（ ）在系列开发中  为零。

R0 = ∑
k≥0

ρk ε
k, cj = ∑

k≥0

cj,k ε
k, (25)

ε c0 = 1 c0,0 = 1 c0,k = 0 k ≥ 1

εk G0 = ρ0

G∗
1

2
c∗

1,k−1 +
G1

2
c1,k−1 = ρk (26)

k ≥ 1 Gj cj,0 = ρ0 cj,0 j ≥ 1

Gj−1

2
cj−1,k−1 + Gj cj,k +

Gj+1

2
cj+1,k−1 =

k

∑
l=0

ρl cj,k−l (27)

j ≥ 1 k ≥ 1 j ≥ 1 (G0 − Gj) cj,0 = 0 cj,0 = 0 G(x)

G0 − Gj = ∫ ∞
0 (1 − e−jiωx)G(x) dx ≠ 0

ρ0 = G0, cj,0 = 0 (j ≥ 1), c0,0 = 1, c0,k = 0 (k ≥ 1),

ρk cj,k j ≥ 1 k ≥ 1

ρk = R(G1 c1,k−1) ,

cj,k =
1

G0 − Gj

[
Gj−1

2
cj−1,k−1 +

Gj+1

2
cj+1,k−1 −

k−1

∑
l=1

ρl cj,k−l],

(28)

(29)

R(z) z ρl cj,l l ≤ k − 1 j ≥ 1 ρk cj,k j ≥ 1

ρ0 cj,0 cj,k = 0 j > k ρk = 0

k cj,k = 0 j ≥ 1 k ≥ 1

κ > 1 (ρk)0≤k≤κ (cj,k)0≤j≤κ+1, 0≤k≤κ ρ0 = G0 c0,0 = 1

cj,k = 0 j > k c0,k = 0 1 ≤ k ≤ κ

k κ

ρk

j k

cj,k

ρ1 = 0, c1,1 =
G0

2(G0 − G1)
, ρ2 =

1

2
R( G0 G1

G0 − G1
), (30)

R0 ≃ G0 +
ε2

2
R( G0 G1

G0 − G1
) (31)

ε

1 − ε cos(ωt − ϕ) = 1 + ε cos(ω(t + θ/2) − ϕ).

ε −ε f(t) R0

ρ2k+1 k ≥ 0 R0



正弦函数（22）并不像乍看起来那样特殊。确实，对于任何积极作⽤ 周期的  例如，如果平均值等于1，则
傅⽴叶发展的第⼀项是 ，可以采取以下形式  与 
和 。
似乎很难确定整个序列的收敛半径（25）。关于线性算⼦的解析扰动的⼀般定理（Kato，1984）表明，这些收
敛半径严格为正，因为 是与“下⼀代运算符”隔离的简单特征值。（Kato，1984）也开发了⾮平凡的⽅法来获
得这些半径的下限：在当前情况下尝试应⽤它们需要额外的⼯作。实际上，本节中的算法可以轻松实现  可以
说  在哪⾥ 。如果检查结果表明  趋于0时 ，那么很有可能该系列的收敛半径为  ⼤于
或等于1。
可以从（Kato，1984）提出的⼀般数学理论的观点来看待本节中使⽤的形式微扰⽅法。考虑例如（8）的左侧

 由（22）给出为线性算⼦  在实函数的希尔伯特空间上 周期的⽅可与通常的标量积可积
。考虑原状特征值问题 ，也就是说

让我们寻找⼀种形式的解决⽅案 。我们发现  为了⼀切 。所以特征值由
 为 ，以及与  由产⽣ 。的 形成基础 考虑双重基础  （（

），例如  为  和0代表 。线性算⼦  的形式 ，在哪⾥

我们对骚扰很感兴趣  特征值 ，其相关的本征函数 是积极的。
使⽤（Kato，1984，p.81）给出的有限维公式（这些公式在⽆限维中仍然有效，并且在量⼦⼒学中是众所周知
的（Cohen-Tannoudji et al。，1986，XI章）。 autoadjoints），我们得到

和

与（30）相同。⾼阶校正的表达式更为复杂：我们⽤来计算误差的ad hoc⽅法和算法  似乎更实⽤。

3.4浮球理论的应⽤

    在本节中，我们考虑常微分⽅程的线性系统

其中所有功能  和  是 -定期。该系统可能来⾃⾮线性流⾏病模型的⽆病平衡附近的线性化。关联的下⼀代
算⼦的核为

和 对于所有其他指数。因此，它是第2节所指的“周期性”模型。本节中的注释表明，例如  乘以某个
常数，然后将再现性乘以相同的常数。

θ f(t)

1 + f1 cos(ωt) + f ′
1 sin(ωt) 1 + ε cos(ωt − ϕ) ε = √(f1)2 + (f ′

1)2

ϕ = arctan(f ′
1/f1)

r0

ρk

k ≤ 20 k ≤ 50 ρk k → +∞ R0

f(t) Lε θ

⟨ψ1,ψ2⟩ = ∫ θ

0 ψ1(t)ψ2(t) dt L0 ψ = λψ

∫
∞

0

G(x)ψ(t − x) dx = λψ(t) .

ψ(t) = ∑k∈Z
ak e

kiωt (λ − Gk) ak = 0 k

λk = Gk k ∈ Z λk ψk(t) = ekiωt ψk ψ̂k(t) = e−kiωt/θ n ∈ Z

⟨ψj, ψ̂k⟩ = 1 j = k j ≠ k Lε L0 + εL′

(L′ψ)(t) = cos(ωt − ϕ)∫
∞

0

G(x)ψ(t − x) dx .

R0 = ρ0 + ε ρ1 + ε2 ρ2 + ⋯ λ0 = ρ0 = G0 ψ0 = 1

ρ1 = ⟨L′ψ0, ψ̂0⟩ =
G0

θ
∫

θ

0
cos(ωt − ϕ) dt = 0 ,

ρ2 = ∑
k≠0

⟨L′ψ0, ψ̂k⟩⟨L
′ψk, ψ̂0⟩

λ0 − λk

=
1

θ2
∑
k≠0

G0 Gk

G0 − Gk
∫

θ

0
cos(ωt − ϕ)ekiωt dt

2
=

1

2
R( G0 G1

G0 − G1
),∣ ∣ ρk

dI1

dt
= −α1(t) I1(t) + βn(t) In(t),

dIj+1

dt
= −αj+1(t) Ij+1(t) + βj Ij(t), 1 ≤ j ≤ n − 1,

(32)

(33)

αj(t) βj(t) θ

K1,n(t,x) = βn(t) e− ∫ t

t−x
αn(s) ds,

Kj+1,j(x, t) = βj(t) e
− ∫ t

t−x
αj+1(s) dx, 1 ≤ j ≤ n − 1,

Ki,j(t,x) = 0 βn(t)



    应⽤于系统（32）-（33）的Floquet理论表明，当且仅当“下⼀年矩阵”（也称为单峰矩阵）的光谱半径⼤于1时，零
平衡才不稳定。重现性也是唯⼀的正实数，为此 ，在哪⾥  是矩阵的光谱半径，

有初始条件 （⼤⼩为n的恒等矩阵  ）。所以  通过将⼆分法与软件在数值上求解诸如Scilab的常微分⽅程
相结合来计算Δε。

4.媒介传播疾病

4.1疟疾

    在本节中，我们考虑⼀个⾮常简单的疟疾模型，即对Ronald Ross（1911）提出的最早的模型之⼀的补充，该模型具
有周期性向量。让我们介绍以下符号：  是健康的⼈⼝，  被感染的⼈群 总⼈⼝。同样  是
健康的媒介⼈群，  被感染的媒介种群和 向量总数。另外，考虑以下参数：  是⼈类的康复速
度；  是⽮量咬的频率；  （或 ）是从媒介传播给⼈类（或从⼈类传播给媒介）的概率；  是每单位时间出现
的新成⼈向量的数量，它是⼀个函数 -定期 是向量死亡率。该模型如下：

通过添加（34）和（35），我们看到 。我们假设  由

作为  是已知的，这决定了 。通过线性化系统（34）-（37）接近平衡⽽没有疾病，我们得到

相关的下⼀代运营商的核⼼是

它是特定形式（7）的“循环”，具有功能  （（ ）的形式（10）和 。公式（20）
给出

为 。最后（31）的形式

ρ(X(θ)) = 1 ρ

dX

dt
(t) = X(t)

⎛⎜⎝−α1(t) 0 ⋯ 0 βn(t)
R0

β1(t) ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 βn−1(t) −αn(t)

⎞⎟⎠X(0) = 1n R0

S(t) I(t) P = S(t) + I(t) s(t)

i(t) p(t) = s(t) + i(t) α

β q q ′ λ(t)

θ μ

ds

dt
= λ(t) − β q ′ s(t)

I(t)
P

− μ s(t),

di

dt
= β q ′ s(t)

I(t)
P

− μ i(t),

dS

dt
= −β q i(t)

S(t)
P

+ α I(t) ,

dI

dt
= β q i(t)

S(t)
P

− α I(t) .

(34)

(35)

(36)

(37)

dp
dt = λ(t) − μ p(t) p(t)

p(t) = p0[1 + ε cos(ωt − ϕ)].

μ λ(t)

di∗

dt
= β q ′ p(t)

I∗(t)
P

− μ i∗(t) ,
dI∗

dt
= β q i∗(t) − α I∗(t) . (38)

K(t,x) = ( ) .
0 β q ′ p(t)

P
e−α x

β q e−μ x 0
(39)

gj(x) 1 ≤ j ≤ 2 f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ)

Gj =
β2 q q ′ p0

(α + jiω)(μ + jiω)P
(40)

j ∈ Z

R0 ≃
β2 q q ′ p0

αμP
(1 −

αμ

ω2 + (α + μ)2
 
ε2

2
), (41)



这是对公式（1）的最低阶校正。注意我们有不平等

达到上限时 。因此我们得出以下结论：

公式中的第⼀项  与⼈⼝相同  向量常数，但是  由平均向量种群代替 。由于第⼆项，最⼤相对校正
为  并总是倾向于减少 。因此，病媒传播的疾病要侵⼊具有波动的⼈群要困难得多。

我们还记得以下两个基本属性  在媒介传播疾病⽅⾯：只有当且仅当 ; 如果⼈⼝可以避免流⾏  向量均匀
地除以  ⼀年四季。

4.2留尼汪的基孔肯雅热流⾏

    基孔肯雅热是⼀种病毒性疾病，似乎会导致持久的免疫⼒。如果我们也要考虑⼈类和载体的潜伏期，则以下模型似
乎是合适的：

在哪⾥  （分别 ）是已感染但⾮感染性（分别是⼈类）载体的总数，  （分别 ）是载体（分别为⼈类）
和 是⼈类的免疫⼈群。请注意，在车厢中传播的概率  和  是空的，那些在车厢⾥  和  等于1。总⼈⼝

 是常数，⽽向量总数  是...的解决⽅案 。

    该模型⽤于估算2005年和2006年留尼汪岛基孔肯雅热流⾏的可重复性。由于向量种群的波动是未知的，我们采⽤简
单形式 ，当我们观察留尼汪岛的温度和降⽔曲线时（图1b），这并不太合理（图1b），
两者在2⽉前后的年最⼤值分别在7⽉左右，⽽最⼩值在7⽉左右。所以那个时期  已经⼀岁了，我们可以 

。功能  可以从系统（42）-（45）中消除，因为 。表1中汇总了⽤于模拟的其他参
数值。请注意，例如（chikungunya.net，＃83）引⽤了⽹站chikungunya.net（该站点）上的常见问题列表中的问题
83。致⼒于留尼汪岛基孔肯雅流⾏的流⾏病学家所在地。

    据估计，在⼈体内的孵化持续3⾄7天（Duhamel等，2006，第6页）或4⾄7天（chikungunya.net，＃101）。但根据
（＃156），⼈类可以在症状出现前2或3天开始感染。因此，我们选择4天作为潜伏期。据估计，⼈类出现症状后的感
染期约为5天（Duhamel等⼈，2006，第7页）或5到7天之间（＃49,52）。鉴于先前的评论，我们在整个感染期间的价
值为7天。

    据估计，载体中的潜伏期为9⾄14天（chikungunya.net，＃83），4⾄5天（＃253）或1⾄2周（＃395）。我们选择
了7天。⼀旦被感染，载体似乎⼀直被感染直⾄死亡（＃83）。据估计，成年媒介的寿命在4到10周之间（＃83）
或“⼏”周之间（＃404）。我们选择了⼀个⽉。媒介在其⽣命中可以叮咬5到6次（＃404）：我们选择每4天平均叮咬
⼀次。尚不知道被感染的载体是否可以将病毒传播给它的卵（＃83/385/442）：我们的模型没有考虑这种可能性。

    ⼈体感染会导致免疫状态（＃10/385），这种状态可能持续⾄少⼏年，因为在留尼旺岛的流⾏期间似乎没有⼈两次
遭受基孔肯雅热的折磨。根据（＃385），⽆症状病例占病例的10％⾄15％，但似乎没有包括在图1中的病例数估计
中；在模型中未将其考虑在内。

表1.⽤于仿真的参数值
参数 象征 价值

0 ≤
αμ

ω2 + (α + μ)2
 
ε2

2
≤

ε2

8
.

α ≃ μ ≫ ω

R0 p p p0

ε2/8 R0

R0 R0 > 1 p(t)

R0

ds

dt
= λ(t) − β s(t)

I(t)

P
− μ s(t),

de

dt
= β s(t)

I(t)

P
− (γ + μ) e(t),

di

dt
= γ e(t) − μ i(t),

dS

dt
= −β i(t)

S(t)

P
,

dE

dt
= β i(t)

S(t)

P
− δE(t) ,

dI

dt
= δE(t) − α I(t) ,

dR

dt
= α I(t) ,

(42)

(43)

(44)

(45)

e(t) E(t) 1/γ 1/δ

R(t) e E i I

P = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) p(t) = s(t) + e(t) + i(t) dp

dt
= λ(t) − μ p(t)

p(t) = p0(1 + ε cos(ωt − ϕ))

θ = 2π
ω

ϕ = 2π
12

s(t) s(t) = p(t) − e(t) − i(t)



载体潜伏期 7天

⽮量⽣活 1个⽉

⼈类潜伏期 4天

⼈类的感染期 7天

两⼝之间的时间 4天

留尼汪岛的⼈⼝

季节变化

    2005年2⽉22⽇在留尼汪岛发现了第⼀例基孔肯雅热病例。它很可能是从科摩罗进⼝的，那⾥已有数千⼈被感染。
考虑到潜伏期和感染持续时间，为了进⾏模拟，假设在E隔间中的⼀个⼈在  2005年第五周初进⼊了留尼汪岛。对模
型的仿真直到2006年2⽉开始，也就是说直到⾼峰值之后执⾏⼤规模⽮量控制为⽌；该控件未包含在模型中。假定该
⽇期之前的⼩⽮量控制在模型中可以忽略不计。

    参数  和 病媒种群的传染病未知，必须使⽤流⾏曲线估算（图1）。让我们定义  和 
。使⽤简单的试验和错误⽅法，在模型简单的情况下，我们发现与流⾏曲线的正确拟合，⼈类每周接

受的最⼤叮咬次数等于  每⼈每周的最⼩叮咬次数等于  这个最⼤值的 （图3）。我
们从中得到 ， ，  和 。数字地 。我们可以轻松
地验证  保持积极，因为 。

图3.参数估计  和  通过将模型产⽣的平滑曲线与2006年2⽉进⾏⼤规模媒介控制之前的流⾏曲线进⾏拟
合。点线显⽰了假设的媒介种群变化（⽆尺度）。

    现在，该模型的所有参数都已固定，现在我们转向估计可重复性。通过线性化⽅程（43）和（44）接近平衡⽽没有
疾病，我们得到

相关的下⼀代运营商的核⼼是

1/γ

1/μ

1/δ

1/α

1/β

P 785 000

ϕ
2π

12

p0 ε pmax = p0(1 + ε)

pmin = p0(1 − ε)

β pmax/P = 1,2 6% pmin/pmax = 6%

pmax pmin p0 = (pmax + pmin)/2 ε = (pmax − pmin)/(pmax + pmin) ε ≃ 0,887

λ(t) = dp/dt + μ p(t) ε ≤ 1/√1 + (ω/μ)2

p0 ε

de∗

dt
= β p(t)

I∗(t)

P
− (γ + μ) e∗(t),

di∗

dt
= γ e∗(t) − μ i∗(t),

dE∗

dt
= β i∗(t) − δE∗(t) ,

dI∗

dt
= δE∗(t) − α I∗(t) .

K(t,x) = .

⎛⎜⎝ 0 0 0 βp(t)
P

e−αx

γ e−(γ+μ)x 0 0 0

0 β e−μx 0 0

0 0 δ e−δx 0

⎞⎟⎠



它是“循环的”，具有以下特殊形式（7）： ，⽽功能  （（ ）的形式为（10）。
所以  由（11）给出，  由（14）和  由（20）。

    通过上述参数的数值，我们得到  使⽤第3节中的四种⽅法中的任何⼀种。可以从以下位置下载程序

www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci。

下表显⽰了前三种⽅法的收敛性。第⼀种⽅法（第3.1节）似乎⽐其他⽅法收敛慢。这可能是因为它取代了功能
通过楼梯功能 ，对于以下特定情况⽽⾔，这不是⼀个很好的近似值 是正弦曲线的。第⼆种⽅法（3.2
节）使⽤傅⽴叶系数  的 ，在我们特定的情况下， ，  和  为 。因此，该⽅法的
收敛速度⾮常快。这两种⽅法需要计算某个矩阵的光谱半径。相反，第三种⽅法（第3.3节）仅需要基本运算，⼏乎
可以⽤⼀个简单的计算器执⾏。请记住  是我们在表达式中保留的术语数  ⼀系列权⼒ 。我们可以注意到公式
（1）给出的近似值  取⽽代之的是平均值  向量种群的，对应于 在桌⼦上。与“精确”值的差异  来⾃ 。
如果我们包括术语订单  如公式（31）所⽰，差异减⼩为  即使 不是很⼩。第四种⽅法的收敛性（第3.4节）由
微分⽅程的离散化确定。通常是由微分⽅程求解器控制的。使⽤Scilab，您可以轻松找到正确的值  经过⼆
分法迭代之后。

第⼀种⽅法的收敛：
12 25 50 100 200

收敛第⼆种⽅法：

0 1个 2 3 4

收敛第三种⽅法：
0 2 4 10 12

    让我们重复⼀遍：获得的数值 对于基孔肯雅病流⾏，由于参数值不精确且假设简单（2），因此不应过分重视。
我们可以将其视为测试不同数值⽅法的练习，可以作为开发该理论的灵感之源，也可以作为在等待有关⽩纹伊蚊种群
波动的现场调查时进⾏建模的⾸次尝试。

5.结束语

5.1其他应⽤

流⾏病模型 

    考虑⼀个带有感染区室和形式核的流⾏模型

所以  如第2节所述，以及 可以通过公式（31）来接近。核（46）例如出现在SIS / SIR / SIRS流⾏模型
中，具有正弦接触率。

    如果传染期呈指数分布（Dietz，1976； Grossman等，1977； Kuznetsov和Piccardi，1994），则  我们
可以轻松地验证  并且那个系数  （31）中的被取消，因此 。具有相同的定义  本⽂的内容
（Bacaër和Guernaoui，2006，§5）显⽰了精确的公式 在这种情况下。当然，这种“结果”已经很长时间了，
因为原⼦核（46）与⽅程有关

f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ) gj(x) 1 ≤ j ≤ 4

G(x) Ĝ(x) Gk

R0 ≃ 3,4

f(t)

(f(tk))1≤k≤N f(t)

fk f(t) f0 = 1 f1 = f−1 = ε
2

fk = 0 |k| > 1

κ R0 ε

p p0 κ = 0 R0 14%

ε2 2% ε

R0 ≃ 3,389

N

R0 3,100 3,399 3,392 3,389 3,389

N

R0 3,868 3,496 3,418 3,389 3,389

κ

R0 3,868 3,461 3,409 3,390 3,389

R0

n = 1

K(t,x) = [1 + ε cos(ωt − ϕ)] g(x). (46)

G(x) = g(x) R0

G(x) = a e−bx

G0 = a/b ε2 R0 ≃ a/b R0

R0 = a/b

dI

dt
= a(1 + ε cos(ωt − ϕ)) I(t) − b I(t),



我们可以显式求解，并且我们可以轻松地证明零平衡状态在且仅当且仅当不稳定时才不稳定 。举个例⼦，
，⼏位作者提出了  作为定义，已经注意到  是函数的时间平均值 ，

并认为此平均属性对于更复杂的模型仍然有效；事实并⾮如此。

    如果传染期是恒定的  固定为（Cooke和Kaplan，1976； Smith，1977； Nussbaum，1977； Nussbaum，1978；
Grossman，1980），然后  为  和  为 。所以 ， ，⽽（31）给出

该公式表明，与4.1节中的疟疾模型不同，季节性可以增加或减少 ，根据 。请注意，在特殊情况下，  和 
 考虑到（Cooke and Kaplan，1976; Smith，1977; Nussbaum，1977; Nussbaum，1978），公式（47）表⽰

 什么时候 。我们希望有确切的公式  为了⼀切  什么时候 ，因为（Smith，1977;
Nussbaum，1977）表明，当且仅当存在  。

流⾏病模型 

    考虑具有两个感染区室的流⾏病模型，⼀旦线性化接近平衡⽽没有疾病，其形式为

注意，系统（38）具有这种形式。相关的下⼀代运营商的核⼼是

公式（31）给出

    这种类型的⼀个例⼦是（Anderson and May，1991，p。404）的疟疾模型。本参考中使⽤的数值为： ， 
，  每年  每年  每年和 每年。第3节的四种数值⽅法以及近似公式（49）

给出 。请注意，最低订单项是 。

    另⼀个例⼦是在（Schwartz和Smith，1983; Aron和Schwartz，1984; Kuznetsov和Piccardi，1994）（Altizer等⼈，
2006，⽅框1）中考虑具有正弦接触率的SEIR或SEIRS流⾏病模型。 ）和（Ma and Ma，2006，§4）。（Ma and Ma，
2006，§4）使⽤的数值是： ， ，  ， 和 （未指定单位）。数值模拟表
明，在这种情况下⽆法建⽴流⾏病。但是随着 ，作者指出 。结论是平均
接触率不是确定流⾏阈值的正确⽅法。确实，第3节的四种数值⽅法给出了  为 。近似公式
（49）给出 。

    另⼀个例⼦是霍乱与⽔的正弦接触率或与⽔的正弦污染率的模型（Codeço，2001）。该参考⽂献还考虑了系数 代
表霍乱弧菌在⽔中消失的速率 是时间的正弦函数。本⽂没有为后⼀种情况提供可再现性的近似公式，但是  仍然可
以使⽤第3.4节中的⽅法进⾏数值计算。

    我们还提到（Moneim和Greenhalgh，2005年）的“猜想”，这表明带有疫苗接种和定期接触率的SEIRS模型的重现性
（阈值为1）是在服⽤后通过⼀个简单的公式计算的⼀段时期内线性化系统系数的平均值。该参考⽂献没有给出数值
⽰例。但是，如果我们假设接触率是恒定的，并且接种率是使⽆病情况下的易感⼈群呈正弦曲线，则  正好是
（48）的形式，并且 由（49）给出。如果平均正确，则结果不应取决于 。因此，“猜测”似乎是错误的。

5.3随机情况

    知道冬季开始时被感染的⼈⼝数量，对留尼汪的基孔肯雅热流⾏病进⾏估计可能会有⽤，因为这种流⾏病将因冬季
⽽灭绝。要回答这个问题，我们显然需要⼀个随机模型。但是，带有季节性的媒介传播疾病的随机模型很难分析。在

a/b > 1

ε = 0 R0 = a/b R0 R0(t) = a(1 + ε cos(ωt − ϕ))/b

τ

G(x) = a x < τ G(x) = 0 x > τ G0 = a τ G1 = a 1−e−iωτ

iω

R0 ≃ a τ + ε2 2 a τ sin2(ωτ/2)

[ωτ − sin(ωτ)]2 + [1 − cos(ωτ)]2
[

ωτ/2

tan(ωτ/2)
− 1] . (47)

R0 ωτ ω = 2π

a = 1

R0 = 1 + o(ε2) τ = 1 R0 = 1 ε τ = 1

τ > 1

n = 2

dI1

dt
≃ −b1 I1(t) + a2 [1 + ε cos(ωt − ϕ)] I2(t),

dI2

dt
≃ a1 I1(t) − b2 I2(t).

K(t,x) = ( ).
0 [1 + ε cos(ωt − ϕ)] a2 e

−b2 x

a1 e
−b1x 0

(48)

R0 ≃
a1 a2

b1 b2
(1 −

b1 b2

ω2 + (b1 + b2)2

ε2

2
) . (49)

ω = 2π

ε = 15/25 a1 = 20 a2 = 20 × 25 b1 = 50 b2 = 4

R0 ≃ 49,4 ρ0 = 50

ω = 1 ε = 0,8 a1 = 0,3 a2 = 1 b1 = 0,3 b2 = 0,99

ε = 0 R0 = ρ0 = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1

R0 ≃ 0,973 < 1 ε = 0,8

R0 ≃ 0,974

b2

R0

K(t,x)

R0 ε



本节中，我们显⽰了时间点灭绝概率之间的联系  和重现性  使⽤具有季节性的⾮常简单的流⾏病模型。

    ⽤系数考虑出⽣和死亡的过程  和  谁是 -定期：

和 。在这⾥ 是 在时间t感染k⼈  的概率。如果  受感染的⼈（ ）引⼊或存在在时间 
Ť，然后  和  为 。机率 通过求解由⽣成函数验证的⼀阶偏微分⽅程来计算时间t处的
消光 。即使（Bartlett，1960）给出的结果仍然有效  和  不是周期性的：

注意期望  当时感染的⼈数  由

正如我们可以⽤这个微分⽅程猜到的那样，对于函数，它显⽰了（Bacaërand Guernaoui，2006，§5）  和  具有
周期性，可重复性  第2节中定义的定义为

请注意，如果 ，然后  什么时候 ：流⾏病即将结束。如果 ，然后

⽽且这种流⾏病很可能会持续下去。

    如此重现 ⼀⽅⾯，⽆论是在第⼀个感染病例引⼊的最初时间开始，流⾏病以等于1的概率灭绝的情况，另⼀⽅
⾯，流⾏病以熄灭的概率严格在0到1之间，并且取决于初始时间。我们可以希望对于具有季节性的随机媒介疾病模型
具有类似的阈值现象。但是需要更多的⼯作来验证这⼀点。

    请注意，本节避免引⼊随时间变化的重现性，“  ”，例如在媒介传播疾病的情况下，由公式（1）定义为  替
换为 。该表达似乎是讨论作为病原体引⼊时间的函数的⼊侵的良好候选者。但是（Diekmann and Heesterbeek，
2000，p.149）中提到的（Hale，1980，p.121）的例⼦已经表明以下情况很可能发⽣：  为了⼀切  但是⽆病
的平衡是不稳定的，也就是说  与 如本⽂中所定义。再说  通常不是“  “（除某些例外情况，例如

（请参阅第5.1.1节）。从⽣物学的⾓度来看，病原体在季节性变化的环境中的⼊侵能⼒显然取决
于⼀年中病原体的引⼊⽇期。由于⼊侵完全由  在确定性模型中，与随机模型不同，这给⼈的印象是，确定性模型
根本不适合根据病原体的引⼊⽇期来讨论⼊侵。

附录

    从定义（9）开始 并假设（10），我们通过归纳表⽰（11）。当然，我们通常不会因为假设  为了⼀切 
。对于 ，简单的计算表明

假设（11）对于某个整数为真 。所以

t R0

a(t) b(t) θ

dWk

dt
= a(t) (k − 1)Wk−1(t) − [a(t) + b(t)] kWk(t) + b(t) (k + 1)Wk+1(t), k ≥ 1

dW0/dt = b(t)W1(t) Wk(t) Z Z ≥ 1

WZ(T ) = 1 Wk(T ) = 0 k ≠ Z W0(t)

g(t,x) = ∑k≥0 Wk(t)xk a(t) b(t)

W0(t) = [1 −
e− ∫ t

T
(b(τ)−a(τ)) dτ

1 + ∫
t

T
a(τ) e− ∫ t

τ
(b(σ)−a(σ)) dσdτ

]
Z

.

I(t) t

I(t) = ∑
k≥1

kWk(t),
dI

dt
= a(t) I(t) − b(t) I(t).

a(t) b(t)

R0

R0 = (∫
θ

0

a(τ) dτ)/(∫
θ

0

b(τ) dτ) .

R0 < 1 W0(t) → 1 t → +∞ R0 > 1

W0(t) ⟶
t→+∞

[1 − 1/∫
∞

T

a(τ) e∫
τ

T (b(σ)−a(σ)) dσ dτ]
Z

R0

R0(t) p

p(t)

R0(t) < 1 t

R0 > 1 R0 R0 R0(t)

K(t,x) = a(t) e−bx

R0

G(x) aj = 1 j

n = 2

G(x) = ∫
x

0
e−λ1 x1−λ2 (x−x1) dx1 =

e−λ1 x

λ2 − λ1
+

e−λ2 x

λ1 − λ2
.

n



请注意，最后⼀⾏的第⼆个总和是分解为 

所以

⽽公式（11）对于 。
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