Aproximacao de Ry para doencas transmitidas por vetores
com uma populacao periodica de vetores

Bull. Math. Biol. 69 (2007) 1067—1091
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01291211

Nicolas Bacaér

Institut de Recherche pour le Développement, Bondy, Franca
nicolas.bacaer@ird.fr

Sumario

O principal objetivo deste artigo ¢ obter uma féormula aproximada para reprodutibilidade Ry doenca transmitida por vetores, se a
populagdo de vetores apresentar pequenas flutuagdes sazonais: p(t) = po(1 + £ cos(wt — ¢)) com € < 1. O primeiro termo é
semelhante ao caso de uma populacdo constante de vetores, mas com a populagdo substituida por sua média. A correcdo relativa
maxima devido ao segundo termo é €2 /8e sempre tende a diminuir a reprodutibilidade. Essa reprodutibilidade é o raio espectral de um
operador integral. Comparamos quatro métodos numéricos para o calculo de Ryusando como exemplo um modelo para a epidemia de
chikungunya na reunido em 2005-2006. Féormulas aproximadas e métodos numéricos podem ser usados para muitos outros modelos
de epidemia sazonal.

1. Introducao

Desde margo de 2005, uma epidemia de chikungunya atinge pela primeira vez a ilha de Reunido, um departamento francés no
exterior localizado no Oceano Indico. Apés um pico inicial com mais de 400 novos casos humanos por semana em maio de 2005, a
epidemia desacelerou (Figura 1a) por causa do inverno austral, que € mais frio e menos chuvoso (Figura 1b) e, portanto, menos
favoravel para a prolifera¢do do Aedes albopictus , 0 mosquito que transmite o virus chikungunya aos seres humanos. Observe que a
reunido esta no hemisfério sul. Aedes albopictustambém foi responsavel por uma pequena epidemia de dengue que durou de abril a
julho de 2004, ou seja, até o inicio do inverno do sul (Pierre et al., 2005). Isso provavelmente levou os epidemiologistas locais a
acreditarem que o cenario da epidemia de dengue se repetiria com chikungunya; o controle vetorial em pequena escala, combinado
com a busca ativa de casos humanos, seria suficiente para interromper a epidemia antes do final do inverno. Nao foi esse o caso.
Depois de atingir um minimo de menos de 100 novos casos por semana em setembro de 2005, a epidemia de chikungunya comegou a
crescer novamente e atingiu um pico surpreendente de40 000novos casos por semana em fevereiro de 2006. Naquela época, a
epidemia havia se tornado objeto de controvérsia cientifica e politica. Por que os epidemiologistas ndo foram capazes de prever a
epidemia? Por que o Ministério da Saude nio langou uma campanha de controle vetorial em larga escala com antecedéncia? Em julho
de 2006, mais de260 000as pessoas pegaram a doenga desde o inicio da epidemia, ou cerca de um ter¢o da populacdo da ilha. Cerca de
200 atestados de 6bito mencionaram a chikungunya como uma das causas da morte. Além disso, a epidemia teve um efeito
significativo na economia da ilha, em particular o turismo, que € uma das principais industrias. O efeito combinado do inverno e do
controle vetorial agora trouxe o nimero de novos casos por semana abaixo de mil.
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Figura 1. (a) Nimero estimado de novos casos por semana, plotados em duas escalas diferentes. No eixo vertical a
esquerda, podemos ver claramente a curva epidémica para o ano de 2005. No eixo vertical, a direita, podemos ver como
ela evoluiu em 2006. Dados do Institute for Health Surveillance. b) Temperaturas maxima e minima em graus Celsius
(curvas superior e média, eixo esquerdo) e precipitacdo em milimetros por més (curva inferior, eixo direito) na cidade de
Sainte-Marie, na reunido. Dados da Météo France.

Uma questdo importante, porém dificil, € se a epidemia passard novamente pelo inverno e causara outro pico significativo no
préximo verdo. Os cientistas estdo acostumados a pensar de maneira simplificada sobre esse tipo de pergunta. Eles estdo interessados
em um parametro-chave associado a epidemia, reprodutibilidade R, vagamente definido como o nimero médio de casos secundarios
causados por um primeiro caso no inicio da epidemia. SeRy > 1, entdo a epidemia se desenvolve. SeR, < 1, entdo para. Apos o
trabalho de Ronald Ross (1911) sobre maldria, a seguinte férmula foi obtida para a reprodutibilidade no caso de doencgas transmitidas
por vetores:

2 !
_Badp
Ry=""*- (1)
auP

onde 3 € a frequéncia com que os vetores mordem, g e ¢’ sdo as probabilidades de transmissdo do vetor para o humano e do humano
para o vetor, p ¢ a populagio vetorial, P é a populagdo humana, 1/a é a duragdo média da infec¢do em humanos e 1/ué a expectativa
de vida de vetores adultos (ver (Bailey, 1982; Anderson e maio de 1991) e (Heesterbeek, 2002) para uma perspectiva historica). Esta
férmula mostra em particular que a reprodutibilidade € proporcional a populagao de vetores. Portanto, se um sistema de vigilancia
pudesse rastrear alteragdes na densidade do vetor antes e durante uma epidemia, e se o valor numérico de Ry era conhecido de uma
epidemia anterior ou estimado com a formula (1), seria de esperar que a epidemia parasse quando uma interven¢ao contra os vetores
dividisse sua densidade por Ry. Porém, como atualmente nenhum sistema de monitoramento monitora a densidade do Aedes
albopictus em Reunido, o método que acabamos de descrever ndo pode funcionar. Portanto, parece simplesmente impossivel
responder razoavelmente a questio de saber se a epidemia de chikungunya passara novamente pelo inverno.

Neste artigo, focamos na parte mais teérica do problema, a saber, a estimativa da reprodutibilidade Ry. Um aspecto marcante da
epidemia de chikungunya ¢ sua sazonalidade. Agora a féormula (1) assume que a populagdo pde vetores € constante ao longo do ano.
Varias questdes surgem: como definir reprodutibilidade se levarmos em conta a sazonalidade, por exemplo, se assumirmos que a
populagdo de vetores ¢ uma funcdo periddica do tempo? Como calcular esta reprodutibilidade? Existem casos especiais em que
podemos obter uma férmula simples semelhante a (1)? Obviamente, essas perguntas ndo sdo especificas para chikungunya. Surgem,
por exemplo, durante o surgimento de outras doengas transmitidas por vetores e, mais geralmente, para problemas de dindmica
populacional influenciados pela sazonalidade: epidemiologia (Altizer et al., 2006), ecologia, demografia, imunologia, genética de
populagdes ...

Trabalhos recentes (Bacaér e Guernaoui, 2006) comecaram a responder a algumas dessas perguntas. Ele contém uma defini¢ao de
reprodutibilidade em um ambiente peridédico como o raio espectral de um operador linear integral em um espago de fungdes
periddicas. A defini¢do € inspirada em trabalhos anteriores sobre dindmica populacional estruturados por idade com coeficientes
periddicos (Coale, 1972; Thieme, 1984; Jagers e Nerman, 1985; Anita et al., 1998) e no livro de Diekmann e Heesterbeek ( 2000), que



destaca a nogdo de "matriz de proxima geracdo" e "operador de proxima geragdo" para definir reprodutibilidade. (Bacaér e Guernaoui,
2006) também contém um algoritmo baseado na discretizagdo do operador integral. Utilizamos esse algoritmo para estimar a
reprodutibilidade durante uma epidemia de leishmaniose no Marrocos. Flutuagdes na populagdo de vetores foram conhecidas com
precisdo em pesquisas de campo.

Nosso artigo esta organizado da seguinte maneira. Na se¢do 2, introduzimos uma pequena modificagdo da defini¢ao de
reprodutibilidade dada por (Bacaér e Guernaoui, 2006, §5). Nos nomeamos aquiry o raio espectral do "operador de proxima geragao",
enquanto Ry = r{ onde né o nimero de compartimentos infectados no modelo. (Heesterbeek e Roberts, 1995b, §2.1) ja discutiu
brevemente esse ponto no caso das "matrizes da proxima geragdo". Também mostramos para uma certa classe de modelos, que
chamamos de "ciclico", que o problema integral do valor proprio na dimensdo » ¢ reduzido a um problema unidimensional. Na maior
parte do artigo, estamos interessados no caso particular em que o nucleo do problema reduzido ¢ da formaK (z,t) = f(t) G(x)onde
f(t)é uma fungdo periddica. Este caso ja inclui muitos modelos de doengas transmitidas por vetores e transmitidas diretamente.

Na Secdo 3, quatro métodos numéricos sdo apresentados para calcular a reprodutibilidade em problemas integrais de autovalor
unidimensional. O primeiro método € o ja apresentado em (Bacaér e Guernaoui, 2006, §4): € uma simples discretizagdo do operador
integral. O segundo método utiliza a série de Fourier e ¢ inspirado em (Williams e Dye, 1997), que estuda o pardmetro malthusiano e
ndo a reprodutibilidade. Esses dois métodos trabalham para uma fungdo geralG(z) e uma fungéo periddica f(¢). O terceiro método
refere-se apenas ao caso particular em que f(t) = 1 + £ cos(wt — ¢); combina a série de Fourier com um método de perturbagio para
epequeno. Assemelha-se ao de (Coale, 1972, capitulo 6), que também esta interessado no parametro malthusiano e néo na
reprodutibilidade. O quarto método funciona para operadores ciclicos da proxima geragdo associados a sistemas lineares de equagdes
diferenciais ordinarias com coeficientes periddicos. Ela usa a teoria de Floquet como em (Heesterbeek e Roberts, 1995a, 1995b), mas
de uma maneira diferente.

Na Secdo 4, consideramos as doengas transmitidas por vetores e assumimos que a populag¢do de vetores é dada por
p(t) = po[1 + e cos(wt — ¢)] . (2)

Usando primeiro um modelo simples para a malaria e os resultados da se¢do 3.3, mostramos que com as mesmas anotagdes de (1), a
reprodutibilidade ¢ dada por

Baq'p ap g’
Ry =~ 2 (1- ;=) (3)
auP W+ (a+p)? 2

onde ¢ pequeno Essa formula aparentemente nova generaliza a formula (1). O primeiro termo é semelhante ao caso de uma
populagao constante de vetores, mas com a populacdo substituida por sua média. A correcao relativa maxima devido ao segundo
termo éc2 /8e sempre tende a diminuir a reprodutibilidade. Voltamos entdo & epidemia de chikungunya usando um modelo um pouco
mais complicado. A forma simplificada (2) para a populagdo vetorial ndo parece muito irracional quando observamos as curvas de
temperatura e precipitacdo em Reunido (Figura 1b): as duas sé tém um maximo a cada ano por volta de fevereiro. Apos estimar os
parametros deste modelo, comparamos os quatro métodos numeéricos da se¢do 3 para o calculo da reprodutibilidade. No entanto, o
valor numérico assim obtido ndo deve ser levado muito a sério para a reprodutibilidade da epidemia de chikungunya. Os valores dos
pardmetros ndo sdo precisamente conhecidos; A hipétese (2) é simplista. E é um exercicio para testar os diferentes métodos
numéricos. E uma inspiragdo para desenvolver a teoria. E uma primeira tentativa de modelagem enquanto se aguarda estudos de
campo sobre as flutuagdes da populagdo de mosquitos.

A tltima se¢do discute a aplicabilidade do método da segdo 3.3 para obter formulas aproximadas de reprodutibilidade no contexto
de outros modelos matematicos de doengas infecciosas com coeficientes periddicos, em particular no modelo SIR com uma taxa de
contato periddica e um periodo infeccioso fixo e também para o modelo SEIR com uma taxa de contato periddica e periodos de
laténcia e infecciosidade distribuidos exponencialmente. Também sdo apresentadas indicagdes preliminares sobre a importancia da
reprodutibilidade em modelos epidémicos estocasticos com sazonalidade.

2. Definicao de Ry

Parat € Rez > 0, assumimos que K (¢, )¢ uma matriz de tamanho n com coeficientes positivos ou zero. Assumimos que
K(t+0,z) = K(t,z)sez > 0.

A ideia por tras da fun¢do K (¢, ) é o de um modelo epidémico com n compartimentos "infectados" (I, I, . . . , I5,), que pode ser
infeccioso ou latente. O coeficiente K; ;(t, ) na linha ¢ e a coluna j representa o nimero esperado de individuos no compartimento I;
que um individuo no compartimento Ijinfecta no inicio de uma epidemia por unidade de tempo no tempo ¢, se estiver no
compartimentol; desde zunidades de tempo. Isso cobre o caso em que individuos no compartimentol; infectar individuos que acabam
no compartimento I;, mas também o caso em que individuos no compartimento I; basta trocar de compartimento para acabar I;. A
premissa de periodicidade em K (t, ) representa um ambiente periodico.

Considere o operador linear integral K definido por

(Kv)(t) = /000 K(t,z)v(t —x)de (4)

em um espago funcional #-periddico com valores em R". Para ser mais preciso, notamos que, com as hipdteses de periodicidade sobre
K(t,z) e v(t), a equagdo (4) pode ser escrita



6
(Kv)(t) = /O R(t,5)v(s) ds
onde

Rit,s) = WS K(tt—s+k0), s<t,
K (t,t— s+ k6), s>t

Assumimos que K pertence ao espago L2((0,0) x (0,0),R™*™). Uma simples extensdo do Teorema 7 de (Hochstadt, 1973, p. 51)
mostra que/C ¢ um operador linear compacto de L%((0, ), R™)em si mesmo. Como em (Diekmann e Heesterbeek, 2000, p. 77),
podemos citar/C "O operador linear de proxima geragdo", e K (t, z)o nicleo associado. Serg ¢ o raio espectral de K, definimos a
reprodutibilidade Ry pela formula Ry = rj. Veja (Heesterbeek e Roberts, 1995b, §2.1) uma discussdo sobre por que as vezes ¢ mais
conveniente tomar Ry = r{ que Ry = ry. Veja também (Bacaér ¢ Guernaoui, 2006, §5) uma discussio sobre por que essa definigdo

deR, generaliza a defini¢@o usual sem sazonalidade com base na "matriz de proxima geragao" (Diekmann e Heesterbeek, 2000, p.
74).

O operador linear K¢ positivo Sery > 0, O teorema de Kerin ¢ Rutman (veja o Teorema 9.2 em (Krasnosel'skij et al., 1980, p. 87))
mostra que o ¢ um autovalor de K e que existe uma fungio propria positiva v(t) € L%((0, ), R") associado a ro. Estendendov(t)
periodicamente em Rpodemos escrever

/0 YKt 2) ot — 7) de = row(t) (5)

Encontramos (Krasnosel'skij et al., 1980) e (Schaefer, 1974, p. 377) condigdes que garantem que rq > 0.

No restante deste artigo, consideramos modelos “ciclicos” que tém a seguinte forma especifica (Figura 2): todos os elementos
K; j(t, ) do nucleo sdo zero, exceto K1 ,(t,z) e K1 (t,z) paral < j<n — 1.

Il—- 12—-» eoe — | I,

A

Figura 2. Compartimentos infectados em um modelo "ciclico".

Isso inclui, em particular, o caso unidimensional geral n = 1 com um niicleo arbitrario K (¢, z). Sev(t) = (vi(¢),...,v,(¢)), 0
problema integral do autovalor (5) € escrito

/ Kl,n(ta 3}) ’l)n(t - .TC) dz = To ’Ul(t),
0

/0 Koo (t,2) oyt — @) de = rovpa(t), 1<j<n—1.

Substituimos sucessivamente a equagdo por j =n — 1, j =n — 2, ... j = 1na primeira equagdo. Porque Ry = r{j, nés vemos isso
o0 o0
/(; o /(; Kl,n(ta wl) Kn,nfl(t — Ty, .’132) e KZ,I(t — Ty — T Tp—1, $n)
vi(t —xy — - —x,)day - - - dx, = Ryvy(2).
Uma propriedade importante deve ser observada: se um elemento diferente de zero K; ;(t, ) é multiplicado por uma certa constante,
entdo Rytambém é multiplicado pela mesma constante. Mudanga de variavel(z1 = @1,...,Zp-1 = Tp-1,Z = @1 + -+ + ) levaa
o o~
/ K(t,z)vi(t — z) dz = Ry (t), (6)
0

onde K (t,z) é a integral da hipersuperficie
K(t,z) = /KLn(t, ) Kppo1(t —21,23) - Koq(t — 2 — -+ — xpq, ) doy

eol ={(z1,...,2zn) ER"; 21+ -+ 2 = 2,21 > 0,...,2, > 0}. Entdo reduzimos o problema integralnvalor tridimensional
proprio (5) a um problema unidimensional (6).
No restante do artigo, exceto na se¢do 3.4, consideramos o caso particular em que

Kin(t,z) = f(t) gu(z), Kji14(tz) =gj(z), 1<j<n-1 (7)

A equagdo (6) torna-se



t) /000 G(z) v1(t — z)dz = Rovi(t), (8)

onde
Glz) = / (@) gl dor. )

Observe que se n = 1, o nucleo ¢ reduzido para K (¢, z) = f(t) g1(z) para que G(x) = g1(z). Observe também que, se
gi(z) = a; eti® 1<j<n, (10)

podemos mostrar (ver apéndice) a partir de (9) que
n e—b]‘ T

G(z) = a1 an le ROEDR (11)

Esta formula permanece valida para n = 1 com a conven¢do usual de que o produto em um conjunto vazio é igual a 1.
3. Métodos numéricos para calcular R

3.1 Discretizacido do problema de autovalor integral

Este método consiste em discretizar o problema integral do autovalor (8). E apresentado em (Bacaér e Guernaoui, 2006, §4);
portanto, é lembrado apenas brevemente. Tomamos um numero inteiro muito grande Ne ty = (k —1)6/Nonde k = 1,2,..., N.
Nos definimos

+00

G(z) =) G(z+ko). (12)

k=0
Noés nomeamos R o raio espectral da matriz do problema de autovalor

k-1 N
[ atk—t] Z tk_t]+9 V] R[)Vk, (13)
i=1 j=k

[

onde V;¢é um vetor proprio. Entdo Ry — Ry se N — 4-o00. O célculo numérico deRgpode ser feito com o Scilab (www.scilab.org),
software livre semelhante ao Matlab. Observe que se g;j(z) = a;e %% por tudo 1 < j < n, resulta de (11) que

n efbjz

G(z) =a1---an - . (14)
jz:; (1—e¥?) Hi;éj(bi —bj)
3.2 Série de Fourier: caso periddico geral
Se w = 27/0, considere a decomposi¢do de Fourier da fungéo periddica f(t) :
; 1 ¢ ;
=Y s f=g [ 10, (15)
JEZ 0

onde Z ¢é o conjunto de nimeros inteiros (positivo ou negativo) e i> = —1. O f; sdo nimeros complexos com f_; = f; ((*denota o

nimero conjugado complexo). Estamos procurando uma solugdo de (8) que seja uma fungao real (e até positiva) da forma

vi(t) = Z cj e’ (16)

jEZ.

O c; também s3o nameros complexos com c—; = cj. Substituimos (15) e (16) em (8):
(Z fi ejm) (Z Gjcj eﬁ“’t) =Ry Y cjelt, (17)
JEZ I jez
onde
o0 ..
G; = / G(z)e ™" dz. (18)
0

Segue-se de (9) que



Se gj(a:) =a; e biz para 1 < j < nentio

al...an

Ci = Tt i) (on ¥ 5i) (20)
para j € Z. A equagdo (17) pode ser escrita
Z (Z fi—r Gk ck) eft = R, Z c; et
JEZ kel =
Essa igualdade ¢ verdadeira se e somente se
> fikGrer=Roc; (21)
keZ

para j € Z. E um problema de autovalor para uma matriz infinita. Note quefx — 0 ¢ Gy, — 0 se k — Fo00. Ento, se deixarmos N
crescer e se Ry ¢ o raio espectral da matriz quadrada truncada (fj—r Gi)—n<jr<nentdo Ro — Ry se N — +o0.

3.3 Série de Fourier: o caso sinusoidal

Assumimos que
f(t) =1+ ecos(wt — ¢), (22)

onde 0 < e <1e0 < ¢ < 27 Isso é chamado de fungdo "sinusoidal". Para o problema do autovalor (8), um intervalo de tempo de
f(t) ndo mude Ry. De fato, seRy ¢ o raio espectral associado ao f(t) com sua propria fungéo v1(¢)entdo Ry ainda é o raio espectral
associado ao f (t) = f(t — h) com sua propria fungio 9,(t) = v (t — h). Para o cilculo de R, podemos, portanto, assumir que

¢ = Oentdo

£ . g .
f(t) -1 4 E ezwt + §efzwt.

Obviamente, temos fo = 1, fi = f-1 = 5 ¢ fr = 0 para |k| > 1. O sistema (21) torna-se

€ €
5 Gj_1 cj—1+ Gj cj+ 5 Gj.»,.l Cj+1 = Ry Cj (23)
para j € Z. PorqueG(z) ¢ com valores reais, temos G_; = G;‘f. Portanto, segue-se que a equagdo (23) comc_; no lado direito é
simplesmente o complexo conjugado da equagdo (23) com c;no lado direito. Podemos, portanto, esquecer a equagdo (23) paraj < 0.
Lembre-se dissoc_1 = ¢j € G_1 = G7. O problema do autovalor (23) com j € Z ¢é reduzido para

{ % GI CT + GO cy -+ % Gl Cq = RO Co,

% ijl Ci—1 + G] Cj + £ Gj+]_ Cir1 = RO Cjs (J > ].)

(24)
2

A fungdo adequada v; (t) pode ser normalizado para que ¢y = 1. E possivel porquev, (t) é estritamente positivo para que
co = % foa v1(t) dt > 0. Vamos procurar uma solugdo do sistema (24) da forma

RO = Z Pk €k7 Cj = Z Cjk €k7 (25)

k>0 k>0

que se espera que seja vélido pelo menos para epequeno. Comcy = 1, note que cog = 1 € ¢y, = 0 por tudo k > 1. Inserimos (25) na
primeira equagdo de (24) e separamos os poderes dee”. Nés temos G = po e

G . G
71 Cip-1 T 71 CLk-1 = Pk (26)

para k > 1. Da mesma forma, inserindo (25) na segunda equagdo de (24), chegamos a G cjo = pocjoparaj > le

Gy G
— +1
—ciap1+Gicp+ —

k
Citlk—1 = Z P1Cjk—1 (27)
=0

para j > 1lek > 1. Para j > 1, segue-se que (G — G;) c¢jo = 0. Entdo c; o = 0 porque G(z) é positivo e ndo identicamente zero,
para que Go — G; = fooo(]_ — e*ji“’z) G(z) dz # 0. Porque
po=Go, co=0((>1), cpo=1, cor=0(k>1),

vemos com (26) e (27) que os coeficientes py, e cjx para j > 1 e k > 1 sdo calculados recursivamente:



pr = R(Giecrp-1), (28)

1 G Gjy
Cj,k:m JT Cj-1k-1+ —F— 2 Cjt1,k— I_Zplcjkl} (29)
J

onde PR (z) denota a parte real do niimero complexo z. Mais especificamente, se os coeficientesp; e c;; sdo calculados paral < k —1e
j > 1, as formulas fornecem uma expressdo para pi, € ¢ para j > 1. Esse algoritmo pode comecar porquepg € os coeficientes c;osdo
conhecidos. Usando (28) - (29), podemos ver facilmente quec;, = 0 para j > kque p, = 0 para qualquer nimero inteiro impar ke que
cjr = 0se j > 1¢ estranho enquanto k > 1 € par.

Na prética, vamos consertar um numero inteiro £ > 1 e considere o vetor (py,)o<k< € a matriz retangular (c; )o<j<x+1, 0<k<x-
Vamos consertarpg = Go, co,0 = 1, ¢jr = 0 para j > kna matrize co, = 0 para 1 < k < k. O algoritmo funciona assim:

parak=1ak,

calcular Pk usando (28)

paraj=1ak,
calcular ¢,k usando (29)
fim;
fim.
Dessa forma, podemos ver facilmente que
Gy 1 Gy Gy
=0, ¢1=——7-—, :—9%<—), 30
P1 1,1 2(Go — C1) P2 B Go— G, (30)
Finalmente encontramos
62 Go G1
- Got S G2GL) 51
0+ Go—Cy (31)

para epequeno; € a corregdo de ordem mais baixa da reprodutibilidade quando variagdes sazonais de pequena amplitude sdo levadas
em consideracdo. Vamos fazer alguns comentarios adicionais:

Notamos que
1 —ecos(wt — @) =1+ ecos(w(t+6/2) — ).

Entdo mude £ em —e corresponde a uma diferenga horéria de f(t). Portanto, de acordo com a observagdo feita no inicio da
secdo 3.3,Rydeve permanecer inalterado. Isso explica por que os coeficientes imparespoi. 1 ((k > 0) no desenvolvimento serial
de Ry sdo zero.

A funcdo sinusoidal (22) ndo ¢é tdo especial quanto parece a primeira vista. De fato, para qualquer fungéo positiva@-periddico
f(t) com, por exemplo, uma média igual a 1, os primeiros termos do desenvolvimento de Fourier sdo

1+ fy cos(wt) + f; sin(wt), que pode assumir a forma 1 + € cos(wt — ¢) come = +/(f1)% + (f])? e ¢ = arctan(f]/f1).
Parece dificil determinar os raios de convergéncia de séries inteiras (25). Teoremas gerais sobre perturbacdes analiticas de
operadores lineares (Kato, 1984) mostram que esses raios de convergéncia sdo estritamente positivos, porqueryé um autovalor
simples isolado do "operador de proéxima geragao". (Kato, 1984) também desenvolveu métodos ndo triviais para obter limites
inferiores para esses raios: € necessario trabalho adicional para tentar aplica-los no presente caso. Na pratica, o algoritmo nesta
secdo fornece facilmentep;, pois vamos dizer k < 20 onde k£ < 50. Se a inspecao dos resultados sugerir quep;, tende a 0 quando
k — 400, entdo ha uma boa chance de que o raio de convergéncia da série dando Ry ¢ maior que ou igual a 1.

O método formal de perturbagido usado nesta se¢do pode ser visto do ponto de vista da teoria matematica geral desenvolvida por
(Kato, 1984). Considere, por exemplo, o lado esquerdo de (8) comf(¢) dado por (22) como um operador linear L¢ no espago
Hilbert de fungdes reais f-periddico de quadrado integravel ao produto escalar usual (;, 1) fo Y1 (¢) o (t) dt. Considere o

problema de autovalor ndo perturbadoLy ¥ = A, quer dizer
/ Gla) ¥(t — o) de = A(t) .
0

Vamos procurar uma solugdo do formulério 9(t) = Y, _, ar €"“’. Nés achamos isso(A — G) ax = 0 por tudo k. Portanto, os
autovalores sdo dados porAx = Gy, para k € Ze o espago limpo associado ao Ay, é gerado por 9, (t) = €Ft. O 1, formar uma
base. Considere a base dupla Jk(t) = e "t /g (n € Z), como (), Jk) = 1para j = ke 0 para j # k. O operador linear(,
estd na forma £y + € £ onde

(L'Y)(t) = cos(wt — / G(z)y(t — z)dz.

Estamos interessados na perturbagio Ry = pg + € p1 + €% py + - - - autovalor Ay = py = Gy, cuja fungio propria associada
1o = 1€ positivo Utilizando as formulas dadas por (Kato, 1984, p. 81) em dimensao finita (essas formulas permanecem validas



em dimens3o infinita e sdo bem conhecidas na mecénica quantica (Cohen-Tannoudji et al., 1986, capitulo XI) quando os
operadores sdo articulagdes automaticas), obtemos

)
- <£'1,[)0,1Z0> = % A cos(wt — @) dt =0,

Z ﬁ ’(/}051/)k E ¢ka¢0>

k#0 Ao = A
1 G G y GG
— 02 k#o 0Tk ‘/ cos(w ek tdt‘ m(—GOO—(lh)

que ¢ idéntico a (30). As expressdes para corre¢des de ordem superior sdo mais complicadas: o0 método ad hoc e o algoritmo
que usamos para calcular opy, parece mais pratico.

3.4 Aplicacio da teoria de Floquet

Nesta se¢do, consideramos o sistema linear de equagdes diferenciais ordinarias

DL — —as(t) 1(6) + B9 (0, -
dil];l = —oj1(t) L1 (1) + B L;(t), 1<j<n-—1, (33)

onde todas as fungdes a;(t) e B;(t) sdo f-periodico. Esse sistema pode advir da linearizagao proxima ao equilibrio livre de doenga de
um modelo epidémico ndo linear. O nicleo do operador de proxima geracdo associado é dado por

t
Klm(tv .’E) = ﬁn(t) e Jis ) dsv
t
Kjj(z,t) = Bi(t) e Jreosml)dz 1 < <1
e K; ;(t,z) = Opara todos os outros indices. Portanto, ¢ um modelo “ciclico”, na acegdo da segdo 2. Uma observagdo nesta se¢do
mostra que, por exemplof, (¢) ¢ multiplicado por uma determinada constante, a reprodutibilidade é multiplicada pela mesma
constante.

A teoria de Floquet aplicada ao sistema (32) - (33) mostra que o equilibrio zero ¢ instavel se, e somente se, o raio espectral da
"matriz do préoximo ano", também chamada matriz de monodromia, for maior que 1. Portanto, reprodutibilidade é também o tnico
ntimero real positivo, para o qual p(X(6)) = londe p ¢ o raio espectral da matriz e

—ay(t) 0 -0 B
Bult) T 0
dx
S X()
: Lo 0
0 ... 0 ,anl(t) —a,(t)

com a condi¢do inicial X(0) = 1,(a matriz de identidade do tamanho 7). EntdoR, ¢é calculado combinando um método de dicotomia
com software que resolve numericamente equagdes diferenciais comuns, como o Scilab.

4. Doencas transmitidas por vetores

4.1 Malaria

Consideramos nesta se¢do um modelo muito simples para a malaria, ou seja, uma variagdo de um dos primeiros modelos propostos
por Ronald Ross (1911) com uma populagéo de vetores periddicos. Vamos apresentar as seguintes anotacdes:S(t) é a populagéo
humana saudavel, I(t) a populagdo humana infectada, P = S(t) + I(t)a populagdo humana total. Da mesma forma,s(t) ¢ a
populagio de vetores saudaveis, i(¢) a populagdo de vetores infectados e p(t) = s(t) + #(t)a populagdo total de vetores. Além disso,
os seguintes parametros sdo considerados:a ¢ a velocidade de cura dos humanos; 5 ¢ a frequéncia com que os vetores mordem; g (ou
q') ¢ a probabilidade de transmisséo do vetor para o humano (ou do humano para o vetor); A(¢) é o nimero de novos vetores adultos
que emergem por unidade de tempo, que ¢ uma fungdo 6-periddico; ué a mortalidade vetorial. O modelo ¢é o seguinte:



ds )

& a0 -5 s0) 52— ste), (34
& B s i) (35)
% = —Bqi(t) % +al(t), (36)
% = Bqi(t) @ —al(t). (37)

Adicionando (34) e (35), vemos que % = A(t) — pp(t). Assumimos quep(t) é dado por
p(t) = po[l + £ cos(wt — @)].
Como p é conhecido, isso determina A(t). Ao linearizar o sistema (34) - (37) proximo ao equilibrio sem doenga, obtemos

di.
dt

—8dp0) " i), L g - ar). (39)

O nucleo do operador de proxima geragéo associado é

Ba'plt) —az
K(t,@:( 0 P ) (39)

Bqge H® 0

E "ciclico" da forma particular (7), com as fungdes g;(z) (1 < j < 2) do formulario (10) e f(t) = 1 4 € cos(wt — ¢). A formula (20)
fornece

B’ q4 po
G = 40
T (ot jiw)(p + jiw) P (40)

para j € Z. Finalmente (31) ¢ da forma

Rgﬁ

2 !
auP w4 (a+p)? 2

Esta ¢é a correcdo de ordem mais baixa da formula (1). Note que temos desigualdade

2 2

0 — 2 _F
W+ (a+p)? 2 8

O limite superior ¢ atingido quando o ~ i >> w. Entdo chegamos a seguinte conclusao:

O primeiro termo na formula para Ry ¢ o mesmo que para uma populagdo p vetor constante, mas com p substituido pela
populagio vetorial média py. A corregio relativa maxima devido ao segundo termo ég2/8 e sempre tende a diminuir Ry.
Portanto, ¢ um pouco mais dificil para uma doenga transmitida por vetores invadir uma populagdo com flutuacdes.

Também lembramos duas propriedades fundamentais de Ry no contexto de doengas transmitidas por vetores: uma epidemia pode se
desenvolver se e somente se Ry > 1; uma epidemia pode ser evitada se a populagdop(t) de vetores ¢ dividido uniformemente por Ry
ao longo do ano.

4.2 A epidemia de chikungunya na reuniao

Chikungunya é uma doenga viral que parece levar a imunidade duradoura. Se também queremos levar em consideragéo o periodo
de incubagdo em humanos e vetores, o modelo a seguir parece ser adequado:

ds - pst) T s (42)
% — Bs(t) % — (Y + we(t), % = e(t) — pi(t), (43)
B i 29,

iy 2D _spwy), %~ 50 -at0), (44)
62_1: —alI(t), (45)

onde e(t) (respectivamente E(t)) € a populagio de vetores infectados, mas ndo infecciosos (respectivamente humanos), 1/
(respectivamente 1/8) é o periodo médio de incubagdo em vetores (humanos, respectivamente) e R(t)é a populagdo imune humana.
Observe que as probabilidades de transmissdo nos compartimentose ¢ E s3o nulos e aqueles nos compartimentos ¢ ¢ I igual a 1. A



populagdo humana total P = S(t) + E(t) + I(¢) + R(t) € constante, enquanto a populagio total de vetores p(t) = s(t) + e(t) + i(t)
¢ solugdo de % = A(t) — pp(t).

Este modelo ¢ usado para tentar estimar a reprodutibilidade da epidemia de chikungunya de 2005 ¢ 2006 em Reunido. Como as
flutuagdes da populagdo vetorial sdo desconhecidas, assumimos a forma simples p(t) = po(1 + & cos(wt — ¢)), o que ndo ¢é irracional
quando observamos as curvas de temperatura e precipitacdo em Reunido (Figura 1b), as duas tendo um tinico maximo anual por volta
de fevereiro ¢ um minimo por volta de julho. Entdo o periodof = 27” tem um ano de idade ¢ podemos tomar ¢ = % A fungéos(t)
pode ser eliminado do sistema (42) - (45), pois s(t) = p(t) — e(t) — i(t). Os outros valores dos pardmetros usados para a simulag¢do
estdo resumidos na tabela 1. Observe, por exemplo, que (chikungunya.net, # 83) refere-se a pergunta 83 na lista de perguntas
freqiientes no site chikungunya.net, um site por epidemiologistas dedicados a epidemia de chikungunya na Reunido.

Estima-se que a incubagdo em humanos dure entre 3 ¢ 7 dias (Duhamel et al., 2006, p. 6) ou entre 4 ¢ 7 dias (chikungunya.net, #
101). Mas de acordo com (# 156), os seres humanos podem comegar a ser infecciosos 2 ou 3 dias antes dos sintomas. Por isso,
escolhemos 4 dias para o periodo de incubacdo. Estima-se que o periodo infeccioso apds os sintomas em humanos seja de
aproximadamente 5 dias (Duhamel et al., 2006, p. 7) ou entre 5 e 7 dias (# 49,52). Dada a observacdo anterior, levamos um valor de 7
dias para todo o periodo infeccioso.

Estima-se que o periodo de incubagdo em vetores seja entre 9 e 14 dias (chikungunya.net, # 83), entre 4 e 5 dias (# 253) ou entre
uma e duas semanas (# 395). Nos escolhemos 7 dias. Uma vez infectados, parece que os vetores permanecem infectados até morrerem
(n° 83). Estima-se que a vida util de um vetor adulto esteja entre 4 e 10 semanas (# 83) ou "varias" semanas (# 404). Nos escolhemos
um meés. O vetor pode morder 5 ou 6 vezes durante sua vida ttil (n® 404): escolhemos uma média de uma mordida a cada 4 dias. Nao
se sabe se o vetor infectado pode transmitir o virus aos seus ¢vulos (# 83/385/442): nosso modelo ndo leva em consideragdo essa
possibilidade.

A infecgdo em humanos leva a um estado de imunidade (# 10/385), que provavelmente dura pelo menos varios anos, ja que
ninguém parece ter sofrido duas vezes com chikungunya durante a epidemia em Reunido. Os casos assintomaticos representam entre
10 e 15% dos casos, de acordo com (# 385), mas nio parecem ser incluidos na estimativa do numero de casos na Figura 1; isso ndo ¢
levado em considera¢do no modelo.

Tabela 1. Valores dos parametros utilizados para a

simulagéo

| parametro HsimboloH valor ‘
lperiodo de incubagdo em vetores Hl/ o H7 dias ‘
lvida de vetor Hl i Hl més ‘
lperiodo de incubagdo em humanosHl/ é H4 dias ‘
lperiodo infeccioso em humanos Hl /o H7 dias ‘
lperiodo entre duas mordidas Hl/ B H4 dias ‘
’populagﬁo da reunido HP H785 000‘
mudanga de sazonalidade ¢ %r

O primeiro caso de chikungunya na reunido foi detectado em 22 de fevereiro de 2005. Provavelmente foi importado de Comores,
onde varios milhares de pessoas ja haviam sido infectadas. Levando em consideracgdo o periodo de incubacdo e a duragdo da infeccao,
assume-se para a simula¢do que um ser humano no compartimento E entre na populagdo da Ilha da Reunido no inicio da quinta
semana de 2005. Continuamos a simulagdo do modelo até o inicio de fevereiro de 2006, ou seja, até a implementacdo de um controle
vetorial em larga escala ap0ds o pico alto; esse controle ndo estd incluido no modelo. Supde-se que o controle vetorial pequeno antes
desta data seja insignificante no modelo.

Os parametros pg € epara a populagéo vetorial sdo desconhecidos e devem ser estimados usando a curva epidémica (Figura 1).
Vamos definir pmax = po(1 + €) € Pmin = po(1 — €). Usando um método rudimentar por tentativa e erro, encontramos um ajuste
correto a curva epidémica, dada a simplicidade do modelo, com um nimero méaximo de mordidas recebidas por um ser humano por
semana igual a 8 pmax/P = 1,2 e um nimero minimo de mordidas por humano por semana igual a 6% desse maximo, ou seja,
Pmin/Pmax = 6%(figura 3) Nos obtemos disso Pmax, Pmin, P0 = (Pmax + Pmin)/2 € € = (Pmax — Pmin)/ (Pmax + Pmin)- Digitalmente,
€ ~ 0,887. Podemos facilmente verificar se A(t) = dp/dt + pp(t) fique positivo porque € < 1/4/1 + (w/p)?.
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Figura 3. Estimativa de parametros p, € € ajustando a curva suave produzida pelo modelo a curva epidémica antes do

controle vetorial em larga escala de fevereiro de 2006. A curva pontilhada mostra a suposta variacdo da populagio
vetorial (sem escala).

Agora que todos os pardmetros deste modelo estdo fixos, passamos a estimar a reprodutibilidade. Ao linearizar as equagoes (43) e
(44) perto do equilibrio sem doenga, obtemos

dex L(¢) di, .

dt :ﬂp(t) P —(74‘#)6*(15), dt :’Ye*(t)_,uz*(t)a

dE, dl,

= Bi.(t) — 6 Eu(t), =0E.(t)—all(t).
L = Bi(t) ~SE.(t), TX=6E.() - al()
O nucleo do operador de proxima geragdo associado €
0 0 0 U
—(rpz
K(t,z) = Ye 0 0 0

0 Be H* 0
0 0 de ™ 0

E "ciclico" e de forma particular (7) com f(t) = 1 + € cos(wt — ), enquanto as fungdes gj(z) (1 < j < 4) sdo da forma (10). Entio
G(z) ¢ dado por (11), G(z) por (14) e Gy por (20).

Com os valores numéricos dos parametros como acima, obtemos Ry ~ 3,4 usando qualquer um dos quatro métodos da segéo 3. O
programa pode ser baixado em

www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci.

As tabelas abaixo mostram a convergéncia dos trés primeiros métodos. O primeiro método (se¢éio 3.1) parece convergir mais
lentamente que os outros. Provavelmente porque substitui a fun¢do f(t) por uma fungio de escada (f(¢x))1<k<n, 0 que ndo é uma boa
aproximagdo para o caso especifico em que f(t)¢ sinusoidal. O segundo método (se¢do 3.2) usa os coeficientes de Fourier fi, de f(¢),
que em nosso caso particular sdo simplesmente fo = 1, fi = f-1 = 5 e fr = 0 para |k| > 1. Por esse motivo, a convergéncia do
método é muito rapida. Esses dois métodos requerem o calculo do raio espectral de uma determinada matriz. Pelo contrario, o terceiro
método (seg@o 3.3) requer apenas operagdes elementares e quase poderia ser realizado com uma calculadora simples. Lembre-se disso
K € o numero de termos que mantemos na expressao de R, em séries de poderes de €. Podemos notar que a aproximagao dada pela
formula (1), comp substituido pela média p, da populagdo vetorial corresponde a kK = Ona mesa A diferenca com o valor "exato" de
Ry ¢ de 14%. Se incluirmos o termo ordem &2 como na formula (31), a diferenca ¢ reduzida para 2% mesmo que endo é muito
pequeno. A convergéncia do quarto método (se¢io 3.4) é determinada pela discretizagdo da equagio diferencial. E o solucionador de
equacdes diferenciais que geralmente controla isso. Com o Scilab, vocé pode encontrar facilmente o valor corretoRy ~ 3,389 apds
varias itera¢des de dicotomia.

Convergéncia do primeiro método:

NIz os Jls0. oo [200 |

[Ro[[3,100][3,399][3,392]3,389][3,389)]

Convergéncia do segundo método:

Moo i o s Js |

[Ro[[3,868([3,496][3,418]3,389][3,389)]




Convergéncia do terceiro método:

oo o Jo Jro Jr2 |

[Ro[[3,868][3,461[3,409]3,390][3,389)]

Vamos repetir: o valor numérico obtido para Rypara a epidemia de chikungunya ndo deve ser levada muito a sério, uma vez que os
valores dos parametros sdo imprecisos ¢ dada a simplicidade da hipétese (2). Podemos ver isso como um exercicio para testar os
diferentes métodos numéricos, como uma fonte de inspiracéo para o desenvolvimento da teoria ou como uma primeira tentativa de
modelagem enquanto aguardamos pesquisas de campo sobre as flutuagdes populacionais do Aedes albopictus .

5. Observacoes finais

5.1 Outras aplicacdes
Modelos epidémicos com n = 1

Considere um modelo epidémico com um compartimento infectado e um nucleo da forma
K(t,z) = [1+ € cos(wt — ¢)] g(z). (46)

Entdo G(z) = g(x) como ja observado na segio 2 e Rypode ser abordado pela formula (31). O nicleo (46) aparece, por exemplo, nos
modelos epidémicos do SIS / SIR / SIRS com uma taxa de contato sinusoidal.

Se o periodo infeccioso € distribuido exponencialmente como em (Dietz, 1976; Grossman et al., 1977; Kuznetsov e Piccardi, 1994),
entdo G(z) = ae % e podemos verificar facilmente que Go = a/b e que o coeficiente de €2 em (31) é cancelado, para que Ry ~ a/b
. Com a mesma defini¢do de Ry que a do presente artigo (Bacaér e Guernaoui, 2006, §5) mostrou a férmula exata Ry = a/bneste caso.
E claro que esse "resultado" ja é observado ha muito tempo, pois o nicleo (46) aparece em conexio com a equagio

dI

== a(l + € cos(wt — @)) I(t) — bI(t),

que podemos resolver explicitamente e para os quais mostramos facilmente que o estado de equilibrio zero ¢ instavel se e somente se
a/b > 1. Por analogia com o caso trivial em que € = 0, varios autores colocaram Ry = a/b como defini¢do, notei que Ry foi o tempo
médio da fung¢do Ro(t) = a(l + € cos(wt — ¢))/be acreditava que essa propriedade de média permanecia vélida para modelos mais
complicados; esse ndo ¢é o caso.

Se o periodo infeccioso € uma constante 7 fixado como em (Cooke € Kaplan, 1976; Smith, 1977; Nussbaum, 1977; Nussbaum,
1978; Grossman, 1980); G(z) = a paraz < 7 e G(z) = 0 para z > 7. EntioGy = a7, G; = a :=-—e¢ (31) fornece

iw

2a7 sin’(wr/2) [ wr/2

Ry~art+¢®
0 tan(wr/2

= 1] . (47)

[wT — sin(wT)]? + [1 — cos(wT)|?

Esta formula mostra que, diferentemente do modelo da malaria na Se¢do 4.1, a sazonalidade pode aumentar ou diminuir Ry, de
acordo com o valor numérico de w7. Observe que, no caso excepcional em quew = 27 ¢ a = 1 considerada por (Cooke e Kaplan,
1976; Smith, 1977; Nussbaum, 1977; Nussbaum, 1978), a formula (47) diz que Ry = 1 + 0(52) quando 7 = 1. Esperamos ter a
formula exata Ry = 1 por tudo € quando 7 = 1, desde que (Smith, 1977; Nussbaum, 1977) mostraram que existem solucdes
periddicas para o modelo completo de epidemia ndo-linear, se € somente se 7 > 1.

Modelos epidémicos com n = 2

Considere um modelo epidémico com dois compartimentos infectados que, uma vez linearizados proximo ao equilibrio sem
doenga, assumem a forma

dr dlr.
d—tl >~ _bl Il(t) + as [1 +e cos(wt - ¢)] Iz(t), d—; =~ a; Il(t) - b2 Ig(t)

Observe que o sistema (38) era desta forma. O nucleo do operador de préxima geragao associado é

1 _ —byx
K(tz) = ( Ob [1+ € cos(wt — @) aze ) (48)
a; e * 0
A formula (31) fornece
aj as bl b2 62
Ry~—(1—-———~—+>—— — ). 49
0 blb2< w? + (b1 + b2)? 2) (49)

Um exemplo desse tipo é o modelo da malaria (Anderson ¢ maio de 1991, p. 404). Os valores numéricos usados nesta referéncia
sdo:w = 2m, e = 15/25, a1 = 20 por ano az = 20 x 25 por ano by = 50 par année et b, = 4por ano. Os quatro métodos numéricos
da se¢do 3, bem como a formula aproximada (49), fornecem Ry ~ 49,4. Observe que o termo de ordem mais baixa épg = 50.



Outro exemplo é o modelo epidémico SEIR ou SEIRS com uma taxa de contato senoidal considerada, por exemplo, em (Schwartz e
Smith, 1983; Aron e Schwartz, 1984; Kuznetsov e Piccardi, 1994) (Altizer et al., 2006, caixa 1 ) e (Ma e Ma, 2006, §4). Os valores
numéricos usados por (Ma e Ma, 2006, §4) sdo:w =1, = 0,8, a1 = 0,3 a2 = 1, by = 0,3e b2 = 0,99(unidades nio especificadas). A
simulagdo numérica mostrou que nenhuma epidemia de pode ser estabelecida neste caso. Mas com € = 0, os autores observaram que
Ry = po = (ay a3)/(by by) =1/0,99 > 1. A conclusio foi que calcular a média da taxa de contato ndo é a maneira correta de
determinar o limiar da epidemia. De fato, os quatro métodos numéricos da segdo 3 fornecem Ry ~ 0,973 < 1 parae = 0,8. A
formula aproximada (49) fornece Ry ~ 0,974.

Outro exemplo ¢ o modelo de colera com uma taxa de contato sinusoidal com dgua ou com uma taxa de contaminacdo sinusoidal
com agua (Codego, 2001). Essa referéncia também considera o caso em que o coeficientebsrepresentar a taxa de desaparecimento de
Vibrio cholerae na agua é uma fung¢fo sinusoidal do tempo. Este artigo ndo fornece uma férmula aproximada para reprodutibilidade
neste ultimo caso, mas R, ainda pode ser calculado numericamente usando, por exemplo, o método na segao 3.4.

Também mencionamos a “conjectura” de (Moneim e Greenhalgh, 2005), que sugere que a reprodutibilidade (com um limiar de 1)
para um modelo SEIRS com uma vacina¢do e uma taxa de contato periddica é calculada por uma féormula simples depois de tomar a
média dos coeficientes do sistema linearizado durante um periodo. Esta referéncia ndo fornece exemplo numérico. Mas se assumirmos
que a taxa de contato é constante e que a taxa de vacinagao ¢ tal que a populacdo suscetivel na situacdo livre de doenga € sinusoidal,
entdoK (¢, z) ¢é exatamente da forma (48) e Ryé dado por (49). Se a média estiver correta, o resultado ndo deve depender dae.
Portanto, o "palpite" parece errado.

5.3 O caso estocastico

Seria util que a epidemia de chikungunya na Reunido tivesse uma estimativa da probabilidade de a epidemia desaparecer por causa
do inverno, dado o tamanho da popula¢do humana infectada no inicio do inverno. Para responder a essa pergunta, obviamente
precisamos de um modelo estocastico. Mas modelos estocasticos para doengas transmitidas por vetores com sazonalidade sdo dificeis
de analisar. Nesta se¢do, mostramos o vinculo entre a probabilidade de extingdo no momentot e reprodutibilidade Ry usando um
modelo epidémico muito simples com sazonalidade.

Considere o processo de nascimento e morte com coeficientes a(t) e b(t) quem sdo #-periodico:

dWy,
dt

= a(t) (k — 1) Wi_1(t) — [a(t) + b()] kWi (t) + b(t) (k + 1) Wia(8), k=1

e dWy/dt = b(t) W1 (t). AquiWy(t)é a probabilidade de ter k pessoas infectadas no momento ¢ . SeZ pessoas infectadas (Z > 1) sdo
introduzidos ou presentes no tempo T, entioW(T') = 1 e Wy (T') = 0 para k # Z. A probabilidadeW(t)a extin¢do no tempo ¢ é
calculada resolvendo a equagdo diferencial parcial de primeira ordem verificada pela fungdo geradora g(t, z) = 3., Wk(t)z*. O
resultado, dado por (Bartlett, 1960), permanece valido mesmo se a(t) e b(t) ndo sdo periddicos: -

Wo(t) =

[1 e~ Jr(b(r)—a(r)) dr } 2
1+ [La(r)e FO@-a@)dog )
Observe que a expectativa I(¢) o namero de pessoas infectadas no momento ¢ é dado por

I(t) = ) kWi(t), % = a(t) I(t) — b(t) I(t).

k>1

Como podemos adivinhar com esta equagio diferencial, e como mostrado (Bacaér e Guernaoui, 2006, §5) para fungdes a(t) e b(t)
periodicas, reprodutibilidade Ry definido na sec¢éo 2 ¢ dado por

Ry = (/Oea(T)dT)/(/Ogb(T)dT).

Observe que se Ry < lentdo Wy(t) — 1 quando t — +00: a epidemia estd terminando. Se Ry > lentéo
o0 . Z
Wg(t) — |:1 — 1// a(’T) efT(b(‘T)_a(o')) do d7—:|
t—+00 T

e existe uma certa probabilidade de a epidemia persistir.

Entdo reprodutibilidade Rytambém serve como um limiar entre, por um lado, a situagdo em que a epidemia morre com uma
probabilidade igual a 1, seja qual for o momento inicial da introducéo do primeiro caso infectado, e, por outro lado, a situacdo em que
a epidemia 'extinta com uma probabilidade estritamente entre 0 ¢ 1 e dependente do tempo inicial. Podemos esperar ter um fenémeno
de limiar semelhante para modelos de doenca estocastica de vetores com sazonalidade. Mas ¢ necessario mais trabalho para verificar
esse ponto.

Observe que esta se¢do evita a introdugdo de uma reprodutividade dependente do tempo " Ry(¢) ”, Definido, por exemplo, no caso
de doengas transmitidas por vetores pela formula (1) com p substituido por p(t). Essa expressio parece ser um bom candidato para
discutir a invasdo em fung¢do do tempo de introducdo do patdgeno. Mas o exemplo de (Hale, 1980, p. 121) mencionado em (Diekmann
e Heesterbeek, 2000, p. 149) ja sugere que o seguinte caso pode muito bem acontecer:Ry(t) < 1 por tudo ¢ mas o equilibrio livre de
doenga ¢ instavel, ou seja Ry > 1 com Rydefinido como no presente artigo. Além disso,R, geralmente ndo ¢ a média de tempo de "



Ry(t) "(Com algumas excegdes, como o caso em que K (t, z) = a(t) e *estudado na segio 5.1.1). Do ponto de vista biologico, a
capacidade de invas@o de um patégeno em um ambiente sazonalmente variavel obviamente depende da data de introdugdo do
patdgeno durante o ano. Como a invasdo ¢ completamente determinada porRy em modelos deterministicos, diferentemente dos
modelos estocasticos, isso da a impressao de que os modelos deterministicos sdo simplesmente inadequados para discutir a invasio de
acordo com a data de introducdo do patdgeno.

Apéndice

A partir da defini¢do (9) de G(z)e assumindo (10), mostramos (11) por indugdo. Obviamente, geralmente ndo perdemos assumindo
que a; = 1 por tudo j. Paran = 2, um calculo simples mostra que

e~ Mz e~ Mw
+ .
)\2 — )\1 )\1 - }\2

xr
G(:B) _ / e~ M =X (z—21) dz, =
0
Suponha que (11) seja verdadeiro para um determinado numero inteiro n. Entao

G(a:) — / e—>\1 Ty—+=Ap Tp—Ant1 Tnp1 do;H'l
0n+1

T
—AM T1— = A, Ty, n —Anil Tp
:/ (/ e 1 dazzm)e Pt dpn
0 o

n
T4

/Z i 67)‘]' (x7Z7L+1) A z d
e 67 n+1l Ln+l anrl
0 \j5=1 Hk;éj()‘k - )\j)
k<n
n i

e N z
— (Aj_/\n+l)xn+ld
= e Tnil
Z Lz Ok = A) /o "
k<n
fd zn: ei)\j ’ + e_/\n+1m - 1 .
= ey e—X) = (A= Ang1) TTezs Ak — Aj)

k<n+1 k<n

Observe que a segunda soma da tltima linha ¢ a decomposi¢do em elementos simples da fragdo racional em A, 1

1
ngjgn(/\j - )‘n+1) '

Entao
n+1 I s
e N
G(m) = )
JZI Iz (k= A5)
k<n+1

e a formula (11) € verdadeira para n + 1.
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