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Resumen

El objetivo principal de este articulo es obtener una férmula aproximada para la reproducibilidad Ry enfermedad transmitida por vectores, si la
poblacion de vectores tiene pequefias fluctuaciones estacionales: p(t) = po(1 + € cos(wt — ¢)) con € < 1. El primer término es similar al caso
de una poblacidn constante de vectores, pero con la poblacion reemplazada por su promedio. La correccion relativa maxima debido al segundo
término es €2 /8y siempre tiende a disminuir la reproducibilidad. Esta reproducibilidad es el radio espectral de un operador integral.
Comparamos cuatro métodos numéricos para el calculo de Ryutilizando como ejemplo un modelo para la epidemia de chikungunya en Reunion
en 2005-2006. Las formulas aproximadas y los métodos numéricos se pueden usar para muchos otros modelos de epidemia estacional.

1. Introduccion

Desde marzo de 2005, una epidemia de chikungunya ataca por primera vez la isla de Reunion, un departamento francés de ultramar ubicado
en el Océano Indico. Después de un pico inicial con méas de 400 nuevos casos humanos por semana en mayo de 2003, la epidemia se ha
desacelerado (Figura 1a) debido al invierno austral, que es mas fresco y menos lluvioso (Figura 1b) y, por lo tanto, menos favorable para La
proliferacion de Aedes albopictus , el mosquito que transmite el virus chikungunya a los humanos. Tenga en cuenta que Reunion se encuentra en
el hemisferio sur. Aedes albopictusTambién fue responsable de una pequefia epidemia de dengue que dur6 de abril a julio de 2004, es decir,
hasta el comienzo del invierno del sur (Pierre et al., 2005). Esto probablemente ha llevado a los epidemidlogos locales a creer que el escenario
de la epidemia de dengue se repetiria con el chikungunya; El control de vectores a pequeia escala, combinado con la busqueda activa de casos
humanos, seria suficiente para detener la epidemia antes del final del invierno. Este no fue el caso. Después de alcanzar un minimo de menos de
100 casos nuevos por semana en septiembre de 2005, la epidemia de chikungunya comenz a crecer nuevamente y alcanzé un pico asombroso
de40 000nuevos casos por semana en febrero de 2006. Para entonces, la epidemia se habia convertido en un tema de controversia cientifica y
politica. jPor qué los epidemidlogos no pudieron predecir la epidemia? jPor qué el Ministerio de Salud no habia lanzado una campaiia de
control de vectores a gran escala lo suficientemente temprano? A partir de julio de 2006, mas de260 000las personas han contraido la
enfermedad desde el comienzo de la epidemia, o alrededor de un tercio de la poblacion de la isla. Unos 200 certificados de defuncion
mencionaron al chikungunya como una de las causas de muerte. Ademas, la epidemia ha tenido un efecto significativo en la economia de la isla,
en particular el turismo, que es una de las principales industrias. El efecto combinado del invierno y el control de vectores ahora ha llevado el
nimero de casos nuevos por semana por debajo de mil.
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Figura 1. (a) Numero estimado de casos nuevos por semana graficados en dos escalas diferentes. En el eje vertical a la izquierda,
podemos ver claramente la curva epidémica para el afio 2005. En el eje vertical a la derecha, podemos ver como evolucion6 en
2006. Datos del Instituto de Vigilancia Sanitaria. (b) Temperaturas maximas y minimas en grados Celsius (curvas superior y media,
eje izquierdo) y precipitacion en milimetros por mes (curva inferior, eje derecho) en la ciudad de Sainte-Marie en Reunion. Météo
France datos.

Una pregunta importante pero dificil es si la epidemia volvera a pasar el invierno y causara otro pico significativo el proximo verano. Los
cientificos estan acostumbrados a pensar de manera simplificada sobre este tipo de preguntas. Estan interesados en un parametro clave asociado
con la epidemia, la reproducibilidad Ry, definido libremente como el nimero promedio de casos secundarios causados por un primer caso al
comienzo de la epidemia. SiRy > 1, entonces se desarrolla la epidemia. SiRy < 1Entonces se detiene. Siguiendo el trabajo de Ronald Ross
(1911) sobre la malaria, se obtuvo la siguiente formula para la reproducibilidad en el caso de enfermedades transmitidas por vectores:
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donde 8 es la frecuencia con la que pican los vectores, g y ¢’ son las probabilidades de transmision del vector al humano y del humano al vector,
p es la poblacion de vectores, P es la poblacién humana 1/« es la duracion promedio de la infeccion en humanos y 1/ues la esperanza de vida
de los vectores adultos (ver (Bailey, 1982; Anderson y May, 1991) y (Heesterbeek, 2002) para una perspectiva histérica). Esta formula muestra
en particular que la reproducibilidad es proporcional a la poblacion de vectores. Por lo tanto, si un sistema de vigilancia pudiera rastrear los
cambios en la densidad del vector antes y durante una epidemia, y si el valor numérico deR, se conocia de una epidemia anterior o se estimaba
con la férmula (1), entonces uno esperaria que la epidemia se detuviera cuando una intervencion contra los vectores dividiera su densidad por
Ry. Pero dado que ningln sistema de monitoreo actualmente monitorea la densidad de Aedes albopictus en Reunion, el método que se acaba de
describir no puede funcionar. Por lo tanto, parece simplemente imposible responder razonablemente a la pregunta de si la epidemia de
chikungunya volvera a pasar el invierno.

En este articulo, nos centramos en la parte mas tedrica del problema, a saber, la estimacion de la reproducibilidad Ry. Un aspecto
sorprendente de la epidemia de chikungunya es su estacionalidad. Ahora la férmula (1) supone que la poblacion pde vectores es constante
durante todo el aflo. Surgen varias preguntas: ;cémo definir la reproducibilidad si tenemos en cuenta la estacionalidad, por ejemplo, si
suponemos que la poblacion de vectores es una funcion periddica del tiempo? ;Coémo calcular esta reproducibilidad? ;Hay casos especiales en
los que podemos obtener una formula simple similar a (1)? Estas preguntas obviamente no son especificas de chikungunya. Surgen, por
ejemplo, durante la aparicion de otras enfermedades transmitidas por vectores y, mas en general, por problemas de dinamica de la poblacion
influenciada por la estacionalidad: epidemiologia (Altizer et al., 2006), ecologia, demografia, inmunologia, genética de poblaciones. ...

Trabajos recientes (Bacaér y Guernaoui, 2006) han comenzado a responder algunas de estas preguntas. Contiene una definicion de
reproducibilidad en un entorno periddico como el radio espectral de un operador lineal integral en un espacio de funciones periddicas. La
definicion se inspira en trabajos previos sobre dinamica de poblaciones estructurados por edad con coeficientes periodicos (Coale, 1972;
Thieme, 1984; Jagers y Nerman, 1985; Anita et al., 1998) y por el libro de Diekmann y Heesterbeek ( 2000), que destaca la nocion de "matriz de
proxima generacion" y "operador de proxima generacion" para definir la reproducibilidad. (Bacaér y Guernaoui, 2006) también contiene un
algoritmo basado en la discretizacion del operador integral. Utilizamos este algoritmo para estimar la reproducibilidad durante una epidemia de
leishmaniasis en Marruecos. Las fluctuaciones en la poblacion de vectores se conocian con precision a partir de encuestas de campo.

Nuestro articulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 2, presentamos una pequefia modificacion de la definicion de
reproducibilidad dada por (Bacaér y Guernaoui, 2006, §5). Nombramos aquir, el radio espectral del "operador de proxima generacion",
mientras Ry = rjj donde nes el nimero de compartimentos infectados en el modelo. (Heesterbeek y Roberts, 1995b, §2.1) ya han discutido
brevemente este punto en el caso de las "matrices de la proxima generacion". También mostramos para cierta clase de modelos, que llamamos
"ciclicos", que el problema integral del valor propio en la dimension 7 se reduce a un problema unidimensional. En la mayor parte del articulo,
estamos interesados en el caso particular donde el nucleo del problema reducido es la formaK (z,t) = f(t) G(x)donde f(¢)Es una funcion
periddica. Este caso ya incluye muchos modelos de enfermedades transmitidas por vectores y transmitidas directamente.

En la Seccion 3, se presentan cuatro métodos numéricos para calcular la reproducibilidad en problemas integrales de valores propios
unidimensionales. El primer método es el que ya se present6 en (Bacaér y Guernaoui, 2006, §4): es una simple discretizacion del operador
integral. El segundo método utiliza la serie de Fourier y esta inspirado en (Williams y Dye, 1997), que estudia el pardmetro maltusiano y no la
reproducibilidad. Estos dos métodos funcionan para una funcion general.G(x) y una funcién periddica f(t). El tercer método solo se refiere al
caso particular donde f(¢) = 1 + € cos(wt — ¢); combina la serie de Fourier con un método de perturbacion para epequefio. Se parece al de
(Coale, 1972, capitulo 6), que también esta interesado en el parametro maltusiano y no en la reproducibilidad. El cuarto método funciona para
operadores ciclicos de proxima generacion asociados con sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes periodicos.
Ella usa la teoria de Floquet como en (Heesterbeek y Roberts, 1995a, 1995b) pero de una manera diferente.

En la Seccion 4, consideramos las enfermedades transmitidas por vectores y suponemos que la poblacion de vectores viene dada por
p(t) = po[1 + e cos(wt — ¢)] . (2)

Usando primero un modelo simple para la malaria y los resultados de la seccion 3.3, mostramos que con las mismas anotaciones que en (1), la
reproducibilidad viene dada por
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donde ees pequeiio Esta formula aparentemente nueva generaliza la formula (1). El primer término es similar al caso de una poblacion constante
de vectores pero con la poblacion reemplazada por su promedio. La correccion relativa méxima debido al segundo término ese? /8y siempre
tiende a disminuir la reproducibilidad. Luego pasamos a la epidemia de chikungunya usando un modelo un poco mas complicado. La forma
simplificada (2) para la poblacion de vectores no parece demasiado irrazonable cuando miramos las curvas de temperatura y precipitacion en
Reunion (Figura 1b): las dos solo tienen un maximo cada afio alrededor de febrero. Después de haber estimado los parametros de este modelo,
comparamos los cuatro métodos numéricos de la seccion 3 para el calculo de la reproducibilidad. Sin embargo, el valor numérico asi obtenido
no debe tomarse demasiado en serio para la reproducibilidad de la epidemia de chikungunya. Los valores de los parametros no se conocen con
precision; La hipotesis (2) es simplista. Es es un ejercicio para probar los diferentes métodos numéricos. Es una inspiracion para desarrollar la
teoria. Es un primer intento de modelar mientras se esperan estudios de campo sobre las fluctuaciones de la poblacién de mosquitos.

La ultima seccion discute la aplicabilidad del método de la seccion 3.3 para obtener formulas aproximadas de reproducibilidad en el contexto
de otros modelos matematicos de enfermedades infecciosas con coeficientes periddicos, en particular para el modelo SIR con una tasa de
contacto perioddica y un periodo infeccioso fijo, y también para el modelo SEIR con una tasa de contacto periddica y periodos de latencia e
infectividad distribuidos exponencialmente. También se presentan indicaciones preliminares sobre la importancia de la reproducibilidad en
modelos de epidemia estocastica con estacionalidad.

2. Definicion de R

Parat € Ry z > 0, asumimos que K (¢, z)es una matriz de tamafio n con coeficientes positivos o cero. Suponemos que
K(t+6,z)=K(t,z)siz > 0.



La idea detras de la funcién. K (t, z) es el de un modelo epidémico con n compartimentos "infectados" (I1, I, . . . , I), que puede ser
infeccioso o latente. El coeficienteK; (¢, «) en la linea ¢ y la columna j representa el nimero esperado de individuos en el compartimento I; que
un individuo en el compartimento I;infecta al comienzo de una epidemia por unidad de tiempo en el tiempo ¢, si estd en el compartimentol;
desde zunidades de tiempo Esto cubre el caso donde las personas en el compartimentol; infectar a las personas que terminan en el
compartimento I;, pero también el caso donde las personas en el compartimento I; simplemente cambie los compartimentos para terminar en I;.
El supuesto de periodicidad en K (¢, z) representa un entorno periodico

Considere el operador lineal integral /C definido por
(Kv)(¢) = / K(t,z)v(t —z)dz (4)
0

en un espacio funcional §-periddico con valores en R"™. Para ser mas precisos, notamos que con las hipotesis de periodicidad enK (¢, z) y v(t), la
ecuacion (4) se puede escribir

0
(Kv)(t) = /0 K(t,s)v(s)ds

donde

SIS K(tt—s+k0), s<t,
SIS K(t,t—s+k0), s>t

K(t,s) = {
Suponemos que K pertenece al espacio L*((0,6) x (0,6), R**"). Una extensién simple del Teorema 7 de (Hochstadt, 1973, p. 51) muestra que
IC es un operador lineal compacto de L*((0, 8), R™)en si mismo Como en (Diekmann y Heesterbeek, 2000, p. 77), podemos nombrar/C "El
operador lineal de proxima generacion", y K (¢, z)El nicleo asociado. Sirg es el radio espectral de IC, definimos la reproducibilidad Ry por la
formula Ry = 7. Ver (Heesterbeek y Roberts, 1995b, §2.1) para una discusion de por qué a veces es mas conveniente tomar Ry = 7 €so
Ry = rg. Ver también (Bacaér y Guernaoui, 2006, §5) para una discusion de por qué esta definicion deRy generaliza la definicion habitual sin
estacionalidad basada en la "matriz de la proxima generacion" (Diekmann y Heesterbeek, 2000, p. 74).

El operador lineal Kes positivo Sirg > 0, El teorema de Kerin y Rutman (ver Teorema 9.2 en (Krasnosel'skij et al., 1980, p. 87)) muestra que
7 es un valor propio de K y que hay una funcién propia positiva v(¢t) € L2((0, ), R™) asociado con ry. Al extenderv(t) periodicamente en R
podemos escribir

/000 K(t,z)v(t —z)dz =rqu(t). (5)

Encontramos en (Krasnosel'skij et al., 1980) y (Schaefer, 1974, p. 377) condiciones que aseguran que ro > 0.

En el resto de este articulo, consideramos modelos "ciclicos" que tienen la siguiente forma particular (Figura 2): todos los elementos
K; j(t, z) del nucleo son cero excepto K1, (¢, z) y Kjr1,(¢,z) paral < j<n —1.
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Figura 2. Compartimentos infectados en un modelo "ciclico".

Esto incluye en particular el caso unidimensional general n = 1 con un nucleo arbitrario K (¢, z). Siv(t) = (vi(t),. .., vn(t)), el problema
integral del valor propio (5) esta escrito

/ Kin(t,z) vn(t — z) dz = ryvi(t),
0

/ Kij(tz)vi(t —z)de =rgvjq(t), 1<j<n-1.
0

Reemplazamos sucesivamente la ecuacién con j =n — 1, j =mn — 2, ... j = len la primera ecuacion Porque Ry = r{, vemos que
o0 (o]
/ ‘ / Kin(t,z1) Kppn-1(t — @1, 22) - - - Ko1(t — 21—+ — Tp—1, %)
0 0
vi(t —z1 — - — zp)dzr - - - dzp, = Rovi(2).
Debe notarse una propiedad importante: si un elemento distinto de cero K ;(¢, ) se multiplica por una cierta constante, entonces RoTambién se
multiplica por la misma constante. Cambio de variable(z1 = z1,...,Zn-1 = Zn—1,Z = T1 + - - + ) conduce a
0 ~
/ K(t,z)vi(t — z)dz = Ryvi(t), (6)
0

donde K (t, x) es la integral de la hipersuperficie

K(ta 37) = Kl,n(t,ml) Kn,nfl(t - wl,m2) T K2,1(t — X1 — = mnflymn) dUZ

Oz



yol ={(z1,...,zn) ER" 214+ -+ 2z = 2,21 > 0,...,2, > 0}. Entonces redujimos el problema integraln-dimensional valor propio (5)
a un problema unidimensional (6).

En el resto del articulo, excepto en la seccion 3.4, consideramos el caso particular donde

Kin(t,z) = f(t) gn(x), Kji(t,z) =gj(z), 1<j<n-1 (7)
La ecuacion (6) se convierte en
o0
£0) [~ Gle)un(t — o) do = Roui(0), )
0
donde
6@ = [ ai@)- gn(an) do. )
Tenga en cuenta que si n = 1, el ntcleo se reduce a K (¢, z) = f(t) g1(z) de manera que G(z) = g;(x). También tenga en cuenta que si
gj(x) =a;e™™7, 1<j<n, (10)
podemos mostrar (ver apéndice) a partir de (9) que
(@ ) PR 1)
G x)=ay---a, . 1].
j=1 Hk;éj(bk - b])
Esta formula sigue siendo valida para n = 1 con la convencion habitual de que el producto en un conjunto vacio es igual a 1.
3. Métodos numéricos para calcular R
3.1 Discretizacion del problema integral del valor propio
Este método consiste en discretizar el problema integral del valor propio (8). Se presenta en (Bacaér y Guernaoui, 2006, §4); Por lo tanto,
solo se recuerda brevemente. Tomamos un entero muy grande Ny ¢ = (k — 1) §/Ndonde k = 1,2, ..., N. Definimos
N +00
G(z) =) G(z + k). (12)
k=0
Nombramos R El radio espectral de la matriz del problema de valor propio
g k1 N
Fte) [; Gty —t;) Vi + sz G(te —t; +0) V]-] =RoVk, (13)
donde V;Es un vector propio. Entonces Ro — Ry si N — 4o00. El célculo numérico deRyse puede hacer con Scilab (www.scilab.org), un
software gratuito similar a Matlab. Tenga en cuenta que si g;(z) = a; e % portodo 1 < j < n, se sigue de (11) que
() > (1
G(z)=a1---ay . 14
=1 (1—et?) H#J‘(bi — b))
3.2 Serie de Fourier: caso periodico general
Si w = 27/0, considere la descomposicion de Fourier de la funcion periddica f(t) :
3 1 r 3
0= 5, fi=g [ fae i, (15)
2 0 Jo
JEZ
donde Z es el conjunto de enteros (positivo o negativo) y 52 = —1. Elf; son niimeros complejos con f_; = f; ((*denota el nimero conjugado
complejo). Estamos buscando una solucion de (8) que sea una funcion real (e incluso positiva) de la forma
vi(t) = Z cj e, (16)

JEL

El c; también son niimeros complejos con c_; = c;f. Reemplazamos (15) y (16) en (8):

(Z fi ejiwt) (Z Gic ejiwt) = Ry Z cj el (17)
JEZ JEZ JEZL
donde
Gj= /OO G(z) e ™ dx . (18)
0

De (9) se desprende que



(o]

G = (/)00 g1(z) e 7" d:c) (A gn(z) e 7" d:c). (19)

Si gj(z) = a; e biz para 1 < j < n, entonces

al .. an
G = 20
T (by + Fiw) - -+ (by + Jiw) (20)
para j € Z. La ecuacion (17) se puede escribir.
5 (30 5k Gran)ert = Ry S gy
JEZ kel JEL
Esta igualdad es verdadera si y solo si
Z fi-x Grer = Rocj (21)
keZ

para j € Z. Es un problema de valor propio para una matriz infinita. Tenga en cuenta quefr, — 0y G — 0 si k — £o00. Entonces, si dejamos
que N crezca y si Ry es el radio espectral de la matriz cuadrada truncada (fj—r Gr)-n<jk<n, entonces Ro — Ro si N — +o0.

3.3 Serie de Fourier: el caso sinusoidal

Suponemos que
f(t) =1+ ecos(wt — @), (22)
donde 0 < e <1y0 < ¢ < 2m. Esto se llama una funcion "sinusoidal". Para el problema del valor propio (8), un retraso de tiempo def(¢) no
cambia Ry. De hecho, siR es el radio espectral asociado con f(¢) con su propia funcién vy (t), entonces Ry sigue siendo el radio espectral
asociado con f (t) = f(t — h) con su propia funcién 1 (t) = v (¢ — h). Para el calculo de Ry, por lo tanto, podemos suponer que ¢ = 0, de
manera que

g 3 i
=1+ = ezwt + = efzwt'
) =1+ e+ 2

Obviamente tenemos fy = 1, fy = f_; = £y fr = 0 para |k| > 1. El sistema (21) se convierte
€ €
5 Gj—l cj—1+ Gj ¢+ 5 G]‘+1 Cj+1 = Ry Cj (23)

para j € Z. PorqueG(z) es con valores reales, tenemos G—; = G7. Por lo tanto, se deduce que la ecuacién (23) conc_; en el lado derecho es

simplemente el complejo conjugado de la ecuacion (23) con cjen el lado derecho Por lo tanto, podemos olvidar la ecuacion (23) paraj < 0.

Recordemos quec_; = ¢ y G_; = Gj. El problema del valor propio (23) con j € Z se reduce a
{ %GICI + Goco + %G1Cl = Ryoo,
7Gj1ci1 + Gjeg + 5Gic = Rog, (G=1).

La funcion adecuada v1(t) puede ser normalizado para que ¢y = 1. Es posible porquev; (¢) es estrictamente positivo para que
cy = % f09 v1(t) dt > 0. Busquemos una solucion del sistema (24) del formulario

Ry = Z Dk e®, cj = Z Cjk sk, (25)

k>0 k>0

que se espera que sea valido al menos para epequefio. Concg = 1, tenga en cuenta que co,0 = 1y cox = 0 por todo £ > 1. Insertamos (25) en la
primera ecuacion de (24) y separamos los poderes dec®. Obtenemos Gy = po y

Gr o, G
71 Clp—1 T 71 Clk-1 = Pk (26)

para k > 1. Del mismo modo, al insertar (25) en la segunda ecuacion de (24), llegamos a G;cjp = pocjo paraj > 1y

G];l
2

G
1
cji-1k-1+Gjcir + 5 Cj+l k-1 =

k
PLCj k-1 (27)
=0

paraj > 1yk > 1. Paraj > 1, se sigue que (Go — Gj) ¢j0 = 0. Entonces ¢jo = 0 porque G(z) es positivo y no idénticamente cero para que
Go—G; = [[°(1 — e ") G(x) dx # 0. Porque

po=Go, ¢co=00>1), co=1, ¢cp=0(k2>1),
vemos con (26) y (27) que los coeficientes py, y ¢;; paraj > 1y k > 1 se calculan recursivamente:
pr = R(Grerp-1) (28)

1 G, Gi k=1
[ 2 S Cit1,k—1 — Z Pl Cj,k—l} s (29)
=1

Cs

k= 53—~ |75 Ci-Lk-1 T
J GO _ G] J 9 J

2



donde R(z) denota la parte real del nimero complejo z. Mas especificamente, si los coeficientesp; y ¢;j; se calculan paral < k—1yj > 1,
entonces las formulas dan una expresion para p y c;x para j > 1. Este algoritmo puede comenzar porquepg y los coeficientes c;gson conocidos
Usando (28) - (29), podemos ver facilmente quec;x = 0 para j > kque pr = 0 para cualquier entero impar k, y que c;r = 0 si j > 1 es extrafio
mientras k > 1 es par.

En la préctica, arreglemos un numero entero s > 1y considera el vector (p;)o<k<x ¥ la matriz rectangular (c; 1)o<j<x+1, 0<k<s- Alreglemos
po = Go, coo =1, cjr = 0para j > kenlamatriz, y cor = 0 para 1 < k < k. El algoritmo funciona asi:

parak=1ak,
calcular Pk utilizando (28)

para J=1a k,
calcular ¢k utilizando (29)
fin
fin
De esta manera, podemos ver facilmente que
Gy 1 Gy Gy
—0, ¢ == m( ) 30
P1 1,1 2(Go — G1) P2 D) Go—Cs (30)
Finalmente encontramos
2
€ Go G1
Ry = Go+ —R( 5 ) 31
0 0t GG (31)

para epequeilo; es la correccion de orden mas baja a la reproducibilidad cuando se tienen en cuenta las variaciones estacionales de pequeiia
amplitud. Hagamos algunos comentarios adicionales:

¢ Notamos que
1 —cecos(wt — @) =1+ ecos(w(t+0/2) — ¢).

Entonces, cambia € en —e corresponde a una diferencia horaria de f(¢). Entonces, de acuerdo con la observacion hecha al comienzo de la
seccion 3.3,Rydebe permanecer sin cambios. Esto explica por qué los coeficientes imparesps,.1 ((k > 0) en el desarrollo en serie de R
son cero

¢ La funcion sinusoidal (22) no es tan especial como podria parecer a primera vista. De hecho, para cualquier funcion positivad-periodico
f(t) con, por ejemplo, un promedio igual a 1, los primeros términos del desarrollo de Fourier son 1 + fi cos(wt) + f; sin(wt), que puede
tomar la forma 1 + € cos(wt — ¢) con € = 1/ (f1)% + (f])? y ¢ = arctan(f;/f1).

¢ Parece dificil determinar los radios de convergencia de series completas (25). Los teoremas generales sobre las perturbaciones analiticas
de los operadores lineales (Kato, 1984) muestran que estos radios de convergencia son estrictamente positivos, porquerges un valor propio
simple aislado del "operador de proxima generacion". (Kato, 1984) también ha desarrollado métodos no triviales para obtener limites mas
bajos para estos radios: se necesita trabajo adicional para tratar de aplicarlos en el presente caso. En la practica, el algoritmo en esta
seccion da facilmentep,, porque digamos k£ < 20 donde k£ < 50. Si la inspeccion de los resultados sugiere quepy, tiende a 0 cuando
k — +o0, entonces hay una buena posibilidad de que el radio de convergencia de la serie Ry es mayor o igual que 1.

¢ El método formal de perturbacion utilizado en esta seccion se puede ver desde el punto de vista de la teoria matematica general
desarrollada por (Kato, 1984). Considere, por ejemplo, el lado izquierdo de (8) conf(t) dado por (22) como operador lineal L. en el
espacio de Hilbert de funciones reales 6-periodico de cuadrado integrable con el producto escalar habitual (41, 1)2) = f09 P1(t) Ya(t) dt.
Considere el problema del valor propio imperturbableLy v = A1, es decir

/Ooo Gla)w(t — o) do = A(t).

Busquemos una solucién del formulario. 1(t) = 3, _, aj, e"“*. Encontramos que(A — G},) aj, = 0 por todo k. Entonces los valores
propios estan dados por\; = G para k € Zy el espacio limpio asociado con Ay, es generado por vy, (t) = ¥, El ¢ formar una base
Considere la base dual 9, (t) = e ¥ /0 ((n € Z), tal que (¢);,%,) = 1 para j = ky 0 para j # k. El operador linealZ. esté en la forma
Ly + € £'donde

(L'Y)(t) = cos(wt — ¢) AOO G(z)y(t —z)dz.

Estamos interesados en la perturbacion. Ry = py + € p; + €2 py + - - - valor propio Ay = py = Gy, cuya funcioén propia asociada 1, = les
positivo Usando las formulas dadas por (Kato, 1984, p. 81) en dimension finita (estas formulas permanecen validas en dimension infinita
y son bien conocidas en mecénica cuantica (Cohen-Tannoudji et al., 1986, capitulo XI) cuando los operadores son autoadjuntos),
obtenemos

0
p1 = (Lo, P,) = %/{; cos(wt —¢)dt =0,
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que es idéntico a (30). Las expresiones para correcciones de orden superior son mas complicadas: el método y algoritmo ad hoc que
usamos para calcular elp; Parece mas practico.

3.4 Aplicacion de la teoria de Floquet

En esta seccion, consideramos el sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias

I () 1(0) + 60 L), (32)
I,
thH = —ajq (t) L (8) + B Ii(t), 1<j<n—1, (33)

donde todas las funciones o;(t) y B;(t) estan f-periodico. Este sistema puede provenir de la linealizacién cerca del equilibrio libre de
enfermedad de un modelo epidémico no lineal. El ntcleo del operador de proxima generacion asociado viene dado por

Kl,n(t, a;) = ﬁn(t) e ftix a"(s) ds’
Ky iz, t) = Bi(t) e frecimCde 1< j<pn 1,

y K j(t, z) = Opara todos los demés indices. Por lo tanto, es un modelo "ciclico" en el sentido de la seccion 2. Una observacion en esta seccion
muestra que si por ejemplof3,(¢) se multiplica por una cierta constante, luego la reproducibilidad se multiplica por la misma constante.

La teoria de Floquet aplicada al sistema (32) - (33) muestra que el equilibrio cero es inestable si y solo si el radio espectral de la "matriz del
proximo afio", también llamada matriz de monodromia, es mayor que 1. Por lo tanto, la reproducibilidad es también el inico niimero real
positivo, para el cual p(X(6)) = 1donde p es el radio espectral de la matriz y

—ay(t) 0 -0 28
Bi(t) - - 0
dx
D=1 X(t)
: . . 0
0 0 Bua(t) —an(t)

con la condicion inicial X(0) = 1,(la matriz de identidad de tamafio n ). EntoncesRy se calcula combinando un método de dicotomia con
software que resuelve numéricamente ecuaciones diferenciales ordinarias como Scilab.

4. Enfermedades transmitidas por vectores

4.1 Malaria

Consideramos en esta seccion un modelo muy simple para la malaria, es decir, una variacion de uno de los primeros modelos propuestos por
Ronald Ross (1911) con una poblacion de vectores periodicos. Vamos a presentar las siguientes anotaciones:S(t) es la poblacion humana sana,
I(¢) 1a poblacion humana infectada, P = S(t) + I(t)La poblacion humana total. Igualmente,s(¢) es la poblacion de vectores saludables, 3(¢) la
poblacion de vectores infectados y p(t) = s(¢) + i(¢)La poblacion total de vectores. Ademas, se consideran los siguientes pardmetros:a es la
velocidad de curacion de los humanos; 3 es la frecuencia a la que los vectores pican; g (0 g') es la probabilidad de transmision del vector al
humano (o del humano al vector); A(¢) es el nimero de nuevos vectores adultos que emergen por unidad de tiempo, que es una funcion 6-
periodico; pes la mortalidad del vector El modelo es el siguiente:

b0 e s 2~ pse), (34)
&5 sy 8 i), (35)
B paiy 2D v arw, (36)
%%:ﬁqdﬂjgz—aﬂﬂ. (37)

Al agregar (34) y (35), vemos que % = A(t) — up(t). Suponemos quep(t) es dado por
p(t) = po[1 + € cos(wt — @)].
Como p es conocido, esto determina A(¢). Al linealizar el sistema (34) - (37) cerca del equilibrio sin enfermedad, obtenemos

di,
dt

L) . dI

—pi(t), = =Bai(t) —aL(?). (38)

= B4 p(t)




El nicleo del operador de proxima generacion asociado es

Baplt) —az
K(t,z) = (ﬂ 0 P ¢ ) . (39)
qge H* 0

Es "ciclico" de la forma particular (7), con las funciones g;(x) (1 < j < 2) de la forma (10) y f(t) = 1 + € cos(wt — ¢). La formula (20) da

B a4 po
G = 40
T (a+ jiw) (u + jiw) P (40)

para j € Z. Finalmente (31) tiene la forma

2 !
Rozﬂqqpo

ap e?
f £, 41
apP ( w? + (a+ p)? 2) (41)

Esta es la correccion de orden inferior a la formula (1). Tenga en cuenta que tenemos desigualdad

o &2 €2

0< < —.
- 8

T W (ot p)? 2
El limite superior se alcanza cuando o« =~ p > w. Entonces llegamos a la siguiente conclusion:

El primer término en la formula para Ry es lo mismo que para una poblacion p vector constante pero con p reemplazado por la
poblacién de vectores promedio py. La correccion relativa maxima debido al segundo término ese?/8 y siempre tiende a disminuir
Ry. Por lo tanto, es un poco mas dificil que una enfermedad transmitida por vectores invada una poblacion con fluctuaciones.

También recordamos dos propiedades fundamentales de Ry en el contexto de las enfermedades transmitidas por vectores: una epidemia puede
desarrollarse si y solo si Ry > 1; se puede evitar una epidemia si la poblacionp(t) de vectores se divide uniformemente por Ry todo el afio

4.2 La epidemia de chikungunya en Reunion

Chikungunya es una enfermedad viral que parece conducir a una inmunidad duradera. Si también queremos tener en cuenta el periodo de
incubacion en humanos y vectores, el siguiente modelo parece ser adecuado:

& -8 12 uao), | (42)
% = Bs(t) % — (v + ) e(t), % = ye(t) — pi(t), (43)
ds o S()

L S(t dI
= = Bilt) T —0B(), < =B —al(), (44)
dR
— =ol(), (45)

donde e(t) (respectivamente E(t)) es la poblacidn de vectores infectados pero no infecciosos (respectivamente humanos), 1/ (respectivamente
1/6) es el periodo de incubacion promedio en vectores (humanos respectivamente) y R(¢)es la poblacion inmune humana Tenga en cuenta que
las probabilidades de transmision en los compartimentose y E son nulos y los que estan en los compartimentos ¢ y I igual a 1. La poblacion
humana total P = S(¢t) + E(t) + I(t) + R(t) es constante, mientras que la poblacion total de vectores p(t) = s(t) + e(t) + i(t) es la solucion

de & = \(t) — pup(t).

Este modelo se utiliza para tratar de estimar la reproducibilidad de la epidemia de chikungunya de 2005 y 2006 en Reunién. Como las
fluctuaciones de la poblacion de vectores son desconocidas, tomamos la forma simple p(t) = po(1 + & cos(wt — ¢)), lo cual no es demasiado
irrazonable cuando observamos las curvas de temperatura y precipitacion en Reunion (Figura 1b), las dos tienen un maximo anual maximo
alrededor de febrero y un minimo alrededor de julio. Entonces el periodof = 27" tiene un afio y podemos tomar ¢ = % La funcions(t) puede
ser eliminado del sistema (42) - (45) ya que s(t) = p(t) — e(t) — i(t). Los otros valores de los parametros utilizados para la simulacion se
resumen en la Tabla 1. Tenga en cuenta, por ejemplo, que (chikungunya.net, # 83) se refiere a la pregunta 83 en la lista de preguntas frecuentes
en el sitio chikungunya.net, un sitio lugar realizado por epidemio6logos dedicados a la epidemia de chikungunya en Reunion.

Se estima que la incubacion en humanos dura entre 3 y 7 dias (Duhamel et al., 2006, p. 6) o entre 4 y 7 dias (chikungunya.net, # 101). Pero de
acuerdo con (# 156), los humanos pueden comenzar a ser infecciosos 2 o 3 dias antes de los sintomas. Por lo tanto, elegimos 4 dias para el
periodo de incubacion. Se estima que el periodo infeccioso después de los sintomas en humanos es de aproximadamente 5 dias (Duhamel et al.,
2006, p. 7) o entre 5 y 7 dias (# 49,52). Dado el comentario anterior, tomamos un valor de 7 dias para todo el periodo infeccioso.

Se estima que el periodo de incubacion en los vectores es de entre 9 y 14 dias (chikungunya.net, # 83), entre 4 y 5 dias (# 253), o entre una y
dos semanas (# 395). Elegimos 7 dias. Una vez infectados, parece que los vectores permanecen infectados hasta que mueren (# 83). Se estima
que la vida util de un vector adulto es de entre 4 y 10 semanas (# 83) o "varias" semanas (# 404). Elegimos un mes. El vector puede morder 5 o
6 veces durante su vida (# 404): elegimos un promedio de una mordedura cada 4 dias. Se desconoce si el vector infectado puede transmitir el
virus a sus huevos (# 83/385/442): nuestro modelo no tiene en cuenta esta posibilidad.

La infeccion en humanos conduce a un estado de inmunidad (# 10/385), que probablemente dura al menos varios afios, ya que nadie parece
haber sufrido dos veces de chikungunya durante la epidemia en Reunion. Los casos asintomaticos representan entre el 10 y el 15% de los casos
de acuerdo con (# 385) pero no parecen estar incluidos en la estimacion del nimero de casos en la Figura 1; No se tiene en cuenta en el modelo.



Tabla 1. Valores de parametros utilizados para la

simulacion.
| parametro ||simbolo” valor |
|periodo de incubacion en vectores ||1 /Y H7 dias |
|Vida de vector ||1 / Hl mes |
|per1'0d0 de incubacion en humanos”l /6 H4 dias |
periodo infeccioso en humanos ||1/ a H7 dias |
periodo entre dos picaduras | 1/8 ‘ 4 dias |
poblacion de la reunién | P ‘ 785 000|
’cambio de estacionalidad H¢ ‘ % ‘

El primer caso de chikungunya en Reunion se detect6 el 22 de febrero de 2005. Probablemente fue importado de Comoras, donde varios
miles de personas ya habian sido infectadas. Teniendo en cuenta el periodo de incubacién y la duracion de la infeccion, se supone para la
simulacion que un ser humano en el compartimento E ingresa a la poblacion de La Reunion al comienzo de la quinta semana de 2005.
Continuamos la simulacion del modelo hasta principios de febrero de 2006, es decir, hasta la implementacion de un control vectorial a gran
escala después del pico alto; Este control no esta incluido en el modelo. Se supone que el control de vectores pequefios antes de esta fecha es
insignificante en el modelo.

Los parametros pg y epara la poblacion de vectores son desconocidos y deben estimarse utilizando la curva epidémica (Figura 1). Definamos
Prmax = Po(1 4+ €) Y Pmin = Po(1 — €). Usando un método rudimentario de prueba y error, encontramos un ajuste correcto a la curva epidémica,
dada la simplicidad del modelo, con un nimero maximo de mordeduras recibidas por un humano por semana igual a 8 py../P = 1,2 y un
numero minimo de picaduras por humano por semana igual a 6% de este maximo, es decir Py /Pmax = 6%(figura 3). De esto obtenemos ppayx,
Prmins P0 = (Pmax + Pmin)/2 Y € = (Pmax — Pmin)/ (Pmax + Pmin)- Digitalmentee ~ 0,887. Podemos verificar facilmente que

A(t) = dp/dt + pp(t) mantenerse positivo porque & < 1/+/1 + (w/p)2.
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Figura 3. Estimacion de parametros pg y € ajustando la curva suave producida por el modelo a la curva epidémica antes del control
de vectores a gran escala de febrero de 2006. La curva punteada muestra la supuesta variacion de la poblacion de vectores (sin
escala).

Ahora que todos los parametros de este modelo son fijos, pasamos a estimar la reproducibilidad. Al linealizar las ecuaciones (43) y (44) cerca
del equilibrio sin enfermedad, obtenemos

de. L(¢) dix .
ddEt —Bp(t)T—(’vﬂ;)Ie*(t), o = e(t) — i),
dt* = Bi.(t) — d E,(t), dt* =60E,(t) — allt).

El nticleo del operador de proxima generacion asociado es

0 0 0 Bl
K(t,z)= [ve ™ 00 0
’ 0 Be e 0 0
0 0 Je % 0

Es "ciclico" y de la forma particular (7) con f(t) = 1+ € cos(wt — ¢), mientras que las funciones g;(z) (1 < j < 4) son de la forma (10).
EntoncesG(z) esta dado por (11), G(z) por (14) y Gy, por (20).

Con los valores numéricos de los parametros anteriores, obtenemos Ry ~ 3,4 utilizando cualquiera de los cuatro métodos de la seccion 3. El
programa se puede descargar desde



www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci.

Las siguientes tablas muestran la convergencia de los primeros tres métodos. El primer método (seccion 3.1) parece converger mas lentamente
que los demés. Esto probablemente se deba a que reemplaza la funcion f(t) por una funcion de escalera (f(tx))1<k<n, que no es una buena
aproximacion para el caso particular donde f(t)es sinusoidal El segundo método (seccion 3.2) usa los coeficientes de Fourierf de f(t), que en
nuestro caso particular son simplemente fy = 1, f; = f_; = £y fi = 0 para |k| > 1. Debido a esto, la convergencia del método es muy
rapida. Estos dos métodos requieren el calculo del radio espectral de una determinada matriz. Por el contrario, el tercer método (seccion 3.3)
requiere solo operaciones elementales y casi podria llevarse a cabo con una calculadora simple. Recordemos que « es el numero de términos que
mantenemos en la expresion de Ry en serie de poderes de €. Podemos notar que la aproximacion dada por la férmula (1), conp reemplazado por
el promedio py de la poblacion de vectores, corresponde a k = Oen la Tabla. La diferencia con el valor "exacto" de Ry es de 14%. Si incluimos
el término orden €2 como en la formula (31), la diferencia se reduce a 2% aunque eNo es muy pequefio. La convergencia del cuarto método
(seccion 3.4) esta determinada por la discretizacion de la ecuacion diferencial. Es el solucionador de ecuaciones diferenciales que generalmente
controla esto. Con Scilab, puede encontrar facilmente el valor correctoRy ~ 3,389 después de varias iteraciones de dicotomia.

Convergencia del primer método:
IN[i2 25 50 [100 [200 |
[R13,100](3,399)3,392/3,389](3,389)

Convergencia del segundo método:
Wloo o 3 Jas
[R|3,868]3,496/3,418|[3,389)(3,389)

Convergencia del tercer método:
koo 2 Jasa o 12 |
R,|3,868|3,461]|3,409|(3,390](3,389)

Repitamos: el valor numérico obtenido para Rypara la epidemia de chikungunya no se debe tomar demasiado en serio ya que los valores de
los parametros son imprecisos y dada la simplicidad de la hipdtesis (2). Podemos ver esto como un ejercicio para probar los diferentes métodos
numéricos, como una fuente de inspiracion para desarrollar la teoria, o como un primer intento de modelar mientras esperamos encuestas de
campo sobre las fluctuaciones de la poblacion de Aedes albopictus .

5. Observaciones finales

5.1 Otras aplicaciones
Modelos epidémicos con n = 1

Considere un modelo epidémico con un compartimento infectado y un nucleo de la forma
K(t,z) = [1+ ¢ cos(wt — ¢)] g(). (46)

Entonces G(z) = g(z) como ya se sefial6 en la seccion 2 y Rypuede ser abordado por la formula (31). El ntcleo (46) aparece, por ejemplo, en
modelos epidémicos SIS / SIR / SIRS con una tasa de contacto sinusoidal.

Si el periodo infeccioso se distribuye exponencialmente como en (Dietz, 1976; Grossman et al., 1977; Kuznetsov y Piccardi, 1994), entonces
G(z) = ae ™ y podemos verificar facilmente que Gy = a/by que el coeficiente de £2 en (31) se cancela, de modo que Rp ~ a/b. Con la
misma definicion deRy que la del presente articulo (Bacaér y Guernaoui, 2006, § 5) mostro la formula exacta Ry = a/ben este caso. Por
supuesto, este "resultado" ya se ha notado durante mucho tiempo, ya que el nucleo (46) aparece en relacion con la ecuacion

dI
i a(l+ e cos(wt — @)) I(t) — bI(t),

que podemos resolver explicitamente, y para lo cual mostramos facilmente que el estado de equilibrio cero es inestable si y solo si a/b > 1. Por
analogia con el caso trivial donde £ = 0, varios autores han planteado Ry = a/b como definicion, he notado que R, fue el tiempo medio de la
funcidn Ry(t) = a(1 + € cos(wt — ¢)) /b, y creia que esta propiedad promedio seguia siendo valida para modelos mas complicados; este no es
el caso.

Si el periodo infeccioso es constante 7 arreglado como en (Cooke y Kaplan, 1976; Smith, 1977, Nussb_aum, 1977; Nussbaum, 1978;
Grossman, 1980), luego G(z) = a paraz < 7y G(z) = 0 para z > 7. EntoncesGy = a7, G; = a ="y (31) da

iw

Ro~art+é

2a7 sin?(wr/2) [ wr/2 1} (47)
[wT — sin(wT)]2 + [1 — cos(wT)]? L tan(wr/2) '

Esta formula muestra que, a diferencia del modelo de malaria en la Seccion 4.1, la estacionalidad puede aumentar o disminuir Ry, de acuerdo
con el valor numérico de wr. Tenga en cuenta que para el caso excepcional dondew = 27y a = 1 considerada por (Cooke y Kaplan, 1976;
Smith, 1977; Nussbaum, 1977; Nussbaum, 1978), la formula (47) dice que Ry = 1 + 0(52) cuando 7 = 1. Esperamos tener la formula exacta
Ry = 1 por todo € cuando 7 = 1, desde (Smith, 1977; Nussbaum, 1977) han demostrado que existen soluciones periddicas para el modelo
epidémico no lineal completo siy solosi 7T > 1.

Modelos epidémicos con n = 2



Considere un modelo epidémico con dos compartimentos infectados que, una vez linealizado cerca del equilibrio sin enfermedad, toma la
forma

dI,

Ol b L(0) a1+ e cos(et — B B(e), T2~ (0~ by B(e).

dt

Tenga en cuenta que el sistema (38) era de esta forma. El nucleo del operador de proxima generacion asociado es

1+ t— ~bew
K(t,z) = < 07b1x [1+¢€ cos(wt — @) ase > (48)
ae 0
La formula (31) da
ay az b1 b2 62
Ry ~ — — 49
0 b1b2< w? + (by + by)? 2) (49)

Un ejemplo de este tipo es el modelo de malaria (Anderson y May, 1991, p. 404). Los valores numéricos utilizados en esta referencia son:
w = 2m, & =15/25, a1 = 20 por afio a2 = 20 X 25 por aflo by = 50 por afio y bs = 4por afio Los cuatro métodos numéricos de la seccion 3, asi
como la formula aproximada (49), danRy ~ 49,4. Tenga en cuenta que el término de orden mas bajo espyp = 50.

Otro ejemplo es el modelo epidémico SEIR o SEIRS con una tasa de contacto sinusoidal considerada, por ejemplo, en (Schwartz y Smith,
1983; Aron y Schwartz, 1984; Kuznetsov y Piccardi, 1994), (Altizer et al., 2006, recuadro 1 ) y (Ma y Ma, 2006, §4). Los valores numéricos
utilizados por (Ma y Ma, 2006, §4) soniw =1, = 0,8, a1 = 0,3 a2 = 1, by = 0,3y b2 = 0,99(unidades no especificadas). La simulacion
numérica ha demostrado que no se puede establecer una epidemia en este caso. Pero con € = 0, los autores sefialaron que
Ry = po = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1. La conclusion fue que promediar la tasa de contacto no es la forma correcta de determinar el umbral
epidémico. De hecho, los cuatro métodos numéricos de la seccion 3 dan Ry ~ 0,973 < 1 para € = 0,8. La férmula aproximada (49) da
Ry ~ 0,974.

Otro ejemplo es el modelo para el colera con una tasa de contacto sinusoidal con agua o una tasa de contaminacion sinusoidal con agua
(Codeco, 2001). Esta referencia también considera el caso donde el coeficientebaRepresentar la tasa de desaparicion de Vibrio cholerae en el
agua es una funcion sinusoidal del tiempo. Este articulo no proporciona una féormula aproximada para la reproducibilidad en el tltimo caso, pero
Ry todavia se puede calcular numéricamente usando, por ejemplo, el método en la seccion 3.4.

También mencionamos la "conjetura" de (Moneim y Greenhalgh, 2005), que sugiere que la reproducibilidad (con un umbral de 1) para un
modelo SEIRS con una vacuna y una tasa de contacto periodica se calcula mediante una férmula simple después de tomar El promedio de los
coeficientes del sistema linealizado durante un periodo. Esta referencia no da ejemplos numéricos. Pero si suponemos que la tasa de contacto es
constante y que la tasa de vacunacion es tal que la poblacion susceptible en la situacion libre de enfermedad es sinusoidal, entoncesK (¢, z) es
exactamente de la forma (48) y Rpesta dado por (49). Si el promedio fue correcto, el resultado no deberia depender dee. Entonces la
"suposicion" parece incorrecta.

5.3 El caso estocastico

Seria util para la epidemia de chikungunya en Reunion tener una estimacion de la probabilidad de que la epidemia se extinga a causa del
invierno, conociendo el tamafio de la poblacion humana infectada al comienzo del invierno. Para responder a esta pregunta, obviamente
necesitamos un modelo estocastico. Pero los modelos estocasticos de enfermedades transmitidas por vectores con estacionalidad son dificiles de
analizar. En esta seccion, mostramos el vinculo entre la probabilidad de extincion en el momentot y reproducibilidad R, utilizando un modelo
epidémico muy simple con estacionalidad.

Considere el proceso de nacimiento y muerte con coeficientes. a(t) y b(t) que son 8-periddico:

L = alt) (k= 1) Wera () = [o(t) + B KWA(H) +5(0) (k-+ 1) Wea (6, k>1

y dWy/dt = b(t) Wi (¢t). AquiWy(¢)es la probabilidad de tener £ personas infectadas en el momento ¢. SiZ personas infectadasZ > 1) se
introducen o se presentan en el momento 7', luegoWz(T) = 1y Wi(T) = 0 para k # Z. La probabilidadWj(t)la extincion en el tiempo ¢ se
calcula resolviendo la ecuacion diferencial parcial de primer orden verificada por la funcion generadora g(t, z) = > -0 Wi(t)z*. El resultado,
dado por (Bartlett, 1960), sigue siendo valido incluso si a(t) y b(¢) no son periodicos:

e— Jrb(r)—a(r)) dr

z
1+ f;: a(t)e” S (b(0)~a(0)) d”de| .

Wo(t) = [1 -

Tenga en cuenta que la expectativa I(t) la cantidad de personas infectadas en ese momento ¢ es dado por

I(t) = Y kWi(t), ar _ a(t) I(t) — b(t) I(t).

=T dt

Como podemos adivinar con esta ecuacion diferencial, y como se muestra (Bacaér y Guernaoui, 2006, §5) para funciones a(t) y b(t) que son
periddicas, reproducibilidad Ry definido en la seccion 2 viene dado por

0

Ry = (Aea(‘r)dr)/(A b('r)dr) .

Tenga en cuenta que si Ry < 1, entonces Wy (t) — 1 cuando ¢t — +o0: la epidemia esta terminando. Si Ry > 1, entonces



oo . z
Wo(t),—, [1 ~1 /T a(r) elfte)=a() do dT]

y hay una cierta probabilidad de que la epidemia persista.

Entonces reproducibilidad Rytambién sirve como umbral entre, por un lado, la situacion en la que la epidemia se extingue con una
probabilidad igual a 1, sea cual sea el momento inicial de la introduccion del primer caso infectado, y, por otro lado, la situacién donde la
epidemia s 'extinguido con una probabilidad estrictamente entre 0 y 1 y dependiente del tiempo inicial. Podemos esperar tener un fendémeno
umbral similar para los modelos de enfermedad vector estocastica con estacionalidad. Pero se necesita mas trabajo para verificar este punto.

Tenga en cuenta que esta seccion evita la introduccion de una reproductividad dependiente del tiempo " Rq(t) ", Definido por ejemplo en el
caso de enfermedades transmitidas por vectores mediante la formula (1) con p Remplazado por p(t). Esta expresion parece ser un buen
candidato para discutir la invasion en funcién del momento de introduccion del patogeno. Pero el ejemplo de (Hale, 1980, p. 121) mencionado
en (Diekmann y Heesterbeek, 2000, p. 149) ya sugiere que puede ocurrir el siguiente caso:Ry(t) < 1 por todo ¢ pero el equilibrio libre de
enfermedad es inestable, es decir Ry > 1 con Rydefinido como en el presente articulo. Por otro lado, Ry generalmente no es el promedio de
tiempo de " Ry(t) "(Con algunas excepciones como el caso K (t, z) = a(t) e *estudiado en la seccion 5.1.1). Desde un punto de vista
biolodgico, la capacidad de invasion de un patdgeno en un entorno estacionalmente variable obviamente depende de la fecha de introduccion del
patdgeno durante el afio. Como la invasion esta completamente determinada porRy En los modelos deterministas, a diferencia de los modelos
estocasticos, esto da la impresion de que los modelos deterministas son simplemente inadecuados para discutir la invasion de acuerdo con la
fecha de introduccion del patégeno.

Apéndice

A partir de la definicion (9) de G(z)y suponiendo (10), mostramos (11) por induccion. Por supuesto, generalmente no perdemos asumiendo
que a; = 1 por todo j. Paran = 2, un calculo simple muestra que

-\ z 67)‘2 T

G(z :/ ehmh @) gy © + .
(@) o HD VIS VR VD W

Supongamos que (11) es cierto para un determinado entero n. Entonces

G(m) — / e~ M 1= = An Tn—An+1 Tnt1 do.;ﬁl
UTI

z
= / (/ e—)\l Ty Ay Ty dU;L—Z'n,l) e_/\n+l Tn+1 dl’n+1
0 o

"
T-Tp i1

z [ n e—)\j (z—znt1) N
= e \ntl Tn+1 d$n+1
A (; Hlljﬁ()\k -)

e—)\jz T

= T\/ e()\j*)\n+1)zn+1dwn+l
=1 Hk;ﬁj( k j) 0

k<n

z e Nt z 1

— + e*)\nﬂ%‘ .
jz::‘ Hz# 1(>\k =) ]z::‘ (A = M) Ty Ak = A9)
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k<n

Tenga en cuenta que la segunda suma de la Gltima linea es la descomposicion en elementos simples de la fraccion racional en A, |1

1
ngjgnO‘j - )‘n+1) .

Entonces
n+1 Nz
e \J
Gla)=) =— "
=1 Hk#j ()‘k - /\j) ’
k<n+1

y la féormula (11) es verdadera para n + 1.
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