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Zusammenfassung

Das Hauptziel dieses Artikels ist es, eine ungefahre Formel fiir die Reproduzierbarkeit zu erhalten Ry durch Vektoren iibertragene
Krankheit, wenn die Vektorpopulation geringe saisonale Schwankungen aufweist: p(t) = po(1 + € cos(wt — ¢)) mit € < 1. Der erste
Term dhnelt dem Fall einer konstanten Population von Vektoren, wobei jedoch die Population durch ihren Durchschnitt ersetzt wird.
Die maximale relative Korrektur aufgrund des zweiten Terms betriéigt £2/8und neigt immer dazu, die Reproduzierbarkeit zu verringern.
Diese Reproduzierbarkeit ist der Spektralradius eines Integraloperators. Wir vergleichen vier numerische Methoden zur Berechnung
vonRyam Beispiel eines Modells fiir die Chikungunya-Epidemie in Reunion in den Jahren 2005-2006. Ungefdhre Formeln und
numerische Methoden kdnnen fiir viele andere saisonale Epidemiemodelle verwendet werden.

1. Einleitung

Seit Mirz 2005 trifft eine Chikungunya-Epidemie zum ersten Mal die Insel Reunion, eine franzdsische Uberseeabteilung im
Indischen Ozean. Nach einem anfénglichen Hohepunkt mit mehr als 400 neuen Féllen beim Menschen pro Woche im Mai 2005 hat
sich die Epidemie aufgrund des australischen Winters verlangsamt (Abbildung 1a), der kiihler und weniger regnerisch ist (Abbildung
1b) und daher weniger giinstig fiir die Verbreitung von Aedes albopictus , der Miicke, die das Chikungunya-Virus auf den Menschen
ibertrdgt. Beachten Sie, dass sich Reunion auf der siidlichen Hemisphére befindet. Aedes albopictuswar auch verantwortlich fiir eine
kleine Epidemie des Dengue-Fiebers, die von April bis Juli 2004, dh bis zum Beginn des siidlichen Winters, andauerte (Pierre et al.,
2005). Dies hat wahrscheinlich lokale Epidemiologen zu der Annahme veranlasst, dass sich das Szenario der Dengue-Epidemie mit
Chikungunya wiederholen wiirde; Eine kleinrdumige Vektorkontrolle in Kombination mit einer aktiven Suche nach Fillen beim
Menschen wiirde ausreichen, um die Epidemie vor dem Ende des Winters zu stoppen. Dies war nicht der Fall. Nachdem im September
2005 ein Minimum von weniger als 100 Neuerkrankungen pro Woche erreicht worden war, begann die Chikungunya-Epidemie wieder
zu wachsen und erreichte einen erstaunlichen Hohepunkt von40 000Neue Félle pro Woche im Februar 2006. Zu diesem Zeitpunkt war
die Epidemie Gegenstand wissenschaftlicher und politischer Kontroversen geworden. Warum konnten die Epidemiologen die Epidemie
nicht vorhersagen? Warum hatte das Gesundheitsministerium nicht frith genug eine grof3 angelegte Vektorkontrollkampagne gestartet?
AD Juli 2006 mehr als260 000Menschen haben die Krankheit seit Beginn der Epidemie oder etwa ein Drittel der Inselbevolkerung
erkrankt. Ungefahr 200 Sterbeurkunden erwihnten Chikungunya als eine der Todesursachen. Dariiber hinaus hat die Epidemie
erhebliche Auswirkungen auf die Wirtschaft der Insel, insbesondere auf den Tourismus, der eine der Hauptindustrien darstellt. Die
kombinierte Wirkung von Winter- und Vektorkontrolle hat nun die Anzahl neuer Fille pro Woche unter eintausend gesenkt.
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Abbildung 1. (a) Geschitzte Anzahl neuer Fille pro Woche, aufgetragen auf zwei verschiedenen Skalen. Auf der vertikalen
Achse links sehen wir deutlich die Epidemiekurve fiir das Jahr 2005. Auf der vertikalen Achse rechts sehen wir, wie sie
sich 2006 entwickelt hat. Daten des Instituts fiir Gesundheitsiiberwachung. (b) Maximale und minimale Temperaturen in
Grad Celsius (obere und mittlere Kurve, linke Achse) und Niederschlag in Millimetern pro Monat (untere Kurve, rechte
Achse) in der Stadt Sainte-Marie in Reunion. Météo France Daten.

Eine wichtige, aber schwierige Frage ist, ob die Epidemie den Winter wieder iiberstehen und im néchsten Sommer einen weiteren
bedeutenden Hohepunkt verursachen wird. Wissenschaftler sind es gewohnt, iiber diese Art von Fragen vereinfacht nachzudenken. Sie
interessieren sich fiir einen Schliisselparameter im Zusammenhang mit der Epidemie, die Reproduzierbarkeit Ry, lose definiert als die
durchschnittliche Anzahl von Sekundirféllen, die durch einen ersten Fall zu Beginn der Epidemie verursacht wurden. WennRy > 1
dann entwickelt sich die Epidemie. WennR; < 1dann hort es auf. Nach der Arbeit von Ronald Ross (1911) iiber Malaria wurde die
folgende Formel fiir die Reproduzierbarkeit bei durch Vektoren iibertragenen Krankheiten erhalten:
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wo B ist die Haufigkeit, mit der die Vektoren beiBen, ¢ und ¢’ sind die Ubertragungswahrscheinlichkeiten vom Vektor zum Menschen
und vom Menschen zum Vektor, p ist die Vektorpopulation, P ist die menschliche Bevolkerung, 1/« ist die durchschnittliche
Infektionsdauer beim Menschen und 1/ uist die Lebenserwartung adulter Vektoren (siche (Bailey, 1982; Anderson und May, 1991) und
(Heesterbeek, 2002) fiir eine historische Perspektive). Diese Formel zeigt insbesondere, dass die Reproduzierbarkeit proportional zur
Population von Vektoren ist. Wenn daher ein Uberwachungssystem Anderungen der Vektordichte vor und wihrend einer Epidemie
verfolgen kdnnte und wenn der numerische Wert vonRy Wurde aus einer fritheren Epidemie bekannt oder mit Formel (1) geschétzt,
wiirde man erwarten, dass die Epidemie authort, wenn ein Eingriff gegen die Vektoren ihre Dichte durch dividiert Ry. Da derzeit kein
Uberwachungssystem die Dichte von Aedes albopictus in Reunion iiberwacht , kann die soeben beschriebene Methode nicht
funktionieren. Es scheint daher einfach unmdglich, die Frage verniinftig zu beantworten, ob die Chikungunya-Epidemie wieder durch
den Winter gehen wird.

In diesem Artikel konzentrieren wir uns auf den theoretischeren Teil des Problems, ndmlich die Abschitzung der Reproduzierbarkeit
Ry. Ein auffilliger Aspekt der Chikungunya-Epidemie ist ihre Saisonalitdt. Nun geht Formel (1) davon aus, dass die Population pDie
Anzahl der Vektoren ist das ganze Jahr {iber konstant. Es stellen sich mehrere Fragen: Wie ldsst sich die Reproduzierbarkeit definieren,
wenn wir die Saisonalitdt beriicksichtigen, beispielsweise wenn wir annehmen, dass die Vektorpopulation eine periodische Funktion
der Zeit ist? Wie berechnet man diese Reproduzierbarkeit? Gibt es Sonderfille, in denen wir eine einfache Formel dhnlich (1) erhalten
konnen? Diese Fragen sind offensichtlich nicht spezifisch fiir Chikungunya. Sie treten beispielsweise beim Auftreten anderer durch
Vektoren iibertragener Krankheiten und allgemeiner bei Problemen der Populationsdynamik auf, die durch die Saisonalitét beeinflusst
werden: Epidemiologie (Altizer et al., 2006), Okologie, Demographie, Immunologie, Populationsgenetik ...

Neuere Arbeiten (Bacaér und Guernaoui, 2006) haben begonnen, einige dieser Fragen zu beantworten. Es enthélt eine Definition der
Reproduzierbarkeit in einer periodischen Umgebung als den Spektralradius eines integralen linearen Operators in einem Raum
periodischer Funktionen. Die Definition ist inspiriert von fritheren Arbeiten zur Populationsdynamik, die nach Alter mit periodischen
Koeffizienten strukturiert sind (Coale, 1972; Thieme, 1984; Jagers und Nerman, 1985; Anita et al., 1998) und vom Buch Diekmann



und Heesterbeek ( 2000), in dem der Begriff "Matrix der ndchsten Generation" und "Operator der nichsten Generation" zur Definition
der Reproduzierbarkeit hervorgehoben wird. (Bacaér und Guernaoui, 2006) enthilt auch einen Algorithmus, der auf der Diskretisierung
des Integraloperators basiert. Wir haben diesen Algorithmus verwendet, um die Reproduzierbarkeit wéihrend einer Leishmaniose-
Epidemie in Marokko abzuschétzen. Schwankungen in der Vektorpopulation waren aus Felduntersuchungen genau bekannt.

Unser Artikel ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 2 fithren wir eine kleine Modifikation der Definition der Reproduzierbarkeit ein,
die von (Bacaér und Guernaoui, 2006, §5) gegeben wurde. Wir nennen hierrg der spektrale Radius des "Operators der nichsten
Generation", wihrend Ry = r{ wo nist die Anzahl der infizierten Kompartimente im Modell. (Heesterbeek und Roberts, 1995b, §2.1)
hat diesen Punkt im Fall von "Matrizen der nichsten Generation" bereits kurz erortert. Wir zeigen auch fiir eine bestimmte Klasse von
Modellen, die wir "zyklisch" nennen, dass das integrale Problem des Eigenwerts in der Dimension # auf ein eindimensionales Problem
reduziert ist. In den meisten Artikeln interessieren wir uns fiir den speziellen Fall, in dem der Kern des reduzierten Problems in der
Form liegtK (z,t) = f(t) G(z), wo f(¢)ist eine periodische Funktion. Dieser Fall umfasst bereits viele Modelle von durch Vektoren
iibertragenen und direkt iibertragenen Krankheiten.

In Abschnitt 3 werden vier numerische Methoden zur Berechnung der Reproduzierbarkeit bei integralen eindimensionalen
Eigenwertproblemen vorgestellt. Die erste Methode ist die bereits in (Bacaér und Guernaoui, 2006, §4) vorgestellte: Sie ist eine
einfache Diskretisierung des Integraloperators. Die zweite Methode verwendet die Fourier-Reihe und ist inspiriert von (Williams und
Dye, 1997), die den malthusianischen Parameter und nicht die Reproduzierbarkeit untersucht. Diese beiden Methoden funktionieren fiir
eine allgemeine FunktionG(z) und eine periodische Funktion f(t). Die dritte Methode betrifft nur den besonderen Fall, in dem
f(t) = 1+ € cos(wt — ¢);; es kombiniert Fourier-Reihen mit einer Storungsmethode fiir eklein. Es dhnelt dem von (Coale, 1972,
Kapitel 6), das sich auch fiir den malthusianischen Parameter und nicht fiir die Reproduzierbarkeit interessiert. Die vierte Methode
funktioniert fiir zyklische Operatoren der nichsten Generation, die mit linearen Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen mit
periodischen Koeffizienten assoziiert sind. Sie verwendet Floquets Theorie wie in (Heesterbeek und Roberts, 1995a, 1995b), aber auf
andere Weise.

In Abschnitt 4 betrachten wir durch Vektoren iibertragene Krankheiten und nehmen an, dass die Vektorpopulation durch gegeben ist
p(t) = po[1 + e cos(wt — ¢)] . (2)
Anhand eines einfachen Malariamodells und der Ergebnisse von Abschnitt 3.3 zeigen wir, dass mit den gleichen Notationen wie in (1)
die Reproduzierbarkeit gegeben ist durch
2
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wo eist klein. Diese scheinbar neue Formel verallgemeinert die Formel (1). Der erste Term dhnelt dem Fall einer konstanten Population
von Vektoren, wobei jedoch die Population durch ihren Durchschnitt ersetzt wird. Die maximale relative Korrektur aufgrund des
zweiten Terms betriigte? /8und neigt immer dazu, die Reproduzierbarkeit zu verringern. Wir wenden uns dann der Chikungunya-
Epidemie mit einem etwas komplizierteren Modell zu. Die vereinfachte Form (2) fiir die Vektorpopulation erscheint nicht allzu
unangemessen, wenn wir uns die Temperatur- und Niederschlagskurven in Reunion ansehen (Abbildung 1b): Die beiden haben nur ein
Maximum pro Jahr um den Februar. Nachdem wir die Parameter dieses Modells geschitzt haben, vergleichen wir die vier numerischen
Methoden von Abschnitt 3 zur Berechnung der Reproduzierbarkeit. Der so erhaltene Zahlenwert sollte jedoch fiir die
Reproduzierbarkeit der Chikungunya-Epidemie nicht zu ernst genommen werden. Die Werte der Parameter sind nicht genau bekannt;
Hypothese (2) ist simpel. Es ist ist eine Ubung zum Testen der verschiedenen numerischen Methoden. Es ist eine Inspiration, die
Theorie zu entwickeln. Es ist ein erster Modellierungsversuch, wihrend auf Feldstudien zu den Schwankungen der Miickenpopulation
gewartet wird.

Im letzten Abschnitt wird die Anwendbarkeit der Methode von Abschnitt 3.3 erdrtert, um ungefdhre Formeln fiir die
Reproduzierbarkeit im Kontext anderer mathematischer Modelle von Infektionskrankheiten mit periodischen Koeffizienten zu erhalten,
insbesondere fiir das SIR-Modell mit einer periodischen Kontaktrate und eine feste Infektionsperiode sowie fiir das SEIR-Modell mit
einer periodischen Kontaktrate und exponentiell verteilten Latenz- und Infektiositdtsperioden. Vorldufige Hinweise zur Bedeutung der
Reproduzierbarkeit in stochastischen Epidemiemodellen mit Saisonalitit werden ebenfalls gegeben.

2. Definition von R,

Firt € Rund > Onehmen wir das an K (¢, z)ist eine Matrix der GroBe 7 mit positiven oder Null-Koeffizienten. Wir gehen davon
ausK(t+ 0,z) = K(t,z) wenn z > 0.

Die Idee hinter der Funktion K (¢, ) ist das eines epidemischen Modells mit n "infizierte" Facher (I, I, . . ., I,,), die ansteckend
oder latent sein kann. Der KoeffizientKj; ;(¢, z) in der Linie ¢ und die Spalte j reprisentiert die erwartete Anzahl von Personen im
Abteil I; dass eine Person im Abteil I;infiziert zu Beginn einer Epidemie pro Zeiteinheit zum Zeitpunkt ¢, wenn sie sich im
Kompartiment befindet]; seit zZeiteinheiten. Dies gilt fiir den Fall, dass sich Personen im Fach befindenl; infizieren Personen, die im
Abteil landen I;, aber auch der Fall, wo Personen im Abteil I; Wechseln Sie einfach die Ficher, um darin zu landen I;. Die
Periodizititsannahme auf K (¢, z) reprisentiert eine periodische Umgebung.

Betrachten Sie den integralen linearen Operator /C definiert durch

(Kv)(t) = /000 K(t,z)v(t — z) dz 4)



auf einem Funktionsraum f-periodisch mit Werten in R™. Genauer gesagt stellen wir fest, dass mit den Periodizitétshypothesen auf
K(t,z) und v(t)kann Gleichung (4) geschrieben werden

0
(Kv)(t) :/0 K(t,s)v(s)ds

Rit. o) S K(t,t—s+k), s<t,
yS) =
S K(t,t—s+k0), s>t

Wir gehen davon aus K gehort zum Raum L2((0,6) x (0,6), R™*"). Eine einfache Erweiterung von Satz 7 von (Hochstadt, 1973, S.
51) zeigt dieskC ist ein kompakter linearer Operator von L%((0, ), R™)an sich. Wie in (Diekmann und Heesterbeek, 2000, S. 77)
kénnen wir benennen/C "Der lineare Operator der ndchsten Generation" und K (¢, x)der zugehdrige Kern. Wennr ist der spektrale
Radius von Kdefinieren wir die Reproduzierbarkeit Ry nach der Formel R, = r{. Siehe (Heesterbeek und Roberts, 1995b, §2.1) fiir
eine Diskussion, warum es manchmal bequemer ist, es zu nehmen Ry = r{ das Ry = r,. Siehe auch (Bacaér und Guernaoui, 2006, §5)
fiir eine Diskussion, warum diese Definition von R, verallgemeinert die {ibliche Definition ohne Saisonalitét basierend auf der ,,Matrix
der nidchsten Generation™ (Diekmann und Heesterbeek, 2000, S. 74).

Der lineare Operator /Cist positiv. Wennry > 0Der Satz von Kerin und Rutman (siche Satz 9.2 in (Krasnosel'skij et al., 1980, S. 87))
zeigt dies 7y ist ein Eigenwert von /C und dass es eine positive Eigenfunktion gibt v(t) € L?((0,6),R") verbunden mit ry. Durch
Ausdehnungu(t) regelméBig bei Rkonnen wir schreiben

/000 K(t,z)v(t —z)dx =rov(t). (5)

Wir finden in (Krasnosel'skij et al., 1980) und (Schaefer, 1974, S. 377) Bedingungen, die dies sicherstellen 7y > 0.

Im Rest dieses Artikels betrachten wir ,,zyklische* Modelle mit der folgenden besonderen Form (Abbildung 2): alle Elemente
K ;(t,z) des Kerns sind Null auer K ,, (¢, z) und K4 j(t,z) fir1 <j <n —1.

[ —| Ip—— eee —— I,

|

Abbildung 2. Infizierte Kompartimente in einem "zyklischen" Modell.

Dies schliefit insbesondere den allgemeinen eindimensionalen Fall ein n = 1 mit einem beliebigen Kern K (¢, z). Wenn
v(t) = (vi(2), ..., vn(t))wird das Integralproblem des Eigenwerts (5) geschrieben

/ Kin(t, ) vn(t — ) dz = rov1(2),

0

/ Kj+1,j(t,9:) Uj(t — :L’) der =7y ’Uj+1(t), 1<j<n—1.
0

Wir ersetzen die Gleichung nacheinander durch j = n — 1, j =n — 2,... j = lin der ersten Gleichung. WeilRy = r{jdas schen wir

00 [9)
// Kl,n(taml)Kn,nfl(t_x17x2)"' KZ,l(t_xl —"'—$n,1,$n)
0 0

vi(t—x — - —x,)dzy - - dz, = Ryvy(t).

Eine wichtige Eigenschaft sollte beachtet werden: wenn ein Element ungleich Null ist K j(¢, ) wird dann mit einer bestimmten
Konstante multipliziert Rywird auch mit der gleichen Konstante multipliziert. Anderung der Variablen
(x1=21,...,¢p 1 =Ty 1,2 =21+ -+ x,) fihrt zu

/Oool?(t,m)vl(t—:c)d:z::Rovl(t), (6)

wo K (t, ) ist das Hyperflachenintegral

I’E—(t, $) = Kl’n(t, acl) Kn’nfl(t — X1, wz) e K2’1(t — X1 — — Tp—1, .’I)n) dO':

n
0-.73

und o7 = {(zy,...,2,) E R 2+ -+ 2, = 2,2y > 0,...,z, > 0}. Also haben wir das integrale Problem reduziertn-
dimensionaler Wert (5) fiir ein eindimensionales Problem (6).

Im Rest des Artikels, auBer in Abschnitt 3.4, betrachten wir den besonderen Fall, in dem



Kl,n(ta :Zl) = f(t) gn(w)7 Kj+1,j(t7 .’IZ) = gj($)7 1<j<n-1 (7)

Gleichung (6) wird
f(t) /000 G(z)vi(t — z)dz = Ryvy(t), (8)
6@ = [ (1) gu(a2) dov. ©)

Beachten Sie, dass wenn n = 1wird der Kern auf reduziert K (¢, z) = f(t) g1(x) so dass G(z) = g1(z). Beachten Sie auch, dass wenn
gj(z) =aje™?, 1<j<n, (10)
wir konnen zeigen (siche Anhang) ab (9), dass

n efbj T

G(z)=ar--an ; —Hkaéj(bk 5 (11)

Diese Formel bleibt giiltig fiir n = 1 mit der iiblichen Konvention, dass das Produkt auf einem leeren Satz gleich 1 ist.
3. Numerische Berechnungsmethoden R

3.1 Diskretisierung des integralen Eigenwertproblems

Diese Methode besteht in der Diskretisierung des Integralproblems des Eigenwerts (8). Es wird vorgestellt in (Bacaér und
Guernaoui, 2006, §4); es wird daher nur kurz daran erinnert. Wir nehmen eine sehr grofle ganze Zahl Nund ¢, = (k — 1) /N, wo
k=1,2,...,N. Wir definieren

+o0
G(z) =) G(z +k0). (12)
k=0
Wir nennen R der spektrale Radius der Matrix des Eigenwertproblems
0 k—1 . N
f(tk)ﬁ[jlatk—t ; (te—t;+O) V)] = Ro Vi, (13)

wo Vjist ein Eigenvektor. Also Ry — Ry wenn N — +00. Die numerische Berechnung vonRykann mit Scilab (www.scilab.org)
durchgefiihrt werden, einer freien Software dhnlich wie Matlab. Beachten Sie, dass wenn g;(z) = a; e %7 fiir alles 1 < j < nfolgt aus
(11), dass

R n e biT
C@ = a8 44
3.2 Fourierreihen: allgemeiner periodischer Fall
Wenn w = 27/6Betrachten Sie die Fourier-Zerlegung der periodischen Funktion f(¢) ::
o= fe =7 [ "fy e, (15)
0

JEL

wo Z ist die Menge der ganzen Zahlen (positiv oder negativ) und i> = —1. Dief; sind komplexe Zahlen mit f_; = f]* ((*bezeichnet die
komplexe konjugierte Zahl). Wir suchen nach einer Losung von (8), die eine reale (und sogar positive) Funktion der Form ist

= Z cj e, (16)

JEZL

Die ¢; sind auch komplexe Zahlen mit c_; = c;f. Wir ersetzen (15) und (16) in (8):
(Z fi ejm) <Z Gjcj eji“’t) =Ry Z c; el (17
jez jeZ jez

WO

sz/ G(z) e e dg . (18)
0



Aus (9) folgt, dass

Wenn g;(z) = aje % fiir 1 < j < ndann

G = i 20
T (by + jiw) - - - (by + fiw) (20)
fiir j € Z. Gleichung (17) kann geschrieben werden
> (Z Fi-1 G Ck) e =Ry cje™
JEZ kel jeZ
Diese Gleichheit gilt genau dann, wenn
> fikGrer = Roc; (21)
keZ

fiir j € Z. Es ist ein Problem des Eigenwerts fiir eine unendliche Matrix. Beachten Sie dasfi, — 0 und G, — 0 wenn k — +o0. Also,
wenn wir N wachsen lassen und wenn Ry ist der spektrale Radius der abgeschnittenen quadratischen Matrix ( fi-k Gr)- N<jk<ndann
Ry — Rp wenn N — —+o0.

3.3 Fourierreihen: der sinusformige Fall

Wir gehen davon aus
f(t) =1+ ecos(wt — ), (22)

wo0 <e<1lund0 < ¢ < 27. Dies wird als "sinusférmige" Funktion bezeichnet. Fiir das Eigenwertproblem (8) betrégt eine
Zeitverzdgerung vonf(t) dndere dich nicht Ry. In der Tat, wennR ist der damit verbundene Spektralradius f(¢) mit eigener Funktion

v1(t)dann Ry ist immer noch der damit verbundene Spektralradius f () = f(¢ — h) mit eigener Funktion 91 (¢) = v1(t — h). Zur
Berechnung von Rokonnen wir daher davon ausgehen ¢ = 0, so

e . I .
=1 = piwt = —zwt.
f(t) + 5 € + 5 ¢

Offensichtlich haben wir fy = 1, fi = f-1 = 5 und f = 0 fiir [k| > 1. Das System (21) wird

151 €
> Gi—1cj-1+Gjci+ 5 Gj1cjt1 = Rocj (23)

fir j € Z. WeilG(z) ist mit realen Werten, die wir haben G_; = G;. Daher folgt diese Gleichung (23) mitc_; auf der rechten Seite ist
einfach der konjugierte Komplex von Gleichung (23) mit c;auf der rechten Seite. Wir konnen daher Gleichung (23) fiir vergessenj < 0.
Denken Sie daranc_; = ¢} und G_1 = G7. Das Eigenwertproblem (23) mit j € Z wird auf reduziert

{ <Gici + Goaw + $Giaa = Ryco,
3G + Gig + 5Gicgn = Rg, (=1).

Die richtige Funktion v; (¢) kann so normalisiert werden ¢y = 1. Es ist mdglich, weilvi (¢) ist streng positiv damit
c = % foa v1(t) dt > 0. Suchen wir nach einer Losung des Systems (24) der Form

Ry=> me*, ;=) cineh, (25)

k>0 k>0

was voraussichtlich mindestens fiir giiltig sein wird eklein. Mitcy = 1, beachte das ¢y = 1 und ¢ 3, = 0 fiir alles k > 1. Wir fiigen
(25) in die erste Gleichung von (24) ein und trennen die Potenzen vone”. Wir bekommen Gy = pg und
Gi . G1

7 cl,kfl + T Cl,k—1 = Pk (26)

fiir k > 1. In dhnlicher Weise kommen wir durch Einfiigen von (25) in die zweite Gleichung von (24) zu G ¢j0 = po ¢j,o fiir j > 1 und

k

Gj 1 Gj

5 CiLh-1 +Gjcix+ Cj+1k—1 =
1=0

1 Cjje (27)

fir j > 1und k > 1. Fiir j > 1Daraus folgt (Go — Gj) ¢j,0 = 0. Also ¢ = 0 weil G(x) ist positiv und nicht identisch Null, so dass
Go—Gj= [;°(1 —e ") G(z) dx # 0. Weil

po=Go, ¢co=0(G>1), co=1, cop=0(k>1),



wir sehen mit (26) und (27), dass die Koeffizienten px und c;x, fiir j > 1 und k£ > 1 werden rekursiv berechnet:

pr = R(G1cip-1), (28)
1 Gj1 Gin1 =1 ]

Cik = ——= | —— Cj-1k-1+ Cjt1k—1 — Pl Cj k1
J GO 7 G] 9 J 2 J ot J

; (29)

wo JR(z) bezeichnet den Realteil der komplexen Zahl z. Genauer gesagt, wenn die Koeffizientenp; und c;; werden berechnet fiir

Il <k—1undj>1,dann geben die Formeln einen Ausdruck fiir p; und c; fiir j > 1. Dieser Algorithmus kann da startenpg und die
Koeffizienten c;psind bekannt. Mit (28) - (29) konnen wir das leicht erkennenc;x = 0 fiir j > k, das p, = 0 fiir jede ungerade ganze
Zahl kund das c;;, = 0 wenn j > 1 ist seltsam, wihrend k > 1 ist gerade.

In der Praxis legen wir eine Ganzzahl fest x > 1 und betrachte den Vektor (p)o<k< und die rechteckige Matrix (c; x)o<j<x+1, 0<k<s
. Lassen Sie uns behebenpy = Go, cpo = 1, ¢j, = 0 fiir j > k in der Matrix und ¢o;, = 0 fiir 1 < k < k. Der Algorithmus funktioniert
folgendermafien:

fiir k=1 bis &,

berechnen Pk mit (28)

fiir j=1 bis k,

berechnen ¢k mit (29)

Ende;

Ende.
Auf diese Weise konnen wir das leicht erkennen
Gy 1 Gy G,
=0, ¢1=——-—7-—, :—D‘i(—), 30
P1 1,1 2(Go — G1) P2 5 Gy — s (30)
Endlich finden wir
2
€ Go Gl
Ro~ Go+ — %(7) 31

) 0o+ 3 Go— G (31)

fiir eklein; Dies ist die Korrektur der Reproduzierbarkeit niedrigster Ordnung, wenn saisonale Schwankungen kleiner Amplitude
beriicksichtigt werden. Lassen Sie uns ein paar zusitzliche Kommentare abgeben:

e Wir stellen das fest
1 —ecos(wt — @) =1+ ecos(w(t +0/2) — ¢).

Also, dndere dich € in —e entspricht einer Zeitdifferenz von f(t). Nach der Bemerkung zu Beginn von Abschnitt 3.3 Rymuss
unverdndert bleiben. Dies erklért, warum die ungeraden Koeffizientenpzi+1 ((k > 0) in der Serienentwicklung von Ry sind Null.

¢ Die Sinusfunktion (22) ist nicht so speziell, wie es auf den ersten Blick scheint. In der Tat fiir jede positive Funktionf-periodisch
f(t) Mit beispielsweise einem Durchschnitt von 1 sind die ersten Terme der Fourier-Entwicklung 1 + fi cos(wt) + f; sin(wt),
die die Form annehmen kann 1 + ¢ cos(wt — ¢) mite = /(f1)? + (f])? und ¢ = arctan(f,/f1).

e Es scheint schwierig zu sein, die Konvergenzradien ganzer Reihen zu bestimmen (25). Allgemeine Theoreme zu den
analytischen Stérungen linearer Operatoren (Kato, 1984) zeigen, dass diese Konvergenzradien streng positiv sind, weilryist ein
einfacher Eigenwert, der vom "Operator der ndchsten Generation" isoliert ist. (Kato, 1984) hat auch nicht triviale Methoden
entwickelt, um Untergrenzen fiir diese Radien zu erhalten: Zusdtzliche Arbeiten sind erforderlich, um zu versuchen, sie im
vorliegenden Fall anzuwenden. In der Praxis gibt der Algorithmus in diesem Abschnitt leichtp, denn sagen wir mal k& < 20 wo
k < 50. Wenn die Uberpriifung der Ergebnisse dies nahelegtpy, neigt zu 0 wenn k — oo, dann besteht eine gute Chance, dass
der Konvergenzradius der Reihe ergibt R ist groBer oder gleich 1.

¢ Die in diesem Abschnitt verwendete formale Stérungsmethode kann unter dem Gesichtspunkt der von (Kato, 1984) entwickelten
allgemeinen mathematischen Theorie betrachtet werden. Betrachten Sie zum Beispiel die linke Seite von (8) mitf(¢) gegeben
durch (22) als linearer Operator £, auf dem Hilbert-Raum der realen Funktionen 8-Periodisches Quadrat, das mit dem iiblichen
Skalarprodukt integrierbar ist (41, 2) = foa 1(¢) ¥2(t) dt. Betrachten Sie das ungestérte EigenwertproblemLo ¢ = A ¢das
heil3t

/ G(z)y(t —x)dz = Ay(t).

0

Lassen Sie uns nach einer Losung des Formulars suchen 9 (t) = >, _; a €"“*. Wir finden das(A — G) a;, = 0 fiir alles k. Die
Eigenwerte sind also gegeben durch\;, = G, fiir k € Zund der damit verbundene saubere Raum A, wird generiert von

Pi(t) = ", Die tfybilden eine Basis. Betrachten Sie die doppelte Basis 1, (t) = e ¥t/ ((n € Z), wie z (1}, ¢,,) = 1 fiir
j = kund 0 fiir j # k. Der lineare OperatorL, ist in der Form £y + ¢ £', wo

(L") (t) = cos(wt — ¢) /000 G(z)y({t—=z)dz.



Wir sind an der Stérung interessiert Ry = pg + € p1 + €2 py + - - - Bigenwert Ay = py = G, deren zugehérige Eigenfunktion
1o = list positiv. Unter Verwendung der von (Kato, 1984, S. 81) angegebenen Formeln in endlicher Dimension (diese Formeln
bleiben in unendlicher Dimension giiltig und sind in der Quantenmechanik gut bekannt (Cohen-Tannoudji et al., 1986, Kapitel
XI), wenn die Operatoren sind Autoadjoints) bekommen wir

-~ Gy, [?
p1 = (L'hg, 1) = 70/ cos(wt — @) dt =0,
0
und

o <£,’¢)07 $k><£lwk7 17;0>
p=2 X — M

k40

GG i GG
02; 0k ‘/ cos(w e tdt‘ = ER(—GOO él),

das ist identisch mit (30). Die Ausdriicke fiir Korrekturen hoherer Ordnung sind komplizierter: die Ad-hoc-Methode und der
Algorithmus, mit denen wir die berechnet habenpy, scheinen praktischer.

3.4 Anwendung der Floquet-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir das lineare System gewo6hnlicher Differentialgleichungen

dl

a = —au(t) Ii(t) + Bn(t) In(t), (32)
% = —aji1(t) L (t) + B Li(t), 1<j<n-1, (33)

wo alle Funktionen «;(¢) und $;(¢) sind 6-periodisch. Dieses System kann aus der Linearisierung nahe dem krankheitsfreien
Gleichgewicht eines nichtlinearen epidemischen Modells stammen. Der Kern des zugehdrigen Operators der ndchsten Generation ist
gegeben durch

Kin(t ) = Ba(t) e—fttfz an(s) ds7
K]‘+17j(il?,t) = ,B](t) e j;tfzajﬂ(s) da:, 1< .7 <n-— ]-7

und Kj j(t,z) = Ofiir alle anderen Indizes. Es handelt sich also um ein ,,zyklisches Modell im Sinne von Abschnitt 2. Eine
Bemerkung in diesem Abschnitt zeigt, dass wenn zum Beispiel 3, (¢) wird mit einer bestimmten Konstante multipliziert, dann wird die
Reproduzierbarkeit mit derselben Konstante multipliziert.

Floquets Theorie, die auf das System (32) - (33) angewendet wird, zeigt, dass das Nullgleichgewicht genau dann instabil ist, wenn
der Spektralradius der ,,Matrix des nichsten Jahres*, auch Monodromiematrix genannt, groBer als 1 ist Reproduzierbarkeit ist auch die
einzige positive reelle Zahl, fiir die p(X(6)) = 1, wo p ist der spektrale Radius der Matrix und

—ai(t) 0 - 0 ﬁ"T(f)
put) - 0

L= o - - . |0
0 o 0 Bun(t) —an(®)

mit dem Ausgangszustand X (0) = 1,,(die Identititsmatrix der GroBe n ). AlsoRy wird berechnet, indem eine Dichotomiemethode mit
einer Software kombiniert wird, die gewohnliche Differentialgleichungen wie Scilab numerisch 16st.

4. Durch Vektoren iibertragene Krankheiten

4.1 Malaria

Wir betrachten in diesem Abschnitt ein sehr einfaches Modell fiir Malaria, ndmlich eine Variation eines der ersten von Ronald Ross
(1911) vorgeschlagenen Modelle mit einer Population periodischer Vektoren. Lassen Sie uns die folgenden Notationen einfithren: S(t)
ist die gesunde menschliche Bevélkerung, I(¢) die infizierte menschliche Bevélkerung, P = S(t) + I(¢)die gesamte menschliche
Bevolkerung. Ebensos(t) ist die gesunde Vektorpopulation, i(t) die infizierte Vektorpopulation und p(t) = s(t) + i(t)die gesamte
Vektorpopulation. Zusitzlich werden folgende Parameter beriicksichtigt:« ist die Heilungsgeschwindigkeit des Menschen; S ist die
Frequenz, mit der die Vektoren beifien; g (oder q') ist die Wahrscheinlichkeit der Ubertragung vom Vektor zum Menschen (oder vom
Menschen zum Vektor); A(%) ist die Anzahl neuer adulter Vektoren, die pro Zeiteinheit auftreten, was eine Funktion ist f-periodisch;
ist die Vektorsterblichkeit. Das Modell ist wie folgt:



i 1)
o = A =B s(t) &5 — s(t), (34)
di
&8s L —uie), (35)
j_f ai(t) 29 1 ar(r), (36)
% = Bqi(t) @ —al(t). (37)

Durch Hinzufligen von (34) und (35) sehen wir das % = A(t) — pp(t). Wir gehen davon ausp(t) ist gegeben durch

p(t) = po[l + € cos(wt — @)].

Wie p bekannt ist, bestimmt dies A(¢). Durch Linearisierung des Systems (34) - (37) nahe dem Gleichgewicht ohne Krankheit erhalten
wir

% = B p(t) I*T@ — win(t), C;It* = Bqis(t) — aL(t). (38)

Der Kern des zugehorigen Operators der ndchsten Generation ist
Bad'plt) —az
K(t,a) = <ﬂ e T ) (39)
ge

Es ist "zyklisch" der jeweiligen Form (7) mit den Funktionen g;(z) (1 < j < 2) der Form (10) und f(¢) = 1 + € cos(wt — ¢). Formel
(20) gibt

2 !
Gj = Fadm (40)
(a + jiw)(p + jiw) P
fiir j € Z. SchlieBlich hat (31) die Form
B a4 po ap e?
Ry ~ ( - —), 41
0 apP w2+ (a+p)? 2 (41)

Dies ist die Korrektur niedrigster Ordnung zu Formel (1). Beachten Sie, dass wir Ungleichheit haben

ap g2 &

<% 5 <%
Ftlatp? 2 8
Die Obergrenze ist erreicht, wenn v ~ p > w. Wir kommen also zu folgendem Schluss:

Der erste Term in der Formel fiir Ry ist das gleiche wie fiir eine Bevolkerung p Vektorkonstante aber mit p ersetzt durch
die durchschnittliche Vektorpopulation pg. Die maximale relative Korrektur aufgrund des zweiten Terms betrigte? /8 und
neigt immer dazu abzunehmen Rjy. Daher ist es fiir eine durch Vektoren iibertragene Krankheit etwas schwieriger, in eine
Population mit Schwankungen einzudringen.

Wir erinnern uns auch an zwei grundlegende Eigenschaften von Ry im Zusammenhang mit durch Vektoren iibertragenen Krankheiten:
Eine Epidemie kann sich genau dann entwickeln, wenn Ry > 1;; Eine Epidemie kann vermieden werden, wenn die Bevolkerungp(t)
von Vektoren wird gleichméBig durch geteilt Ry das ganze Jahr iiber.

4.2 Die Chikungunya-Epidemie in Reunion

Chikungunya ist eine Viruserkrankung, die zu einer dauerhaften Immunitét zu fithren scheint. Wenn wir auch die Inkubationszeit bei
Menschen und Vektoren beriicksichtigen wollen, scheint das folgende Modell geeignet zu sein:

ds I(t)

&Mt~ Bst) 5 us(e), (12)
% = Bs(t) % — (v + ) elt), % = ye(t) — pi(t), (43)
B i 2,

2~ pilt) ? SSB(), S =8B - al(), (44)
% —alI(t), (45)

wo e(t) (jeweils E(t)) ist die Population infizierter, aber nicht infektidser (bzw. menschlicher) Vektoren, 1/ (jeweils 1/9) ist die
durchschnittliche Inkubationszeit in Vektoren (jeweils Menschen) und R(t)ist die menschliche Immunpopulation. Beachten Sie, dass
die Ubertragungswahrscheinlichkeiten in den Ficherne und E sind nichtig und die in den Féichern 4 und I gleich 1. Die gesamte



menschliche Bevolkerung P = S(t) + E(t) + I(t) + R(t) ist konstant, wihrend die gesamte Vektorpopulation
p(t) = s(t) + e(t) + i(t) ist die Lésung von 2 = A(t) — pp(t).

Dieses Modell wird verwendet, um die Reproduzierbarkeit der Chikungunya-Epidemie 2005 und 2006 in Reunion abzuschitzen. Da
die Schwankungen der Vektorpopulation unbekannt sind, nehmen wir die einfache Form an p(t) = pg(1 + € cos(wt — ¢))Dies ist nicht
allzu unverniinftig, wenn wir die Temperatur- und Niederschlagskurven in Reunion beobachten (Abbildung 1b). Die beiden haben ein
einziges Jahresmaximum um den Februar und ein Minimum um den Juli. Also die Zeitd = 27” ist ein Jahr alt und wir kénnen nehmen
¢ = 2% Die Funktions(t) kann aus dem System (42) - (45) entfernt werden, da s(t) = p(t) — e(t) — i(t). Die anderen Werte der fiir
die Simulation verwendeten Parameter sind in Tabelle 1 zusammengefasst. Beachten Sie beispielsweise, dass (chikungunya.net, # 83)
auf Frage 83 in der Liste der hdufig gestellten Fragen auf der Site chikungunya.net, einer Site, verweist Platz von Epidemiologen, die
sich der Chikungunya-Epidemie in Reunion widmen.

Es wird geschitzt, dass die Inkubation beim Menschen zwischen 3 und 7 Tagen (Duhamel et al., 2006, S. 6) oder zwischen 4 und 7
Tagen (chikungunya.net, # 101) dauert. Laut (# 156) kann der Mensch jedoch 2 oder 3 Tage vor den Symptomen infektios werden. Wir
haben daher 4 Tage fiir die Inkubationszeit gewéhlt. Die Infektionsperiode nach Symptomen beim Menschen wird auf ungefahr 5 Tage
(Duhamel et al., 2006, S. 7) oder zwischen 5 und 7 Tagen (Nr. 49,52) geschétzt. In Anbetracht der vorherigen Bemerkung nehmen wir
fiir die gesamte Infektionsperiode einen Wert von 7 Tagen.

Es wird geschitzt, dass die Inkubationszeit in Vektoren zwischen 9 und 14 Tagen (chikungunya.net, Nr. 83), zwischen 4 und 5 Tagen
(Nr. 253) oder zwischen einer und zwei Wochen (Nr. 395) liegt. Wir haben 7 Tage gewahlt. Einmal infiziert, scheinen die Vektoren
infiziert zu bleiben, bis sie sterben (# 83). Es wird geschitzt, dass die Lebensdauer eines adulten Vektors zwischen 4 und 10 Wochen
(Nr. 83) oder "mehreren" Wochen (Nr. 404) liegt. Wir haben einen Monat gewihlt. Der Vektor kann wéhrend seines Lebens 5 oder 6
Mal beiflen (Nr. 404): Wir haben durchschnittlich alle 4 Tage einen Biss gewihlt. Es ist nicht bekannt, ob der infizierte Vektor das
Virus auf seine Eier iibertragen kann (# 83/385/442): Unser Modell beriicksichtigt diese Mdglichkeit nicht.

Eine Infektion beim Menschen fiihrt zu einem Immunitétszustand (Nr. 10/385), der wahrscheinlich mindestens mehrere Jahre anhilt,
da wihrend der Epidemie in Reunion anscheinend niemand zweimal an Chikungunya gelitten hat. Asymptomatische Fille machen
gemil (# 385) zwischen 10 und 15% der Fille aus, scheinen jedoch nicht in die Schitzung der Anzahl der Fille in Abbildung 1
einbezogen zu sein; es wird im Modell nicht berticksichtigt.

Tabelle 1. Fiir die Simulation verwendete

Parameterwerte
‘ Parameter HSymbolH Wert ‘
‘Inkubationszeit in Vektoren Hl /v H7 Tage ‘
‘Vektorleben “1/ I’ Hl Monat‘

‘Inkubationszeit beim Menschen Hl /6 H4 Tage ‘

‘Infektionsperiode beim MenschenH1 g H7 Tage ‘

‘Zeitraum zwischen zwei Bissen Hl /B H4 Tage ‘
‘Bevélkerung von Reunion HP H785 000 ‘
Saisonalitétsverschiebung ® %r

Der erste Fall von Chikungunya in Reunion wurde am 22. Februar 2005 entdeckt. Er wurde wahrscheinlich von den Komoren
importiert, wo bereits mehrere tausend Menschen infiziert waren. Unter Beriicksichtigung der Inkubationszeit und der Dauer der
Infektion wird fiir die Simulation angenommen, dass ein Mensch in Kompartiment E zu Beginn der fiinften Woche des Jahres 2005 in
die Bevolkerung von La Réunion eintritt. Wir fahren fort die Simulation des Modells bis Anfang Februar 2006, dh bis zur
Implementierung einer grofl angelegten Vektorsteuerung nach dem hohen Peak; Dieses Steuerelement ist nicht im Modell enthalten. Es
wird angenommen, dass die Kontrolle kleiner Vektoren vor diesem Datum im Modell vernachldssigbar ist.

Die Parameter py und efiir die Vektorpopulation sind unbekannt und miissen anhand der Epidemiekurve geschétzt werden
(Abbildung 1). Lassen Sie uns definieren py., = po(1 + €) und ppi, = po(1 — €). Unter Verwendung einer rudimentdren Methode
durch Versuch und Irrtum finden wir angesichts der Einfachheit des Modells eine korrekte Anpassung an die Epidemiekurve, wobei
eine maximale Anzahl von Bissen, die ein Mensch pro Woche erhilt, gleich ist 8 py../P = 1,2 und eine Mindestanzahl von Bissen pro
Mensch und Woche gleich 6% von diesem Maximum, d.h. pyin /Pmax = 6%(Abbildung 3). Wir bekommen davon pyax, Pmin,

Do = (Pmax + Pmin)/2 und € = (Pruax — Prin)/ (Pmax + Prmin)- Digital,e ~ 0,887. Wir konnen das leicht iberpriifen

A(t) = dp/dt + pp(t) bleib positiv weil & < 1/4/1 + (w/p)2.
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Abbildung 3. Parameterschitzung po und € durch Anpassen der vom Modell erzeugten glatten Kurve an die

Epidemiekurve vor der groBflichigen Vektorkontrolle im Februar 2006. Die gepunktete Kurve zeigt die angenommene
Variation der Vektorpopulation (ohne Skala).

Nachdem alle Parameter dieses Modells festgelegt sind, wenden wir uns der Schitzung der Reproduzierbarkeit zu. Durch
Linearisieren der Gleichungen (43) und (44) nahe dem Gleichgewicht ohne Krankheit erhalten wir

% = Bp(t) I*l(f) — (Y + p) e(t), ‘Z’: = ye.(t) — pi.(t),
dj* — Bi(t) — (1), di* _SE.(t) — aL(t).

Der Kern des zugehorigen Operators der nidchsten Generation ist

0 0 0 20 eoe
—(y+u)z 0 0 0
e
K(t,z)=|" »
0 Be 0 0
0 0 §e o

Es ist "zyklisch" und von der besonderen Form (7) mit f(t) = 1 + € cos(wt — ¢), wihrend die Funktionen g;(z) (1 < j < 4) haben
die Form (10). AlsoG(z) ist gegeben durch (11), @(w) durch (14) und Gy, durch (20).

Mit den numerischen Werten der Parameter wie oben erhalten wir Ry ~ 3,4 Verwenden Sie eine der vier Methoden in Abschnitt 3.
Das Programm kann von heruntergeladen werden

www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci.

Die folgenden Tabellen zeigen die Konvergenz der ersten drei Methoden. Die erste Methode (Abschnitt 3.1) scheint langsamer zu
konvergieren als die anderen. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass es die Funktion ersetztf(¢) durch eine Treppenfunktion
(f(tx))1<k<nDies ist keine gute Annédherung fiir den speziellen Fall, in dem f(¢)ist sinusformig. Die zweite Methode (Abschnitt 3.2)
verwendet die Fourier-Koeffizienten f von f(t), die in unserem speziellen Fall einfach sind fo = 1, fi = f-1 = 5 und fi = 0 fiir

|k| > 1. Aus diesem Grund ist die Konvergenz der Methode sehr schnell. Diese beiden Methoden erfordern die Berechnung des
Spektralradius einer bestimmten Matrix. Im Gegenteil, die dritte Methode (Abschnitt 3.3) erfordert nur elementare Operationen und
konnte fast mit einem einfachen Taschenrechner ausgefiihrt werden. Denken Sie daran « ist die Anzahl der Begriffe, die wir im
Ausdruck von behalten R in Reihe von Befugnissen von . Wir kdnnen feststellen, dass die durch Formel (1) gegebene Néherung mitp
durch den Durchschnitt ersetzt py der Vektorpopulation entspricht £ = Oin der Tabelle. Der Unterschied zum "exakten" Wert vonR), ist
aus 14%. Wenn wir den Begriff Bestellung einschlieBen 2 wie in Formel (31) wird die Differenz auf reduziert 2% auch wenn ist nicht
sehr klein. Die Konvergenz der vierten Methode (Abschnitt 3.4) wird durch die Diskretisierung der Differentialgleichung bestimmt. Es
ist der Differentialgleichungsldser, der dies im Allgemeinen steuert. Mit Scilab konnen Sie leicht den richtigen Wert findenRy ~ 3,389
nach einer Reihe von Dichotomie-Iterationen.

Konvergenz der ersten Methode:

N1z |os Jso oo oo |

[R,|[3,100][3,399]3,392][3,389][3,389]

Konvergenz der zweiten Methode:

o v o Js Js |

[R,[3,868][3,496][3,418|[3,389]3,389)




Konvergenz der dritten Methode:

ko o Ja oo Jr2 |

[Ro[[3,868([3,461[3,409][3,390]3,389)

Wiederholen wir: den numerischen Wert fiir Rodenn die Epidemie von Chikungunya sollte nicht zu ernst genommen werden, da die
Werte der Parameter ungenau sind und die Hypothese einfach ist (2). Wir konnen dies als eine Ubung zum Testen der verschiedenen
numerischen Methoden, als Inspirationsquelle fiir die Entwicklung der Theorie oder als ersten Modellierungsversuch sehen, wiahrend
wir auf Felduntersuchungen zu den Populationsschwankungen von Aedes albopictus warten .

5. Schlussbemerkungen

5.1 Andere Anwendungen
Epidemiemodelle mit n = 1

Stellen Sie sich ein Epidemiemodell mit einem infizierten Kompartiment und einem Kern der Form vor
K(t,z) = [1 + ¢ cos(wt — ¢)] g(z). (46)

Also G(z) = g(x) wie bereits in Abschnitt 2 und erwihnt Rokann durch Formel (31) angefahren werden. Der Kern (46) erscheint
beispielsweise in SIS / SIR / SIRS-Epidemiemodellen mit einer sinusformigen Kontaktrate.

Wenn die Infektionsperiode exponentiell verteilt ist wie in (Dietz, 1976; Grossman et al., 1977; Kuznetsov und Piccardi, 1994), dann
G(z) = ae " und wir kénnen das leicht iiberpriifen Go = a/b und dass der Koeffizient von €2 in (31) wird gestrichen, so dass
Ry ~ a/b. Mit der gleichen Definition vonRy dass das des vorliegenden Artikels (Bacaér und Guernaoui, 2006, §5) die genaue Formel
zeigte Ry = a/bin diesem Fall. Natiirlich ist dieses "Ergebnis" schon lange bemerkt worden, da der Kern (46) im Zusammenhang mit
der Gleichung erscheint

ar

= = all+e cos(wt — ¢)) I(t) — bI(),

dass wir explizit 16sen kénnen und fiir die wir leicht zeigen, dass der Null-Gleichgewichtszustand genau dann instabil ist, wenn

a/b > 1. In Analogie zum trivialen Fall wo € = Ohaben mehrere Autoren gestellt Ry = a/b als Definition haben das bemerkt Ry war
das Zeitmittel der Funktion Rg(¢) = a(1 + ¢ cos(wt — ¢))/bund glaubte, dass diese Mittelungseigenschaft fiir kompliziertere Modelle
giiltig blieb; Dies ist nicht der Fall.

Wenn die Infektionsperiode eine Konstante ist 7 fixiert wie in (Cooke und Kaplan, 1976; Smith, 1977' Nussbaum, 1977; Nussbaum,
1978; Grossman, 1980) G(z) = a fir 2 < 7und G(z) = 0 fir > 7. AlsoGy = a7, G; = a =-—und (31) gibt

Ry~art+ ¢’ (47

2a7 sin®(wr/2) [ wTt/2 ]
[wr — sin(wT)]? + [1 — cos(wT)]? L tan(wr/2) '
Diese Formel zeigt, dass im Gegensatz zum Malariamodell in Abschnitt 4.1 die Saisonalitit entweder zunehmen oder abnehmen kann
Ronach dem Zahlenwert von wt. Beachten Sie, dass fiir den Ausnahmefall wow = 27 und a = 1 betrachtet von (Cooke und Kaplan,
1976; Smith, 1977; Nussbaum, 1977; Nussbaum, 1978), besagt die Formel (47) dies Ry = 1 + 0(52) wann 7 = 1. Wir erwarten die
genaue Formel Ry = 1 fiir alles € wann 7 = 1, da (Smith, 1977; Nussbaum, 1977) gezeigt haben, dass periodische Losungen fiir das
vollstdndige nichtlineare Epidemiemodell genau dann existieren, wenn 7 > 1.

Epidemiemodelle mit n = 2
Stellen Sie sich ein epidemisches Modell mit zwei infizierten Kompartimenten vor, das, sobald es nahezu krankheitsnah linearisiert
ist, die Form annimmt
dI dI,
d—tl ~ _bl Il(t) + as []. +€ COS((JJt - ¢)} I2(t), E ~ a; Il(t) — b2 Ig(t)

Beachten Sie, dass das System (38) diese Form hatte. Der Kern des zugehorigen Operators der ndchsten Generation ist

1 _ —by
K(t,z) ( 0 b [1+ € cos(wt — @) aze > (48)
a; e * 0
Formel (31) gibt
a ap by by g’
Ry ~ 1-— - —. 49
0 b1b2( 2 4 (by + bo)? 2) (49)

Ein Beispiel fiir diesen Typ ist das Malariamodell von (Anderson und May, 1991, S. 404). Die in dieser Referenz verwendeten
numerischen Werte sind:w = 2, £ = 15/25, a1 = 20 pro Jahr, az = 20 x 25 pro Jahr, by = 50 pro Jahr und by = 4pro Jahr. Die vier



numerischen Methoden von Abschnitt 3 sowie die ungefidhre Formel (49) ergebenRy ~ 49,4. Beachten Sie, dass der Term niedrigster
Ordnung istpy = 50.

Ein anderes Beispiel ist das SEIR- oder SEIRS-Epidemiemodell mit einer sinusformigen Kontaktrate, die beispielsweise in
(Schwartz und Smith, 1983; Aron und Schwartz, 1984; Kuznetsov und Piccardi, 1994) (Altizer et al., 2006, Kasten 1) beriicksichtigt
wurde ) und (Ma und Ma, 2006, §4). Die von (Ma und Ma, 2006, §4) verwendeten Zahlenwerte sind:w =1, = 0,8, a1 = 0,3 a2 = 1,
b1 = 0,3und b2 = 0,99(Einheiten nicht angegeben). Die numerische Simulation hat gezeigt, dass in diesem Fall keine Epidemie
festgestellt werden kann. Aber mit € = Ostellten die Autoren fest, dass Ry = po = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1. Die
Schlussfolgerung war, dass die Mittelung der Kontaktrate nicht der richtige Weg ist, um die Epidemieschwelle zu bestimmen. In der
Tat geben die vier numerischen Methoden von Abschnitt 3 an Ry ~ 0,973 < 1 fiir ¢ = 0,8. Die ungefdhre Formel (49) ergibt
Ry ~ 0,974

Ein weiteres Beispiel ist das Modell fiir Cholera mit einer sinusformigen Kontaktrate mit Wasser oder einer sinusformigen
Kontaminationsrate mit Wasser (Codeco, 2001). Diese Referenz beriicksichtigt auch den Fall, in dem der Koeffizientb, Die Darstellung
der Verschwindungsrate von Vibrio cholerae im Wasser ist eine sinusformige Funktion der Zeit. Dieser Artikel enthilt keine ungefahre
Formel fiir die Reproduzierbarkeit im letzteren Fall, aber Ry kann weiterhin numerisch berechnet werden, beispielsweise mit der
Methode in Abschnitt 3.4.

Wir erwédhnen auch die ,, Vermutung* von (Moneim und Greenhalgh, 2005), die nahe legt, dass die Reproduzierbarkeit (mit einem
Schwellenwert von 1) fiir ein SEIRS-Modell mit einer Impfung und einer periodischen Kontaktrate nach der Einnahme durch eine
einfache Formel berechnet wird der Durchschnitt der Koeffizienten des linearisierten Systems iiber einen Zeitraum. Diese Referenz
gibt kein numerisches Beispiel. Wenn wir jedoch davon ausgehen, dass die Kontaktrate konstant ist und die Impfrate so hoch ist, dass
die anfillige Bevolkerung in der krankheitsfreien Situation sinusformig ist, dannK (¢, z) ist genau von der Form (48) und Ryist
gegeben durch (49). Wenn die Mittelung korrekt war, sollte das Ergebnis nicht davon abhéngene. Die "Vermutung" scheint also falsch
Zu sein.

5.3 Der stochastische Fall

Fiir die Chikungunya-Epidemie in Reunion wére es niitzlich, eine Schitzung der Wahrscheinlichkeit zu haben, dass die Epidemie
aufgrund des Winters aussterben wird, wenn man die GroBe der zu Beginn des Winters infizierten menschlichen Bevolkerung kennt.
Um diese Frage zu beantworten, brauchen wir natiirlich ein stochastisches Modell. Stochastische Modelle fiir durch Vektoren
libertragene Krankheiten mit Saisonalitét sind jedoch schwer zu analysieren. In diesem Abschnitt zeigen wir den Zusammenhang
zwischen der Wahrscheinlichkeit des Aussterbens zum Zeitpunktt und Reproduzierbarkeit Ry unter Verwendung eines sehr einfachen
Epidemiemodells mit Saisonalitét.

Betrachten Sie den Prozess von Geburt und Tod mit Koeffizienten a(¢) und b(t) wer sind §-periodisch:

AW,

L — a(t) (k= 1) Wi 1(t) — [alt) + OV K W) + B(®) (k + ) Wi (8), k=1

und dWy/dt = b(t) Wi(t). HierWy(t)ist die Wahrscheinlichkeit, dass £ Personen zum Zeitpunkt 7 infiziert sind . WennZ infizierte
Menschen (Z > 1) werden dann zum Zeitpunkt 7 eingefiihrt oder vorhanden Wz(T') = 1 und Wi (T') = 0 fir k # Z. Die
WahrscheinlichkeitW) (¢)Die Extinktion zum Zeitpunkt ¢ wird berechnet, indem die partielle Differentialgleichung erster Ordnung
gelost wird, die durch die Erzeugungsfunktion verifiziert wurde g(t,z) = >, Wi(t)2*. Das von (Bartlett, 1960) gegebene Ergebnis
bleibt auch dann giiltig a(t) und b(¢) sind nicht periodisch: -

e [1(b()—a(r)) dr

Z
1+ fjtw a(T) e*fft(b(‘f)*a(o’)) do‘dT] '

Wi (t) = {1

Beachten Sie, dass die Erwartung I(¢) die Anzahl der zu diesem Zeitpunkt infizierten Personen ¢ ist gegeben durch

I(t) = kz kWi(t), % = a(t) I(t) — b(t) I(¢).
>1

Wie wir mit dieser Differentialgleichung erraten konnen und wie gezeigt (Bacaér und Guernaoui, 2006, §5) fiir Funktionen a(t) und
b(t) die periodisch sind, Reproduzierbarkeit Ry definiert in Abschnitt 2 ist gegeben durch

0

Ry — (/Oea(f)df)/(/o b(r) dr)

Beachten Sie, dass wenn Ry < 1dann Wy(t) — 1 wann ¢ — +oo: Die Epidemie geht zu Ende. Wenn R > 1dann
* - Z
Wo(t) > [1-1/ / alr) el 000) o) 4]
t—+o00 T

und es besteht eine gewisse Wahrscheinlichkeit, dass die Epidemie anhilt.

Also Reproduzierbarkeit Rydient auch als Schwelle zwischen einerseits der Situation, in der die Epidemie mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 1 absterbt, unabhingig vom Zeitpunkt der Einfiihrung des ersten infizierten Falls, und andererseits der
Situation, in der die Epidemie auftritt 'mit einer Wahrscheinlichkeit streng zwischen 0 und 1 geldscht und abhingig von der



Anfangszeit. Wir kdnnen hoffen, ein dhnliches Schwellenphdnomen fiir stochastische Vektorkrankheitsmodelle mit Saisonalitit zu
haben. Es ist jedoch noch mehr Arbeit erforderlich, um diesen Punkt zu {iberpriifen.

Beachten Sie, dass in diesem Abschnitt die Einfiihrung einer zeitabhéngigen Reproduzierbarkeit vermieden wird. " Ry(t) ”, Definiert
zum Beispiel bei durch Vektoren iibertragenen Krankheiten durch Formel (1) mit p ersetzt durch p(t). Dieser Ausdruck scheint ein
guter Kandidat zu sein, um die Invasion als Funktion des Zeitpunkts der Einfithrung des Pathogens zu diskutieren. Das in (Diekmann
und Heesterbeek, 2000, S. 149) erwéhnte Beispiel von (Hale, 1980, S. 121) legt jedoch bereits nahe, dass der folgende Fall durchaus
eintreten kann: Ry (t) < 1 fiir alles ¢ aber das krankheitsfreie Gleichgewicht ist instabil, das heifit Ry > 1 mit Rydefiniert wie im
vorliegenden Artikel. AuBerdemRy ist im Allgemeinen nicht der zeitliche Durchschnitt von " Ry(t) "(Mit einigen Ausnahmen wie dem
Fall, in dem K (t,2) = a(t) e *®studiert in Abschnitt 5.1.1). Aus biologischer Sicht héingt die Féihigkeit zur Invasion eines
Krankheitserregers in einer saisonal variierenden Umgebung offensichtlich vom Datum der Einschleppung des Krankheitserregers im
Laufe des Jahres ab. Da ist die Invasion vollig bestimmt durch Ry In deterministischen Modellen erweckt dies im Gegensatz zu
stochastischen Modellen den Eindruck, dass deterministische Modelle einfach nicht geeignet sind, die Invasion nach dem Datum der
Einfiihrung des Pathogens zu diskutieren.

Anhang

Ausgehend von der Definition (9) von G(z)und unter der Annahme von (10) zeigen wir (11) durch Induktion. Natiirlich verlieren
wir im Allgemeinen nicht, wenn wir das annehmen a; = 1 fiir alles j. Fiirn = 2Eine einfache Berechnung zeigt das

ef)\la: N e*)\gl‘
A2 — A1 A=A

T
G(z) = / e Mo h @) g,
0
Angenommen, (11) gilt fiir eine bestimmte Ganzzahl n. Also

G(:L‘) — e*)\l T1— = Ap Tn—Ani1 Tntl dO';hLl
U;Hrl

x
= / / e M T ATy do—g_mnﬂ e A1 Tut Az,
0
e_’\j (:E—:t"+1)

O3z
z n \
e ntl Tnt1 d$ 11
0 ; Hk;éj()‘k ), "
k<n

n 67)‘7' z T
= Z - / e()\j_)‘nAl)mn+1dmn+1
j=1 Hk#j(Ak - >‘J) 0
k<n
- e M ~ 1

— A1
— + e Mnt1 .
; [lz; (=) ; (Aj = Ant1) HI/:#(M =)
<n

k<n+1

n+1

Il
S~

Beachten Sie, dass die zweite Summe der letzten Zeile die Zerlegung des rationalen Bruchs in einfache Elemente ist Ap+1

1
H1§jgn()‘j - /\n+1) ‘

Also
n+1 e—)\/ T
G(fl?) = g )
= Iy =)
k<n-+1

und Formel (11) gilt fiirn 4 1.
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