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الملخص

الھدف الرئیسي من ھذه المقالة ھو الحصول على صیغة تقریبیة لإعادة الإنتاج  الأمراض المنقولة بالنواقل ، إذا كان لدى ناقلات النواقل تقلبات موسمیة صغیرة:  مع 
وتمیل دائمًا إلى تقلیل التكاثر. ھذا التكاثر ھو نصف القطر . یشبھ المصطلح الأول حالة عدد ثابت من المتجھات ، ولكن مع استبدال السكان بمتوسطھ. أقصى تصحیح نسبي بسبب المصطلح الثاني ھو 
باستخدام كمثال نموذج لوباء الشیكونغونیا في ریونیون في 2005-2006. یمكن استخدام الصیغ التقریبیة والطرق العددیة للعدید من النماذج الوبائیة الطیفي لعامل متكامل. قارنا أربع طرق حسابیة لحساب
.الموسمیة الأخرى

مقدمة .1

منذ مارس 2005 ، ضرب وباء من الشیكونغونیا للمرة الأولى جزیرة ریونیون ، وھي قسم فرنسي في الخارج یقع في المحیط الھندي. بعد الذروة الأولیة مع أكثر من 400 حالة إصابة بشریة جدیدة أسبوعیاً في    
مایو 2005 ، تباطأ الوباء (الشكل 1 أ) بسبب الشتاء الأسترالي ، الذي یكون أكثر برودة وأقل أمطارًا (الشكل 1 ب) وبالتالي أقل ملاءمة تكاثر البعوض الزاعج ، البعوض الذي ینقل فیروس الشیكونغونیا إلى البشر.
لاحظ أن ریونیون تقع في نصف الكرة الجنوبي. الزاعجة البیضاءكان مسؤولا أیضا عن وباء صغیر من حمى الضنك استمر من أبریل إلى یولیو 2004 ، أي حتى بدایة فصل الشتاء الجنوبي (بییر وآخرون ،
2005). وقد دفع ھذا على الأرجح علماء الأوبئة المحلیین إلى الاعتقاد بأن سیناریو وباء حمى الضنك سوف یتكرر مع الشیكونغونیا إن مكافحة ناقلات الأمراض على نطاق صغیر ، إلى جانب البحث النشط عن
الحالات البشریة ، ستكون كافیة لوقف الوباء قبل نھایة الشتاء. لم یكن ھذا ھو الحال. بعد الوصول إلى ما لا یقل عن 100 حالة جدیدة أسبوعیاً في سبتمبر 2005 ، بدأ وباء الشیكونغونیا في النمو مرة أخرى ووصل
حالات جدیدة في الأسبوع في فبرایر 2006. وبحلول ذلك الوقت ، أصبح الوباء موضوع جدل علمي وسیاسي. لماذا لم یتمكن علماء الأوبئة من التنبؤ بالوباء؟ لماذا لم تقم وزارة الصحة إلى ذروة مذھلة
أصیب الناس بالمرض منذ بدایة الوباء ، أو حوالي ثلث سكان الجزیرة. ذكرت حوالي بإطلاق حملة واسعة النطاق لمكافحة ناقلات المرض في وقت مبكر بما فیھ الكفایة؟ اعتبارا من یولیو 2006 ، أكثر من
200 شھادة وفاة أن الشیكونغونیا ھي أحد أسباب الوفاة. بالإضافة إلى ذلك ، كان للوباء تأثیر كبیر على اقتصاد الجزیرة ، ولا سیما السیاحة ، التي تعد واحدة من الصناعات الرئیسیة. أدى التأثیر المشترك للشتاء
.ومكافحة النواقل الآن إلى انخفاض عدد الحالات الجدیدة في الأسبوع إلى أقل من ألف حالة

 
الشكل 1. (أ) العدد التقدیري للحالات الجدیدة في الأسبوع المرسومة على مقیاسین مختلفین. على المحور الرأسي على الیسار ، یمكننا أن نرى بوضوح منحنى الوباء لعام 2005. على المحور الرأسي
على الیمین ، یمكننا أن نرى كیف تطورت في عام 2006. بیانات من معھد مراقبة الصحة. (ب) درجات الحرارة القصوى والدنیا بالدرجات المئویة (المنحنیات العلویة والمتوسطة ، المحور الأیسر)
.Météo France وھطول الأمطار بالمللیمتر في الشھر (المنحنى السفلي ، المحور الأیمن) في مدینة سانت ماري في ریونیون. بیانات

السؤال المھم ولكن الصعب ھو ما إذا كان الوباء سیمر خلال الشتاء مرة أخرى ویسبب ذروة أخرى مھمة في الصیف المقبل. اعتاد العلماء على التفكیر بطریقة مبسطة حول ھذا النوع من الأسئلة. إنھم مھتمون    
ثم یتوقف. بعد عمل رونالد ، ثم یتطور الوباء. إذا ف بشكل فضفاض بأنھ متوسط   عدد الحالات الثانویة التي تسببھا الحالة الأولى في بدایة الوباء. إذا ، یعُرَّ بمعلمة رئیسیة مرتبطة بالوباء ، التكاثر 
:روس (1911) بشأن الملاریا ، تم الحصول على الصیغة التالیة للتكاثر في حالة الأمراض المنقولة بالنواقل

أین  ھو التردد الذي تلدغ بھ المتجھات ،  و  ھي احتمالات الانتقال من الناقل إلى الإنسان ومن الإنسان إلى الناقل ،  ھو سكان النواقل ،  ھو السكان البشر ،  ھو متوسط   مدة العدوى في البشر و 
من منظور تاریخي). تظھر ھذه الصیغة على وجھ الخصوص أن قابلیة التكاثر (Heesterbeek، 2002) و (Anderson and May، 1991 ؛Bailey، 1982) ھو متوسط   العمر المتوقع لناقلات البالغین (انظر
تتناسب مع عدد المتجھات. وبالتالي ، إذا استطاع نظام الترصد تتبع التغیرات في كثافة ناقلات المرض قبل الوباء وخلالھ ، وإذا كانت القیمة العددیة لـ كان معروفاً من وباء سابق أو تم تقدیره بالصیغة (1) ، ثم
. ولكن نظرًا لعدم وجود نظام مراقبة یراقب حالیاً كثافة مرض الزھایمر في مدینة ریونیون ، فإن الطریقة التي تم وصفھا للتو لا یمكن أن یتوقع المرء أن یتوقف الوباء عندما یقسم التدخل ضد المتجھات كثافتھ 
.تعمل. لذلك یبدو من المستحیل ببساطة الإجابة بشكل معقول على سؤال ما إذا كان وباء الشیكونغونیا سیمر خلال الشتاء مرة أخرى

. ومن الجوانب البارزة لوباء الشیكونغونیا الموسمیة. الآن صیغة (1) تفترض أن السكان  صالمتجھات ثابتة طوال العام. تنشأ     في ھذه المقالة ، نركز على الجزء النظري من المشكلة ، وھو تقدیر قابلیة التكاثر 
عدة أسئلة: كیفیة تحدید قابلیة التكاثر إذا أخذنا في الاعتبار الموسمیة ، على سبیل المثال إذا افترضنا أن مجموعة المتجھ ھي وظیفة دوریة للوقت؟ كیف تحسب ھذا التكاثر؟ ھل ھناك حالات خاصة یمكننا فیھا الحصول
على صیغة بسیطة مشابھة لـ (1)؟ من الواضح أن ھذه الأسئلة لیست خاصة بالشیكونغونیا. تنشأ على سبیل المثال أثناء ظھور أمراض أخرى منقولة بالنواقل وبشكل عام لمشاكل دینامیات السكان المتأثرة بالموسمیة:
... وآخرون ، 2006) ، علم البیئة ، الدیموغرافیا ، علم المناعة ، علم الوراثة السكانیة Altizer) علم الأوبئة

بدأت الأعمال الأخیرة (باقر وجرناوي ، 2006) في الإجابة عن بعض ھذه الأسئلة. یحتوي على تعریف للتكاثر في بیئة دوریة مثل نصف القطر الطیفي لعامل خطي متكامل على مساحة من الوظائف الدوریة.    
وكتاب دیكمان (Anita et al.، 1998 ؛Jagers and Nerman، 1985 ؛Thieme، 1984 ؛Coale، 1972) التعریف مستوحى من العمل السابق على دینامیات السكان منظم حسب العمر مع المعاملات الدوریة
یحتوي أیضًا على خوارزمیة مبنیة على تقدیر (Baca andr and Guernaoui، 2006) .وھیستربیك ( 2000) ، والتي تسلط الضوء على فكرة "مصفوفة الجیل التالي" و "مشغل الجیل التالي" لتحدید قابلیة التكاثر
.من عامل التشغیل المتكامل. استخدمنا ھذه الخوارزمیة لتقدیر التكاثر خلال وباء داء اللیشمانیات في المغرب. تم التعرف على التقلبات في عدد ناقلات المرض بدقة من المسوحات المیدانیة

مقالتنا منظمة على النحو التالي في القسم الثاني ، أدخلنا تعدیلاً صغیرًا على تعریف قابلیة التكاثر الذي قدمھ (باكیر وجیرناوي ، 2006 ، § 5). نحن نذكر ھنا نصف القطر الطیفي لـ "مشغل الجیل التالي" ،    
ھو عدد الأجزاء المصابة في النموذج ناقشوا ھذه النقطة بإیجاز بالفعل في حالة "مصفوفات الجیل التالي". نظھر أیضًا لفئة معینة من (Heesterbeek and Roberts، 1995b، §2.1) .بینما  أین 
تختزل إلى مشكلة أحادیة البعد. في معظم المقالة ، نحن مھتمون بالحالة الخاصة حیث یكون جوھر المشكلة المصغرة ھو الشكل n  النماذج ، والتي نسمیھا "دوریة" ، أن المشكلة المتكاملة للقیمة الذاتیة في البعد
ھي وظیفة دوریة. تتضمن ھذه الحالة بالفعل العدید من نماذج الأمراض المنقولة بالنواقل والأمراض المنقولة مباشرة ، أین  .

:(Baca andr and Guernaoui، 2006، §4) في القسم 3 ، یتم عرض أربع طرق رقمیة لحساب التكاثر في مشاكل القیمة الذاتیة المتكاملة أحادیة البعد. الطریقة الأولى ھي الطریقة التي تم تقدیمھا بالفعل في    
ولیس التكاثر. تعمل ھاتان الطریقتان Malthusian التي تدرس المعلمة ، (Williams and Dye، 1997) وھي مستوحاة من Fourier وھي مجرد تقدیر بسیط للعامل المتكامل. تستخدم الطریقة الثانیة سلسلة
ضغیر. یشبھ ذلك ؛ یجمع بین سلسلة فورییھ مع طریقة اضطراب  . الطریقة الثالثة تتعلق فقط بحالة معینة حیث  الفصل ، Coale ، 1972) لوظیفة عامة ووظیفة دوریة 
ولیس في التكاثر. تعمل الطریقة الرابعة مع عوامل الجیل التالي الدوریة المرتبطة بالنظم الخطیة للمعادلات التفاضلیة العادیة ذات المعاملات الدوریة. تستخدم نظریة Malthusian 6) ، الذي یھتم أیضًا بالمعلمة
Floquet كما في (Heesterbeek and Roberts، 1995a، 1995b) ولكن بطریقة مختلفة.
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R0p(t) = p0(1 + ε cos(ωt − ϕ))
ε ≪ 1ε2/8

R0

40 000
260 000

R0R0 > 1R0 < 1

R0 =
β2 q q ′ p

α μ P
, (1)

βqq ′pP1/α1/μ

R0

R0

R0

r0

R0 = rn
0n

K(x, t) = f(t) G(x)f(t)

G(x)f(t)f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ)ε

https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-01291211


في القسم 4 ، نأخذ في الاعتبار الأمراض المنقولة بالنواقل ونفترض أن عدد النواقل یعطى بواسطة    

باستخدام أول نموذج بسیط للملاریا ونتائج القسم 3.3 ، نوضح أنھ مع نفس الرموز كما في (1) ، یتم إعطاء التكاثر بواسطة

وتمیل صغیر. تعمم ھذه الصیغة الجدیدة على ما یبدو الصیغة (1). یشبھ المصطلح الأول حالة عدد ثابت من المتجھات ولكن مع استبدال السكان بمتوسطھ. أقصى تصحیح نسبي بسبب المصطلح الثاني ھو أین 
دائمًا إلى تقلیل التكاثر. ثم ننتقل إلى وباء الشیكونغونیا باستخدام نموذج أكثر تعقیدًا قلیلاً. لا یبدو الشكل المبسط (2) لمجموعة المتجھات غیر معقول للغایة عندما ننظر إلى منحنیات درجة الحرارة وھطول الأمطار في
ریونیون (الشكل 1 ب): كلاھما فقط بحد أقصى كل عام حوالي شھر فبرایر. بعد تقدیر معلمات ھذا النموذج ، قارنا الطرق العددیة الأربع للقسم 3 لحساب التكاثر. ومع ذلك ، لا ینبغي أن تؤخذ القیمة العددیة التي تم
الحصول علیھا بھذه الطریقة على محمل الجد بالنسبة لاستنساخ وباء الشیكونغونیا. قیم المعلمات لیست معروفة بدقة ؛ الفرضیة (2) تبسیطیة. إنھا ھو تمرین لاختبار الأسالیب العددیة المختلفة. إنھ مصدر إلھام لتطویر
.النظریة. إنھا أول محاولة للنمذجة في انتظار الدراسات المیدانیة حول تقلبات البعوض

بمعدل اتصال SIR یناقش القسم الأخیر قابلیة تطبیق طریقة القسم 3.3 للحصول على صیغ تقریبیة للتكاثر في سیاق النماذج الریاضیة الأخرى للأمراض المعدیة ذات المعاملات الدوریة ، خاصة بالنسبة لنموذج    
مع معدل اتصال دوري وفترات الكمون والعدوى موزعة أضعافا مضاعفة. كما تم تقدیم مؤشرات أولیة حول أھمیة التكاثر في النماذج الوبائیة العشوائیة مع SEIR دوري وفترة معدیة ثابتة ، وكذلك لنموذج
.الموسمیة

 تعریف .2

ھي مصفوفة بحجم     ، نفترض ذلك  . مع معاملات موجبة أو صفریة. نفترض ذلك إذا n  ل  و 

والتي یمكن أن تكون معدیة أو كامنة. المعامل في السطر  والعمود  یمثل العدد المتوقع للأفراد في     الفكرة وراء الوظیفة  ھو نموذج الوباء مع  المقصورات "المصابة" 
وحدات الوقت. یغطي ھذا الحالة حیث الأفراد في المقصورة یصیب یصیب في بدایة وباء لكل وحدة من الوقت في الوقت  ر ، إذا كان في المقصورة منذ ذلك الحین  المقصورة  أن الفرد في المقصورة 
. افتراض الدوریة على  یمثل بیئة دوریة ، ولكن أیضا الحالة التي یكون فیھا الأفراد في المقصورة  ببساطة تغییر المقصورات في النھایة  .الأفراد الذین ینتھي بھم المطاف في المقصورة 

النظر في عامل التشغیل الخطي المتكامل  معرفة بواسطة    

، یمكن كتابة المعادلة (4 . لنكون أكثر دقة ، نلاحظ أنھ مع فرضیات الدوریة على و  - غیر دوریة بقیم  (على مساحة وظیفیة 

أین

. یوضح ملحق بسیط للنظریة 7 في حد ذاتھ. كما في (Hochstadt، 1973، p. 51) نفترض ذلك  ینتمي إلى الفضاء  ذلك ھو عامل خطي مدمج لـ 
(Diekmann and Heesterbeek، 2000، p. 77) ، انظر . ، نحدد التكاثر  بواسطة الصیغة  النواة المرتبطة بھا. إذا ھو نصف قطر الطیف  یمكننا تسمیة "الجیل الخطي عامل" و 
(Heesterbeek and Roberts، 1995b، §2.1) انظر أیضًا . من أجل مناقشة (Baca andr and Guernaoui، 2006، §5) للاطلاع على مناقشة لماذا یكون من الأسھل أحیاناً اتخاذ  ان 
.(سبب ھذا التعریف یعمم التعریف المعتاد بدون الموسمیة على أساس "مصفوفة الجیل التالي" (دیكمان وھیستربیك ، 2000 ، ص 74

، نظریة كیرین وروتمان (انظر النظریة 9.2 في     أمر إیجابي. إذا تظھر أن  ھو قیمة ذاتیة  وأن ھناك وظیفة ذاتیة إیجابیة  ((Krasnosel'skij et al.، 1980، p. 87) عامل التشغیل الخطي 
، یمكننا أن نكتب . عن طریق التمدید بشكل دوري في   المرتبطة 

. الشروط التي تضمن (Schaefer، 1974، p. 377) و (Krasnosel'skij et al.، 1980) نجد في

. في بقیة ھذه المقالة ، نعتبر النماذج "الدوریة" التي لھا الشكل الخاص التالي (الشكل 2): جمیع العناصر  النواة صفر باستثناء  و  ل    

."الشكل 2. المقصورات المصابة في نموذج "دوري

، یتم كتابة المشكلة المتكاملة لل     . إذا eigenvalue (5) وھذا یشمل بشكل خاص الحالة العامة ذات البعد الواحد  مع جوھر تعسفي 

، نحن نرى ذلك في المعادلة الأولى. لان   ،  ، نستبدل المعادلة بالتتابع بـ 

یتم ضربھ أیضًا في نفس الثابت. تغییر المتغیر یجب ملاحظة خاصیة مھمة: إذا كان عنصر غیر صفري  مضروباً في ثابت معین 
یؤدي إلى

أین  ھو جزء لا یتجزأ من سطح الأرض

p(t) = p0[1 + ε cos(ωt − ϕ)] . (2)
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K̂L2((0, θ) × (0, θ),Rn×n) KL2((0, θ),Rn)
KK(t,x)r0KR0R0 = rn0

R0 = rn0R0 = r0

R0

Kr0 > 0 r0K

v(t) ∈ L2((0, θ),Rn)r0v(t)R

∫
∞

0

K(t,x) v(t − x) dx = r0 v(t) . (5)

r0 > 0

Ki,j(t,x)K1,n(t,x)Kj+1,j(t,x) 1 ≤ j ≤ n − 1

n = 1K(t,x)v(t) = (v1(t), … , vn(t))

∫
∞

0
K1,n(t,x) vn(t − x) dx = r0 v1(t),

∫
∞

0
Kj+1,j(t,x) vj(t − x) dx = r0 vj+1(t), 1 ≤ j ≤ n − 1.

j = n − 1j = n − 2…j = 1R0 = rn0

∫
∞

0

⋯∫
∞

0
K1,n(t,x1)Kn,n−1(t − x1,x2) ⋯ K2,1(t − x1 − ⋯ − xn−1,xn)

v1(t − x1 − ⋯ − xn) dx1 ⋯ dxn = R0 v1(t).

Ki,j(t,x)R0(x1 = x1, … ,xn−1 = xn−1,x = x1 + ⋯ + xn)

∫
∞

0

K̃(t,x) v1(t − x) dx = R0 v1(t), (6)

K̃(t,x)



- قیمة الأبعاد المناسبة (5) لمشكلة أحادیة البعد (6 . لذا قللنا من المشكلة المتكاملة .(و 

في بقیة المقالة باستثناء القسم 3.4 ، نعتبر الحالة الخاصة حیث    

(تصبح المعادلة (6

أین

. لاحظ أیضًا أنھ إذا ، یتم تخفیض النواة إلى  بحیث  لاحظ أنھ إذا 

یمكننا أن نظھر (انظر الملحق) بدءًا من (9) ذلك

.ھذه الصیغة لا تزال صالحة ل  مع العرف المعتاد أن المنتج على مجموعة فارغة یساوي 1

 طرق حسابیة .3

التمییز بین مشكلة القیمة الذاتیة المتكاملة 3.1

و  N تتكون ھذه الطریقة من تحریف مشكلة التكامل الذاتي للقیمة الذاتیة (8). وھي مقدمة في (باقر وجرناوي ، 2006 ، § 4) ؛ لذلك یتم استدعاؤھا لفترة وجیزة فقط. نأخذ عددا  كبیرا جدا    
. نحدد ، أین 

نحن اسم  نصف القطر الطیفي لمصفوفة مشكلة القیمة الذاتیة

یمكن القیام بھ مع . الحساب العددي ھو المتجھ الذاتي. ثم  إذا  لاحظ أنھ إذا  للجمیع .Matlab وھو برنامج مجاني مشابھ لـ ، Scilab (www.scilab.org) أین 
ویترجم من (11) ذلك

سلسلة فورییھ: الحالة الدوریة العامة 3.2

النظر في تحلیل فورییھ للوظیفة الدوریة     :  إذا 

یشیر إلى الرقم المترافق المركب). نحن نبحث عن حل (8) وھو دالة حقیقیة (وحتى إیجابیة) للشكل . إن ھي أرقام معقدة مع  (( أین  ھي مجموعة الأعداد الصحیحة (إیجابیة أو سلبیة) و 

. نستبدل (15) و (16) في (8 :(إن  ھي أیضا أرقام معقدة مع 

أین

ویترتب على ذلك من (9) ذلك

، ثم إذا  ل 

. یمكن كتابة المعادلة (17 (ل 

K̃(t,x) = ∫
σnx

K1,n(t,x1)Kn,n−1(t − x1,x2) ⋯ K2,1(t − x1 − ⋯ − xn−1,xn) dσnx

σnx = {(x1, … ,xn) ∈ R
n;x1 + ⋯ + xn = x,x1 ≥ 0, … ,xn ≥ 0}n

K1,n(t,x) = f(t) gn(x), Kj+1,j(t,x) = gj(x),  1 ≤ j ≤ n − 1. (7)

f(t)∫
∞

0

G(x) v1(t − x) dx = R0 v1(t), (8)

G(x) = ∫
σnx

g1(x1) ⋯ gn(xn) dσx. (9)

n = 1K(t,x) = f(t) g1(x)G(x) = g1(x)

gj(x) = aj e
−bj x, 1 ≤ j ≤ n, (10)

G(x) = a1 ⋯ an

n

∑
j=1

e−bj x

∏k≠j(bk − bj)
. (11)

n = 1

R0

tk = (k − 1) θ/N
k = 1, 2, … ,N

Ĝ(x) =
+∞

∑
k=0

G(x + k θ). (12)

R0

f(tk)
θ

N
[
k−1

∑
j=1

Ĝ(tk − tj) Vj +
N

∑
j=k

Ĝ(tk − tj + θ) Vj] = R0 Vk , (13)

ViR0 → R0N → +∞R0 gj(x) = aj e
−bj x

1 ≤ j ≤ n

Ĝ(x) = a1 ⋯ an

n

∑
j=1

e−bj x

(1 − e−bj θ) ∏i≠j(bi − bj)
. (14)

ω = 2π/θ f(t)

f(t) = ∑
j∈Z

fj e
jiωt, fj =

1

θ
∫

θ

0
f(t) e−jiωt dt , (15)

Zi2 = −1fjf−j = f ∗
j

∗

v1(t) = ∑
j∈Z

cj e
jiωt. (16)

cjc−j = c∗
j

(∑
j∈Z

fj e
jiωt)(∑

j∈Z

Gj cj e
jiωt) = R0 ∑

j∈Z

cj e
jiωt , (17)

Gj = ∫
∞

0
G(x) e−jiωx dx . (18)

Gj = (∫
∞

0

g1(x) e−jiωx dx)⋯(∫
∞

0

gn(x) e−jiωx dx). (19)

gj(x) = aj e
−bj x1 ≤ j ≤ n

Gj =
a1 ⋯ an

(b1 + jiω) ⋯ (bn + jiω)
(20)

j ∈ Z



ھذه المساواة صحیحة إذا وفقط

. إنھا مشكلة . لذا إذا سمحنا لـ eigenvalue ل  بالنمو وإذا  ھو نصف القطر الطیفي للمصفوفة المربعة المقطوعة N لمصفوفة لا نھائیة. لاحظ ذلك و  إذا 
، ثم  إذا  .

سلسلة فورییھ: الحالة الجیبیة 3.3

نفترض ذلك    

. في الواقع ، إذا نصف القطر الطیفي المرتبط بـ  بوظیفتھا الخاصة . وھذا ما یسمى بالوظیفة "الجیبیة". لمشكلة القیمة الذاتیة (8) ، فارق زمني من لا یتغیر  أین  و 
، بحیث ، یمكننا إذن أن نفترض ذلك  . لحساب  ، ثم  لا یزال نصف القطر الطیفي المرتبط بـ  بوظیفتھا الخاصة 

. یصبح النظام (21 ،  و  ل  (من الواضح أن لدینا 

في الجانب الأیمن. لذا یمكننا أن ننسى المعادلة (23) . لذلك ، یتبع ذلك المعادلة (23) بـ في الطرف الأیمن ھو ببساطة المعقد المترافق (23) مع  . لان مع القیم الحقیقیة ، لدینا  ل 
. مشكلة القیمة الذاتیة (23) مع  یتم تخفیضھ إلى . نذكر أن و 

. دعونا نبحث عن حل لنظام (24) من النموذج . من الممكن لأنھ ھو أمر إیجابي للغایة بحیث  الوظیفة المناسبة  یمكن تطبیعھ بحیث 

. نحصل  و . ندرج (25) في المعادلة الأولى (24) ونفصل بین قوى لاحظ ذلك  و  للجمیع  ضغیر. مع الذي من المتوقع أن یكون صالحًا على الأقل لـ 

. وبالمثل ندخل (25) في المعادلة الثانیة (24)  ل  و ل 

. لان . لذا  لان  ھو إیجابي ولیس مطابقاً تمامًا لذلك  ، یتبع ذلك  . ل  ل  و 

:نرى مع (26) و (27) أن المعاملات  و  ل  و  یتم حسابھا بشكل متكرر

. یمكن أن تبدأ ھذه ، ثم تعطي الصیغ تعبیرًا لـ  و  ل  . بشكل أكثر تحدیدًا ، إذا كانت المعاملات و  تحسب ل  و  أین  یدل على الجزء الحقیقي من العدد المركب 
وذاك  إذا  غریب بینما  ، ان  لأي عدد صحیح فردي  معروفة. باستخدام (28) - (29) ، یمكننا أن نرى ذلك بسھولة ل  الخوارزمیة بسبب والمعاملات 

.حتى

،  ل  في المصفوفة      ، . دعونا نصلح من الناحیة العملیة ، دعنا نصلح عددًا صحیحًا  والنظر في المتجھ  والمصفوفة المستطیلة 
. تعمل الخوارزمیة على النحو التالي :، و  ل 

= 1 إلى ، ل 
(احسب  باستخدام (28    
= 1 إلى     ، ل 
(احسب  باستخدام (29        
نھایة ؛    
.النھایة

بھذه الطریقة ، یمكننا أن نرى ذلك بسھولة    

وأخیرا نجد

∑
j∈Z

(∑
k∈Z

fj−kGk ck)ejiωt = R0 ∑
j∈Z

cj e
jiωt.

∑
k∈Z

fj−kGk ck = R0 cj (21)

j ∈ Z fk → 0Gk → 0k → ±∞ R0

(fj−kGk)−N≤j,k≤NR0 → R0 N → +∞

f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ), (22)

0 ≤ ε ≤ 10 ≤ ϕ < 2πf(t)R0R0f(t)

v1(t)R0f̂ (t) = f(t − h)v̂1(t) = v1(t − h)R0ϕ = 0

f(t) = 1 +
ε

2
eiωt +

ε

2
e−iωt.

f0 = 1f1 = f−1 = ε
2fk = 0|k| > 1

ε

2
Gj−1 cj−1 + Gj cj +

ε

2
Gj+1 cj+1 = R0 cj (23)

j ∈ ZG(x)G−j = G∗
jc−jcj

j < 0c−1 = c∗
1G−1 = G∗

1j ∈ Z

{
ε
2
G∗

1 c
∗
1 + G0 c0 + ε

2
G1 c1 = R0 c0 ,

ε
2
Gj−1 cj−1 + Gj cj + ε

2
Gj+1 cj+1 = R0 cj ,  (j ≥ 1).

(24)

v1(t)c0 = 1v1(t)c0 = 1
θ ∫ θ

0 v1(t) dt > 0

R0 = ∑
k≥0

ρk ε
k, cj = ∑

k≥0

cj,k ε
k, (25)

εc0 = 1c0,0 = 1c0,k = 0k ≥ 1εkG0 = ρ0

G∗
1

2
c∗

1,k−1 +
G1

2
c1,k−1 = ρk (26)

k ≥ 1Gj cj,0 = ρ0 cj,0j ≥ 1

Gj−1

2
cj−1,k−1 + Gj cj,k +

Gj+1

2
cj+1,k−1 =

k

∑
l=0

ρl cj,k−l (27)

j ≥ 1k ≥ 1j ≥ 1(G0 − Gj) cj,0 = 0cj,0 = 0G(x)G0 − Gj = ∫ ∞
0 (1 − e−jiωx)G(x) dx ≠ 0

ρ0 = G0, cj,0 = 0 (j ≥ 1), c0,0 = 1, c0,k = 0 (k ≥ 1),

ρkcj,kj ≥ 1k ≥ 1

ρk = R(G1 c1,k−1) ,

cj,k =
1

G0 − Gj
[
Gj−1

2
cj−1,k−1 +

Gj+1

2
cj+1,k−1 −

k−1

∑
l=1

ρl cj,k−l],

(28)

(29)

R(z)zρlcj,ll ≤ k − 1j ≥ 1ρkcj,kj ≥ 1
ρ0cj,0cj,k = 0j > kρk = 0kcj,k = 0j ≥ 1k ≥ 1

κ > 1(ρk)0≤k≤κ(cj,k)0≤j≤κ+1, 0≤k≤κρ0 = G0c0,0 = 1cj,k = 0j > k

c0,k = 01 ≤ k ≤ κ

k κ

ρk

j k

cj,k

ρ1 = 0, c1,1 =
G0

2(G0 − G1)
, ρ2 =

1

2
R( G0 G1

G0 − G1
), (30)

R0 ≃ G0 +
ε2

2
R( G0 G1

G0 − G1
) (31)



ضغیر؛ وھو أدنى تصحیح للترتیب عندما یتم أخذ الاختلافات الموسمیة في الاتساع الصغیر في الاعتبار. دعنا نقدم بعض التعلیقات الإضافیة :ل 

نلاحظ ذلك

) في تطویر المسلسل  یجب أن تبقى دون تغییر. ھذا یفسر لماذا المعاملات الغریبة (( . إذًا ، وفقاً للملاحظة الواردة في بدایة القسم 3.3 ، لذا ، تغیر  في  یتوافق مع اختلاف الوقت 
. صفر
غیر دوریة  على سبیل المثال بمتوسط   یساوي 1 ، فإن الشروط الأولى لتطویر فورییھ ھي  الوظیفة الجیبیة (22) لیست خاصة كما تبدو للوھلة الأولى. في الواقع ، لأي وظیفة إیجابیة
، والتي یمكن أن تأخذ الشكل  مع  و  .
ھو یبدو من الصعب تحدید نصف قطر تقارب السلسلة الكاملة (25). تظھر النظریات العامة حول الاضطرابات التحلیلیة للعوامل الخطیة (كاتو ، 1984) أن نصف القطر من التقارب إیجابي تمامًا ، لأن
بسیطة معزولة عن "مشغل الجیل القادم". (كاتو ، 1984) طور أیضًا طرقاً غیر تافھة للحصول على حدود أقل لھذه الأقطار: یلزم عمل إضافي لمحاولة تطبیقھا في ھذه الحالة. في eigenvalue قیمة
، ثم ھناك فرصة جیدة أن نصف . إذا كان التفتیش على النتائج یوحي بذلك یمیل إلى 0 عندما  الممارسة العملیة ، تعطي الخوارزمیة في ھذا القسم بسھولة دعنا نقول  أین 
.قطر التقارب في سلسلة العطاء  أكبر من أو یساوي 1
یمكن الاطلاع على طریقة الاضطراب الرسمیة المستخدمة في ھذا القسم من وجھة نظر النظریة الریاضیة العامة التي طورتھا (كاتو ، 1984). لنأخذ على سبیل المثال الجانب الأیسر من (8) مع (22)
، . خذ بعین الاعتبار مشكلة القیمة الذاتیة الذاتیة - فترة مربعة قابلة للتكامل مع منتج العدد العادي  كعامل خطي  على فضاء ھیلبرت للوظائف الحقیقیة 
وھذا یعني

، والمساحة النظیفة المرتبطة  یتم إنشاؤھا . لذلك یتم إعطاء القیم الذاتیة من قبل ل  . نجد ذلك للجمیع  دعونا نبحث عن حل للنموذج 
. عامل التشغیل الخطي في النموذج )، مثل  ل  و 0 لـ  یشكلون قاعدة. النظر في الأساس المزدوج  (( . إن  بواسطة 
، أین

، الذي یرتبط بھ أمر إیجابي. باستخدام الصیغ التي قدمھا (كاتو ، 1984 ، ص eigenfunction نحن مھتمون بالاضطراب  القیمة الذاتیة 
الفصل الحادي عشر) عندما یكون المشغلون المفاصل التلقائیة) ، ، Cohen-Tannoudji et al. ، 1986) 81) في البعد المحدود (تظل ھذه الصیغ صالحة في البعد اللانھائي ومعروفة جیدًا في میكانیكا الكم
نحصل

و

.وھو مطابق لـ (30). إن التعابیر الخاصة بالتصحیحات ذات الترتیب الأعلى تكون أكثر تعقیدًا: الطریقة المخصصة والخوارزمیة التي استخدمناھا لحساب تبدو أكثر عملیة

تطبیق نظریة فلوكویت 3.4

في ھذا القسم ، نعتبر النظام الخطي للمعادلات التفاضلیة العادیة    

غیر دوریة. یمكن أن یأتي ھذا النظام من خطیة بالقرب من التوازن الخالي من الأمراض لنموذج الوباء غیر الخطي. یتم إعطاء نواة عامل الجیل التالي المرتبط بھا حیث جمیع الوظائف  و  ھم 

لجمیع المؤشرات الأخرى. وبالتالي فھو نموذج "دوري" بالمعنى المقصود في القسم 2. وتظھر ملاحظة في ھذا القسم أنھ على سبیل المثال مضروباً في ثابت معین ، ثم یتم ضرب قابلیة و 
.التكاثر بنفس الثابت

تظھر نظریة فلوكویت المطبقة على النظام (32) - (33) أن التوازن الصفري غیر مستقر إذا وفقط إذا كان نصف القطر الطیفي لمصفوفة العام المقبل ، المسمى أیضًا بمصفوفة أحادیة ، أكبر من 1. لذلك    
، أین  ھو نصف القطر الطیفي للمصفوفة و الاستنساخ ھو أیضا الرقم الحقیقي الإیجابي الوحید ، الذي 

(مصفوفة ھویة الحجم  ن ). لذا یتم حسابھا عن طریق الجمع بین طریقة الانقسام وبین حل المعادلات التفاضلیة العادیة رقمیاً مثل .Scilab مع الشرط الأولي 

الأمراض المنقولة بالنواقل .4

الملاریا 4.1

نعتبر في ھذا القسم نموذجًا بسیطاً جدًا للملاریا ، وھو اختلاف في أحد النماذج الأولى التي اقترحھا رونالد روس (1911) مع عدد من المتجھات الدوریة. دعنا نقدم الرموز التالیة: ھو السكان الأصحاء ،     
إجمالي عدد ناقلات المرض. بالإضافة إلى ذلك ، إجمالي عدد السكان. كذلك، ھو العدد الصحي للمتجھ ،  عدد ناقلات المرض   السكان البشر المصابین ، 

أ أ

ε

1 − ε cos(ωt − ϕ) = 1 + ε cos(ω(t + θ/2) − ϕ).

ε−εf(t)R0ρ2k+1k ≥ 0
R0

θf(t)
1 + f1 cos(ωt) + f ′

1 sin(ωt)1 + ε cos(ωt − ϕ)ε = √(f1)2 + (f ′
1)2 ϕ = arctan(f ′

1/f1)
r0

ρkk ≤ 20k ≤ 50ρkk → +∞
R0

f(t)
Lεθ⟨ψ1,ψ2⟩ = ∫ θ

0 ψ1(t)ψ2(t) dtL0 ψ = λψ

∫
∞

0
G(x)ψ(t − x) dx = λψ(t) .

ψ(t) = ∑k∈Z
ak e

kiωt(λ − Gk) ak = 0kλk = Gkk ∈ Zλk

ψk(t) = ekiωtψkψ̂k(t) = e−kiωt/θn ∈ Z⟨ψj, ψ̂k⟩ = 1j = kj ≠ kLε

L0 + εL′

(L′ψ)(t) = cos(ωt − ϕ)∫
∞

0
G(x)ψ(t − x) dx .

R0 = ρ0 + ε ρ1 + ε2 ρ2 + ⋯λ0 = ρ0 = G0 ψ0 = 1

ρ1 = ⟨L′ψ0, ψ̂0⟩ =
G0

θ
∫

θ

0
cos(ωt − ϕ) dt = 0 ,

ρ2 = ∑
k≠0

⟨L′ψ0, ψ̂k⟩⟨L
′ψk, ψ̂0⟩

λ0 − λk

=
1
θ2
∑
k≠0

G0 Gk

G0 − Gk

∫
θ

0
cos(ωt − ϕ)ekiωt dt

2
=

1
2

R( G0 G1

G0 − G1
),∣ ∣ρk

dI1

dt
= −α1(t) I1(t) + βn(t) In(t),

dIj+1

dt
= −αj+1(t) Ij+1(t) + βj Ij(t), 1 ≤ j ≤ n − 1,

(32)

(33)

αj(t)βj(t)θ

K1,n(t,x) = βn(t) e− ∫ t

t−x
αn(s) ds,

Kj+1,j(x, t) = βj(t) e− ∫ t

t−x
αj+1(s) dx, 1 ≤ j ≤ n − 1,

Ki,j(t,x) = 0βn(t)

ρ(X(θ)) = 1ρ

dX

dt
(t) = X(t)

⎛⎜⎝−α1(t) 0 ⋯ 0 βn(t)
R0

β1(t) ⋱ ⋱ 0

0 ⋱ ⋱ ⋱ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 βn−1(t) −αn(t)

⎞⎟⎠X(0) = 1nR0

S(t)
I(t)P = S(t) + I(t)s(t)i(t)p(t) = s(t) + i(t)



) ھو احتمال الانتقال من الناقل إلى الإنسان (أو من الإنسان إلى الناقل) ؛  ھو عدد المتجھات الجدیدة البالغة تعتبر المعلمات التالیة: ھي سرعة الشفاء من البشر.  ھو التردد الذي تلدغ فیھ المتجھات ؛  (أو 
ھو وفیات النواقل. النموذج كما یلي - دوریة.  :التي تظھر لكل وحدة زمنیة ، وھي دالة 

. نفترض ذلك من قبل بإضافة (34) و (35) نرى ذلك 

. من خلال خط النظام (34) - (37) بالقرب من التوازن دون مرض ، نحصل علیھ كما  معروف ، ھذا یحدد 

جوھر مشغل الجیل التالي المرتبط ھو

. تعطي الصیغة (20 ) للنموذج (10) و  (ھو "دوري" من شكل معین (7) ، مع الوظائف  ((

. وأخیرًا (31) من النموذج ل 

ھذا ھو أدنى تصحیح للترتیب (1). لاحظ أن لدینا عدم مساواة

. لذلك نصل إلى الاستنتاج التالي :یتم الوصول إلى الحد الأعلى عندما 

. أقصى تصحیح نسبي بسبب المصطلح الثاني ھو ویمیل دائمًا إلى المصطلح الأول في صیغة  ھو نفسھ بالنسبة للسكان  ثابت ناقل لكن مع  تم استبدالھا بمتوسط   سكان النواقل 
. لذا من الأصعب بقلیل أن یغزو مرض ینقلھ النواقل السكان الذین یعانون من التقلبات .الانخفاض 

؛ یمكن تجنب الوباء إذا كان السكان من ناقلات ینقسم بشكل موحد  على مدار العام .نذكر أیضا اثنین من الخصائص الأساسیة لل  في سیاق الأمراض المنقولة: یمكن أن یتطور الوباء إذا وفقط 

وباء الشیكونغونیا في ریونیون 4-2

:الشیكونغونیا مرض فیروسي یبدو أنھ یؤدي إلى مناعة دائمة. إذا أردنا أیضًا أن نأخذ في الاعتبار فترة الحضانة عند البشر وناقلات الأمراض ، فإن النموذج التالي یبدو مناسباً    

ھو تعداد المناعة ) ھو متوسط   فترة الحضانة في المتجھات (البشر على التوالي) و  ) ھو عدد المتجھات المصابة ولكنھا غیر المعدیة (على التوالي) ،  (على التوالي  أین  (على التوالي 
البشریة. لاحظ أن احتمالات الإرسال في المقصورات و  ھي باطلة وأولئك في المقصورات  و  یساوي 1. إجمالي عدد السكان  ثابت ، بینما إجمالي عدد ناقلات
. المرض  ھو حل

یستخدم ھذا النموذج لمحاولة تقدیر قابلیة التكاثر لوباء الشیكونغونیا لعامي 2005 و 2006 في ریونیون. نظرًا لأن تقلبات المتجھات غیر معروفة ، فإننا نأخذ الشكل البسیط     
، وھو أمر غیر معقول للغایة عندما نلاحظ منحنیات درجة الحرارة وھطول الأمطار في ریونیون (الشكل 1 ب) ، ولدیھما حد أقصى سنوي واحد في شھر فبرایر تقریباً وحد أدنى في یولیو. حتى الفترة یبلغ
. یتم تلخیص القیم الأخرى للمعلمات المستخدمة للمحاكاة في . الوظیفة یمكن التخلص من النظام (42) - (45) منذ ذلك الحین  من العمر سنة واحدة ویمكننا أخذھا 
وھو موقع مكان من قبل علماء الأوبئة المكرسة لوباء ، chikungunya.net رقم 83) یشیر إلى السؤال 83 في قائمة الأسئلة الشائعة على موقع ، chikungunya.net) الجدول 1. لاحظ على سبیل المثال أن
.الشیكونغونیا في ریونیون

ولكن وفقاً لـ (# 156) ، یمكن أن یبدأ الإنسان في .(chikungunya.net، # 101) أو بین 4 و 7 أیام (Duhamel et al.، 2006، p.6) تشیر التقدیرات إلى أن الحضانة عند البشر تستمر ما بین 3 و 7 أیام    
أو بین 5 و 7 أیام (# 49،52). بالنظر إلى (Duhamel et al.، 2006، p. 7) العدوى قبل یومین أو 3 أیام من الأعراض. لذلك اخترنا 4 أیام لفترة الحضانة. تقدر الفترة المعدیة بعد الأعراض في البشر بنحو 5 أیام
.الملاحظة السابقة ، نأخذ قیمة 7 أیام لكامل الفترة المعدیة

رقم 83) ، أو ما بین 4 و 5 أیام (# 253) ، أو بین أسبوع وأسبوعین (# 395). اخترنا 7 أیام. بمجرد ، chikungunya.net) تشیر التقدیرات إلى أن فترة الحضانة في المتجھات تتراوح بین 9 و 14 یومًا    
الإصابة ، یبدو أن المتجھات تبقى مصابة حتى تموت (# 83). یقدر أن عمر ناقلات البالغین یتراوح بین 4 و 10 أسابیع (# 83) أو "عدة" أسابیع (# 404). لقد اخترنا شھرًا. یمكن للمتجھ أن یعض 5 أو 6 مرات
.خلال حیاتھ (# 404): لقد اخترنا متوسط   لدغة واحدة كل 4 أیام. من غیر المعروف ما إذا كان الناقل المصاب یمكنھ نقل الفیروس إلى بیضھ (# 83/385/442): لا یأخذ نموذجنا ھذه الإمكانیة في الاعتبار

تؤدي العدوى في البشر إلى حالة من الحصانة (# 10/385) ، والتي ربما تستمر لعدة سنوات على الأقل حیث لا یبدو أن أحدًا قد عانى مرتین من الشیكونغونیا أثناء الوباء في ریونیون. تمثل الحالات بدون    
.أعراض بین 10 و 15٪ من الحالات وفقاً لـ (# 385) ولكن لا یبدو أنھا مدرجة في تقدیر عدد الحالات في الشكل 1 ؛ لا یؤخذ في الاعتبار في النموذج

الجدول 1. قیم المعلمات المستخدمة للمحاكاة

αβqq ′λ(t)
θμ

ds

dt
= λ(t) − β q ′ s(t)

I(t)

P
− μ s(t),

di

dt
= β q ′ s(t)

I(t)

P
− μ i(t),

dS

dt
= −β q i(t)

S(t)

P
+ α I(t) ,

dI

dt
= β q i(t)

S(t)

P
− α I(t) .

(34)

(35)

(36)

(37)

dp
dt = λ(t) − μ p(t)p(t)

p(t) = p0[1 + ε cos(ωt − ϕ)].

μλ(t)

di∗

dt
= β q ′ p(t)

I∗(t)

P
− μ i∗(t) ,

dI∗

dt
= β q i∗(t) − α I∗(t) . (38)

K(t,x) = ( ) .
0 β q ′ p(t)

P
e−α x

β q e−μ x 0
(39)

gj(x)1 ≤ j ≤ 2f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ)

Gj =
β2 q q ′ p0

(α + jiω)(μ + jiω)P
(40)

j ∈ Z

R0 ≃
β2 q q ′ p0

αμP
(1 −

αμ

ω2 + (α + μ)2
 
ε2

2
), (41)

0 ≤
αμ

ω2 + (α + μ)2
 
ε2

2
≤

ε2

8
.

α ≃ μ ≫ ω

R0ppp0ε2/8
R0

R0R0 > 1p(t)R0

ds

dt
= λ(t) − β s(t)

I(t)

P
− μ s(t),

de

dt
= β s(t)

I(t)

P
− (γ + μ) e(t),

di

dt
= γ e(t) − μ i(t),

dS

dt
= −β i(t)

S(t)

P
,

dE

dt
= β i(t)

S(t)

P
− δE(t) ,

dI

dt
= δE(t) − α I(t) ,

dR

dt
= α I(t) ,

(42)

(43)

(44)

(45)

e(t)E(t)1/γ1/δR(t)
eEiIP = S(t) + E(t) + I(t) + R(t)

p(t) = s(t) + e(t) + i(t) dp
dt = λ(t) − μ p(t)

p(t) = p0(1 + ε cos(ωt − ϕ))
θ = 2π

ω

ϕ = 2π
12s(t)s(t) = p(t) − e(t) − i(t)



المعلمة الرمز القیمة

فترة الحضانة في المتجھات أیام 7

ناقلات الحیاة شھر واحد

فترة الحضانة عند البشر أیام 4

الفترة المعدیة في البشر أیام 7

الفترة بین لدغتین أیام 4

سكان ریونیون

تحول موسمي

تم اكتشاف أول حالة إصابة بالشیكونغونیا في ریونیون في 22 فبرایر 2005. وربما تم استیرادھا من جزر القمر ، حیث أصیب بالفعل عدة آلاف من الأشخاص. مع الأخذ في الاعتبار فترة الحضانة ومدة الإصابة    
یدخل سكان لاریونیون في بدایة الأسبوع الخامس من 2005. نواصل محاكاة النموذج حتى بدایة فبرایر 2006 ، أي حتى تنفیذ مكافحة ناقلات الأمراض على نطاق E  ، یفترض أن المحاكاة أن الإنسان في المقصورة
.واسع بعد الذروة العالیة ؛ لا یتم تضمین عنصر التحكم ھذا في النموذج. من المفترض أن مكافحة ناقلات صغیرة قبل ھذا التاریخ لا تكاد تذكر في النموذج

. باستخدام طریقة بدائیة عن طریق التجربة     بالنسبة لسكان الناقلات غیر معروفة ویجب تقدیرھا باستخدام منحنى الوباء (الشكل 1). دعونا نحدد  و  المعلمات  و 
والخطأ ، نجد ملائمة مناسبة للمنحنى الوبائي ، بالنظر إلى بساطة النموذج ، مع الحد الأقصى لعدد اللدغات التي یتلقاھا الإنسان في الأسبوع تساوي  والحد الأدنى لعدد اللدغات لكل فرد في
. . رقمیا ،  و   ، (الشكل 3). نحصل من ھذا  الأسبوع یساوي  من ھذا الحد الأقصى ، أي 
. یمكننا التحقق بسھولة من ذلك  البقاء إیجابیا لأن

الشكل 3. تقدیر المعلمة  و  عن طریق ملاءمة المنحنى السلس الناتج عن النموذج إلى منحنى الوباء قبل مكافحة ناقلات الأمراض على نطاق واسع في فبرایر 2006. یوضح المنحنى المنقط
.(التباین المفترض في عدد ناقلات المرض (بدون مقیاس

الآن بعد أن تم إصلاح جمیع معلمات ھذا النموذج ، ننتقل إلى تقدیر التكاثر. من خلال المعادلات الخطیة (43) و (44) بالقرب من التوازن بدون مرض ، نحصل على    

جوھر مشغل الجیل التالي المرتبط ھو

) بصیغة (10). لذا (11) ،  بواسطة (14) و  بواقع (20 بینما الوظائف  (( .(ھو "دوري" وشكل معین (7) مع 

مع القیم العددیة للمعلمات على النحو الوارد أعلاه ، نحصل  باستخدام أي من الطرق الأربعة في القسم 3. یمكن تنزیل البرنامج من    

www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci.

، وھو لیس توضح الجداول أدناه التقارب بین الطرق الثلاث الأولى. یبدو أن الطریقة الأولى (القسم 3.1) تتقارب ببطء أكثر من غیرھا. ربما ھذا لأنھ یحل محل الوظیفة بواسطة وظیفة الدرج 
. وبسبب ھذا ، ،  و  ل  ، وھو في حالتنا الخاصة ببساطة  ھو جیبي. تستخدم الطریقة الثانیة (القسم 3.2) معاملات فورییھ من  تقریباً جیدًا لحالة معینة حیث 
فإن تقارب الطریقة سریع جدًا. تتطلب ھاتان الطریقتان حساب نصف القطر الطیفي لمصفوفة معینة. على العكس من ذلك ، فإن الطریقة الثالثة (القسم 3.3) تتطلب فقط عملیات أولیة ویمكن تنفیذھا تقریباً باستخدام آلة
. یمكن أن نلاحظ أن التقریب المعطى بالصیغة (1) مع تم استبدالھ بالمعدل  عدد ناقلات المرض ، حاسبة بسیطة. نذكر أن  ھو عدد المصطلحات التي نحتفظ بھا في التعبیر  في سلسلة من صلاحیات 
لیست صغیرة جدا. یتم تحدید تقارب الطریقة . إذا قمنا بتضمین مصطلح النظام  كما في الصیغة (31) ، یتم تخفیض الفرق إلى  و لو  في الجدول. الفرق مع القیمة "الدقیقة" من  یتوافق مع 
یمكنك بسھولة العثور على القیمة الصحیحة بعد عدد من تكرارات ، Scilab الرابعة (القسم 3.4) من خلال تقدیر المعادلة التفاضلیة. وھي المعادلة التفاضلیة التي تتحكم بشكل عام في ذلك. مع
.الانقسام

:تقارب الطریقة الأولى
12 25 50 100 200

:تقارب الطریقة الثانیة
0 1 2 3 4

:تقارب الطریقة الثالثة
0 2 4 10 12

1/γ

1/μ

1/δ

1/α

1/β

P 785 000

ϕ
2π

12

p0εpmax = p0(1 + ε)pmin = p0(1 − ε)
β pmax/P = 1,2

6%pmin/pmax = 6%pmaxpminp0 = (pmax + pmin)/2ε = (pmax − pmin)/(pmax + pmin)ε ≃ 0,887

λ(t) = dp/dt + μ p(t) ε ≤ 1/√1 + (ω/μ)2

p0ε

de∗

dt
= β p(t)

I∗(t)

P
− (γ + μ) e∗(t),

di∗

dt
= γ e∗(t) − μ i∗(t),

dE∗

dt
= β i∗(t) − δE∗(t) ,

dI∗

dt
= δE∗(t) − α I∗(t) .

K(t,x) = .

⎛⎜⎝ 0 0 0
βp(t)
P

e−αx

γ e−(γ+μ)x 0 0 0

0 β e−μx 0 0

0 0 δ e−δx 0

⎞⎟⎠f(t) = 1 + ε cos(ωt − ϕ)gj(x)1 ≤ j ≤ 4G(x)Ĝ(x)Gk

R0 ≃ 3,4

f(t)(f(tk))1≤k≤N
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2
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N
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لوباء الشیكونغونیا لا ینبغي أن تؤخذ على محمل الجد لأن قیم المعلمات غیر دقیقة وبالنظر إلى بساطة الفرضیة (2). یمكننا أن ننظر إلى ھذا على أنھ تمرین     دعونا نكرر: القیمة العددیة التي تم الحصول علیھا 
. لاختبار الأسالیب العددیة المختلفة ، كمصدر للإلھام لتطویر النظریة ، أو كمحاولة أولى للنمذجة أثناء انتظار المسوحات المیدانیة المتعلقة بتقلبات السكان في مرض الزھایمر الأبیض

ملاحظات ختامیة .5

تطبیقات أخرى 5.1

 نماذج وبائیة مع

ضع في اعتبارك نموذجًا وبائیاً یحتوي على حجرة مصابة ونواة من النموذج    

یمكن تناولھ بالصیغة (31). تظھر النواة (46) على سبیل المثال في نماذج وباء .بمعدل اتصال جیبي SIS / SIR / SIRS ثم  كما لوحظ بالفعل في القسم 2 و 

ثم  ویمكننا التحقق بسھولة من ذلك  ، (Kuznetsov and Piccardi ، 1994 ؛ Grossman et al. ، 1977 ؛ Dietz ، 1976) إذا تم توزیع الفترة المعدیة بشكل كبیر كما ھو الحال في    
. بنفس التعریف لـ أن تلك المقالة في ھذه الحالة. بالطبع ھذه "النتیجة" (Bacaër and Guernaoui، 2006، § 5)  وأن معامل  في (31) یلغى  أظھرت الصیغة الدقیقة 
لوحظت منذ فترة طویلة ، حیث تظھر النواة (46) مرتبطة بالمعادلة

، وقد طرح العدید من المؤلفین  كتعریف ، . قیاسا على حالة تافھة حیث  التي یمكننا حلھا بشكل صریح ، والتي نظھر لھا بسھولة أن حالة التوازن الصفري غیر مستقرة إذا وفقط إذا 
، ویعتقد أن خاصیة المتوسط   ھذه لا تزال صالحة للنماذج الأكثر تعقیدًا ؛ لیست ھذه ھي القضیة .لاحظت ذلك  كان متوسط   الوقت للوظیفة 

ثم  ل  و ، (Grossman، 1980 ؛Nussbaum، 1978 ؛Nussbaum، 1977 ؛Smith، 1977 ؛Cooke and Kaplan، 1976) إذا كانت الفترة المعدیة ثابتة  تم إصلاحھ كما في    
و (31) یعطي  ، . ثم  ل 

. لاحظ أنھ في حالة استثنائیة حیث و  نظرت فیھ حسب القیمة العددیة لـ  Cooke) توضح ھذه الصیغة أنھ ، على عكس نموذج الملاریا في القسم 4.1 ، یمكن أن تزداد الموسمیة أو تنخفض 
and Kaplan، 1976؛ Smith، 1977؛ Nussbaum، 1977؛ Nussbaum، 1978) ،  نتوقع أن یكون لدینا الصیغة الدقیقة  للجمیع  متى . تقول الصیغة (47) أن  متى 
، منذ (سمیث ، 1977 ؛ نوسبوم ، 1977) أظھرت أن الحلول الدوریة لنموذج الوباء الكامل غیر الخطي موجودة إذا وفقط إذا   .

 نماذج وبائیة مع

ضع في اعتبارك نموذجًا وبائیاً یحتوي على حجرتین مصابتین ، والذي بمجرد أن یصبح خطیاً بالقرب من التوازن دون مرض ، یأخذ    

علما بأن النظام (38) كان بھذا الشكل. جوھر مشغل الجیل التالي المرتبط ھو

(تعطي الصیغة (31

،  سنویا،  سنویا،  .(Anderson and May، 1991، p. 404) مثال على ھذا النوع ھو نموذج الملاریا      ، القیم الرقمیة المستخدمة في ھذا المرجع ھي:
. لاحظ أن مصطلح الحد الأدنى ھو سنویا. وتعطي الطرق العددیة الأربع للقسم 3 والصیغة التقریبیة (49) . في السنة و 

،(Kuznetsov and Piccardi، 1994 ؛Aron and Schwartz، 1984 ؛Schwartz and Smith، 1983) مع معدل اتصال جیبي یعتبر على سبیل المثال في SEIRS أو SEIR مثال آخر ھو نموذج وباء    
(Altizer et al.، 2006، Box 1 ) و (ما وما ما ، 2006 ، §4). القیم العددیة المستخدمة من قبل (Ma and Ma، 2006، §4)  و  ،   ،  ، ھي:
. وكان الاستنتاج ھو أن ، لاحظ المؤلفون أن  (الوحدات غیر محددة). وقد أظھرت المحاكاة العددیة أنھ لا یمكن تحدید أي وباء في ھذه الحالة. لكن مع 
. تعطي الصیغة التقریبیة (49 (متوسط   معدل التلامس لیس الطریقة الصحیحة لتحدید عتبة الوباء. وبالفعل ، فإن الطرق العددیة الأربع للقسم 3 تعطي  ل  .

یمثل معدل اختفاء الضمة الكولیریة في الماء .(Codeço ، 2001) مثال آخر ھو نموذج الكولیرا بمعدل تلامس جیبي بالماء أو معدل تلوث جیبي بالماء     یعتبر ھذا المرجع أیضًا الحالة التي یكون فیھا المعامل
.وظیفة جیبیة للوقت. لا تقدم ھذه المقالة صیغة تقریبیة للتكاثر في الحالة الأخیرة ، ولكن لا یزال یمكن حسابھا رقمیاً باستخدام الطریقة الواردة في القسم 3.4 على سبیل المثال

مع التطعیم ومعدل الاتصال الدوري یتم حسابھا بواسطة صیغة بسیطة بعد أخذ SEIRS والذي یشیر إلى أن قابلیة التكاثر (مع حد 1) لنموذج ، (Moneim and Greenhalgh ، 2005) نذكر أیضًا "التخمین" لـ    
متوسط   معاملات النظام الخطي على مدى فترة. لا یعطي ھذا المرجع أي مثال رقمي. ولكن إذا افترضنا أن معدل الاتصال ثابت وأن معدل التطعیم یكون لدرجة أن السكان المعرضین للحالة في حالة خالیة من المرض
. لذا یبدو أن "التخمین" خطأ (49). إذا كان المتوسط   صحیحًا ، فلا یجب أن تعتمد النتیجة على .ھم جیبیون ، ثم ھو بالضبط شكل (48) و 

الحالة العشوائیة 5.3

سیكون من المفید لوباء الشیكونغونیا في ریونیون الحصول على تقدیر لاحتمال وفاة الوباء بسبب فصل الشتاء ، مع معرفة حجم السكان المصابین في بدایة فصل الشتاء. للإجابة على ھذا السؤال ، من الواضح أننا    
بحاجة إلى نموذج عشوائي. ولكن من الصعب تحلیل النماذج العشوائیة للأمراض المنقولة بالنواقل الموسمیة. في ھذا القسم ، نعرض الصلة بین احتمال الانقراض في الوقت المناسب والاستنساخ  باستخدام نموذج
.وبائي بسیط للغایة مع الموسمیة

- دوریة     :فكر في عملیة الولادة والموت بالمعاملات  و  من ھم 

ھو احتمال إصابتك  بالعدوى في الوقت . ھنا ) یتم تقدیمھا أو حضورھا في وقت . t  و  . الإحتمال ، T  إذا المصابین ( ثم و  ل 
یتم حساب الانقراض في الوقت   t ، النتیجة ، التي قدمھا (بارتلیت . عن طریق حل المعادلة التفاضلیة الجزئیة من الدرجة الأولى التي تم التحقق منھا بواسطة دالة التولید 
:1960) ، لا تزال صالحة حتى لو  و  لیست دوریة

R0 3,868 3,461 3,409 3,390 3,389

R0

n = 1

K(t,x) = [1 + ε cos(ωt − ϕ)] g(x). (46)

G(x) = g(x)R0

G(x) = a e−bx

G0 = a/bε2R0 ≃ a/bR0 R0 = a/b

dI

dt
= a(1 + ε cos(ωt − ϕ)) I(t) − b I(t),

a/b > 1ε = 0R0 = a/b
R0R0(t) = a(1 + ε cos(ωt − ϕ))/b

τ G(x) = ax < τ

G(x) = 0x > τG0 = a τG1 = a 1−e−iωτ

iω

R0 ≃ a τ + ε2 2 a τ sin2(ωτ/2)

[ωτ − sin(ωτ)]2 + [1 − cos(ωτ)]2
[ ωτ/2

tan(ωτ/2)
− 1] . (47)

R0ωτω = 2πa = 1
R0 = 1 + o(ε2)τ = 1R0 = 1ε

τ = 1 τ > 1

n = 2

dI1

dt
≃ −b1 I1(t) + a2 [1 + ε cos(ωt − ϕ)] I2(t),

dI2

dt
≃ a1 I1(t) − b2 I2(t).

K(t,x) = ( ).
0 [1 + ε cos(ωt − ϕ)] a2 e

−b2 x

a1 e
−b1x 0

(48)

R0 ≃
a1 a2

b1 b2
(1 −

b1 b2

ω2 + (b1 + b2)2

ε2

2
) . (49)

ω = 2πε = 15/25a1 = 20a2 = 20 × 25
b1 = 50b2 = 4R0 ≃ 49,4 ρ0 = 50

ω = 1ε = 0,8a1 = 0,3a2 = 1b1 = 0,3b2 = 0,99
ε = 0R0 = ρ0 = (a1 a2)/(b1 b2) = 1/0,99 > 1

R0 ≃ 0,973 < 1ε = 0,8 R0 ≃ 0,974

b2

R0

K(t,x)R0ε

tR0

a(t)b(t)θ

dWk

dt
= a(t) (k − 1)Wk−1(t) − [a(t) + b(t)] kWk(t) + b(t) (k + 1)Wk+1(t), k ≥ 1

dW0/dt = b(t)W1(t)Wk(t) ZZ ≥ 1 WZ(T ) = 1Wk(T ) = 0k ≠ Z

W0(t) g(t,x) = ∑k≥0 Wk(t)xk

a(t)b(t)



لاحظ أن التوقع  عدد المصابین في ذلك الوقت  من قبل

للوظائف  و  والتي ھي دوریة ، استنساخ  المحددة في القسم 2 من قبل (Bacaër and Guernaoui، 2006، §5) كما یمكننا أن نخمن مع ھذه المعادلة التفاضلیة ، وكما ھو موضح

، ثم : الوباء ینتھي. إذا  ، ثم  متى  لاحظ أنھ إذا 

.وھناك احتمال معین بأن یستمر الوباء

كما أنھ بمثابة عتبة بین الحالة التي یموت فیھا الوباء باحتمال یساوي 1 مھما كان الوقت الأولي لإدخال الحالة المصابة الأولى ، ومن ناحیة أخرى الحالة التي یكون فیھا الوباء ق 'مطفأة باحتمالیة     استنساخ ذلك 
.صارمة بین 0 و 1 وتعتمد على الوقت الأولي. یمكننا أن نأمل في الحصول على ظاھرة عتبة مماثلة لنماذج أمراض ناقلات العشوائیة مع الموسمیة. ولكن ھناك حاجة إلى مزید من العمل للتحقق من ھذه النقطة

. یبدو أن ھذا التعبیر مرشح جید لمناقشة     لاحظ أن ھذا القسم یتجنب تقدیم إنتاجیة تعتمد على الوقت ، "  "، تعرف على سبیل المثال في حالة الأمراض المنقولة بواسطة الصیغة (1) مع  تم استبدالھ بـ 
الغزو كدالة لوقت إدخال العامل الممرض. لكن مثال (ھیل ، 1980 ، ص .121) المذكور في (دیكمان وھیستربیك ، 2000 ، ص 149) یشیر بالفعل إلى أن الحالة التالیة قد تحدث بشكل جید: للجمیع 

كما ھو موضح في ھذه المقالة. من جھة أخرى، بشكل عام لیس متوسط   الوقت "  "(مع بعض الاستثناءات مثل الحالة حیث لكن التوازن الخالي من الأمراض غیر مستقر ، وھذا یعني  مع 
درس في القسم 5.1.1). من وجھة نظر بیولوجیة ، من الواضح أن القدرة على غزو عامل ممرض في بیئة متغیرة موسمیة تعتمد بوضوح على تاریخ إدخال العامل الممرض خلال العام.
.لأن الغزو یتحدد بالكامل في النماذج القطعیة ، على عكس النماذج العشوائیة ، یعطي ھذا انطباعًا بأن النماذج القطعیة غیر مناسبة ببساطة لمناقشة الغزو وفقاً لتاریخ إدخال العامل الممرض

ملحق

، یظھر حساب بسیط أن     . ل وبافتراض (10) ، نظھر (11) عن طریق الحث. بالطبع ، نحن لا نخسر بشكل عام بافتراض ذلك  للجمیع  بدءا من التعریف (9) لـ 

. ثم افترض أن الرقم (11) صحیح لعدد صحیح معین 

 لاحظ أن المجموع الثاني للسطر الأخیر ھو التحلل إلى عناصر بسیطة للكسر العقلاني في

لذا

. والصیغة (11) صحیحة

المراجع
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