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Résumé

L’objectif principal de cet article est d’obtenir une formule approchée
contenant deux termes pour la reproductivité nette Ry d’une maladie
a vecteurs dont la population de vecteurs subit de petites fluctuations
saisonnieres de la forme p(t) = po(1 + e cos(wt — ¢)) avec ¢ < 1. Le
premier terme est semblable au cas d’une population constante p de
vecteurs mais avec p remplacé par la moyenne pg de la population
de vecteurs. La correction relative maximale due au second terme est
£2/8 et tend toujours & diminuer Ry. La reproductivité nette Ry est le
rayon spectral d’un opérateur intégral. On compare quatre méthodes
numériques pour le calcul de Ry en utilisant comme exemple un modele
pour I’épidémie de chikungunya & La Réunion en 2005-2006. On peut
utiliser les formules approchées et les méthodes numériques pour de
nombreux autres modeles épidémiques avec saisonnalité.

1 Introduction

Depuis mars 2005, une épidémie de chikungunya frappe pour la premiere
fois I'lle de La Réunion, un département francais d’outre-mer situé dans

* Approximation of the basic reproduction number Ry for vector-borne diseases with a
periodic vector population. Bull Math Biol 69 (2007) 1067-1091.



l'océan Indien. Apres un premier pic avec plus de 400 nouveaux cas hu-
mains par semaine en mai 2005, I’épidémie a ralenti (figure 1, en haut) a
cause de I’hiver austral, qui est plus frais et moins pluvieux (figure 1, en bas)
et donc moins favorable a la prolifération d’Aedes albopictus, le moustique
qui transmet le virus du chikungunya aux humains. Noter que La Réunion
est dans 'hémisphere sud. Aedes albopictus a été aussi responsable d’une pe-
tite épidémie de dengue qui a duré d’avril a juillet 2004, c’est-a-dire jusqu’au
début de 'hiver austral [30]. Ceci a probablement conduit les épidémiologistes
locaux a croire que le scénario de I'épidémie de dengue se répéterait avec le
chikungunya et que le controle vectoriel de petite ampleur associé a la re-
cherche active de cas humains serait suffisant pour arréter I’épidémie avant la
fin de I'hiver. Cela n’a pas été le cas. Apres avoir atteint un minimum inférieur
a 100 nouveaux cas par semaine en septembre 2005, ’épidémie de chikungu-
nya a recommencé a croitre et a atteint un pic étonnant de 40 000 nouveaux
cas par semaine en février 2006. A ce moment-la, I’épidémie était devenue un
sujet de controverse scientifique et politique. Pourquoi les épidémiologistes
n’avaient-ils pas été capables de prédire 1’épidémie? Pourquoi le ministere
de la Santé n’avait-il pas déclenché une campagne de controle vectoriel de
grande ampleur suffisamment t6t? A présent (juillet 2006), plus de 260 000
personnes ont attrapé la maladie depuis le début de 1’épidémie, soit envi-
ron un tiers de la population de 1'ile. Environ 200 certificats de déces ont
mentionné le chikungunya comme l'une des causes du déces. Par ailleurs,
I’épidémie a eu un effet important sur I’économie de 1'ile, en particulier sur le
tourisme, qui est I'une des principales industries. L’effet combiné de I'hiver
et du controle vectoriel ont ramené a présent le nombre de nouveaux cas par
semaine en dessous de 1000.

Une question importante mais difficile est de savoir si I’épidémie tra-
versera 1’hiver une nouvelle fois et causera un nouveau pic important 1'été
prochain. Les scientifiques ont I’habitude de penser de maniere simplifiée
a ce genre de question. Ils s’intéressent a un parametre clé associé avec
I’épidémie, la reproductivité nette Ry, définie de maniere vague comme le
nombre moyen de cas secondaires causés par un premier cas au début de
I’épidémie. Si Ry > 1, alors I'épidémie se développe. Si Ry < 1, alors elle
s'arréte. A la suite des travaux de Ronald Ross sur le paludisme [31], on a
obtenu la formule suivante pour Ry dans le cas des maladies a vecteurs :

Bad'p
Ry = apP (1)
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FIGURE 1 - [En haut] Nombre estimé de nouveaux cas par semaine tracé sui-
vant deux échelles différentes. Sur I’axe vertical a gauche, on peut voir claire-
ment la courbe épidémique pour 'année 2005. Sur I’axe vertical a droite, on
peut voir comment elle a évolué en 2006. Données de I'Institut de Veille Sa-
nitaire [39]. [En bas] Températures maximales et minimales en degrés Celsius
(courbes du haut et du milieu, axe a gauche) et précipitations en millimetres
par mois (courbe du bas, axe a droite) dans la ville de Sainte-Marie a La
Réunion. Données de Météo France [37].



ou 3 est la fréquence avec laquelle les vecteurs piquent, ¢ et ¢’ sont les pro-
babilités de transmission par piqire du vecteur a ’humain et de I’humain au
vecteur, p est la population de vecteurs, P est la population humaine, 1/«
est la durée d’infection moyenne chez les humains et 1/ est I'espérance de
vie des vecteurs adultes (voir [6, 2] et [20] pour une perspective historique).
Cette formule montre en particulier que Ry est proportionnel a la population
de vecteurs p. Si par conséquent un systeme de surveillance pouvait suivre
I’évolution de la densité de vecteurs avant et pendant une épidémie, et si la va-
leur numérique de Ry était connue d’une épidémie précédente ou estimée avec
la formule (1), alors on s’attendrait a ce que 1’épidémie s’arréte lorsqu’une
intervention contre les vecteurs a divisé leur densité par Ry. Mais puisque
qu’aucun systeme de surveillance ne suit actuellement la densité d’Aedes al-
bopictus a La Réunion, la méthode que 1'on vient de décrire ne peut pas
marcher. Il semble donc simplement impossible de répondre raisonnablement
a la question de savoir si I’épidémie de chikungunya traversera I'hiver une
nouvelle fois.

Dans cet article, on se concentre sur la partie plus théorique du probleme,
a savoir l'estimation de la reproductivité nette Ry. Un aspect frappant de
’épidémie de chikungunya est sa saisonnalité. Or la formule (1) suppose que
la population p de vecteurs est constante tout au long de ’année. Plusieurs
questions se posent : comment définir R, lorsque 'on prend en compte la
saisonnalité, par exemple si I'on suppose que la population de vecteurs est
une fonction p(t) périodique en temps? Comment calculer Ry ? Y-a-t-il des
cas particuliers ou 'on peut obtenir une formule simple semblable a (1)?
Ces questions ne sont évidemment pas spécifiques au chikungunya. Elles se
posent par exemple lors de ’émergence d’autres maladies a vecteurs et plus
généralement pour les problemes de dynamique des populations influencés
par la saisonnalité : épidémiologie [1], écologie, démographie, immunologie,
génétique des populations. ..

Un travail récent [5] a commencé a répondre a quelques unes de ces ques-
tions. Il contient une définition de Ry dans un environnement périodique
comme rayon spectral d’un opérateur linéaire intégral sur un espace de fonc-
tions périodiques. La définition est inspirée par des travaux antérieurs sur la
dynamique des populations structurées par age avec coefficients périodiques
8, 35, 22, 3] et par le livre de Diekmann et Heesterbeek [12], qui met en
avant la notion de <« matrice de prochaine génération > et d’< opérateur de
prochaine génération > pour définir Ry. [5] contient aussi un algorithme pour
calculer Ry basé sur la discrétisation de l'opérateur intégral. Cet algorithme
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a été utilisé pour estimer Ry lors d’une épidémie de leishmaniose cutanée
au Maroc, pour laquelle on connaissait avec précision les fluctuations de la
population de vecteurs grace a des enquétes de terrain.

Notre article s’organise de la maniere suivante. Dans la section 2, on in-
troduit une petite modification de la définition de Ry donnée par [5, § 5|. On
appelle ici rg le rayon spectral de < l'opérateur de prochaine génération >,
tandis que Ry = r{ ol n est le nombre de compartiments infectés du modele.
(19, §2.1] a déja discuté brievement de ce point dans le cas des < matrices de
prochaine génération ». On montre aussi pour une certaine classe de modeles,
que I'on nomme < cycliques >, que le probleme intégral de valeur propre en di-
mension n se réduit a un probleme unidimensionnel. Dans la plus grande par-
tie de I'article, on s’intéresse au cas particulier ot le noyau du probleme réduit
est de la forme K(x,t) = f(t) G(x), ou f(t) est une fonction périodique. Ce
cas inclut déja de nombreux modeles de maladies a vecteurs et de maladies
transmises directement.

Dans la section 3, on présente quatre méthodes numériques pour le calcul
de Ry dans des problemes intégraux de valeur propre unidimensionnels. La
premieére méthode est celle déja présentée dans [5, § 4] : c’est une simple
discrétisation de l'opérateur intégral. La seconde méthode utilise les séries
de Fourier et s’inspire de [36], qui étudie le parameétre malthusien et non la
reproductivité nette. Ces deux méthodes marchent pour une fonction générale
G(x) et une fonction périodique f(t). La troisieme méthode ne concerne que
le cas particulier ou f(t) = 14+ cos(wt—¢) ; elle combine des séries de Fourier
avec une méthode de perturbation pour € petit. Elle ressemble a celle de [8,
chapitre 6], qui s’intéresse également au parametre malthusien et non a la
reproductivité nette. La quatrieme méthode marche pour les opérateurs de
prochaine génération cycliques associés aux systemes linéaires d’équations
différentielles ordinaires a coefficients périodiques. Elle utilise la théorie de
Floquet comme dans [18, 19] mais d’'une maniere différente.

Dans la section 4, on considere des maladies a vecteurs et 'on suppose
que la population de vecteurs est donnée par

p(t) = po [1 + e cos(wt — gb)} : (2)
En utilisant tout d’abord un modele simple pour le paludisme et les résultats
de la section 3.3, on montre qu’avec les mémes notations que dans (1), la
reproductivité nette est donnée par

2

B2 44 po apu 3
~ 1— —
Ho apP ( w? + (o + p)? 2) )
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ou ¢ est petit. Cette formule apparemment nouvelle généralise la formule
(1). Le premier terme est semblable au cas d’une population constante p de
vecteurs mais avec p remplacé par la population moyenne py de vecteurs. La
correction relative maximale due au second terme est £2/8 et tend toujours
a diminuer Ry. On se tourne ensuite vers 1’épidémie de chikungunya en uti-
lisant un modele légérement plus compliqué. La forme simplifiée (2) pour la
population de vecteurs ne semble pas trop déraisonnable quand on regarde les
courbes de température et de précipitations a La Réunion (figure 1, en bas) :
les deux n’ont qu'un maximum chaque année vers février. Apres avoir estimé
les parametres de ce modele, on compare les quatre méthodes numériques de
la section 3 pour le calcul de Ry. Cependant on ne devrait pas trop prendre
au sérieux la valeur numérique de Ry obtenue ainsi pour 1’épidémie de chi-
kungunya, vu que les valeurs des parametres ne sont pas connues précisément,
et vue la simplicité de I'hypothese (2). On peut voir cela comme un exercice
pour tester les différentes méthodes numériques, comme une source d’ins-
piration pour développer la théorie, ou comme une premiere tentative de
modélisation en attendant des études de terrain concernant les fluctuations
de la population d’Aedes albopictus.

La derniere section discute de l'applicabilité de la méthode de la sec-
tion 3.3 pour obtenir des formules approchées pour Ry dans le cadre d’autres
modeles mathématiques de maladies infectieuses avec coefficients périodiques,
en particulier pour le modele SIR avec un taux périodique de contacts et une
période infectieuse fixe, et aussi pour le modele SEIR avec un taux périodique
de contacts et des périodes de latence et d’infectiosité distribuées exponen-
tiellement. On présente aussi des indications préliminaires sur la signification
de Ry dans les modeles épidémiques stochastiques avec saisonnalité.

2 Définition de R,

Pour tout t € R et # > 0, soit K (t,z) une matrice n x n a coefficients
positifs ou nuls. Supposons que K (¢, z) soit une fonction périodique de t de
période 6 pour tout x > 0.

L’idée derriere la fonction K (¢, x) est celle d'un modele épidémique avec
n compartiments < infectés > (I, Iy, ..., I,), qui peuvent étre infectieux ou
latents. Le coefficient K ;(¢,z) dans la ligne ¢ et la colonne j représente
I’espérance du nombre d’individus dans le compartiment I; qu'un individu
du compartiment I; < engendre » au début d'une épidémie par unité de



temps au temps ¢ s’il est dans le compartiment /; depuis  unités de temps.
Le verbe <« engendrer » couvre le cas ol des individus dans le compartiment
I; infectent des individus qui se retrouvent dans le compartment I;, mais
aussi le cas ou des individus dans le compartiment /; changent simplement
de compartiment pour se retrouver dans /;. L’hypothese de périodicité sur
K(t, z) représente un environnement périodique.

Considérons l'opérateur linéaire intégral I défini par

(KCo)(t) = /0 T Kt a) olt — 2) de (@)

sur un espace de fonctions f-périodiques a valeurs dans R". Pour étre plus
précis, on remarque qu’avec les hypotheses de périodicité sur K (¢, x) et v(t),
I'équation (4) peut s’écrire

(Kv)(t) = /0 K(t, s)v(s)ds

ol
+o0 :
= oKt t—s+k0) if s<t
— k=0 ’ ’
K(t’s)_{ Kt —s+kO) if s>t

Supposons que K appartienne & I'espace L%((0,0) x (0,0), R™ ™). Une simple
extension du théoreme 7 de [21, p. 51] montre que K est un opérateur compact
de L*((0,0),R") dans lui-méme. Comme dans [12, p. 77|, on peut appeler K
< Vopérateur de prochaine génération >, et K (t, z) le noyau associé. Soit 7
le rayon spectral de K. On définit la reproductivité nette Ry par la formule
Ry = ry. Voir [19, § 2.1] pour une discussion de pourquoi il est parfois plus
commode de prendre Ry = rf que Ry = 1. Voir aussi [5, § 5] pour une dis-
cussion de pourquoi cette définition de Ry généralise la définition habituelle
sans saisonnalité basée sur la < matrice de prochaine génération » [12, p. 74].

L’opérateur K est positif. Si rg > 0, le théoreme de Krein et Rutman
(voir le théoreme 9.2 dans [24, p. 87]) montre que 7 est une valeur propre
K et qu’il existe une fonction propre positive v(t) € L?((0,6), R™) associée a
ro. En étendant v(t) par périodicité a la droite R, on peut écrire

/ K(t,z)v(t —x)dx =rou(t) . (5)
0
On trouve chez [24] et [32, p. 377] des conditions qui assurent que ¢ > 0.
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FI1GURE 2 — Compartiments infectés dans un modele < cyclique >.

Dans le reste de cet article, on considere des modeles < cycliques > qui
ont la forme particuliere suivante (figure 2) : tous les éléments K, ;(¢,x) du
noyau sont nuls sauf K ,(t,z) et K;i1,(t,z) pour 1 < j < n — 1. Ceci
inclut en particulier le cas général unidimensionnel n = 1 avec un noyau
arbitraire K (t,z). Posons v(t) = (vi(t),...,v,(t)). Le probleme intégral de
valeur propre (5) s’écrit

/ Kl,n(t,x)vn(t—x)dx = Tovl(t),

0

/ Kijt,x)vj(t —x)de = rovjp(t), 1<j<n-—1
0

On remplace successivement 'équation avec j =n—1,j=n—-2,...j =1
dans la premiere équation. Comme Ry = r{/, on voit que

/' : / Kin(t, o) Kypoa(t — a1, 29) - Koq(t—ay — - — 221, 2y)
0 0

’Ul(t—.l’l — —In> dl‘l dl’n = R(]’Ul(t).

Il faut noter une propriété importante : si un élément non nul K;;(¢,x)
est multiplié par une certaine constante, alors Ry est aussi multiplié par la
méme constante. Le changement de variable (z1 = x1,..., 2,1 = 21,2 =
1+ -+ + z,) conduit &

/Ooo K(t,z)vi(t — z) dz = Ry v (t), (6)

ou K (t,z) est 'intégrale d’hypersurface

f}(t, v)= | Ki,(t,21) Kppo1(t—21,20) - Kog(t—a1 — - — 21, 2) doyy

n
0’1‘



et o = {(21,...,2,) € Ry + -+ 2, = 2,2y > 0,...,2, > 0}. Ainsi
on a réduit le probléme intégral n-dimensionnel de valeur propre (5) a un
probleme unidimensionnel (6).

Dans le reste de 'article sauf dans la section 3.4, on considere le cas
particulier ou

Kin(ti2) = f(8) ga(@),  Kjiyta) =g(e), 1<j<n—1  (7)

L’équation (6) devient

f(t) /000 G(x) v (t —x) dx = Ry v (t), (8)

ou

Gla) = [ )+ gula) dov. )

Noter que si n = 1, le noyau se réduit a K(t,z) = f(t) g1(x) de sorte que
G(x) = g1(z). Noter aussi que si

gj(x) = ay e_bjxa 1 S ] S n, (10)
on peut montrer (voir appendice) en partant de (9) que

n —bj x

" ; Hk;ﬁj(bk - bj) .

Cette formula reste valable pour n = 1 avec la convention usuelle que le
produit sur un ensemble vide est égal a 1.

Gz)=a1- -a (11)

3 Méthodes numériques pour calculer R

3.1 Discrétisation du probleme intégral de valeur propre

Cette méthode consiste a discrétiser le probleme intégral de valeur propre
(8). Elle est présentée dans [5, § 4]; on ne la rappelle donc que brieévement.
Soit N un entier tres grand et soit ty = (k—1)0/N,ou k =1,2,..., N. Soit

G(z) = f Gz +k6). (12)
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Soit Ry le rayon spectral de la matrice du probleme de valeur propre

N

g k=1 N
ﬂmﬁ[ Qs — 1)V, + > Gty —t; +0) V| =R Vi . (13)
j=k

=1

<
Il

ou V; est un vecteur propre. Alors Ry — Ry quand N — +oo. Le calcul
numérique de Ry peut se faire avec Scilab (www.scilab.org), un logiciel
libre semblable & Matlab. Noter que si g;(x) = a; e ™% pour tout 1 < j < n,
il résulte de (11) que

n —bjx

Q)

(14)

(@) =ara,y (1 —e ) 1,0 — b))

j=1

3.2 Séries de Fourier : cas général périodique

Posons w = 27 /6. Considérons la décomposition de Fourier de la fonction
périodique f(t) :

g 1 [ i
O=Y 50 g=g [ e, (15)
JEZ 0
olt Z est 'ensemble des entiers (positifs ou négatifs) et i* = —1. Les f; sont

des nombres complexes tels que f_; = fF (I'exposant * désigne le nombre
complexe conjugué). On cherche une solution réelle (et méme positive) de
(8) de la forme

vi(t) =) ;e (16)
JET
Les ¢; sont aussi des nombres complexes tels que c_; = ¢}. On remplace (15)
et (16) dans (8) :

(Z f ejm) (Z Gjc; ejm) = Ry Z cj el (17)

JEZ JEZ JEZ
ou

Gj:/ G(z) e ™% dg (18)
0

I1 résulte de (9) que

G, = (/Ooogl(z) e_ji“xdzv> (/0

10

o0
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Si g;(x) = a; e * pour tout 1 < j < n, alors

al-.-an

G = — — 20
7 (by + jiw) - - - (b, + jiw) (20)
pour tout j € Z. L’équation (17) peut s’écrire
AP RLINESE DS
JEL ke JEL
Cette égalité est vraie si et seulement si
ij—k Gra, = Roc; (21)

kEZ

pour tout j € Z. C’est un probleme de valeur propre pour une matrice infinie.
Noter que fr — 0 et G — 0 quand & — 400. Donc si on laisse N grandir et
si Ry est le rayon spectral de la matrice carrée tronquée (fj_r Gk)-nN<jr<n,
alors Ryg — Ry quand N — +o0.

3.3 Séries de Fourier : le cas sinusoidal

Supposons que
fty=1+¢ Cos(wt — gb), (22)

oun 0 <e<1let0< ¢ < 2w Clest ce que I'on appelle une fonction < si-
nusoidale ». Pour le probleme de valeur propre (8), on voit qu'un décalage
dans le temps de f(t) ne change pas Ry. En effet, si Ry est le rayon spectral
associé a f(t) avec la fonction propre v, (t), alors Ry est encore le rayon spec-
tral associé a f(t) = f(t — h) avec la fonction propre 0;(t) = vy(t — h). Pour
le calcul de Ry, on peut donc supposer que ¢ = 0, de sorte que
£ . £ ,
=1 _ezwt = —zwt.
f(t) + 5 + 5 ¢

De maniere évidente, on a fy = 1, fi = f_1 = § et fi = 0 pour |k| > 1. Le
systeme (21) devient

3 g
5 Gj_l Cj—1 + Gj Cj + 5 Gj+1 Ciy1 = RO Cj (23>

pour tout j € Z. Puisque G(x) est a valeurs réelles, G; donné par (18) vérifie
G_j = G}. De ce fait, il résulte que I'équation (23) avec c_; dans le coté
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droit est simplement le complexe conjugué de I'équation (23) avec ¢; dans
le coté droit. On peut donc oublier ’équation (23) pour j < 0. Rappelons
que c_; = ¢ et G_; = G7. Le probleme de valeur propre (23) avec j € Z se
réduit a

{ %GTCT + G()Co -+ %Glcl = Roco,

%Gj_lcj_l + GjCj + %Gj—l—lcj—l—l = R()Cj, (jZl)

(24)

La fonction propre v (t) peut étre normalisée de sorte que ¢y = 1. C’est pos-

sible parce que vy (t) est strictement positif de sorte que ¢o = 3 foe vy (t) dt > 0.
Cherchons une solution du systeme (24) de la forme

Ry=> pec*, =) cine, (25)

k>0 k>0

dont on attend qu’elle soit valable au moins pour € petit. Comme ¢y = 1,

noter que cpp = 1 et ¢o = 0 pour tout £ > 1. On insere (25) dans la premiere

équation de (24) et I'on sépare les puissances de €. On obtient Gy = py et
Gi . G

5 (k-1 + o CLk-1 = Pk (26)

pour tout & > 1. De méme, en insérant (25) dans la seconde équation de
24), on arrive a GG; ¢; o = po Cio pour tout j > 1 et
7 65,0 = PoCj, J

G,y
2

k
qQ.
]TH Cit1h—1 = Z P1 Cjk—1 (27)
=0

1 k-1 + Gy g+

pour tout j > 1 et k > 1. Pour tout j > 1, il résulte que (Go — G;) ¢jo = 0.
Donc ¢; = 0 puisque G(z) est positif et non identiquement nul de sorte que
Go— G; = [;7(1 — e 7%7) G(z) dx # 0. Sachant que

po=Go, ¢o=0({>1), co=1 cr=0(Fk>1),

on voit avec (26) et (27) que les coefficients py et ¢;; pour tout j > 1 et
k > 1 se calculent récursivement :

Pk = %(Glcl,k—l)a (28)

1[G G, -
= G G [ J2 L i ih + ]2+1 Cijt1h—1 — ;Pl Cj,k—l}, (29)

Cj.k
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ou R(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z. Plus précisément, si
les coefficients p; et ¢;; sont calculés pour [ < k—1et j > 1, alors les formules
donnent une expression pour py et ¢, pour tout j > 1. Cet algorithme peut
démarrer parce que pg et les coefficients ¢; sont connus. En utilisant (28)-
(29), on voit facilement que ¢;; = 0 pour j > k, que p; = 0 pour tout entier
impair £, et que ¢;; = 0 quand j > 1 est impair alors que k£ > 1 est pair.

En pratique, fixons un entier x > 1 et considérons le vecteur (px)o<k<x €t
la matrice rectangulaire (¢; x)o<j<x+1,0<k<s- Posons pg = Go, cop =1, ¢j, =0
pour tout j > k dans la matrice, et ¢, = 0 pour 1 <k < k. L’ algonthme
fonctionne ainsi :

pour k=1 a k,
calculer p;, en utilisant (28)
pour j=1 a k,
| calculer ¢;, en utilisant (29)
fin;

fin.

De cette maniere, on voit facilement que

_ _ Go GoGi
Finalement on trouve
Go Gy
Ry~ G + §R 31
0= 0 (GO Gl) (31)

pour € petit; c’est la correction d’ordre le plus bas a la reproductivité nette
lorsque des variations saisonnieres de petite amplitude sont prises en compte.
Faisons quelques remarques additionnelles :

— On note que

1 —ecos(wt — @) =1+ ecos(w(t+6/2) — ¢).

Ainsi, changer £ en —¢ correspond a un décalage temporel de f(t).
Donc d’apres la remarque faite au début de la section 3.3, Ry doit rester
inchangé. Ceci explique pourquoi les termes impairs por+1 (K > 0) dans
le développement en série de Ry sont nuls.

13



— La fonction sinusoidale (22) n’est pas aussi particuliere qu’il semble-
rait a premiere vue. En effet, pour toute fonction positive 6-périodique
f(t) avec par exemple une moyenne égale a 1, les premiers termes du
développement de Fourier sont 1+ f; cos(wt) + fi sin(wt), qui peuvent
se mettre sous la forme 1 + e cos(wt — @) avec e = /(f1)? + (f])? et
¢ = arctan(f{/f1).

— Il semble difficile de déterminer les rayons de convergence des séries
entieres (25). Des théoremes généraux sur les perturbations analytiques
des opérateurs linéaires [23] montrent que ces rayons sont strictement
positifs puisque 7y est une valeur propre simple isolée de < 'opérateur
de prochaine génération >. [23] a aussi développé des méthodes non
triviales pour obtenir des bornes inférieures pour ces rayons : un travail
supplémentaire est nécessaire pour essayer de les appliquer dans le cas
présent. En pratique, I'algorithme de cette section donne facilement py
pour disons k£ < 20 ou k < 50. Si I'inspection des résultats suggere que
pr tend vers 0 quand k& — 400, alors il y a de bonnes chances que le
rayon de convergence de la série donnant Ry soit supérieur ou égal a 1.

— La méthode de perturbation formelle utilisée dans cette section peut
étre considérée du point de vue de la théorie mathématique générale
développée par [23]. Considérons par exemple le coté gauche de (8)
avec f(t) donné par (22) comme un opérateur linéaire L. sur 'espace
de Hilbert des fonctions réelles #-périodiques de carré intégrable avec
le produit scalaire usuel (¢Yq,19) = foe 1 (t) Yo(t) dt. Considérons le
probleme de valeur propre non perturbé Ly = A1, c’est-a-dire

/000 G(x)Y(t —x)de = A(t) .

Cherchons une solution de la forme #(t) = >, , ap e"*. On trouve
que (A —Gy) ar = 0 pour tout k. Donc les valeurs propres sont données
par Ay = Gy pour k € Z, et 'espace propre associé a A\, est engendré
par U (t) = e*“*. Les 1, forment une base. Considérons la base duale
@k(t) = e Ml /0 (n € 7), telle que <1/1j,$k> = 1 pour j = k et 0 pour
j # k. L’opérateur L. est de la forme Lo+ ¢ L', ou

(L) (t) = cos(wt — ¢) /000 G(z)Y(t —x)de.

On s’intéresse & la perturbation Ry = py+¢c p; +e2py+- -+ de la valeur
propre A\g = pp = G, dont la fonction propre associée 1)y = 1 est posi-
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tive. En utilisant les formules données par [23, p. 81] en dimension finie
(ces formules restent valides en dimension infinie et sont bien connues
en mécanique quantique [10, chapitre XI| lorsque les opérateurs sont
autoadjoints), on obtient

R 9
= (L1, o) = %/ cos(wt — @) dt =0,
0

et

Dy = Z ,¢07¢k £¢k7¢0>

k0 Ao = A

- F a6l G| [ conter = apetaf = L( oGy,

qui est identique a (30). Les expressions pour les corrections d’ordre
supérieur sont plus compliquées : la méthode et ’algorithme ad hoc
que 'on a utilisés pour calculer les py semblent plus pratiques.

3.4 Application de la théorie de Floquet

Dans cette section, on considere le systeme linéaire d’équations différentielles
ordinaires

dl,
== —ai(t) h(t) + Bult) Lu(0), (32)
Uit oo a O L) + B 10, 1< <n—1, (33)

ol toutes les fonctions «(t) et 5;(t) sont #-périodiques. Ce systeme peut venir
de la linéarisation pres de I’équilibre sans maladie d’'un modele épidémique
non linéaire. Le noyau de l'opérateur de prochaine génération associé est
donné par

Kin(t,x) = Bo(t) e Jimaom()d
Kj-l—l,j(x,t) = ﬁj(t) e_ftt,mo‘jJrl(s)dx’ 1< j <n- 17

et K (t,x) = 0 pour tous les autres indices. C’est donc un modele < cy-
clique > au sens de la section 2. Une remarque dans cette section montre que
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si par exemple (3,,(t) est multiplié par une certaine constante, alors Ry est
multiplié par la méme constante.

La théorie de Floquet appliquée au systeme (32)-(33) montre que 1’équilibre
nul est instable si et seulement si le rayon spectral de la < matrice de pro-
chaine année >, aussi appelée matrice de monodromie, est supérieur a 1.
Donc la reproductivité nette Ry est aussi I'unique nombre réel positif tel que
le rayon spectral de la matrice X () de taille n x n soit égal a 1, ou X (6) est
la solution au temps t = 6 du systeme d’équations différentielles

—ai(t) 0 .- 0 B0
Lty T 0
%(t): 0 . | X
S 0
0 - 0 Bua(t) —an(t)

avec la condition initiale X (0) = 1, (la matrice identité de taille n X n).
Ainsi Ry se calcule en combinant une méthode de dichotomie avec un logi-
ciel résolvant numériquement les équations différentielles ordinaires tel que
Scilab.

4 Les maladies a vecteurs

4.1 Le paludisme

On considere dans cette section un modele tres simple pour le paludisme,
a savoir une variation sur I'un des premiers modeles proposés par Ronald Ross
[31] avec une population de vecteurs périodiques. Introduisons les notations
suivantes : S(f) est la population humaine susceptible, I(t) la population
humaine infectée, P = S(t) 4+ I(t) la population humaine totale. De méme,
s(t) est la population vectorielle susceptible, i(t) la population vectorielle
infectée et p(t) = s(t) +i(t) la population vectorielle totale. Par ailleurs, on
considere les parametres suivants : « est la vitesse de guérison des humains;
est la fréquence a laquelle les vecteurs piquent ; ¢ (ou ¢’) est la probabilité de
transmission par piqure du vecteur & ’humain (ou de I'humain au vecteur) ;
A(t) est le nombre de nouveaux vecteurs adultes qui émergent par unité de
temps, qui est une fonction #-périodique; p est la mortalité des vecteurs. Le
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modele est le suivant :

% = \(t) — B¢ s(t) ? — ps(t), (34)
R PEUE L) (35)
% — Bqi() ? +al(t), (36)
%:Mz’(t)@—al(w. (37)

En additionnant (34) et (35), on voit que % = \(t) — pup(t). On suppose que
p(t) est donné par
p(t) = po[l + € cos(wt — ¢)].

Comme p est connu, ceci détermine A\(¢). En linéarisant le systeme (34)—(37)
pres de I’équilibre sans maladie, on obtient

% = ﬁq/p(t) ]*J(Dt> - Mi*(t)a % = ﬁqi*(t) - a]*(t). (38>

Le noyau de l'opérateur de prochaine génération associé est

0 Me_am
K(t>$):(ﬁqe—ux PO :

Il est < cyclique > de la forme particuliere (7), avec les fonctions g;(z) (1 <
J < 2) de la forme (10) et f(t) =1+ e cos(wt — ¢). La formule (20) donne

(39)

B a4 po
G = 40
7 (a+ jiw) (pu + jiw) P (40)

pour tout j € Z. Finalement (31) est de la forme

2 / 2
B2 qd po orp 6_)’ (41)

Ho = apP ( W+ (a+p)? 2

C’est la correction d’ordre le plus bas a la formule (1). Noter qu’on a I'inégalité
2 2
<M
T W4 (a+p)? 2 7 8
La borne supérieure est atteinte lorsque o >~ p > w. Ainsi on arrive a la
conclusion suivante :
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Le premier terme dans la formule pour Ry est le méme que pour le
cas d’une population p constante de vecteurs mais avec p remplacé
par la population vectorielle moyenne py. La correction relative
mazimale due au second terme est £2/8 et tend toujours a dimi-
nuer Ry. Donc il est légerement plus difficile pour une maladie a
vecteurs d’envahir une population avec des fluctuations.

On rappelle aussi deux propriétés fondamentales de Ry dans le contexte des
maladies a vecteurs : une épidémie peut se développer si et seulement si
Ry > 1; une épidémie peut étre évitée si la population p(t) de vecteurs est
uniformément divisée par Ry tout au long de I'année.

4.2 L’épidémie de chikungunya a La Réunion

La chikungunya est une maladie virale qui semble conduire a une immu-
nité durable. Si de plus on veut prendre en compte la période d’incubation
chez les humains et les vecteurs, le modele suivant semble convenir :

ds I(t)

= = Alt) = Bs(t) 5~ — (o), (42)
X b ™ e, B—qe) - pit),  (43)
B pin L (4)
%:5i(t)$_5g(t), %zéE(t)—a[(t), (45)
Aol (46)

ou e(t) (respectivement E(t)) est la population de vecteurs infectés mais non
infectieux (respectivement humains), 1/ (respectivement 1/§) est la période
d’incubation moyenne chez les vecteurs (respectivement les humains) et R(t)
est la population humaine immune. Noter que les probabilités de transmission
dans les compartiments e et E sont nulles et celles dans les compartiments ¢
et I égales a 1. La population humaine totale P = S(t)+ E(t)+1(t)+ R(t) est
constante, tandis que la population vectorielle totale p(t) = s(t) + e(t) +i(t)
vérifie %’ = At) — up(t).

On utilise ce modele pour essayer d’estimer Ry pour 1’épidémie de chi-
kungunya de 2005 et 2006 a La Réunion. Comme les fluctuations de la
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population de vecteurs sont inconnues, on prend la forme simple p(t) =
po(1 + € cos(wt — ¢)), qui n'est pas trop déraisonnable quand on observe
les courbes de température et de précipitations a La Réunion (figure 1,
en bas), les deux ayant un seul maximum annuel vers février et un mini-
mum vers juillet. Ainsi la période 6 = 2w—” est d’'un an et 'on peut prendre
¢ = 2. La fonction s(¢) peut étre éliminée du systéme (42)—(46) puisque
s(t) = p(t) — e(t) — i(t). Les autres valeurs des parametres utilisées pour
la simulation sont résumées dans le tableau 1. Noter par exemple que [38,
#83] réfere a la question 83 dans la liste des questions souvent posées du
site [38], un site mis en place par des épidémiologistes dédié a 1’épidémie de
chikungunya a La Réunion.

On estime que I'incubation chez les humains dure entre 3 et 7 jours [14,
p. 6] ou entre 4 et 7 jours [38, #101]. Mais d’apres [38, #156], les humains
peuvent commencer a étre infectieux 2 ou 3 jours avant les symptomes. On
a donc choisi 4 jours pour la période d’incubation. On estime que la période
infectieuse apres les symptomes chez les humains est d’environ 5 jours [14,
p. 7] ou entre 5 et 7 jours [38, #49,52]. Vue la remarque précédente, on
prend une valeur de 7 jours pour toute la période infectieuse. On estime que
la période d’incubation chez les vecteurs est comprise entre 9 et 14 jours
[38, #83], entre 4 et 5 jours [38, #253|, ou entre une et deux semaines [38,
#395]. On a choisi 7 jours. Une fois infectés, il semblerait que les vecteurs
le restent jusqu’a ce qu'ils meurent [38, #83]. On estime que la durée de
vie d'un vecteur adulte est comprise entre 4 et 10 semaines [38, #83] ou
< plusieurs > semaines [38, #404]. On a choisi un mois. Le vecteur peut
piquer 5 ou 6 fois pendant sa vie [38, #404] : on a choisi une moyenne d’une
piqure tous les 4 jours. On ignore si le vecteur infecté peut transmettre le virus
a ses ceufs [38, #83/385/442| : notre modele ne prend pas en considération
cette possibilité. L’infection chez les humains conduit a un état d’immunité
[38, #10/385], qui dure probablement au moins plusieurs années puisque
personne ne semble avoir souffert deux fois du chikungunya durant I’épidémie
a La Réunion. Les cas asymptomatiques représentent entre 10 et 15% des cas
d’apres [38, #385] mais ne semblent pas inclus dans l'estimation du nombre
de cas dans la figure 1; on n’en tient pas compte dans le modele.

Le premier cas de chikungunya a La Réunion a été détecté le 22 février
2005. Il a vraisemblablement été importé des Comores, ou plusieurs milliers
de personnes avaient déja été infectées. En tenant compte de la période d’in-
cubation et de la durée d’infection, on suppose pour la simulation quun hu-
main dans le compartiment £ s’introduit dans la population de La Réunion
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parametre symbole valeur

période d’incubation chez les vecteurs 1/ 7 jours
durée de vie des vecteurs 1/u 1 mois
période d’incubation chez les humains 1/9 4 jours
période infectieuse chez les humains 1/ 7 jours
période entre deux piqures 1/p 4 jours
population de La Réunion P 785000
décalage de saisonnalité 0] %

TABLE 1 — Valeurs des parametres utilisées pour la simulation

au début de la cinquieme semaine de 2005. On poursuit la simulation du
modele jusqu’au début de février 2006, c’est-a-dire jusqu’a la mise en place
d’un controle vectoriel de grande ampleur suite au pic élevé ; ce controle n’est
pas inclus dans le modele. On suppose que le controle vectoriel de faible am-
pleur avant cette date est négligeable dans le modele.

Les parametres py et € pour la population de vecteurs sont inconnus et
doivent étre estimés en utilisant la courbe épidémique (figure 1). Posons
Pmax = Po(1 +€) et puin = po(1 — €). En utilisant une méthode rudimentaire
par tatonnements, on trouve un ajustement correct a la courbe épidémique,
vue la simplicité du modele, avec un nombre maximum de piqires regues par
un humain par semaine égal a  pya/P = 1,2 et un nombre minimum de
piqires par humain et par semaine égal & 6% de ce maximum, c’est-a-dire
Puin/Pmax = 6% (figure 3). On tire de ceci Pmax; Pmin, Po = (Pmax + Pmin)/2
et € = (Pmax — Pmin)/(Pmax + Pmin). Numériquement, ¢ ~ 0,887. On vérifie
facilement que A\(t) = dp/dt + pup(t) reste positif car e < 1/4/1 + (w/p)?.

Maintenant que tous les parametres de ce modele sont fixés, on se tourne
vers l'estimation de Ry. En linéarisant les équations (43) et (45) pres de
I’équilibre sans maladie, on obtient

CZ* zﬁp(t)]*T@ — (7 + ) ex(t), dZt = ve(t) — pat),
dE, I,
LB 0B, S5m0 - aL).
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F1GURE 3 — Estimation des parametres py et € par ajustement de la courbe
lisse produite par le modele a la courbe épidémique avant le controle vectoriel
de grande ampleur de février 2006. La courbe en pointillé montre la variation
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supposée de la population de vecteurs (sans échelle).
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Le noyau de l'opérateur de prochaine génération associé est

Bpt) —ax
I
_ | ve *
K(t,x) = 0 Bess g 0 (47)
0 0 §e o 0

Il est < cyclique > et de la forme particuliere (7) avec f(t) = 14 ¢ cos(wt —¢),
tandis que les fonctions g;(z) (1 < j <4) sont de la forme (10). Ainsi G(z)
est donné par (11), G(z) par (14) et Gy, par (20).

Avec les valeurs numériques des parametres comme ci-dessus, on obtient
Ry ~ 3,4 en utilisant n’importe laquelle des quatre méthodes de la section 3.
Le programme peut étre téléchargé a partir de

www.ummisco.ird.fr/perso/bacaer/chikungunya.sci.

Le tableau 2 montre la convergence des trois premieres méthodes. La premiere
méthode (section 3.1) semble converger plus lentement que les autres. C’est
probablement parce qu’elle remplace la fonction f(t) par une fonction en esca-
lier (f(tx))1<k<n, ce qui n’est pas une bonne approximation pour le cas parti-
culier ou f(t) est sinusoidal. La deuxieéme méthode (section 3.2) utilise les co-
efficients de Fourier f;, de f(t), qui sont dans notre cas particulier simplement
fo=1fi=f-1=5et fr = 0pour|k| > 1. A cause de ceci, la convergence de
la méthode est tres rapide. Ces deux méthodes nécessitent le calcul du rayon
spectral d’une certaine matrice. Au contraire, la troisieme méthode (sec-
tion 3.3) nécessite seulement des opérations élementaires et pourrait presque
étre conduite avec une simple calculatrice. Rappelons que « est le nombre de
termes que 'on garde dans I'expression de Ry en série de puissances de €. On
peut remarquer que l'approximation donnée par la formule (1), avec p rem-
placé par la moyenne pg de la population de vecteurs, correspond a k = 0 dans
le tableau. La différence avec la valeur <« exacte > de Ry est de 14%. Si l'on
inclut le terme d’ordre €2 comme dans la formule (31), la différence se réduit
a 2% meéme si € n’est pas treés petit. La convergence de la quatrieme méthode
(section 3.4) est déterminée par la discrétisation de 1'équation différentielle.
C’est le solveur d’équations différentielles qui controle en général cela. Avec
Scilab, on trouve facilement la valeur correcte Ry ~ 3,389 apres un certain
nombre d’itérations de la dichotomie.

Répétons : la valeur numérique obtenue pour Ry pour I'épidémie de chi-
kungunya ne doit pas étre prise trop au sérieux vu que les valeurs des pa-
rametres sont imprécises et vu la simplicité de 'hypothese (2). On peut
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N | 12 | 25 | 50 | 100 | 200
Ry | 3,100 | 3,399 | 3,392 | 3,389 | 3,389
0 1 2 3 4
Ry | 3,868 | 3,496 | 3,418 | 3,389 | 3,389

K 0 2 4 10 12
Ry | 3,868 | 3,461 | 3,409 | 3,390 | 3,389

1*¢ méthode :

2¢ méthode :

3¢ méthode :

TABLE 2 — Convergence des trois premieres méthodes numériques.

voir cela comme un exercice pour tester les différentes méthodes numériques,
comme une source d’inspiration pour développer la théorie, ou comme une
premiere tentative de modélisation en attendant des enquétes de terrain
concernant les fluctuations de la population d’Aedes albopictus.

5 Remarques de conclusion

5.1 Autres applications
5.1.1 Modeles épidémiques avec n =1

Considérons un modele épidémique avec un compartiment infecté et un
noyau de la forme

K(t,z) = [1+ ¢ cos(wt — ¢)] g(x). (48)

Alors G(z) = g(z) comme déja noté dans la section 2 et Ry peut étre approché
par la formule (31). Le noyau (48) apparait par exemple dans les modeles
épidémiques SIS/SIR/SIRS avec un taux de contact sinusoidal.

Si la période infectieuse est distribuée exponentiellement comme dans
[13, 15, 25], alors G(z) = ae™® et l'on vérifie facilement que Gy = a/b et
que le terme d’ordre £? dans (31) s’annule, de sorte que Ry =~ a/b. Avec
la méme définition de Ry que celle de I'article présent, [5, § 5] a montré la
formule exacte Ry = a/b dans ce cas. Bien sur ce < résultat > a déja été
remarqué depuis longtemps, puisque le noyau (48) apparait en connexion
avec 1’équation

dI

— = a(l +¢e cos(wt — @) I(t) —bI(t),
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que l'on peut résoudre explicitement, et pour laquelle on montre facilement
que l'état d’équilibre nul est instable si et seulement si a/b > 1. Par analogie
avec le cas trivial ou € = 0, plusieurs auteurs ont posé Ry = a/b comme
définition, ont remarqué que R, était la moyenne temporelle de la fonction
Ro(t) = a(l4¢e cos(wt—a))/b, et ont cru que cette propriété de moyennisation
restait valable pour des modeles plus compliqués; ce n’est pas le cas.

Si la période infectieuse est une constante 7 fixée comme dans [11, 34, 28,
29, 16], alors G(z) = a pour z < 7 et G(z) = 0 pour z > 7. Alors Gy = ar,
G =ai=="", et (31) donne

2aT sin?(wr/2) [ wt /2

Ry ~ 2
o=arte tan(w7/2)

[wT — sin(wT)]? + [1 — cos(wT)]? . (9
Cette formule montre que, contrairement au cas du modele pour le paludisme
de la section 4.1, la saisonnalité peut soit augmenter soit diminuer Ry, suivant
la valeur numérique de wr. Noter que pour le cas exceptionnel ot w = 27 et
a = 1 considéré par [11, 34, 28, 29], la formule (49) dit que Ry = 1 + o(e?)
lorsque 7 = 1. On s’attend a avoir la formule exacte Ry = 1 pour tout ¢
quand 7 = 1, puisque [34, 28] ont montré que des solutions périodiques du
modele épidémique non linéaire complet existent si et seulement si 7 > 1 .

5.1.2 Les modeles épidémiques avec n = 2

Considérons un modele épidémique avec deux compartiments infectés qui,
une fois linéarisé pres de 1’équilibre sans maladie, prend la forme
dl, dl,

% ~ —bl [1(t) + a9 [1 +¢€ COS(wt - (b)] [2(t), % ~ aq ]1(t> — bg IQ(t)

Remarquer que le systeme (38) était de cette forme. Le noyau de I'opérateur
de prochaine génération associé est

B 0 [1+ ¢ cos(wt — ¢)|ag e
Kt =, Lo . Y
La formule (31) donne
ay ay b1 by g2
~ — — 1
RO bl bg ( w2 + (bl + bg)2 2 ) (5 )

Un exemple de ce type est le modele pour le paludisme de [2, p. 404]. Les
valeurs numériques utilisées dans cette référence sont : w = 2w, ¢ = 15/25,
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a; = 20 par année, as = 20 x 25 par année, by = 50 par année et by, = 4
par année. Les quatre méthodes numériques de la section 3, de méme que la
formule approchée (51), donnent Ry ~ 49.4. Noter que le terme d’ordre le
plus bas est pg = 50.

Un autre exemple est le modele épidémique SEIR ou SEIRS avec un taux
de contact sinusoidal considéré par exemple dans [33, 4, 25], [1, encadré 1] et
26, § 4]. Les valeurs numériques utilisées par [26, § 4] sont : w =1, £ = 0,8,
a; = 0,3 a3 =1, by = 0,3, et by = 0,99 (unités non spécifiées). Une simula-
tion numérique a montré qu’aucune épidémie de peut s’établir dans ce cas.
Mais avec € = 0, les auteurs ont remarqué que Ry = py = (a1 az)/(by by) =
1/0,99 > 1. La conclusion était que la moyennisation du taux de contact
n’est pas la maniere correcte de déterminer le seuil épidémique. En effet, les
quatre méthodes numériques de la section 3 donnent Ry ~ 0,973 < 1 pour
e = 0,8. La formule approchée (51) donne Ry ~ 0,974.

Un autre exemple est le modele pour le choléra avec un taux de contact
sinusoidal avec l’eau ou un taux de contamination sinusoidal de l’eau [9].
Cette référence considere aussi le cas ou le coefficient by représentant le taux
de disparition de Vibrio cholerae dans I’eau est une fonction sinusoidale du
temps. Le présent article ne fournit pas de formule approchée pour la re-
productivité nette dans ce dernier cas, mais Ry peut toujours étre calculé
numériquement en utilisant par exemple la méthode de la section 3.4.

On mentionne aussi la < conjecture > de [27], qui suggere que la reproduc-
tivité nette Ry (avec un seuil a 1) pour un modele SEIRS avec une vaccination
et un taux de contact périodiques se calcule par une formule simple apres
avoir pris la moyenne des coefficients du systeme linéarisé sur une période.
Cette référence de donne pas d’exemple numérique. Mais si ’on suppose que
le taux de contact est constant et que le taux de vaccination est tel que la
population susceptible dans la situation sans maladie soit sinusoidale, alors
K(t,z) est exactement de la forme (50) et Ry est donné par (51). Si la
moyennisation était correcte, le résultat ne devrait pas dépendre de . Donc
la < conjecture » semble fausse.

5.2 Le cas stochastique

I serait utile pour 1’épidémie de chikungunya a La Réunion d’avoir une
estimation de la probabilité que I'épidémie s’éteigne a cause de I’hiver sachant
la taille de la population humaine infectée au début de I'hiver. Pour répondre
a cette question, on a évidemment besoin d’'un modele stochastique. Mais les
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modeles stochastiques pour les maladies a vecteurs avec saisonnalité sont
difficiles a analyser. Dans cette section, on montre le lien qui existe entre la
probabilité d’extinction au temps ¢ et la reproductivité nette Ry en utilisant
un modele épidémique tres simple avec saisonnalité.

Considérons le processus de naissance et de mort avec des coefficients a(t)
et b(t) qui sont f-périodiques :

AWy,
dt
et dWy/dt = b(t) Wy(t). Ici Wi(t) est la probabilité d’avoir k personnes in-
fectées au temps t. Si Z personnes infectées (Z > 1) sont introduites ou
présentes au temps t = T, alors W(T) = 1 et W (T) = 0 pour k # Z.
La probabilité Wy(t) d’extinction au temps ¢ > T se calcule en résolvant
I’équation aux dérivées partielles du premier ordre vérifiée par la fonction
génératrice g(t,z) = >, o Wi(t)z". Le résultat, donné par [7], reste valide

méme si a(t) et b(t) ne sont pas périodiques :

= a(t) (k—1) Wi_1(£)—[a(t)+b(£)] k Wy(t)+b(t) (k+1) Wi (£), k> 1

o JEb(r)—a(r) dr ] z

Wol(t) = [1 _ t
o) 1+ f; a(t)e” [ (b(0)—a(0)) do .-

Noter que 'espérance I(t) du nombre de personnes infectées au temps t est
donnée par

I(t) =Y kWi(t), % = a(t) I(t) — b(t) I(?).

Comme on peut le deviner avec cette équation différentielle, et comme le
montre [5, § 5] pour des fonctions a(t) et b(t) qui sont périodiques, la repro-
ductivité nette Ry définie dans la section 2 est donnée par

Ry = (/Oga(f)df)/(/oeb(f)df) .

Remarquer que si Ry < 1, alors Wy(t) — 1 quand ¢ — 400 : I’épidémie
s’éteint. Si Ry > 1, alors

%% — T z

O(t) [1 B 1// a(T) efT (ble)=a(0)) do dT]
t——+o00 T

et il existe une certaine probabilité que I’épidémie persiste.
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Ainsi la reproductivité nette Ry sert aussi de seuil entre d’une part la
situation ou I’épidémie s’éteint avec une probabilité égale a 1 quel que soit le
temps initial d’introduction du premier cas infecté, et d’autre part la situation
ou I'épidémie s’éteint avec une probabilité strictement comprise entre 0 et 1
et dépendante du temps initial. On peut espérer avoir un phénomene de seuil
similaire pour les modeles stochastiques de maladies a vecteurs avec de la
saisonnalité. Mais davantage de travail est nécessaire pour vérifier ce point.

Noter que cette section évite l'introduction d’une reproductivité nette
< Ry(t) » dépendante du temps, définie par exemple pour le cas des mala-
dies & vecteurs par la formule (1) avec p remplacé par p(t). Cette expression
semble étre un bon candidat pour discuter de 'invasion en fonction du temps
d’introduction du pathogene. Mais l'exemple de [17, p. 121] mentionné dans
[12, p. 149] suggere déja que le cas suivant peut bien arriver : Ry(t) < 1
pour tout ¢ mais I’équilibre sans maladie est instable, c¢’est-a-dire Ry > 1
avec Ry défini comme dans D'article présent. Par ailleurs, R, n’est pas en
général la moyenne temporelle de < Ry(t) > (sauf exception comme le cas ou
K(t,z) = a(t) e™® étudié dans la section 5.1.1). D’un point de vue biolo-
gique, la capacité d’invasion d’un pathogene dans un environnement variant
de maniere saisonniere dépend évidemment de la date d’introduction du pa-
thogene durant 'année. Comme l'invasion est complétement déterminée par
Ry dans les modeles déterministes, contrairement aux modeles stochastiques,
cela donne l'impression que les modeles déterministes sont simplement in-
adaptés pour discuter de I'invasion en fonction de la date d’introduction du
pathogene.

Appendice

En partant de la définition (9) de G(x) et en supposant (10), on montre
(11) par récurrence. Bien sir, on ne perd pas en généralité a supposer que
a; = 1 pour tout j. Pour n = 2, un calcul simple montre que

e—)q T e—)\g T

VD WD W

G(x) = / e g, =
0
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Supposons que (11) soit vrai pour un certain entier n. Alors

G(l’) = / 6_)‘1 T1——An Tn—Antl Tnil do.z-i-l
n+1

x
T
_ —)\1 T1——An T —An+1 Tn+1
_/ / n Tn do-x Tnit e \n n d$n+1
0 o

T—=Tp 41
/ e~ (B—=Tnt1) N y
e_ n+1Tn+1 xn
Z Hk;éy (A —Aj) o
n Az o Amsn)
— e j T~ An+1 xn+1dxn
; H]I:zéj()\k =) /0 o
j N 6_>\"+1x 1
= Hksﬁj (A = Aj) — (A = Anrn) Tats (A = Aj)
k<n+1 k<n

Noter que la deuxieme somme de la derniere ligne est la décomposition en
éléments simples de la fraction rationnelle en A,

1
ngjgn()‘j - )‘n+1) '

Donc

Clo) = Z [Tets Ak —Ay)

et la formule (11) est vraie pour n + 1. CQFD
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