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du Triomphe, CP210, 1050 Brussels, Belgium. chrisley@ulb.ac.be

Résumé. Nous démontrons la propriété de normalité asymptotique locale uniforme
(propriété ULAN) pour le modele paramétrique constitué par les lois d’échantillons iid de
variables gaussiennes inverses généralisées. Cela ouvre la voie, dans des travaux futurs, a
I'utilisation de la méthodologie de Le Cam en vue de construire des test optimaux pour

les parametres.

Mots-clés. Loi gaussienne inverse généralisée, propriété ULAN, théorie de Le Cam.

Abstract. We establish the uniform local asymptotic normality (ULAN) property for
generalized inverse Gaussian models. This paves the way, in future work, for constructing

optimal test procedures for the parameters, using the Le cam methodology.

Keywords. Generalized inverse Gaussian distribution, ULAN property, Le Cam the-

ory.

1 Introduction.

La loi gaussienne inverse généralisée (GIG) de parametres p € R, a > 0, b > 0 a pour
densité
Frap() = c(p,a,b)a?~ e CHRZ g > 0, (1.1)

(a/t)"*
2Ky (Vab)’

ou la constante de normalisation est ¢(p,a,b) := K, étant la fonction modifiée

de Bessel de troisieme espece.

au sein de la famille des lois GIG, aussi appelée ”famille de Halphen”, on note deux
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modeles importants : la loi gaussienne inverse (1G) pour p = —3 et la loi gaussienne

inverse réciproque (RIG) pour p = %



La loi gaussienne inverse est utilisée pour modéliser des données dans de nombreux
domaines, notamment en cardiologie, en démographie, en finance, en biologie, en hydrolo-
gie, etc. On peut trouver des exemples d’applications dans Chhikara et Folks (1989),
Seshadri (1999).

Un probleme naturel est celui de tester les modeles IG ou RIG parmi les lois GIG,
c’est-a~dire de considérer les deux hypotheses nulles HSE p= i% contre des alternatives
de la forme Hi : p # j:% . La maniere standard d’aborder cette question est d'utiliser un
test de rapport de vraisemblance. Le numérateur du rapport de vraisemblance prend en
compte uniquement les estimateurs du maximum de vraisemblance des parametres a et b
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sous p = j:% respectivement, dont les expressions sont les suivantes : pour p = —3,

. 1 i X
= === = %Tv 1
X(XX_;-1) XX, -1
tandis que, pour p = %,
R X4 - 1
Q= =—>="-7, b - = > v ’
XX -1 X (XX -1

on X = (Y X;)/nand X_; = (3. 1/X;)/n (voir Seshadri 1999, page 7). Cependant, on a
une difficulté pour le dénominateur, car le triplet (p, a,b) doit étre estimé par la méthode
du maximum de vraisemblance pour les densités (1.1). Il n’y a pas d’expression explicite
d’un tel estimateur, et des méthodes numériques sont nécessaires. ainsi, 'efficacité des
statistiques de test du rapport de vraisemblance obtenus sont réduites par la complexité
numérique et la non exactitude des expressions.

Dans cette communication, nous démontrons que les modeles GIG ont la propriété
ULAN (uniform local asymptotic normality). L’intérét de démontrer cette propriété
ULAN pour les GIG est qu’elle constitue un outil clé dans la célebre méthodologie de Le
CaM (voir par exemple Le Cam et Yang, 1990). Cela permettra, dans une recherche fu-
ture, de construire un test optimal de Le Cam pour les deux hypotheses nulles ’H(jf p= j:%
contre Hi : p # j:%, qui utilise uniquement ’expression explicite des estimateurs du max-

imum de vraisemblance des parametres a et b sous p = +2, et soit aussi efficace que le
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test du rapport de vraisemblance. Cette procédure ne serait pas uniquement valable
pour les hypotheses nulles ci-dessus, mais pour tout test concernant les parametres p, a
et b, donc pour tester d’autres sous-modeles au sein des modeles GIG. Dans la section 2,

nous établissons la propriété de normalité asymptotique locale uniforme (ULAN) pour



des modeles GIG généraux. La preuve est donnée dans la section 3, et nous évoquons

brievement des perpectives de recherche dans la section 4.

2 La propriété ULAN pour les modeles GIG(p,a,b)

Soit Xj, ..., X, un échantillon i.i.d. suivant la loi GIG(p, a,b) de densité (1.1). Soit P,

la loi conjointe de (X1,...,X,). Considérons le modele paramétrique GIG
P = {ngib peR,aeR,be Rg} .

Theorem 2.1 Soit ¥ = (p,a,b) pour tout p € R,a € R and b € Ry. alors, pour des
perturbations d’ordre n='2, la famille de lois de probabilité P(GT})G est ULAN en 9, avec

comme suite centrale

At (S e )
AC@) = | AP | =D (s )
Ai(in) (19) i (abcppaab;)) 2)1(2 )

<%log(a/b) 8logK(\/_)+10g(Xz))

o
— _nz <£—8alogK(\/%)—%> ;
EL (a2

la matrice d’information de Fisher correspondante étant
Fp,p('ﬁ) Fp,a('ﬁ) Fp7b("9)

@)=\ Tpa@) Tou®) Tap@) |,
Lpp(@) Tap(d) Top(d)

ol
T,,(9) = 02 log K,(Vab), Tqa(d):= 2%2 + 02, log K, (Vab),
1
Typ(¥) = — %2 + 0 log I, (Vab), Ta(d) 1= —o- + 05, log K, (Vab),
1
T,0(0) = — + 02, log K,(Vab), Tuu(9) := 82 log K,(Vab).
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Plus précisément, pour tout 9™ = (p™_ a™ b)Y =9 +O0(n=Y2) et pour toute suite
bornée T = (7'1("),7'2(71), (n )) € R3 telle que a'™ +n='/2r ( )~ 0 and b™ +n~ 27 () 5 0,

on a
(n) — (n) p™
Ag(n>+n71/zf(n> o T log(dP,9<n>+ 1/2,<n>/ ,9<n))
! 1 /
7™ A (™)) — ETW r@)r™ +op(1), (2.2)

et AW (™) 5 N(O r'(4)), sous P lorsque n — oo.

3 Preuve du théoréme

La preuve utilise le Lemme 1 de Swensen (1985)—plus précisément, sur sa généralisation
dans Garel and Hallin (1995). Les conditions suffisantes pour avoir la propriété ULAN
dans ces travaux découlent d’arguments standard, si I'on prouve que (p,a,b)" — f,’; 1/2 ()
est différentiable an moyenne quadratique en tout point (p,a,b)’. C’est I'objet du lemme

suivant.

Lemma 3.1 Considérons

D 1/2( ) = ;x(p 1)/2 7(a:p+b/:p ( 9 C(p,(l b)

(c(p, a,b))'/?

PJp,a,b

+@mme%%@Q,

1 (o 1y/a — uc(p, a,b) x
O — Zp=1)/2=(aztb/x)/4 [ _TaAL ) 122
fpab( ) 2[[’ e (C(p, a,b))1/2 (C(paavb)) 2 )

et
1, B Ope(p, a,b) 1
D 1/2 o = (p—1)/2 —(az+b/z) /4 b ) _ b 1/2 .
Wfpasl®) = 5 ‘ (c(p,a,b))'/? 0.0,

alors, pour tout p € R, a € Ry et b € Ry, on a, lorsque (p,a, 3) — (0,0,0),
2
Oy (iﬁwaﬁ—ﬁﬁww—ﬂﬁwa@)dw:dﬁ%

R @) = £ (@) = aDufL2 () di = ofa?),

(“) fO < ptp,ata, b p+p,a,b p+p,a,b
172 1/2 1/2 2.
(Z“) fo ( p+p,a+a, b—i—ﬁ fp-l—p,a-i—a b( ) BDbf p+p,ata, b( )) dx = 0(6 )7

fY .Dﬁ”unﬁxzdm

p+pab

(iv) fo
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() J5 (DU wrasl@) — Dol (@) da = o),

! 1/2

P Dpfp,a,b(x)
(i) [5°8 F0 aranrs(@) — L2 @) — | a Do f2 (x) dz = o||(p, , BY'||?).
3 Dyf,2, ()

PREUVE DU LEMME 3.1. (i) On commence par écrire I'intégrale dans le membre de
gauche sous la forme

5 + (e(pra, b)) /2 log(x))>2 iz,

° 1 b
/ xpflef(a:r+b/m)/2 ((C(p +p,a, b))l/pr/2 - (c(p, a, b))1/2 —p < 8p6(pa a, )
0

(c(p, a,b))/2

Cette intégrale peut étre majorée par c;.S1 + 2S5 +c3p?Ss, ot ¢; € RT pour tout i = 1,2, 3
et

> 1 0,c(p,a,b) 2
_ b 1/2,.p/2 b 1/2,.p/2 _ — P » p/2 p—1 (am+b/m)/2d
5= [ (et a2 = (el 20— Ly DALtz o 5

2

- 1
Sy = / ((c(p, a, b))l/QxP/Q _ (C(p, a, b))l/2 N 5,0(0(]), a, b))l/z 10g(q:)) ﬂfpflef(aﬁb/x)ﬂdx,
0

et

S, = /OO apc(p7 a, b) ’ (l‘p/Q _ 1)2xp—16—(ax+b/x)/2dm
’ 0 <C<p7 a, b))1/2 '

az+b/x)/2

Puisque, pour tout p € R, 2PT?~1e~( est intégrable sur (0, 00), S; peut étre majoré

2P (c(pja,))1/?
positive d. Un argument standard de développement en série de Taylor appliqué a p

par d <(c(p + p,a, b))% — (c(p, a, b))/ — lpM> pour une constante strictement

¢(p, a,b) montre alors que S; = o(p?). De méme, on peut montrer que Sz = o(1). Quant

a4 Sy, le théoreme de la moyenne appliqué & z7/2 — 1 permet de réécrire S, sous la forme

1

ZpQ/ (log(x)xp*/2 — log(x))2 c(p, a, b)axP~Le (@ H/2)/2 g

0

avec p* € (0,p). Puisque log(z)azPtP~te=(a2+b/2)/2 est intégrable sur (0,00) pour tout
p € R, cette derniere expression, et donc S, est un o(p?) par convergence dominée de

Lebesgue.

Les preuves de (ii-(v) sont similaires.



(vi) Pour prouver (vi), qui représente la différentiabilité en moyenne quadratique de la
1/2
p,a,b

e355 + 4025, + e532Ss avec e; € RY pour tout i = 1,2,3,4,5 et

fonction (p, a,b)’ — (x), on majore I'intégrale de gauche par la somme €157 + 35, +

o 2
1/9 1/2 1/2
o 2
1/2 2 2
Sy = /0 <fp4/rpya+a,b(l‘) o f;ip,a:b(m) N OlDaf;ip’a’b(I)> dl",
~ 2
1/2 1/2 1/2

00 2
Si= [ (Duftleste) = Dufi (o)) e

o0 2
S5 :/0 (Dbf;-{-i7a+a,b<x> - Dbfl,{f,b(l‘)) dx.

Le résultat découle alors de (i)-(v). O

4 Perspectives

L’idée centrale de la théorie de Le Cam est le concept de convergence de modeles statis-
tiques, qui permet d’approcher une famille de mesures de probabilité par une autre famille
plus simple & étudier. L’ingrédient majeur est la propriété ULAN, d’ou nous pourrons
déduire que le modele paramétrique GIG, P(Gn}@ est localement (dans un voisinage de
(p,a,b)’) et asymptotiquement (pour des échantillons de grande taille) équivalent a un sim-
ple modele gaussien. Intuitivement, cela est di au fait que le développement du rapport
de vraisemblance (2.2), aux termes de reste pres, ressemble au rapport de vraisemblance
d’un modele gaussien. Puisque les procédures optimales pour les modeles statistiques
gaussiens sont bien connues, il est possible de les utiliser pour obtenir des procédures

inférentielles asymptotiquement ”optimales” pour le modele paramétrique GIG.
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