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LE SYSTEME DE NAVIER-STOKES AVEC FORCE DE
CORIOLIS DANS UN DEMI-ESPACE A BORD RUGUEUX

SYLVIE MONNIAUX*

REsuUME. On se propose ici d’étudier le systéme de Navier-Stokes avec
force de Coriolis dans un demi-espace ou une bande avec bord rugueux
de type lipschitzien. Les méthodes utilisées relévent de ’analyse harmo-
nique, de 'analyse fonctionnelle et des techniques usuelles dans ’étude
des équations aux dérivées partielles, comme l'intégration par parties et
des théorémes de point fixe. Le résultat principal est ’existence globale
d’une solution de type intégral au systéme étudié, & condition que la norme
(dans un espace critique pour le systéme de Navier-Stokes) de la condition
initiale soit assez petite, cette petitesse ne dépendant pas de la vitesse de
rotation intervenant dans la force de Coriolis.

Mots-clés. Navier-Stokes, Coriolis, frontiére lipschitzienne, espace critique, solutions
intégrales

1. INTRODUCTION

Le systéme de Navier-Stokes-Coriolis avec conditions au bord de type glisse-
ment de Navier (voir aussi [10] pour ces conditions au bord) que I'on étudie ici
est de la forme

Ou—Au+Vr+pexu—uxrotu = 0 dans (0,00) X
divu = 0 dans (0,00) xQ (L1)
v-u=0, vxrotu=0 sur  (0,00) x 09
u(0,-) = wuo dans £,

ot  C R? est un domaine du type

Q= {2 = (z,23) € R* x R;w(zy) <3} (demi-espace rugueux) (1.2)
(ot on a utilisé la notation zy, = (71, 72) € R?) ou

Q= {z = (z),23) € R* x R;w(z) <z3 <0}, (bande rugueuse) (1.3)

avec w : R? — (—00,0) une application uniformément lipschitzienne bornée,
v(z) représente le vecteur normal extérieur en presque tout point & € 99 (voir
aussi le nouveau manuscrit d’Anne-Laure Dalibard et Christophe Prange [3]
pour le cas du probléme stationnaire et des conditions au bord de type Dirichlet).
La direction de rotation est donnée par la verticale e = ez, la vitesse de rotation
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2 SYLVIE MONNIAUX*

est constante et vaut p € R. Le terme non linéaire —u x rot u dans le systéme
(1.1) est a rapprocher de la non linéarité classique de Navier-Stokes via l'identité
suivante (valable pour des champs de vecteurs u suffisament réguliers) :

(u-V)u=31V|u* — u x rot u. (1.4)

La condition initiale ug est considérée dans un espace critique pour le systéme
de Navier-Stokes ; pour fixer les idées, disons I'espace des champs de vecteurs a
divergence nulle dans ’espace de Sobolev homogéne H/?,

Il est peut-étre nécessaire d’expliquer les conditions au bord considérées dans
(1.1). Dans le cas de la dimension 2 et du probléme stationnaire, voir [5]. Pour
une étude plus détaillée, on pourra se référer a [10, Section 2|. Pour un champ
de vecteurs u assez régulier, les deux conditions

v-u=0 et vxrotu=0 (“free boundary”) (1.5)

et

v-ou=0 et [(Vu+Vu')y] an =0 (“Navier’s slip”) (1.6)
coincident sur les parties plates de la frontiére 9. Dans le cas d’une frontiére
de classe C? (ou au moins C1'!), les deux conditions différent d’un terme d’ordre
0 faisant intervenir ’application de Weingarten.

Dans un premier temps, je propose de montrer des estimations de la norme
L? de la trace d’un champ de vecteurs sur le bord 9 en fonction des normes L2
de sa divergence et de son rotationnel, sachant que sa trace normale, ou sa trace
tangentielle, est nulle au bord. Je montrerai aussi une inégalité de type Poincaré
(ne faisant pas intervenir la norme du gradient, mais seulement la norme de la
divergence et du rotationnel) dans le cas d’une bande du type (1.3). J'utiliserai
ces résultats afin de montrer des estimations fines sur les solutions du probléme
de Stokes-Coriolis (systéme (1.1) sans le terme non linéaire —u x rot u). Enfin,
jappliquerai ceci pour montrer l’existence d’une solution globale de (1.1) a
condition que la condition initiale ug ne soit pas trop grande. Le cas de I'espace
tout entier 2 = R3 a été étudié dans [6]. Le résultat principal obtenu par les
auteurs est qu’il existe € > 0 tel que, quelle que soit la vitesse de rotation p, pour
toute condition initiale ug € Hz & divergence nulle et telle que [uoll ;1 <€ le

systéme (1.1) admet une solution u € C(0, 00; H2).

Terminons cette introduction par une remarque : les techniques employées
ici fonctionnent aussi pour des bandes “doublement rugueuses”, c’est-a-dire pour
des domaines du type

Q:={z=(zp,23) € R? x R;wy(zp) < 23 < wa(zn)}, (L.7)

avec wy : R? — (—00,0) et wy : R? — (0, +00) deux applications uniformément
lipschitziennes bornées. Dans un souci de clareté de I’exposition, on se limitera
ici aux domaines © du type (1.2) ou (1.3).

2. QUELQUES OUTILS BIEN UTILES

Cette premiére partie peut étre intéressante par elle-méme. Je présente deux
outils (le Théoréme 2.1 qui donne une estimation des traces au bord de champs
de vecteurs moins réguliers que H! et le Théoréme 2.4 qui est une inégalité de
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type Poincaré) qui me seront utiles par la suite, et qui sont, & mon avis, d’un
intérét indépendant.

Notations. Pour une fonction f définie dans  (du type (1.2) ou (1.3)) diffé-
rentiable presque partout, on note

Vif(zn,x3) = (01 f (21,22, 23), 02 f (21, 22, 23)),  (zn = (21,22)),
le “gradient horizontal” de f.
Si u est un champ de vecteurs défini dans (2 (& valeurs dans R?), différentiable
presque partout, on note u, = (ug,uz2) et
divpup(zh, v3) = O1ui(z1, 2, 73) + Ogua(1,72,73), (zh = (71,72)),
la “divergence horizontale” de wu.
Pour © un domaine du type (1.2) ou (1.3), on note
[:={z = (zp,23) € R% 25 = w(zp)} (2.1)
(I" = 99 dans le cas d’un demi-espace rugueux du type (1.2)), de telle sorte que
la normale extérieure a Q de ' en un point (xp,w(zp)) vaut
1

vr(zh, w(Tn)) = 1+|vhw(xh)|2(vhw($h)’—1) (22)
et
Y= {z = (zp,23) € R* 23 =0} (2.3)
(TUX = 99 dans le cas d’une bande rugueuse du type (1.3); dans ce cas,
la normale extérieure a 2 sur ¥ vaut vs = e). On note ¢ € [0, %) I'angle
correspondant &
cosf = inf ! 0, (2.4)

e €R? /1 4+ |V pw(xp)|?
de telle facon que |e - vr(zp,w(zy))| > cos@ pour tout x;, € R? et

lle x vr|[pee(ry < sind. (2.5)

2.1. Traces au bord. Le but de ce paragraphe est de donner une estimation
de la trace au bord d’un champ de vecteurs de carré intégrable dont la diver-
gence et le rotationnel sont de carré intégrable aussi, ayant des informations sur
la trace normale ou la trace tangentielle de ce champ de vecteurs sur la fron-
tiére du domaine de type (1.2) ou (1.3). Dans le cas d’un domaine D lipschitzien
borné, on a lestimation suivante (voir [9, Theorem 11.2, estimation (11.13)], ré-
sultat prouvé dans le cadre plus général des formes différentielles L? intégrables
dans des domaines bornés lipschitziens de variétés riemanniennes de dimension
quelconque) : pour u € L?(D;R3) tel que divu € L?(D), rotu € L?(D;RR3) et
vop - u € L*(0D) ou vpp x u € L*(0D,R3) (vsp désigne la normale extérieure
a D sur le bord 9D), on a

max{||vop - ullL2ap), [[vop X ullL2(9pms) }
< ¢ (min{llvop - ullz2on), Ivop X ull2@pms } (2.6)
Hlullzz(pizs) + iV ull z2(p) + Irot ull 2o ).

On montre alors le résultat suivant.
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THEOREME 2.1.
Soit u € L?(;R?) tel que divu € L3(Q) et rotu € L*(Q;R3).

(1) Siv-u=0sur 99, alors v x u € L?(0Q;R3) et on a

llv x uH%?(aQ;]RS)

| (2.7)
S osf (He X UHLZ(Q;]RfS)HI'Ot u”LQ(Q;RS) + le- U||L2(Q)||dlv UHL2(Q)).
Dans ce cas,
Trp,qu= (v xu)xve L*(0Q;R?).
(2) Sivxu=0sur 9, alors v-u € L?(99) et on a
[v- UH%Z(aﬂ;Rfi)
_ (2.8)
S COS@ (H@ X UHLz(Q;Rs)HI‘Ot U”L’z(Q;RS) =+ ||6 . u||L2(Q)||d1v UHL2(Q))

Dans ce cas,
Trp,ou = (v u)v € L*(00R?).

REMARQUE 2.2.
e Pour u € L?(;R3) tel que divu € L*(Q), on peut définir v - u dans 99
de la maniére suivante : pour tout ¢ € H2 (09), on note ® une extension a
Q dans HY(Q) (voir par exemple |7, Theorem 3, Chap. VII, §2, p. 197]) et
on définit

H*%(asz)@'u’@H%(aQ) :/Q@divudm—i—/Qu-V@dm, (2.9)

cette définition étant indépendante de I’extension ® de ¢ choisie.
e De la méme maniére, pour u € L2(Q;R?) tel que rotu € L2(2;R?), on
peut définir ¥ x u comme distribution dans H~2(8; R3) de la maniére

suivante : pour tout ¢ € H2(8;R3), on note ¥ une extension a € dans
H'(Q;R3) et on définit

H*%(@Q;RS)@ X u,zb}H%(aQ;Rs) = /Q U -rotudr — /Qu -rot Udz,  (2.10)
cette définition étant indépendante de I'extension ¥ de v choisie.

Idée de la démonstration du Théoréme 2.1. L’idée est de se contenter de mon-
trer (2.7) et (2.8) pour des champs de vecteurs réguliers dans C!(Q;R?). La
formule suivante

rot (e x u) = e x rotu + edivu — V(e - u), (2.11)
(valable pour tout vecteur e constant), l'identité
u=(e-u)e+ (e xu)Xe, (2.12)

(valable pour tout vecteur e de norme 1) et en intégrant par parties sur €, les
inégalités voulues. On conclut ensuite par densité de C!(€2;R3) avec I'une ou
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Pautre des deux conditions au bord (trace normale nulle ou trace tangentielle

nulle) dans 'un des deux espaces
W o= {ue L2(Q;R3);divu € L?(Q),rotu € L*(Q;R?) (2.13)
et v-u=0sur 90} .

ou

W = {ue L(Q;R3);divu € L*(Q),rot u € L*(; R?)

(2.14)
etzxxu:OsurGQ}.

(la construction de [1, Theorem 3.18] d’une suite réguliére qui approche les
fonctions de W™P () fonctionne dans notre cas). On a alors

pour tout u € W, v x u € L*(0Q;R?) et (2.9) a lieu (2.15)

et dans ce cas,
Trj,qu= (v xu) xve L*(09Q;R?)
et ~
pour tout u € W, v-u € L*(99) et (2.10) a lieu (2.16)
et dans ce cas,
Trp,ou= (v u)v € L*(0%R?).

Ceci termine la démonstration du théoréme. O

REMARQUE 2.3.
(1) Siue L%Q,R3) tel que divu € L3(Q) et v-u = 0 sur 99, alors divi =
cﬁ;f_;, ol u — 7 désigne I’extension dans R3 par 0.
(2) Siu e L%Q,R3) tel que rotu € L2(,R3) et v x u = 0 sur 99, alors

—_—

rot 4 = rotu

2.2. Inégalité de Poincaré. Dans le cas d’'un domaine lipschitzien borné D C
R?, I'inégalité de Poincaré suivante a lieu (voir [10, Proposition 3.1]) : il existe
C > 0 tel que pour tout u € L?(D;R?) avec divu € L?(D), rotu € L?(D;R?)
et soit v -u = 0 sur 9D, soit v x u =0 sur 9D :

||u||L2(D;R3) S C (HdiVUHLZ(D) —+ ||I'Ot u||L2(D;R3)). (217)

Le but ici est de montrer une telle estimation dans le cas d’'un domaine lip-
schitizien borné dans une direction du type (1.3). Comme dans le paragraphe
précédent, il suffit de montrer I'inégalité cherchée pour des champs de vecteurs
dans C}(Q;R3).
THEOREME 2.4.
Soit Q une bande rugueuse du type (1.3). On note £ la largeur de cette bande,
c’est-a-dire
{:=| inf w(zp)| = max |w(x 2.18
| inf w(an)| = max, fw(zn) (21)
Pour tout u € W ou u € W, sous I’hypothése supplémentaire que divu = 0
dans €2, on a 'inégalité suivante

1 .
[ull z2(o;re) < 2¢ (1 t s 9> [[[rot ul| L2 (qrsy + 1divull L2 (o], (2.19)
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ot § est défini par (2.4).

Idée de la démonstration. Comme indiqué plus haut, il suffit de montrer 'in-
égalité (2.19) pour des champs de vecteurs u € CL(Q;R?). On note

Ul(zp,z3) = / u(zn,z)dz, (zp,x3) € Q. (2.20)
w(xn)

Remarquons que U = 0 sur I' par définition. En utilisant la formule
O3u = e x rotu + Vus, (2.21)

on montre facilement que u se décompose en trois termes a + b + ¢ ot a ne fait
intervenir que la valeur de u sur le bord I' et est constant le long des verticales
{z, = (29,29)} de Q, b s’exprime & I’aide de termes ne contenant que divu et
rot u et ¢ s’exprime en fonction de U, ce qui donne alors 'inégalité cherchée. [

3. LE SYSTEME DE NAVIER-STOKES-CORIOLIS

On considére dans cette partie des ouverts  du type (1.2) ou (1.3). On note
H = L?(Q;R3) 'espace vectoriel des champs de vecteurs de carré intégrable et
on munit W (défini par (2.13)) du produit scalaire
(u,v) = (u,v)w = (u,v) g + (rot u,rot v) g + (divu,divv) 2 (). (3.1)
L’espace W est ainsi un espace de Hilbert, sous-espace dense de H. Sur W x W,
on définit la forme bilinéaire symétrique b par
b(u,v) = (divu,divv) p2(q) + (rot u,rot v) g, u,v € W.
Des arguments classiques d’analyse variationnelle nous permettent d’affirmer
que V'opérateur associé By : V — V' défini pour u € V par By(u) : v — b(u,v)
pour v € V est borné, auto-adjoint et sa part B dans H définie par
D(B)={ueV;Byue H}, Bu=Byu
est 'opposé d’un générateur de semi-groupe holomorphe sur H. En suivant le
raisonnement de [10, §3|, on peut identifier 'opérateur B de la maniére suivante

D(B) = {u€W;rotrotu € H,Vdivu € H et v x rotu = 0 sur 9Q}
Bu = —-Au. (3.2)

Remarquons que la condition au bord v X rotu = 0 est & comprendre dans
H~2(0,R3), comme le suggere le deuxiéme point de la Remarque 2.2. On
définit ensuite
G={Vppe L, (QR) avec Vp € H};
I’ensemble G est un sous-espace fermé de H. Soit maintenant
H=G"={ue H;{ug)y=0forall geG}.

Soit J : H — H linjection canonique de H sur H et définissons un produit
scalaire sur ‘H par

(u,v) = (Ju, Ju) .
Muni de ce produit scalaire, H est un espace de Hilbert et on a la décomposition
de Helmholtz suivante :

L
H=H®G.
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On note P la projection orthogonale de H sur H : P est égal a I'adjoint J' de J
et PJ = Idy. Le résultat suivant a été prouvé dans un cas un peu plus général
dans [10, Lemma 3.7] ; il caractérise la projection sur H de —Aw pour u € D(B).

LEMME 3.1.
Pour tout v € D(B), on a JPu € D(B) et BJPu = JPBu.

3.1. Propriétés du semi-groupe de Stokes-Coriolis. On définit 'opéra-
teur de Stokes-Coriolis & l'aide de formes de la maniére suivante. On montre
que

H = {ue L*(QR?),divu =0 dans Q et v-u =0 sur 0N}. (3.3)

D’aprés la Remarque 2.2, la trace normale de u sur 0N existe dans H -3 (09) si
u € L2 R3) et divu = 0 € L?(Q). Muni de la norme de L?(;R3), H est un
espace de Hilbert. On note alors V = WN7H : V est un sous-espace dense de H.
On le munit du produit scalaire

(u,v) = (u,v)y := (u,v) g + (rot u, rot v) g (3.4)

qui en fait un espace de Hilbert. Soit maintenant YW le dual de W et V' le
dual de V. Soit Jy l'injection canonique ¥V — W : elle est la restriction a V' de
linjection J : H — H ; ainsi, son adjoint Py = Jj : W' — V' est une extension
de la projection de Leray P: H — H.

On définit pour u,v € V,

a(u,v) = b(Jou, Jov) et clu,v) = /Qp(e x Ju) - Judz. (3.5)

La forme a est bilinéaire bornée sur V x V, symétrique, coercive; la forme ¢
est bilinéaire bornée sur H x H, antisymétrique. L’opérateur de Stokes A avec
conditions au bord de type Hodge dans H est I'opérateur associé a la forme a.
Grace au Lemme 3.1, il est défini par

D(A) = {weV;Joue D(B)}
Au = PBJyu. (3.6)

Comme a est symétrique, 'operator A est auto-adjoint, D(A%) =V (d’apres
[8, Corollaire 5.2]) et —A est le générateur d’un semi-groupe holomorphe de
contractions d’angle 7, (e7t) 0.
PRrRoOPOSITION 3.2.

Le domaine de A3 muni de la norme u ~ ||A3ul|y est continfiment inclus
dans L3(Q;R3).

Démonstration. D’aprés un résultat récent de Costabel, M°Intosh et Taggart
dans [2, Theorem 4.1], il existe deux opérateurs de type Bogovskii T} et T
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vérifiant
Ty : LP(Q;R?) — Wy P (5 R?),
Ty LP(QR3) — WP (Q), To: W 1P(Q) — LP(Q;R?)
et VTiu+ Tyrotu = u pour tout u € LP(;R?) (3.7

tel que rotu € LP(Q;R?),

et ce, pour tout p € (1,00). En appliquant ceci & u € H, on obtient Throtu €
L2(;R3) et pour u tel que rotu € L*(Q;R3?), on voit facilement grace aux

inclusions de Sobolev que Throtu € L°(Q;R?). Ainsi, si u € D(A%), on a
Tyrotu € L3(2;R?). Enfin, on applique la projection de Leray P (bornée sur
L3, cf. |4, Theorem 11.1]) & la relation (3.7) et on obtient

pour tout u € D(A%), u=PTyrotu € L*(Q;R?), (3.8)

Popérateur PTyrot : D(AT) — L3(Q;R3) étant continu. O

DEFINITION 3.3.
L’opérateur de Stokes-Coriolis A¢ dans H est 'operator associé a la forme
a + c. Son domaine coincide avec D(A), Ac = A+ C, ou C est 'opérateur
borné associé a la forme c.

REMARQUE 3.4.
L’opérateur C' est défini sur H par Cu = pP(e x Ju). Comme la forme c
est anti-symétrique, 'opérateur C' est anti-adjoint, et (Cu,u) = c(u,u) =0
pour tout u € H.

Les estimations suivantes seront utiles pour traiter le terme non linéaire de
(1.1).

ProprosITION 3.5.
L’opérateur —Ac engendre un semi-groupe de contractions (T¢(t))i>0 sur H
et on a les propriétés suivantes :

(2)
(t = Te(t)) € L*(0,00; L(H)) (3.9)

et (t— ARTo(t)) € L2(0, 00; L(H)), (3.10)

avec normes plus petites que 1;

(74) Dans le cas d’une bande rugueuse €2 du type (1.3), si p (vitesse de rota-
tion), £ (largueur de la bande) et 6 (angle maximum entre la verticale et
la normale au bord) vérifient

1 \2 1
2
—) <= .
14 |p|tan9<1+c0s39> <5 (3.11)
alors
(t = Tc(t)) € L=(0,00; L(V)) (3.12)

avec norme plus petite que 1;
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(i)

(t — AITo(1)AT) € L2(0,00; L(H)), (3.13)
(t = AITo(t)A%) € L3 (0, 00; L(H)), (3.14)
et (t AZTo(t)A2) € L0, 00; L(H)), (3.15)

avec normes plus petites que 1.

Idées de la démonstration. Le fait que — A engendre un semi-groupe de contrac-
tions provient directement de la théorie des opérateurs associés & des formes sur
des espaces de Hilbert (voir par exemple [11, Chap. 1]).

La propriété (3.10) provient directement de ’égalité d’énergie

- —8||u(s)|\§ + (Acu(s),u(s))y =0, s>0. (3.16)

La propriété (3.12) provient aussi de ’égalité d’énergie. On peut montrer que
dans le cas dans lequel on se place, grice aux estimations de la partie 2, on a,
en posant u(t) = To(t)f pour f €V,

|{Au, Cu) | < [[rot ot ull; = || Aul|Z,

ce qui permet de montrer que la fonction ¢ — [rotu(t)||g = ||[Azu(t)|x est
décroissante. Remarquons que dans le cas d’un demi-espace plat Q = {z €
R3; 23 < 0}, on a (Au, Cu) g = 0, ce qui donne (3.12) sans aucune condition sur
la vitesse de rotation p. Pour prouver (3.13), (3.14) et (3.15), on raisonne sur le
semi-groupe adjoint T ; son générateur est —(A+ C)* = —(A—C), et —C est
aussi anti-adjoint. On conclut alors par interpolation et inégalité de Holder. [J

REMARQUE 3.6.
En interpolant entre (3.9) et (3.12), on obtient

(t = Te(t)) € L0, 00; L(D(AT))) (3.17)
avec norme plus petite que 1

3.2. Existence de solutions du probléme non linéaire. On définit 'espace
de Banach & par

£ = L>(0,00; D(A%)) N L4(0,00; V) (3.18)

muni de la norme

1
HUHS = HA4U||LOO(0,OO;L2(Q;R3)) =+ ||I'Ot J0u||L4(0,oo;L2(Q;R3))~

Notre probléme de trouver des solutions intégrales & (1.1) se rameéne alors a
résoudre ’équation différentielle

u'(t) + Au(t) + Cu(t) = P1(Jou X rot Jou)

(3.19)
w(0) = wy, uw€ég,
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pour laquelle une solution intégrale est donnée par la formule de Duhamel :
u=«a+ ¢(u,u), ou, pour ¢ > 0,

alt) = To(t)ug et

blu0)(t) = /0 Te(t — 5) (4B (Jou(s) x rot Jou(s)
+Jov(s) X rot Jou(s))) ds. (3.20)

La stratégie que 'on suit pour trouver u € £ qui satisfait u = a + ¢(u, u) est
d’appliquer un théoréme de point fixe. Il faut s’assurer que £ est un “bon” espace
pour le probléme, c’est-a-dire que a € £ et ¢(u,u) € &.

ProrosiTION 3.7.
L’application ¢ : £ x £ — &£ est bilinéaire, continue et symétrique. Soit M sa
norme :

M = sup{||¢(u, v)||esu, v € &, Julle, [Jv]le <1}

Notons que sous la condition (3.11), la constante M ne dépend pas de p.

Démonstration. Le fait que ¢ est bilinéaire et symétrique provient directement
de sa définition, dés que 'on a prouvé qu’elle était bien définie. Pour u,v € &,
soit f définie par

f(t) = =3P (Jou(t) x rot Jov(t) + Jov(t) x rot Jou(t)), te€ (0,00). (3.21)
Par définition de £ et l'injection de Sobolev de la Proposition 3.2, on voit que
t = Jou(t) x rot Jou(t) + Jov(t) x rot Jou(t) € L*(0, 00; W)

ce qui implique que
t— Py (Jou(t) x rot Jou(t) + Jov(t) x rot Jou(t)) — V'
et pour tout A; € (0, 1],
|1 + A2 £(1)]|, < C (lul®) ot oo (@)l + (@)l [rot Jou(t)2)

ot C est une constante indépendante de ¢, ce qui montre que ¢t — (A Id +
A)~3 f(t) appartient a L*(0,00;H) et satisfait estimation suivante

> _1 4 \7
(f Nowma+ - safyar)” < ol (3.22)
Ainsi, en choisissant \; = m, on a
rot Joo(u, v)()|l2 / A3 Te(t - ) (mpmge 14+ A) ey (3:23)

C (Ilu(s)lls|lrot Jov(s)ll2 + l[v(s)lls|Irot Jou(s)||2) ds

En posant k(t) = |A2 To(t)(—5z Id + A)2 | z(ary, par (3.10), (3.15) et le fait que

1+4-t2

1
t— ( ) 2 appartient & L?(0, 00), la fonction k appartient a L' (0, 00). De plus,

1+4t2
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pour u,v € &, la fonction ¢ : t — [Ju(s)|s|lrot Jov(s)|2 + |[v(s)]zllrot Jou(s)]|2
appartient & L*(0,00). Ainsi, par I'inégalité de Young, on obtient

t—k*xop(t) = /0 k(t — s)p(s)ds € L*(0,00).

Ceci prouve que ¢(u,v) € L4(0,00; V) et
6w, V)l 40,0000y < C llullellv]le-

D’autre part, par le méme raisonnement, en changeant la fonction k par la
fonction x définie par k(t) = HAiTC(t)(H% Id + A)z |z (il est facile de voir

que £ € L3(0,00)) et en utilisant (3.15), on montre que

t
t— k*xp(t) = / k(t — s)e(s)ds € L*>(0,00)
0
avec 'estimation

[9(w, v)|[Loe (0,00;L3(2r3)) < C luflellv]le,

ol on a utilisé I'injection (3.8). Ainsi, la forme bilinéaire symétrique ¢ est conti-
nue de £ x & vers &. O
THEOREME 3.8. .
Pour tout ug € D(AT) avec ||AFug|ly < 17> il existe u € & vérifiant [|Julle <
o+ solution de u = a + ¢(u, u), ot o et ¢ ont été définis dans (3.20).

Démonstration. L’existence d’un point fixe pour v = « + ¢(u,u) provient di-
rectement du théoréme du point fixe de Picard. O

REMARQUE 3.9.
Dans le cas Q@ = R3, Hieber et Shibata ont prouvé dans [6, Proposi-
1
tion 2.4, eq.(2.11)] que pour tout p € R, et tout f € D(A%) = HZ(R3), on
a ||t — ||AiTc(t)f||2||Oo < C||A% f|l2 ot C > 0 est une constante indépen-
dante de p.

Ces résultats proviennent du fait que dans I’espace tout entier, les opérateurs
A= —-Acet C:uwr Plpe x u) commutent sur D(A) = H2(R?). L’indice
o désigne comme il est d’usage que l'on considére des champs de vecteurs &
divergence nulle.
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