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resumo

A leishmaniose cutânea é uma doença transmitida por vetores transmitida aos seres humanos por flebotomíneos. Neste artigo, desenvolvemos um modelo
matemático que leva em consideração a sazonalidade da população vetorial e a distribuição do período de latência entre infecção e sintomas em humanos. Os
parâmetros são ajustados aos dados da província de Chichaoua, no Marrocos. Também propomos uma generalização da definição de reprodutibilidade em ambientes
periódicos. Para a epidemia de Chichaoua, estima-se que . A epidemia seria interrompida se a população de vetores fosse dividida pelo quadrado desse
número: .

1. Introdução

    A leishmaniose é um complexo de doenças transmitidas por vetores causadas por protozoários do gênero Leishmania. O parasita é transmitido aos seres humanos
pelas picadas de flebotomíneos (Diptera: Psychodidae: Phlebotominae). A doença é endêmica em muitas regiões da África, América do Sul, América Central, sul da
Europa, Ásia e Oriente Médio. A leishmaniose compreende quatro entidades principais do ponto de vista eco-epidemiológico: leishmaniose visceral zoonótica ou
antroponótica e leishmaniose cutânea zoonótica ou antroponótica. Nas formas antroponóticas, os seres humanos são a única fonte de infecção para vetores de
flebotomíneos. Nos ciclos de transmissão zoonótica, os animais são reservatórios que mantêm e espalham parasitas. Existem aproximadamente 500.000 novos casos
humanos de leishmaniose visceral e 1-1,5 milhões de casos de leishmaniose cutânea em todo o mundo a cada ano (Desjeux, 2004). A leishmaniose visceral é fatal se
não tratada. A leishmaniose cutânea geralmente cura por conta própria, mas pode deixar cicatrizes desfigurantes.

    Segundo o Ministério da Saúde Pública marroquino (2001), a leishmaniose cutânea antroponótica causada por Leishmania tropica é uma doença emergente na
província de Chichaoua: entre o início de 2000 e o final de 2004, 1877 casos foram oficialmente notificados. A Figura 1 mostra a evolução mensal do número de
casos relatados na cidade de Imintanoute, que representa aproximadamente 80% dos casos na província, entre o início de 2001 e o final de 2004. Alguns casos (43
no total) já foram observados em 2000, mas o relatório mensal detalhado não está disponível.

Figura 1. Eixo horizontal: tempo. Eixo vertical e curva da escada: número mensal de casos notificados de leishmaniose cutânea em Imintanoute, na
província de Chichaoua, no Marrocos. Círculos (escala não significativa): evolução da população de Phlebotomus sergenti , o vetor provável (Guernaoui
et al., 2005).

    Um estudo de campo (Guernaoui et al., 2005) mostrou que os flebotomíneos da espécie Phlebotomus sergenti são responsáveis   pela transmissão e essa
transmissão é antroponótica. Não foram detectados reservatórios de animais, como cães, para esta epidemia em particular. A Figura 1 também mostra estimativas
populacionais de Phlebotomus sergenti  obtido com armadilhas uma ou duas vezes por mês, de junho de 2002 a dezembro de 2003 (tese de doutorado de S.
Guernaoui). Observe que a população vetorial cai para zero entre dezembro e maio. Isso ocorre devido ao ciclo de vida particular dos flebotomíneos nessa região:
durante esses meses, apenas os ovos e as larvas sobrevivem escondidos no solo. Quando a temperatura aumenta no início de cada verão, as larvas se transformam em
adultos que voam. A metamorfose para quando a estação fria reaparece.

    O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo matemático dessa epidemia, estimar certos parâmetros do ciclo de transmissão e estimar a reprodutibilidade,
que mede o esforço necessário para deter a epidemia. É interessante notar que este estudo em particular nos levou a uma nova definição geral de reprodutibilidade
em um ambiente periódico.

    (Bensalah et al., 1994; Burattini et al., 1998; Chaves e Hernandez, 2004; Hasibeder et al., 1992; Kerr et al., 1997; Rabinovich e Feliciangeli, 2004) já
desenvolveram vários modelos matemáticos para leishmaniose . Somente (Bensalah et al., 1994) simula uma população vetorial flutuante, mas sem análise
matemática e sem dados de campo.

    Para o nosso modelo, insistimos em dois pontos. Primeiro, há flutuações sazonais muito acentuadas na população vetorial. Os modelos mais simples são obtidos
assumindo que a população de vetores é periódica com um período igual a um ano. Segundo, há um atraso de vários meses entre a infecção, que ocorre no verão ou
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no outono, quando a população de vetores não é zero, e o aparecimento de casos sintomáticos, que são mais altos no inverno e na primavera. . Veja a figura 1.

    Os primeiros modelos matemáticos para doenças transmitidas por vetores datam de Ronald Ross (1911), que estudou a malária. Nosso modelo é de certa forma
uma extensão de seu segundo modelo (Lotka, 1923). A população de vetores é compartilhada entre vetores saudáveis   e infectados. Os seres humanos são
compartilhados entre saudáveis, infectados e imunes.

    Além disso, supõe-se que a população de vetores flutue periodicamente. (Anderson e maio de 1991, p. 404) estudou numericamente a influência da sazonalidade
nas doenças transmitidas por vetores. (Heesterbeek e Roberts, 1995a e 1995b) e (Diekmann e Heesterbeek, 2000, p. 148) fornecem resultados matemáticos em
relação à teoria de Floquet para equações diferenciais periódicas. Em (Heesterbeek e Roberts, 1995b, §2.3), a definição do limiar epidêmico que deveria substituir a
reprodutibilidade, quando a população de vetores é periódica, é um pouco estranha. No caso particular em que a população vetorial é constante, a definição é o raio
espectral de uma matriz semelhante (no sentido da teoria das matrizes), mas não é igual à matriz da próxima geração.

    Além disso, este trabalho não contém um atraso entre infecção e sintomas em humanos, exceto um atraso distribuído exponencialmente. Vemos na Figura 1 que
um atraso fixo daria um mau ajuste aos dados da epidemia de leishmaniose cutânea em Imintanoute. A população de vetores é diferente de zero por seis meses do
ano. Mas casos humanos se reúnem ao longo do ano. Um atraso distribuído é necessário. Os primeiros modelos em epidemiologia com atraso distribuído remontam
a Kermack e McKendrick (1927) e envolvem equações diferenciais parciais. Poucos estudos combinam esses atrasos distribuídos com influência periódica no
contexto da epidemiologia. É o caso de (Williams e Dye, 1997). Mas a discussão é principalmente sobre distribuições exponenciais. No entanto, vários trabalhos
discutem distribuições gerais em outras áreas da dinâmica populacional:

Coale (1972) usa a série de Fourier para estudar partos periódicos em modelos demográficos lineares de tempo contínuo
Thieme (1984) estuda as equações integrais de Volterra com núcleo periódico em uma estrutura abstrata com aplicação a populações de plantas
(Jagers e Nerman, 1985) estuda processos de ramificação em um ambiente periódico
(Anita et al., 1998) estuda a colheita ideal de uma população estruturada por idade com fertilidade periódica.

Thieme (1984) fornece a justificativa teórica para o estudo do nosso modelo linearizado.

    Em resumo, do ponto de vista geral da dinâmica populacional, nossa contribuição é tornar mais explícita a definição do limiar epidêmico para doenças
transmitidas por vetores com uma população periódica de vetores. A definição parece nova mesmo no caso em que o período de incubação é distribuído
exponencialmente, de modo que o modelo é reduzido a um sistema de equações diferenciais ordinárias. Além disso, é fornecido um algoritmo para calcular a
reprodutibilidade no caso geral. Do ponto de vista da epidemiologia, nossa contribuição é estimar certos parâmetros na transmissão da leishmaniose cutânea durante
uma epidemia no Marrocos. O tempo entre infecção e sintomas é estimado por uma distribuição gama com uma média de 6 meses e um desvio padrão de 1,5 meses.

. O modelo sugere que a epidemia terminaria se a população de vetores fosse dividida pelo quadrado desse número: .

    O plano do artigo é o seguinte. A seção 2 apresenta o sistema de equações diferenciais usadas para modelar a epidemia. A seção 3 analisa o modelo, em particular
a estabilidade da situação sem infecção. A seção 4 apresenta uma simulação com parâmetros ajustados aos dados epidêmicos da cidade de Imintanoute. O limiar da
epidemia para essa epidemia específica é então estimado. A Seção 5 apresenta uma definição geral de reprodutibilidade em um ambiente periódico e discute seu
vínculo com trabalhos anteriores.

2. O modelo

    Nós definimos

: número de flebotomíneos saudáveis   no momento  t ;
 : número de flebotomíneos infectados;
 : número de humanos saudáveis;

: humanos infectados no tempo  t estruturado pelo tempo  desde infecção;
 : número de humanos imunizados.

Para simplificar o modelo, não levamos em consideração o período de tempo durante o qual seres humanos ou vetores estão infectados, mas ainda não infecciosos. O
grupo de humanos "imunes" contém ambos

pessoas cujos sintomas apareceram recentemente e foram cobertos com tecido; eles não podem mais transmitir a doença,
pessoas cujas cicatrizes cicatrizaram e que são imunes.

Os casos relatados são pessoas que entram estado  R . Supõe-se que as cicatrizes sejam cobertas assim que aparecerem; é obviamente uma simplificação da situação
real. O número total de humanos infectados é

Vamos apresentar as notações

 : população humana total;
 : população total de flebotomíneos;

 : taxa de emergência de flebotomíneos;
 : mortalidade por flebotomíneos;
 : frequência de picadas de flebotomíneos;

 : taxa de progresso da infecção com imunidade em humanos;
 : taxa de perda de imunidade;
 : probabilidade de transmissão de leishmaniose cutânea de um flebotomíneo para um humano durante uma mordida;
 : probabilidade de transmissão de leishmaniose cutânea de um ser humano para um flebotomíneo durante uma mordida.

O modelo consiste nas seguintes equações:

com condições iniciais , , ,  e .  é solução de
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(2)

s(0) i(0) S(0) I(0, τ) R(0) p(t) = s(t) + i(t)

′



 é de fato constante.  é a distribuição de probabilidade do tempo decorrido desde a infecção até os sintomas em humanos. é a
probabilidade de não ter desenvolvido sintomas τ unidades de tempo após a infecção. Nós temos então

e .

3. Análise

    Supomos que  é uma função periódica do período . Então o sistema (1) - (2) tem uma solução periódica sem doença dada por , , 
 e .  é a única solução periódica de . A estabilidade é estudada linearizando o sistema. Nós temos

com a condição inicial  e . Este sistema inclui uma equação diferencial ordinária linear e uma equação diferencial parcial linear. Para
tornar a discussão mais simétrica, definimos

, τ é o tempo decorrido desde a infecção em moscas da areia,
o vetor da coluna .

Nós temos então

com . Temos assim

Com a notação , a equação anterior tem a forma

é uma função periódica do período T em relação a t . é uma determinada função. O coeficiente na linha ie coluna j da matriz é a
expectativa do número de indivíduos do tipo i (vetores são do tipo 1, seres humanos do tipo 2) de que um indivíduo infectado do tipo j infectará por unidade de
tempo no tempo t se ele tiver sido infectado no momento .

    é o conjunto de funções contínuas periódicas do período T com valores em . Equipado com o padrão supremo, é um espaço de Banach. Thieme (1984)
estudou o comportamento assintótico de equações como (4): .  é um número real e  é uma função positiva, não identicamente zero e tal que

Especificamente, há um número real único  para o qual podemos encontrar  que é positivo e não identicamente zero (Thieme, 1984; Jagers e Nerman, 1985).

    Vamos definir  como o raio espectral do operador linear que  combina função , também em . Este operador linear é
positivo.  é caracterizada pela existência de  positivo e não identicamente zero com

 possui as propriedades de um limiar epidêmico:  E se , enquanto  E se .

    De fato, para qualquer número real , definimos

O raio espectral de  é notado . Observe que essa definição coincide bem quando  com o de . Para todos os λ, o operador linear é positivo Além
disso,  implica que . As propriedades do raio espectral implicam que  do é uma função decrescente. Mas de acordo com
a equação (5). Então nós temos  E se e  E se .

    Se a função é uma constante p , então não depende de t . Nesse caso, considere a função constante  igual a um autovetor positivo da matriz
positiva . é o raio espectral dessa matriz, chamada matriz de próxima geração (Diekmann e Heesterbeek, 2000, p. 74). Mais especificamente, temos
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Vemos o produto do número médio de humanos infectados com um flebotomíneo infectado  com o número médio de flebotomíneos infectados por um ser

humano infectado .

    Se a função  não é constante, mas periódico, vamos escrever . Então (6) está escrito

Vamos inserir a segunda equação na primeira. Se o número e uma função periódica positiva do período T , não identicamente zero  são soluções de

nós temos então

A fórmula (9) generaliza a fórmula clássica (7) para doenças transmitidas por vetores com uma população de vetores sazonais sazonais. Observe que  é uma
função complicada de , e μ. Visivelmente, é uma função decrescente de μ. Se a função  é substituído por , tão  é substituído por .
Portanto, a conclusão clássica de que uma doença transmitida por vetor pode ser erradicada se a população de vetores for dividida pelo quadrado da
reprodutibilidade, que só é válido a priori para uma população constante de vetores, permanece verdadeira se a população de vetores for periódico.

    Alguns autores usam a notação  para o que aqui é . (Heesterbeek e Roberts, 1995b, § 2.1) discute brevemente esse ponto.

4. Simulação e estimativa de 

    Vamos estimar os parâmetros do modelo. A população total de Imintanoute é de cerca de 5000 habitantes. No entanto, certas partes da cidade são mais afetadas do
que outras, porque os flebotomíneos preferem locais onde podem pôr seus ovos, por exemplo, perto de lixões. Existe apenas um grupo homogêneo em nosso
modelo. Uma maneira de lidar com esse problema é considerar que a população  P , que inicialmente é saudável, é desconhecida, mas com a restrição P ≤5000, e
deve ser determinada ao ajustar a curva epidêmica aos dados.

    Expectativa de vida de um flebotomíneo adulto é, de acordo com o conhecimento atual, cerca de 10 dias. Então nós escolhemos  por mês.

    Os dados da Figura 1 mostram as flutuações sazonais da população vetorial dentro de uma constante multiplicativa entre junho de 2002 e dezembro de 2003. Os
dados entre janeiro e dezembro de 2003 são tomados como base para a população periódica do nosso modelo. não foi estritamente a mesma entre junho e dezembro
de 2002 e entre junho e dezembro de 2003. A temperatura média mensal, por exemplo, pode ser um pouco diferente de um ano para outro. Nós definimos

 : o número máximo de flebotomíneos em um ano,
,
,

,
.

Assumimos que a taxa de emergência por mês de moscas da areia é uma função de escada, sendo a largura dos degraus igual ao tempo entre duas observações
da população de flebotomíneos. Ajustamos facilmente as alturas dos degraus para que  dado por coincide com os dados. Veja a Figura 2a
e a Figura 2b. Mais precisamente, por dois momentos sucessivos de observação ,

Essa opção acaba sendo compatível com os dados, porque temos  em cada intervalo, exceto, é claro, no último intervalo no final da estação de transmissão,
para o qual  e e pelas quais levamos .

 
Figura 2. (a): taxa de emergência de flebotomíneos . b): população de flebotomíneos  com . Os pontos representam os
dados de (Guernaoui et al., 2005).

    Supomos que no momento t = 0, no início de 2000, um ser humano importa a infecção para a população saudável. No momento, a população vetorial é zero. A
condição inicial é: , , ,  (Massa de Dirac a ) e .

    Assumimos que a distribuição de probabilidade  do tempo entre infecção e sintomas em humanos é uma distribuição gama:

Para cálculos numéricos, observe que
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    Considere o sistema (1) - (2). Divida as duas primeiras equações por . Nós temos

e μ são conhecidos. Os únicos parâmetros desconhecidos são: , o produto , o produto ,  e os dois parâmetros  e  quem define . Lembre-se
de que, para a distribuição Gamma,  é a média e  o desvio padrão.

    O sistema (11) - (12) foi simulado com diferentes valores de parâmetros. Obtemos um bom ajuste ao número de casos relatados todos os meses entre janeiro de
2001 e dezembro de 2004, ou seja, aos dados da Figura 1, com ,  por mês,  por mês,  ano,  meses e

 meses (veja a Figura 3).

Figura 3. Número mensal de novos casos de leishmaniose cutânea calculados com o modelo (linha pontilhada) e número de casos notificados (função de
escada). A população de moscas da areia também é mostrada (em escala arrojada e arbitrária).

    Usando esses valores de parâmetro, a reprodutibilidade, definida na seção anterior, pode ser calculada numericamente. Primeiro, para simplificar a equação (8),
usamos a mudança da variável . Nós temos

Integramos por partes e notamos que o termo integrado desaparece. Chegamos a

com

é uma função periódica do período T . Então nós temos

com

Portanto, o problema do autovalor (13) é equivalente a

Esta equação envolve apenas os valores de  no intervalo . Tomamos um número inteiro  N que é grande. Nós levamos , .
Nós definimos , o raio espectral do problema do valor próprio da matriz

α(τ) =
f(τ)

1 − ∫
τ

0 f(σ) dσ
≃ −

f ′(τ)

f(τ)
= a −

ν − 1

τ
, τ → +∞.

pmax

s̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ s̄(t) − β π̂ s̄(t)
I(t)

P
, ī

′
(t) = β π̂ s̄(t)

I(t)

P
− μ ī(t) ,

S ′(t) = −βπ pmax ī(t)
S(t)

P
+ γR(t) ,

I(t, 0) = βπ pmax ī(t)
S(t)

P
,

∂I

∂t
(t, τ) +

∂I

∂τ
(t, τ) = −α(τ) I(t, τ) ,

R′(t) = ∫
∞

0
α(τ) I(t, τ) dτ − γR(t) .

(11)

(12)

Λ̄(t) P β π̂ β π pmax γ a ν α(τ)
ν/a √ν/a

P = 800 β π̂ = 1,1 βπ pmax = 16 230 1/γ = 1,2 ν/a = 6
√ν/a = 1,5

θ = τ + σ

p(t)∫
∞

0
g(τ) eμτ ∫

∞

τ

e−μθw1(t − θ) dθ dτ = r0 w1(t) .

p(t)∫
∞

0
h(τ)w1(t − τ) dτ = r0 w1(t) , (13)

h(τ) = e−μτ ∫
τ

0
eμσ g(σ) dσ . (14)

w1(t)

∫
∞

0
h(τ)w1(t − τ) dτ = ∫

t

−∞
h(t − θ)w1(θ) dθ

= ∫
t

0
h(t − θ)w1(t − θ) dθ +

∞

∑
n=0

∫
T

0
h(t + (n + 1)T − θ)w1(θ) dθ

= ∫
t

0
H(t − θ)w1(θ) dθ + ∫

T

t

H(t − θ + T )w1(θ) dθ ,

H(τ) =
∞

∑
n=0

h(τ + nT ) . (15)

p(t){∫
t

0
H(t − θ)w1(θ) dθ + ∫

T

t

H(t − θ + T )w1(θ) dθ} = r0 w1(t) .

w1(t) (0,T ) ti = (i − 1)T/N i = 1 …N

ρ̄0

p̄(ti)
T

N
{

i−1

∑
j=1

H(ti − tj)Wj +
N

∑
j=i

H(ti − tj + T )Wj} = ρ̄0 Wi . (16)



Esse problema é da forma . é uma matriz de tamanho N com coeficientes positivos ou zero e . Vamos considerar a relação (9)
entre  e . Concluimos que

Os resultados são apresentados na Tabela 1.

Tabela 1. Reprodutibilidade estimada.
 é o número de pontos que

discretizam o intervalo , o que
representa um ano.

25 50. 100 200 400

    Na prática, calculamos os termos de (16) a partir do seguinte material:

Para a população vetorial padrão , a equação  e a suposição de que  é uma função de escada dada pela fórmula (10) implica
que

vamos lembrar que  é mostrado na Figura 2 (b).
Para a função , a soma (15) é truncada, mantendo apenas os dois primeiros termos. Tomar mais de dois termos na soma não altera nenhum dos números
da Tabela 1. Para a função , usamos as equações (3) e (14) e uma integração por partes para obter a forma mais prática

O raio espectral  é calculado usando o software de matemática digital, como o Scilab (www.scilab.org).

Finalmente, parece que . Poderíamos parar a epidemia se a população de vetores fosse reduzida pelo quadrado desse número: . Verificamos
numericamente que uma simulação do sistema (11) - (12) de equações diferenciais parciais ainda dá uma epidemia se é dividido por 3,7. Não há epidemia
se este produto for dividido por 3,9. Se, em vez de usar o método um pouco complicado desta seção, tivéssemos usado a fórmula aproximada (7) com o símbolo p
substituído pela média da função , teríamos obtido . Teríamos superestimado o esforço necessário para parar a epidemia.

    Atualmente, não existe medicamento ou vacina profilática que possa ser usada para prevenir a leishmaniose. Sites de eclosão de flebotomíneos são geralmente
desconhecidos. Esforços de controle que se concentram apenas em estágios imaturos geralmente não são viáveis   (Feliciageli, 2004). O controle da leishmaniose
repousa, portanto, nas medidas tomadas para reduzir a densidade dos flebotomíneos. Uma redução como essa pode ser alcançada usando inseticidas. Mas a província
de Chichaoua é uma região rural pobre e essa solução provavelmente exige muito dinheiro e esforço em comparação com os recursos locais. Não obstante, sua
posição geográfica, a meio caminho entre duas importantes áreas turísticas de Marrocos, Marrakech e Agadir, certamente justificaria uma intervenção desse mesmo
tipo de

5. Generalização e outras aplicações possíveis

    A definição de reprodutibilidade apresentada neste trabalho é generalizada da seguinte forma. Supomos que é uma matriz de tamanho n com coeficientes
positivos ou zero, que é uma função contínua. representa a expectativa do número de indivíduos do tipo i infectados por unidade de tempo no tempo t por
um indivíduo do tipo j infectado no tempo t -τ. Supomos que

Com hipóteses de positividade adequadas para a função da matriz , existe um único número real tal que exista uma função vetorial contínua positiva, não
idêntica a zero, periódica do período T , observada com

Além disso, se  é uma dada função vetorial e

nós temos então

é uma função vetorial periódica positiva do período T com

Finalmente,  E se  e  E se . Essa definição de reprodutibilidade também pode ser usada em outros campos da dinâmica populacional,
por exemplo, demografia, em que o verbo "dar à luz" substitui o verbo "infectar".

    Se tiver-mos , então tomamos por  um autovetor da matriz . é, portanto, o raio espectral dessa matriz. De outra forma,  é o
único número real para o qual o raio espectral da matriz a seguir é igual a 1

Qualquer vetor próprio desta matriz associado ao valor próprio 1 pode ser escolhido para , para que esta seja uma solução de (18).

    Há outro caso especial em que a reprodutibilidade é facilmente calculada. Este é o caso em que  e

AW = ρ̄0 W A W = (W1, … ,WN)
R0 r0

√(β π̂) × (βπ pmax) × ρ̄0/P ⟶
N→+∞

R0 .

N
(0,T )

N

R0 1,901 1,926 1,938 1,940 1,940

p̄(ti) p̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ p̄(t) Λ̄(t)

p̄(ti) = e−μ(ti−θk)[p̄(θk) − Λ̄k/μ] + Λ̄k/μ, θk ≤ ti < θk+1.

p̄(t)
H(τ)

h(τ)

h(τ) =
1

μ
[e−μτ ∫

τ

0
eμσ f(σ) dσ + 1 − e−μτ − ∫

τ

0
f(σ) dσ].

ρ̄0

R0 ≃ 1,94 (R0)2 ≃ 3,76
βπ pmax

p(t) R0 ≃ 2,76

A(t, τ)
Ai,j(t, τ)

A(t + T , τ) = A(t, τ), ∫
∞

0
A(t, τ) dτ < +∞ ∀t.

A(t, τ) R0

w(t)

∫
∞

0

A(t, τ)w(t − τ) dτ = R0 w(t) .

ū(t)

u(t) = ∫
t

0

A(t, τ)u(t − τ) dτ + ū(t) , (17)

u(t) ∼ eλ
∗t v(t), t → +∞.

v(t)

∫
∞

0
e−λ∗τ A(t, τ) v(t − τ) dτ = v(t) . (18)

λ∗ > 0 R0 > 1 λ∗ < 0 R0 < 1

A(t, τ) = A(τ) w(t) ∫
∞

0 A(τ) dτ R0 λ∗

∫
∞

0

e−λ∗τA(τ) dτ.

v(t)

n = 1



com funções  e que são periódica com período T . De fato, o problema do autovalor está escrito

Ao derivar essa equação e integrar por partes, obtemos

Esta equação também está escrita

Então nós temos

K é uma constante positiva.  é uma função periódica se para todos t . Mas as funções  e  são periódicos.  se e
apenas se

Por outro lado, (21) com (22) é uma solução para a equação (20). A fórmula (22) aparece em (Ma e Ma, 2006, § 3.1) para um modelo epidêmico de SIR com uma
taxa de contato periódica e mortalidade. A análise de sua estabilidade linear assume a forma (17) com do formulário (19). Mas os autores hesitam em usar a
notação para o lado direito de (22). Eles usam , porque eles não têm uma definição geral de reprodutibilidade. Essa expressão aparece apenas no final de sua
análise.

    O mesmo cálculo (derivação, integração por partes, etc.) a partir de (18) mostra que

Esta função é periódica se e somente se

O limiar da epidemia (  ou ) depende, neste caso, apenas dos valores médios dos coeficientes. No caso ainda mais particular em que  é constante, a
fórmula (23) é o resultado "demonstrado" em (Williams e Dye, 1997), utilizando séries de Fourier e séries divergentes!

    Mencionemos também que a estabilidade linear do modelo epidêmico SEIR com uma taxa de contato periódica (Ma e Ma, 2006, § 2) pode ser colocada na forma
(17) com uma matriz  de tamanho 2 semelhante ao da seção 3. Como neste artigo, não se pode esperar uma fórmula explícita para reprodutibilidade, mas
estimativas numéricas são possíveis.

    Do ponto de vista da aplicação, a definição de reprodutibilidade que propomos poderia ser usada para estimar o risco de doenças transmitidas por vetores que
aparecem em regiões que não foram infectadas até agora. São necessárias informações suficientes sobre a população de vetores e a doença. Tornou-se um assunto
muito popular em epidemiologia porque muitas pessoas pensam que o clima está esquentando e que doenças tropicais do "Sul" podem aparecer ou reaparecer no
"Norte". É feita menção, em particular, ao projeto EDEN, “ Doenças Emergentes em um Meio Ambiente Europeu em Mudança ” (www.eden-fp6project.net).
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∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(τ)dτ w(t − τ) dτ = R0 w(t) . (20)

R0 w
′(t) =p′(t)∫

∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ + p(t)∫

∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w′(t − τ) dτ

+ p(t)∫
∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=p′(t)
R0 w(t)

p(t)
− p(t)∫

∞

0

ϕ(t − τ) e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ

− p(t) [e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ)]

∞

0

+ p(t)∫
∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=
p′(t)

p(t)
R0 w(t) − ϕ(t)R0 w(t) + p(t)w(t)

w′(t)

w(t)
=

p′(t)

p(t)
− ϕ(t) +

p(t)

R0
.

w(t) = K p(t) e− ∫ t

0 ϕ(τ)dτ+ 1
R0

∫ t

0 p(τ) dτ . (21)

w(t) w(t + T ) = w(t) p(t) ϕ(t) w(t + T ) = w(t)

R0 =
∫ T

0
p(τ) dτ

∫ T

0
ϕ(τ) dτ

. (22)

A(t, τ)

R0 R̄

v(t) = K p(t) e−λ∗ t−∫ t

0 ϕ(τ) dτ+∫ t

0 p(τ) dτ .

λ∗ =
1

T
∫

T

0

p(τ) dτ −
1

T
∫

T

0

ϕ(τ) dτ . (23)

R0 > 1 λ∗ > 0 ϕ(t)

A(t, τ)

Anderson R.  M. ,  May R.  M. (1991) Infectious Diseases of Humans  −  Dynamics and Control Oxford University Press, Oxford
Anita S. ,  Iannelli M. ,  Kim M.  Y. ,  Park E.  J.  (1998) Optimal harvesting for periodic age − dependent population dynamics
SIAM J.  Appl.  Math.  58,  1648 − 1666
Ben Salah A. ,  Smaoui H. ,  Mbarki L. ,  Anderson R.  M. ,  Ben Ismail R.  (1994)
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