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Zusammenfassung

Die kutane Leishmaniose ist eine durch Vektoren übertragene Krankheit, die von Sandfliegen auf den Menschen übertragen wird. In diesem Artikel entwickeln wir
ein mathematisches Modell, das die Saisonalität der Vektorpopulation und die Verteilung der Latenzzeit zwischen Infektion und Symptomen beim Menschen
berücksichtigt. Die Parameter werden an Daten aus der Provinz Chichaoua in Marokko angepasst. Wir schlagen auch eine Verallgemeinerung der Definition der
Reproduzierbarkeit in periodischen Umgebungen vor. Für die Chichaoua-Epidemie wird dies geschätzt . Die Epidemie würde aufhören, wenn die
Vektorpopulation durch das Quadrat dieser Zahl geteilt würde: .

1. Einleitung

    Leishmaniose ist ein Komplex von durch Vektoren übertragenen Krankheiten, die durch Protozoen der Gattung Leishmania verursacht werden. Der Parasit wird
durch die Bisse weiblicher Sandfliegen (Diptera: Psychodidae: Phlebotominae) auf den Menschen übertragen. Die Krankheit ist in vielen Regionen Afrikas,
Südamerikas, Mittelamerikas, Südeuropas, Asiens und des Nahen Ostens endemisch. Leishmaniose umfasst aus ökoepidemiologischer Sicht vier Hauptentitäten:
viszerale zoonotische oder anthroponotische Leishmaniose und zoonotische oder anthroponotische kutane Leishmaniose. In anthroponotischen Formen ist der
Mensch die einzige Infektionsquelle für Sandfliegenvektoren. In zoonotischen Übertragungszyklen sind Tiere Reservoire, die Parasiten erhalten und verbreiten.
Jedes Jahr gibt es weltweit etwa 500.000 neue Fälle von viszeraler Leishmaniose beim Menschen und 1 bis 1,5 Millionen Fälle von kutaner Leishmaniose (Desjeux,
2004). Viszerale Leishmaniose ist tödlich, wenn sie nicht behandelt wird. Die kutane Leishmaniose heilt normalerweise von selbst, kann aber entstellende Narben
hinterlassen.

    Nach Angaben des marokkanischen Gesundheitsministeriums (2001) ist die anthroponotische kutane Leishmaniose aufgrund von Leishmania tropica eine
aufkommende Krankheit in der Provinz Chichaoua: zwischen Anfang 2000 und Ende 2004, 1877 Fälle wurden offiziell gemeldet. Abbildung 1 zeigt die monatliche
Entwicklung der Anzahl der in der Stadt Imintanoute gemeldeten Fälle, die ungefähr 80% der Fälle in der Provinz zwischen Anfang 2001 und Ende 2004 ausmacht.
Einige Fälle (Insgesamt 43) wurden bereits im Jahr 2000 beobachtet, der detaillierte Monatsbericht ist jedoch nicht verfügbar.

Abbildung 1. Horizontale Achse: Zeit. Vertikale Achse und Treppenhauskurve: Monatliche Anzahl der gemeldeten Fälle von kutaner Leishmaniose in
Imintanoute in der Provinz Chichaoua in Marokko. Runden (nicht signifikante Skala): Entwicklung der Population von Phlebotomus sergenti , dem
wahrscheinlichen Vektor (Guernaoui et al., 2005).

    Eine Feldstudie (Guernaoui et al., 2005) hat gezeigt, dass Sandfliegen der Art Phlebotomus sergenti für die Übertragung verantwortlich sind und dass die
Übertragung anthroponotisch ist. Für diese spezielle Epidemie wurden keine Tierreservoire wie Hunde entdeckt. 1 zeigt auch Populationsschätzungen von
Phlebotomus sergenti  ein- bis zweimal im Monat von Juni 2002 bis Dezember 2003 mit Fallen erhalten (Doktorarbeit von S. Guernaoui). Beachten Sie, dass die
Vektorpopulation zwischen Dezember und Mai auf Null fällt. Dies ist auf den besonderen Lebenszyklus von Sandfliegen in dieser Region zurückzuführen: In diesen
Monaten überleben nur die Eier und Larven im Boden versteckt. Wenn die Temperatur zu Beginn eines jeden Sommers steigt, verwandeln sich die Larven in
fliegende Erwachsene. Die Metamorphose hört auf, wenn die kalte Jahreszeit wieder auftritt.

    Ziel dieser Arbeit ist es, ein mathematisches Modell dieser Epidemie zu entwickeln, bestimmte Parameter des Übertragungszyklus abzuschätzen und die
Reproduzierbarkeit abzuschätzen, die den Aufwand misst, der zur Beendigung der Epidemie erforderlich ist. Es ist interessant festzustellen, dass diese spezielle
Studie uns zu einer neuen allgemeinen Definition der Reproduzierbarkeit in einer periodischen Umgebung geführt hat.

    (Bensalah et al., 1994; Burattini et al., 1998; Chaves und Hernandez, 2004; Hasibeder et al., 1992; Kerr et al., 1997; Rabinovich und Feliciangeli, 2004) haben
bereits verschiedene mathematische Modelle für Leishmaniose entwickelt . Nur (Bensalah et al., 1994) simuliert eine schwankende Vektorpopulation, jedoch ohne
mathematische Analyse und ohne Felddaten.
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    Für unser Modell bestehen wir auf zwei Punkten. Erstens gibt es sehr ausgeprägte saisonale Schwankungen in der Vektorpopulation. Die einfachsten Modelle
werden erhalten, indem angenommen wird, dass die Vektorpopulation periodisch mit einem Zeitraum von einem Jahr ist. Zweitens gibt es eine Verzögerung von
mehreren Monaten zwischen der Infektion, die im Sommer oder Herbst stattfindet, wenn die Vektorpopulation nicht Null ist, und dem Auftreten symptomatischer
Fälle, die im Winter und Frühling am höchsten sind. . Siehe Abbildung 1.

    Die frühesten mathematischen Modelle für durch Vektoren übertragene Krankheiten stammen von Ronald Ross (1911), der Malaria studierte. Unser Modell ist in
gewisser Weise eine Erweiterung seines zweiten Modells (Lotka, 1923). Die Vektorpopulation wird zwischen gesunden und infizierten Vektoren geteilt. Menschen
werden zwischen gesund, infiziert und immun geteilt.

    Außerdem wird angenommen, dass die Vektorpopulation periodisch schwankt. (Anderson und May, 1991, S. 404) haben den Einfluss der Saisonalität auf durch
Vektoren übertragene Krankheiten numerisch untersucht. (Heesterbeek und Roberts, 1995a und 1995b) und (Diekmann und Heesterbeek, 2000, S. 148) geben
mathematische Ergebnisse in Bezug auf Floquets Theorie für periodische Differentialgleichungen. In (Heesterbeek und Roberts, 1995b, §2.3) ist die Definition der
epidemischen Schwelle, die die Reproduzierbarkeit ersetzen soll, wenn die Vektorpopulation periodisch ist, etwas seltsam. In dem speziellen Fall, in dem die
Vektorpopulation konstant ist, ist die Definition der Spektralradius einer ähnlichen Matrix (im Sinne der Matrixtheorie), jedoch nicht gleich der Matrix der nächsten
Generation.

    Darüber hinaus enthält diese Arbeit keine andere Verzögerung zwischen Infektion und Symptomen beim Menschen als eine exponentiell verteilte Verzögerung.
Wir sehen in Abbildung 1, dass eine feste Verzögerung die Daten für die kutane Leishmaniose-Epidemie in Imintanoute schlecht anpassen würde. Die
Vektorpopulation ist sechs Monate im Jahr ungleich Null. Aber menschliche Fälle treffen sich das ganze Jahr über. Eine verteilte Verzögerung ist erforderlich. Die
ersten Modelle in der Epidemiologie mit verteilter Verzögerung gehen auf Kermack und McKendrick (1927) zurück und beinhalten partielle
Differentialgleichungen. Nur wenige Studien kombinieren diese verteilten Verzögerungen mit periodischem Einfluss im Kontext der Epidemiologie. Dies ist der Fall
bei (Williams und Dye, 1997). In der Diskussion geht es jedoch hauptsächlich um Exponentialverteilungen. In mehreren Arbeiten werden jedoch allgemeine
Verteilungen in anderen Bereichen der Bevölkerungsdynamik erörtert:

Coale (1972) verwendet Fourier-Reihen, um periodische Geburten in zeitkontinuierlichen linearen demografischen Modellen zu untersuchen
Thieme (1984) untersucht die Integralgleichungen von Volterra mit dem periodischen Kern in einem abstrakten Rahmen mit einer Anwendung auf
Pflanzenpopulationen
(Jagers and Nerman, 1985) untersucht Verzweigungsprozesse in einer periodischen Umgebung
(Anita et al., 1998) untersuchen die optimale Ernte einer altersstrukturierten Population mit periodischer Fruchtbarkeit.

Thieme (1984) liefert die theoretische Begründung für die Untersuchung unseres linearisierten Modells.

    Zusammenfassend besteht unser Beitrag aus allgemeiner Sicht der Populationsdynamik darin, die Definition der epidemischen Schwelle für durch Vektoren
übertragene Krankheiten mit einer periodischen Population von Vektoren deutlicher zu machen. Die Definition scheint selbst dann neu zu sein, wenn die
Inkubationszeit exponentiell verteilt ist, so dass das Modell auf ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen reduziert wird. Zusätzlich wird ein Algorithmus
zur Berechnung der Reproduzierbarkeit im allgemeinen Fall angegeben. Aus epidemiologischer Sicht besteht unser Beitrag darin, bestimmte Parameter bei der
Übertragung der kutanen Leishmaniose während einer Epidemie in Marokko abzuschätzen. Die Zeit zwischen Infektion und Symptomen wird durch eine
Gammaverteilung mit einem Durchschnitt von 6 Monaten und einer Standardabweichung von 1,5 Monaten geschätzt. . Das Modell legt nahe, dass die
Epidemie enden würde, wenn die Vektorpopulation durch das Quadrat dieser Zahl geteilt würde: .

    Der Plan des Artikels ist der folgende. In Abschnitt 2 wird das System der Differentialgleichungen vorgestellt, das zur Modellierung der Epidemie verwendet
wird. Abschnitt 3 analysiert das Modell, insbesondere die Stabilität der Situation ohne Infektion. Abschnitt 4 enthält eine Simulation mit Parametern, die an die
Epidemiedaten der Stadt Imintanoute angepasst sind. Die Epidemieschwelle für diese bestimmte Epidemie wird dann geschätzt. In Abschnitt 5 wird eine allgemeine
Definition der Reproduzierbarkeit in einer periodischen Umgebung eingeführt und deren Zusammenhang mit früheren Arbeiten erörtert.

2. Das Modell

    Wir definieren

: Anzahl gesunder Sandfliegen zum Zeitpunkt  t ;
 : Anzahl der infizierten Sandfliegen;
 : Anzahl gesunder Menschen;

: Menschen infiziert zum Zeitpunkt  t strukturiert nach Zeit  seit der Infektion;
 : Anzahl der immunisierten Menschen.

Um das Modell zu vereinfachen, berücksichtigen wir nicht den Zeitraum, in dem Menschen oder Vektoren infiziert, aber noch nicht infektiös sind. Die Gruppe der
"immunen" Menschen enthält beides

Menschen, deren Symptome kürzlich aufgetreten sind und mit Gewebe bedeckt wurden; sie können die Krankheit nicht mehr übertragen,
Menschen, deren Narben geheilt sind und die immun sind.

Die gemeldeten Fälle sind Personen, die in den Zustand R eintreten  . Es wird angenommen, dass die Narben bedeckt sind, sobald sie erscheinen; es ist offensichtlich
eine Vereinfachung der realen Situation. Die Gesamtzahl der infizierten Menschen beträgt

Lassen Sie uns die Notationen vorstellen

 : menschliche Gesamtbevölkerung;
 : Gesamtbevölkerung von Sandfliegen;

 : Auflaufrate von Sandfliegen;
 : Sandfliegensterblichkeit;
 : Häufigkeit von Sandfliegenbissen;

 : Fortschreitungsrate der Infektion mit Immunität beim Menschen;
 : Rate des Verlustes der Immunität;
 : Wahrscheinlichkeit der Übertragung der kutanen Leishmaniose von einer Sandfliege auf einen Menschen während eines Bisses;
 : Wahrscheinlichkeit der Übertragung der kutanen Leishmaniose von einem Menschen auf eine Sandfliege während eines Bisses.

Das Modell besteht aus folgenden Gleichungen:
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mit Anfangsbedingungen , , ,  und .  ist die Lösung von

 ist in der Tat konstant.  ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zeit, die von der Infektion bis zu den Symptomen beim Menschen
vergangen ist. ist die Wahrscheinlichkeit, keine Symptome τ Zeiteinheiten nach der Infektion entwickelt zu haben. Wir haben dann

und .

3. Analyse

    Wir nehmen das an  ist eine periodische Funktion der Periode . Dann hat das System (1) - (2) eine periodische Lösung ohne Krankheit gegeben durch
, ,  und .  ist die einzige periodische Lösung von . Die Stabilität wird durch Linearisierung

des Systems untersucht. Wir haben

mit dem Ausgangszustand  und . Dieses System enthält sowohl eine lineare gewöhnliche Differentialgleichung als auch eine lineare
partielle Differentialgleichung. Um die Diskussion symmetrischer zu gestalten, definieren wir

, τ ist die Zeit seit der Infektion in Sandfliegen,
der Spaltenvektor .

Wir haben dann

mit . Wir haben also

Mit der Notation ist die vorherige Gleichung von der Form

ist eine periodische Funktion der Periode T in Bezug auf t . ist eine gegebene Funktion. Der Koeffizient in Zeile i und Spalte j der Matrix
ist die Erwartung der Anzahl von Individuen vom Typ i (Vektoren sind Typ 1, Menschen Typ 2), dass ein infiziertes Individuum vom Typ j pro Zeiteinheit

zum Zeitpunkt t infiziert, wenn es zum Zeitpunkt infiziert wurde .

    ist die Menge der periodischen stetigen Funktionen der Periode T mit Werten in . Ausgestattet mit dem Supremum-Standard ist es ein Banach-Raum. Thieme
(1984) untersuchte das asymptotische Verhalten von Gleichungen wie (4): .  ist eine reelle Zahl und  ist eine positive Funktion, nicht
identisch Null und so dass

Insbesondere gibt es eine eindeutige reelle Zahl  für die wir finden können  das ist positiv und nicht identisch Null (Thieme, 1984; Jagers und Nerman,
1985).

    Lassen Sie uns definieren  als spektraler Radius des linearen Operators welcher  kombiniert Funktion , auch in . Dieser
lineare Operator ist positiv.  ist gekennzeichnet durch die Existenz von  positiv und nicht identisch Null mit

 hat die Eigenschaften einer epidemischen Schwelle:  wenn während  wenn .

    In der Tat für jede reelle Zahl , wir definieren
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Der spektrale Radius von  ist notiert . Beachten Sie, dass diese Definition gut übereinstimmt, wenn  mit dem von . Für alle λ der lineare Operator 
ist positiv. Außerdem,  impliziert, dass . Die Eigenschaften des Spektralradius implizieren dies  von ist eine abnehmende
Funktion. Aber gemäß Gleichung (5). Also haben wir  wenn , und  wenn .

    Wenn die Funktion ist eine Konstante , p , dann hängt nicht von t ab . Betrachten Sie in diesem Fall die konstante Funktion  gleich einem
positiven Eigenvektor der positiven Matrix . ist der spektrale Radius dieser Matrix, die als Matrix der nächsten Generation bezeichnet wird
(Diekmann und Heesterbeek, 2000, S. 74). Genauer gesagt bekommen wir

Wir sehen das Produkt der durchschnittlichen Anzahl von Menschen, die mit einer infizierten Sandfliege infiziert sind  mit der durchschnittlichen Anzahl von

Sandfliegen, die von einem infizierten Menschen infiziert wurden .

    Wenn die Funktion  ist nicht konstant, sondern periodisch, schreiben wir . Also ist (6) geschrieben

Fügen wir die zweite Gleichung in die erste ein. Wenn die Nummer und eine positive periodische Funktion der Periode T , nicht identisch Null  sind
Lösungen von

wir haben dann

Die Formel (9) verallgemeinert die klassische Formel (7) für durch Vektoren übertragene Krankheiten mit einer saisonalen saisonalen Vektorpopulation. Beachten
Sie, dass  ist eine komplizierte Funktion von , und μ. Sichtbar, ist eine abnehmende Funktion von μ. Wenn die Funktion  wird ersetzt durch ,
damit  wird ersetzt durch . Die klassische Schlussfolgerung, dass eine durch Vektoren übertragene Krankheit ausgerottet werden kann, wenn die
Vektorpopulation durch das Quadrat der Reproduzierbarkeit geteilt wird, das a priori nur für eine konstante Population von Vektoren gültig ist, bleibt wahr, wenn die
Vektorpopulation ist periodisch.

    Einige Autoren verwenden die Notation  für was hier ist . (Heesterbeek und Roberts, 1995b, § 2.1) erörtert diesen Punkt kurz.

4. Simulation und Schätzung von 

    Lassen Sie uns die Parameter des Modells schätzen. Die Gesamtbevölkerung von Imintanoute beträgt rund 5000 Einwohner. Bestimmte Teile der Stadt sind
jedoch stärker betroffen als andere, da Sandfliegen Orte bevorzugen, an denen sie ihre Eier ablegen können, beispielsweise in der Nähe von Müllhalden. In unserem
Modell gibt es nur eine homogene Gruppe. Eine Möglichkeit, mit diesem Problem umzugehen, besteht darin, zu berücksichtigen, dass die Population  P , die
anfangs gesund ist, unbekannt ist, jedoch die Einschränkung P ≤ 5000 aufweist und bei der Anpassung der Epidemiekurve an die Daten bestimmt werden muss.

    Lebenserwartung einer erwachsenen Sandfliege beträgt nach heutigem Kenntnisstand etwa 10 Tage. Also wählen wir  pro Monat.

    Die Daten in Abbildung 1 zeigen die saisonalen Schwankungen der Vektorpopulation innerhalb einer multiplikativen Konstante zwischen Juni 2002 und
Dezember 2003. Die Daten zwischen Januar und Dezember 2003 werden als Grundlage für die periodische Population unseres Modells verwendet. Die
Vektorpopulation war zwischen Juni und Dezember 2002 nicht genau die gleiche wie zwischen Juni und Dezember 2003. Die durchschnittliche monatliche
Temperatur kann beispielsweise von Jahr zu Jahr etwas unterschiedlich sein. Wir definieren

 : die maximale Anzahl von Sandfliegen pro Jahr,
,
,

,
.

Wir gehen davon aus, dass die Auflaufrate von Sandfliegen pro Monat beträgt ist eine Treppenfunktion, wobei die Breite der Stufen gleich der Zeit zwischen
zwei Beobachtungen der Sandfliegenpopulation ist. Wir stellen die Stufenhöhen einfach so ein  gegeben durch stimmt mit den Daten
überein. Siehe Abbildung 2a und Abbildung 2b. Genauer gesagt für zwei aufeinanderfolgende Beobachtungsmomente ,

Diese Wahl erweist sich als kompatibel mit den Daten, weil wir haben  in jedem Intervall außer natürlich im letzten Intervall am Ende der
Übertragungssaison, für die  und und für die wir genommen haben .
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Abbildung 2. (a): Auflaufrate von Sandfliegen . (b): Sandfliegenpopulation  mit . Die Punkte repräsentieren die Daten
von (Guernaoui et al., 2005).

    Wir gehen davon aus, dass zum Zeitpunkt t = 0 zu Beginn des Jahres 2000 ein Mensch die Infektion in die gesunde Bevölkerung importiert. Zu diesem Zeitpunkt
ist die Vektorpopulation Null. Die Ausgangsbedingung ist: , , ,  (Dirac Masse bei ) und .

    Wir gehen davon aus, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung  der Zeit zwischen Infektion und Symptomen beim Menschen ist eine Gammaverteilung:

Beachten Sie bei numerischen Berechnungen Folgendes

    Betrachten Sie das System (1) - (2). Teilen Sie die ersten beiden Gleichungen durch . Wir haben

und μ sind bekannt. Die einzigen unbekannten Parameter sind: , das Produkt , das Produkt ,  und die beiden Parameter  und  wer definiert 
. Denken Sie daran, dass für die Gamma-Verteilung  ist der Durchschnitt und  die Standardabweichung.

    Das System (11) - (12) wurde mit verschiedenen Parameterwerten simuliert. Wir erhalten eine gute Anpassung an die Anzahl der Fälle, die jeden Monat zwischen
Januar 2001 und Dezember 2004 gemeldet wurden, d. H. An die Daten in Abbildung 1 mit ,  pro Monat,  pro Monat, 
Jahr,  Monate und  Monate (siehe Abbildung 3).

Abbildung 3. Monatliche Anzahl neuer Fälle von kutaner Leishmaniose, berechnet mit dem Modell (gepunktete Linie) und Anzahl der gemeldeten Fälle
(Treppenfunktion). Die Population der Sandfliegen wird ebenfalls angezeigt (in fetter, willkürlicher Skala).

    Mit diesen Parameterwerten kann die im vorherigen Abschnitt definierte Reproduzierbarkeit numerisch berechnet werden. Um Gleichung (8) zu vereinfachen,
verwenden wir zunächst die Änderung der Variablen . Wir haben

Wir integrieren nach Teilen und stellen fest, dass der integrierte Begriff verschwindet. Wir kommen zu

mit

Λ̄(t) p̄(t) p̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ p̄(t)

s(0) = 0 i(0) = 0 S(0) = P − 1 I(0, τ) = δτ=0 τ = 0 R(0) = 0

f(τ)

f(τ) = aν τ ν−1 e−a τ/Γ(ν).

α(τ) =
f(τ)

1 − ∫
τ

0 f(σ) dσ
≃ −

f ′(τ)

f(τ)
= a −

ν − 1

τ
, τ → +∞.

pmax

s̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ s̄(t) − β π̂ s̄(t)
I(t)

P
, ī

′
(t) = β π̂ s̄(t)

I(t)

P
− μ ī(t) ,

S ′(t) = −βπ pmax ī(t)
S(t)

P
+ γR(t) ,

I(t, 0) = βπ pmax ī(t)
S(t)

P
,

∂I

∂t
(t, τ) +

∂I

∂τ
(t, τ) = −α(τ) I(t, τ) ,

R′(t) = ∫
∞

0
α(τ) I(t, τ) dτ − γR(t) .

(11)

(12)

Λ̄(t) P β π̂ β π pmax γ a ν α(τ)
ν/a √ν/a

P = 800 β π̂ = 1,1 βπ pmax = 16 230 1/γ = 1,2
ν/a = 6 √ν/a = 1,5

θ = τ + σ

p(t) ∫
∞

0
g(τ) eμτ ∫

∞

τ

e−μθw1(t − θ) dθ dτ = r0 w1(t) .

p(t) ∫
∞

0
h(τ)w1(t − τ) dτ = r0 w1(t) , (13)

h(τ) = e−μτ ∫
τ

0
eμσ g(σ) dσ . (14)



ist eine periodische Funktion der Periode T . Also haben wir

mit

Das Eigenwertproblem (13) ist also äquivalent zu

Diese Gleichung beinhaltet nur die Werte von  auf das Intervall . Wir nehmen eine ganze Zahl  N, die groß ist. Wir nehmen , 
. Wir definieren der spektrale Radius des Matrixeigenwertproblems

Dieses Problem hat die Form . ist eine Matrix der Größe N mit positiven oder Nullkoeffizienten und . Betrachten wir die
Beziehung (9) zwischen  und . Wir schließen daraus

Die Ergebnisse sind in Tabelle 1 dargestellt.

Tabelle 1. Geschätzte
Reproduzierbarkeit.  ist die Anzahl

der Punkte, die das Intervall
diskretisieren , was ein Jahr

darstellt.
25 50 100 200 400

    In der Praxis berechnen wir die Terme von (16) aus folgendem Material:

Für die Standardvektorpopulation , Die gleichung  und die Annahme, dass  ist eine Treppenfunktion, die durch die Formel (10)
gegeben ist, impliziert dies

Erinnern wir uns daran  ist in Fig. 2 (b) gezeigt.
Für die Funktion wird die Summe (15) abgeschnitten, wobei nur die ersten beiden Terme beibehalten werden. Wenn Sie mehr als zwei Terme in der
Summe verwenden, ändert sich keine der Zahlen in Tabelle 1. Für die Funktion verwenden wir die Gleichungen (3) und (14) und eine Teilintegration, um
die praktischere Form zu erhalten

Der spektrale Radius  wird mit digitaler Mathematik-Software wie Scilab (www.scilab.org) berechnet.

Schließlich scheint es, dass . Wir könnten die Epidemie stoppen, wenn die Vektorpopulation um das Quadrat dieser Zahl reduziert würde: .
Wir haben numerisch verifiziert, dass eine Simulation des Systems (11) - (12) partieller Differentialgleichungen immer noch eine Epidemie ergibt, wenn 
wird durch 3.7 geteilt. Es gibt keine Epidemie, wenn dieses Produkt durch 3.9 geteilt wird. Wenn wir anstelle der etwas komplizierten Methode dieses Abschnitts die
ungefähre Formel (7) verwendet hätten, bei der das Symbol p durch den Durchschnitt der Funktion ersetzt wurde hätten wir erhalten . Wir hätten den
Aufwand zur Eindämmung der Epidemie überschätzt.

    Derzeit gibt es kein prophylaktisches Medikament oder Impfstoff, das zur Vorbeugung von Leishmaniose eingesetzt werden kann. Brutplätze für Sandfliegen sind
im Allgemeinen unbekannt. Kontrollbemühungen, die sich nur auf unreife Stadien konzentrieren, sind im Allgemeinen nicht durchführbar (Feliciageli, 2004). Die
Bekämpfung der Leishmaniose beruht daher auf den Maßnahmen zur Verringerung der Dichte von Sandfliegen. Eine solche Reduzierung kann durch den Einsatz
von Insektiziden erreicht werden. Aber die Provinz Chichaoua ist eine arme ländliche Region, und diese Lösung erfordert im Vergleich zu den lokalen Ressourcen
wahrscheinlich zu viel Geld und Mühe. Dennoch würde seine geografische Lage auf halbem Weg zwischen zwei wichtigen touristischen Gebieten Marokkos,
Marrakesch und Agadir, sicherlich eine Intervention dieser Art rechtfertigen

5. Verallgemeinerung und andere mögliche Anwendungen

    Die in dieser Arbeit vorgestellte Definition der Reproduzierbarkeit wird wie folgt verallgemeinert. Wir nehmen das an ist eine Matrix der Größe n mit
positiven oder Null-Koeffizienten, was eine stetige Funktion ist. stellt die Erwartung der Anzahl von Individuen vom Typ i dar, die pro Zeiteinheit zum
Zeitpunkt t von einem Individuum vom Typ j infiziert wurden, das zum Zeitpunkt t - τ infiziert war . Wir nehmen das an

Mit geeigneten Positivitätshypothesen für die Matrixfunktion gibt es eine einzige reelle Zahl so dass es eine positive kontinuierliche Vektorfunktion gibt,
die nicht identisch Null ist, periodisch von Periode T , notiert mit

w1(t)

∫
∞

0
h(τ)w1(t − τ) dτ = ∫

t

−∞

h(t − θ)w1(θ) dθ

= ∫
t

0
h(t − θ)w1(t − θ) dθ +

∞

∑
n=0

∫
T

0
h(t + (n + 1)T − θ)w1(θ) dθ

= ∫
t

0
H(t − θ)w1(θ) dθ + ∫

T

t

H(t − θ + T )w1(θ) dθ ,

H(τ) =
∞

∑
n=0

h(τ + nT ) . (15)

p(t){∫
t

0

H(t − θ)w1(θ) dθ + ∫
T

t

H(t − θ + T )w1(θ) dθ} = r0 w1(t) .

w1(t) (0,T ) ti = (i − 1)T/N
i = 1 …N ρ̄0

p̄(ti)
T

N
{

i−1

∑
j=1

H(ti − tj)Wj +
N

∑
j=i

H(ti − tj + T )Wj} = ρ̄0 Wi . (16)

AW = ρ̄0 W A W = (W1, … ,WN)
R0 r0

√(β π̂) × (βπ pmax) × ρ̄0/P ⟶
N→+∞

R0 .

N

(0,T )

N

R0 1,901 1,926 1,938 1,940 1,940

p̄(ti) p̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ p̄(t) Λ̄(t)

p̄(ti) = e−μ(ti−θk)[p̄(θk) − Λ̄k/μ] + Λ̄k/μ, θk ≤ ti < θk+1.

p̄(t)
H(τ)

h(τ)

h(τ) =
1

μ
[e−μτ ∫

τ

0
eμσ f(σ) dσ + 1 − e−μτ − ∫

τ

0
f(σ) dσ].

ρ̄0

R0 ≃ 1,94 (R0)2 ≃ 3,76
βπ pmax

p(t) R0 ≃ 2,76

A(t, τ)
Ai,j(t, τ)

A(t + T , τ) = A(t, τ), ∫
∞

0
A(t, τ) dτ < +∞ ∀t.

A(t, τ) R0

w(t)



Darüber hinaus, wenn  ist eine gegebene Vektorfunktion und

wir haben dann

ist eine positive periodische Vektorfunktion der Periode T mit

Schließlich,  wenn  und  wenn . Diese Definition der Reproduzierbarkeit kann auch in anderen Bereichen der Bevölkerungsdynamik
verwendet werden, beispielsweise in der Demografie, wo das Verb "gebären" das Verb "infizieren" ersetzt.

    Wenn wir haben , dann nehmen wir für  ein Eigenvektor der Matrix . ist daher der spektrale Radius dieser Matrix.
Andernfalls,  ist die einzige reelle Zahl, für die der Spektralradius der folgenden Matrix gleich 1 ist

Für jeden dem Eigenwert 1 zugeordneten Eigenvektor dieser Matrix kann gewählt werden , so dass dies eine Lösung von (18) ist.

    Es gibt einen weiteren Sonderfall, in dem die Reproduzierbarkeit leicht berechnet werden kann. Dies ist der Fall, wo  und

mit Funktionen  und die periodisch mit Periode T sind . In der Tat ist das Problem des Eigenwerts geschrieben

Durch Ableiten dieser Gleichung und Integrieren nach Teilen erhalten wir

Diese Gleichung wird auch geschrieben

Also haben wir

K ist eine positive Konstante.  ist eine periodische Funktion, wenn für alle t . Aber die Funktionen  und  sind periodisch. 
 dann und nur dann, wenn

Umgekehrt ist (21) mit (22) eine Lösung für Gleichung (20). Die Formel (22) erscheint in (Ma und Ma, 2006, § 3.1) für ein SIR-Epidemiemodell mit einer
periodischen Kontaktrate und Mortalität. Die Analyse seiner linearen Stabilität hat die Form (17) mit der Form (19). Die Autoren zögern jedoch, die Notation
zu verwenden für die rechte Seite von (22). Sie benutzen , weil sie keine allgemeine Definition der Reproduzierbarkeit haben. Dieser Ausdruck erscheint erst
am Ende ihrer Analyse.

    Die gleiche Berechnung (Ableitung, Integration nach Teilen usw.) ab (18) zeigt dies

Diese Funktion ist genau dann periodisch, wenn

Die epidemische Schwelle (  oder ) hängt in diesem Fall nur von den Durchschnittswerten der Koeffizienten ab. Im noch spezielleren Fall wo  ist
konstant, Formel (23) ist das Ergebnis, das in (Williams und Dye, 1997) unter Verwendung von Fourier-Reihen und divergenten Reihen "demonstriert" wurde!

∫
∞

0
A(t, τ)w(t − τ) dτ = R0 w(t) .

ū(t)

u(t) = ∫
t

0
A(t, τ)u(t − τ) dτ + ū(t) , (17)

u(t) ∼ eλ
∗t v(t), t → +∞.

v(t)

∫
∞

0
e−λ∗τ A(t, τ) v(t − τ) dτ = v(t) . (18)

λ∗ > 0 R0 > 1 λ∗ < 0 R0 < 1

A(t, τ) = A(τ) w(t) ∫ ∞
0 A(τ) dτ R0

λ∗

∫
∞

0
e−λ∗τA(τ) dτ.

v(t)

n = 1

A(t, τ) = p(t) e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ (19)

p(t) ϕ(t)

p(t)∫
∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(τ)dτ w(t − τ) dτ = R0 w(t) . (20)

R0 w
′(t) =p′(t)∫

∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ + p(t)∫

∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w′(t − τ) dτ

+ p(t)∫
∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=p′(t)
R0 w(t)

p(t)
− p(t)∫

∞

0
ϕ(t − τ) e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ

− p(t) [e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ)]

∞

0

+ p(t)∫
∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=
p′(t)

p(t)
R0 w(t) − ϕ(t)R0 w(t) + p(t)w(t)

w′(t)

w(t)
=

p′(t)

p(t)
− ϕ(t) +

p(t)

R0
.

w(t) = K p(t) e
− ∫ t

0 ϕ(τ)dτ+ 1
R0

∫ t

0 p(τ) dτ
. (21)

w(t) w(t + T ) = w(t) p(t) ϕ(t)
w(t + T ) = w(t)

R0 =
∫ T

0
p(τ) dτ

∫ T

0
ϕ(τ) dτ

. (22)

A(t, τ)
R0 R̄

v(t) = K p(t) e−λ∗ t−∫
t

0 ϕ(τ) dτ+∫
t

0 p(τ) dτ .

λ∗ =
1

T
∫

T

0
p(τ) dτ −

1

T
∫

T

0
ϕ(τ) dτ . (23)

R0 > 1 λ∗ > 0 ϕ(t)



    Erwähnen wir auch, dass die lineare Stabilität des SEIR-Epidemiemodells mit einer periodischen Kontaktrate (Ma und Ma, 2006, § 2) mit einer Matrix in die
Form (17) gebracht werden kann  von Größe 2 ähnlich der von Abschnitt 3. Wie in diesem Artikel kann man nicht auf eine explizite Formel für die
Reproduzierbarkeit hoffen, aber numerische Schätzungen sind möglich.

    Unter dem Gesichtspunkt der Anwendung könnte die von uns vorgeschlagene Definition der Reproduzierbarkeit verwendet werden, um das Risiko von durch
Vektoren übertragenen Krankheiten in Regionen abzuschätzen, die bisher nicht infiziert waren. Es werden ausreichende Informationen über die Vektorpopulation
und die Krankheit benötigt. Es ist ein sehr beliebtes Thema in der Epidemiologie geworden, weil viele Menschen glauben, dass sich das Klima erwärmt und dass
Tropenkrankheiten des "Südens" im "Norden" auftreten oder wieder auftreten könnten. Insbesondere wird das EDEN-Projekt „ Emerging Diseases in einem sich
verändernden europäischen eNvironment “ (www.eden-fp6project.net) erwähnt.
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