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الملخص

داء اللیشمانیات الجلدي ھو مرض تنتقلھ النواقل إلى البشر عن طریق ذباب الرمل. في ھذه المقالة ، نقوم بتطویر نموذج ریاضي یأخذ في الاعتبار موسمیة السكان الناقلین وتوزیع فترة الكمون بین العدوى
. یشیر ) ، مناسب للبیئات الدوریة. بالنسبة لوباء شیشاوة ، یقدر ذلك والأعراض في البشر. یتم تعدیل المعلمات للبیانات من ولایة شیشاوة في المغرب. نقترح أیضًا تعمیم تعریف التكرار (
. النموذج إلى أن الوباء سینتھي إذا تم تقسیم عدد ناقلات المرض على

مقدمة .1

.(Diptera: Psychodidae: Phlebotominae) داء اللیشمانیات ھو مجموعة معقدة من الأمراض المنقولة التي تسببھا الأوالي في جنس اللشمانیا. ینتقل الطفیلي إلى البشر عن طریق لدغات ذبابة الرمل    
المرض مستوطن في العدید من مناطق أفریقیا وأمریكا الجنوبیة وأمریكا الوسطى وجنوب أوروبا وآسیا والشرق الأوسط. یتألف داء اللیشمانیات من أربعة كیانات رئیسیة من وجھة نظر وبائیة بیئیة: داء
اللیشمانیات الحشوي أو داء اللیشمانیات البشري ، وداء اللیشمانیات الجلدي الحیواني أو البشري. في الأشكال البشریة ، فإن البشر ھم المصدر الوحید للعدوى لناقلات ذبابة الرمل. في دورات انتقال الأمراض
الحیوانیة ، تكون الحیوانات خزانات تحافظ على طفیلیات اللیشمانیا وتنشرھا . عن كل عام  حالات بشریة جدیدة من داء اللیشمانیات الحشوي و 1 إلى  ملیون حالة من داء اللیشمانیات الجلدي
.حول العالم (دیسجو ، 2004). داء اللیشمانیات الحشوي قاتل إذا ترك دون علاج. عادة ما یشفى داء اللیشمانیات الجلدي من تلقاء نفسھ ولكنھ قد یترك ندوباً مشوھة

وفقاً لوزارة الصحة العمومیة المغربیة (2001) ، فإن داء اللیشمانیات الجلدي البشري الناتج عن اللیشمانیا المداریة ھو مرض ناشئ في ولایة شیشاوة: بین بدایة عام 2000 ونھایة عام 2004 ، 1877 تم    
الإبلاغ عن الحالات رسمیا. یوضح الشكل 1 التطور الشھري لعدد الحالات المبلغ عنھا في مدینة إیمنتانوتي ، والتي تمثل حوالي 80٪ من الحالات في المحافظة ، بین بدایة عام 2001 ونھایة عام 2004.
.حالات قلیلة (43 إجمالا) لوحظت بالفعل خلال عام 2000 ، لكن التقریر الشھري المفصل غیر متاح

الشكل 1 الشكل 1. المحور الأفقي: الوقت. المحور الرأسي ومنحنى الدرج: العدد الشھري لحالات داء اللیشمانیات الجلدي المبلغ عنھا في إیمنتانوت في ولایة شیشاوة بالمغرب. الجولات
.(Guernaoui et al.، 2005) الناقل المحتمل ، Phlebotomus sergenti (مقیاس غیر مھم): تطور تعداد الفطر

مسؤول عن انتقال المرض وأن انتقالھ ھو من صنع الإنسان: لم یتم اكتشاف أي خزانات Phlebotomus sergenti أن ذباب الرمل من الأنواع (Guernaoui et al.، 2005) أظھرت دراسة میدانیة    
تم الحصول علیھ مع الفخاخ مرة أو مرتین في الشھر من یونیو 2002 إلى دیسمبر Phlebotomus sergenti2003 حیوانیة مثل الكلاب لھذا الغرض. وباء معین. یوضح الشكل 1 أیضًا التقدیرات السكانیة لـ
لاحظ أن عدد ناقلات المرض ینخفض   إلى الصفر بین دیسمبر ومایو. ویرجع ذلك إلى دورة حیاة معینة من ذبابة الرمل في ھذه المنطقة: خلال ھذه الأشھر ، یبقى .(S. Guernaoui (أطروحة دكتوراه من قبل
.البیض والیرقات فقط مختبئین في الأرض. عندما ترتفع درجة الحرارة في بدایة كل صیف ، تتحول الیرقات إلى البالغین الذین یطیرون. یتوقف التحول عندما یظھر موسم البرد مرة أخرى

الذي یقیس الجھد المطلوب لوقف الوباء. من المثیر للاھتمام أن     وأشار إلى أن الھدف من ھذا العمل ھو تطویر نموذج ریاضي لھذا الوباء ، لتقدیر معلمات معینة لدورة الانتقال وتقدیر العتبة الوبائیة. 
.نلاحظ أن ھذه الدراسة بالذات قادتنا إلى تعریف عام جدید للتكاثر في بیئة دوریة

    (Bensalah et al.، 1994؛ Burattini et al.، 1998؛ Chaves and Hernandez، 2004؛ Hasibeder et al.، 1992؛ Kerr et al.، 1997؛ Rabinovich and Feliciangeli، 2004)
.یحاكي مجموعة ناقلات متقلبة ولكن بدون تحلیل ریاضي وبدون بیانات میدانیة (Bensalah et al.، 1994) طوروا بالفعل نماذج ریاضیة مختلفة لداء اللیشمانیات . فقط

بالنسبة لنموذجنا ، نحن نصر على نقطتین. أولاً ، ھناك تقلبات موسمیة واضحة للغایة في أعداد ناقلات الأمراض ؛ یتم الحصول على أبسط النماذج بافتراض أن عدد النواقل دوري بفترة تساوي سنة واحدة.    
.(ثانیاً ، ھناك تأخیر لعدة أشھر بین الإصابة ، یحدث في الصیف أو الخریف عندما لا یكون عدد ناقلات المرض صفرًا ، وظھور حالات الأعراض ، التي تكون أعلى في الشتاء والربیع. (انظر الشكل 1

تعود أقدم النماذج الریاضیة للأمراض المنقولة إلى رونالد روس (1911) ، الذي درس الملاریا. نموذجنا ھو بطریقة ما امتداد لنموذج روس "الثاني" ، وفقاً لاسم لوتكا (1923). یتم تقاسم مجموعة النواقل    
بین المتجھات السلیمة والمصابة. یتم تقاسم البشر بین الأصحاء والمصابین والمناعة. بالإضافة إلى ذلك ، من المفترض أن یتقلب عدد ناقلات المرض بشكل دوري. (أندرسون ومایو ، 1991 ، ص 404)
یعطیان نتائج ریاضیة فیما and (Diekmann and Heesterbeek، 2000، p.148) (Heesterbeek and Roberts، 1995a and 1995b) درسوا تأثیر الموسمیة على الأمراض المنقولة بالنواقل ؛
أن تعریف عتبة الوباء التي من المفترض أن تحل محل التكاثر ، عندما یكون عدد النواقل (Heesterbeek and Roberts، 1995b، §2. 3) یتعلق بنظریة فلوكیت للمعادلات التفاضلیة الدوریة. ملحوظة في
دوریاً ، غریباً بعض الشيء: في الحالة الخاصة حیث یكون عدد النواقل ثابتاً ، فھو نصف القطر الطیفي لمصفوفة مماثلة ( بمعنى نظریة المصفوفة) ولكنھا لا تساوي مصفوفة الجیل القادم. علاوة على ذلك ، لا
یحتوي ھذا العمل على تأخیر بین العدوى والأعراض في البشر بخلاف التأخیر الموزع بشكل كبیر. نرى في الشكل 1 أن التأخیر الثابت سیعطي بیانات سیئة لوباء داء اللیشمانیات الجلدي في إیمنتانوت لأن
أعداد ناقلات المرض لیست صفرا لمدة ستة أشھر من السنة ولكن تحدث حالات بشریة طوال الوقت من السنة. التأخیر الموزع ضروري. تعود النماذج الأولى في علم الأوبئة بتأخیر موزع إلى كیرماك
لكن ، (Williams and Dye، 1997) وماكیندریك (1927) وتتضمن معادلات تفاضلیة جزئیة. تجمع بعض الدراسات بین ھذه التأخیرات الموزعة مع التأثیر الدوري في سیاق علم الأوبئة: ھذا ھو الحال مع
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لدراسة الموالید Fourier سلسلة Coale (1972) المناقشة تركز بشكل أساسي على التوزیع الأسي. ومع ذلك ، تناقش العدید من الأعمال التوزیعات العامة في مجالات أخرى من دینامیكیات السكان: یستخدم
Jagers and) .المعادلات المتكاملة لفولتیرا مع النواة الدوریة في إطار تجریدي مع تطبیق على مجموعات النباتات Thieme (1984) الدوریة في النماذج الدیموغرافیة الخطیة في الوقت المستمر ؛ یدرس
Nerman، 1985) یدرس عملیات التفرع في بیئة دوریة ؛ (أنیتا وآخرون ، 1998) یدرس الحصاد الأمثل لسكان منظمین حسب العمر مع خصوبة دوریة. یقدم Thieme (1984) المبرر النظري لدراسة
.نموذجنا الخطي

باختصار ، من وجھة النظر العامة لدینامیكیات السكان ، فإن مساھمتنا ھي توضیح تعریف عتبة الوباء للأمراض المنقولة بالنواقل مع تجمعات دوریة من المتجھات. یبدو التعریف جدیدًا حتى في حالة    
في الحالة العامة. من وجھة نظر علم الأوبئة ، فإن مساھمتنا ھي توزیع فترة الحضانة بشكل كبیر بحیث یتم اختزال النموذج إلى نظام المعادلات التفاضلیة العادیة. بالإضافة إلى ذلك نقدم خوارزمیة لحساب
شھور وصلنا أخیرًا إلى تقدیر معاییر معینة في انتقال داء اللیشمانیات الجلدي خلال وباء في المغرب: یتم تقدیر الوقت بین العدوى والأعراض بتوزیع جاما في المتوسط   6 الشھر والانحراف المعیاري 
. یشیر النموذج إلى أن الوباء سینتھي إذا تم تقسیم عدد ناقلات المرض على . التقدیر

مخطط المقال على النحو التالي. یقدم القسم 2 نظام المعادلات التفاضلیة المستخدمة لنمذجة الوباء. القسم 3 یحلل النموذج ، ولا سیما استقرار الحالة دون عدوى. یقدم القسم 4 محاكاة مع معلمات معدلة    
لھذا الوباء بالذات. یقدم القسم 5 تعریفاً عامًا لإعادة الإنتاج  في بیئة دوریة ویناقش صلتھ بالعمل السابق .Imintanoute للبیانات الوبائیة لمدینة .ثم نقدر عتبة الوباء 

النموذج .2

ھل    

عدد ذباب الرمل الصحي في الوقت  ر ؛ :
عدد ذبابة الرمل المصابة ؛ : 
عدد البشر الأصحاء ؛ : 

.البشر المصابون في الوقت  ر منظم حسب الوقت  منذ الإصابة :
.عدد البشر المحصنین : 

لتبسیط النموذج ، لا نأخذ في الاعتبار الفترة الزمنیة التي یصاب خلالھا البشر أو المتجھات ولكن لیست معدیة بعد. تحتوي مجموعة البشر "المناعیین" على الأشخاص الذین ظھرت أعراضھم مؤخرًا وتم
من المفترض أن الندوب مغطاة بمجرد ظھورھا ؛ . R  تغطیتھم بالأنسجة بحیث لم یعد بإمكانھم نقل المرض ، والأشخاص الذین شُفیت ندوبھم والذین محصن. الحالات المبلغ عنھا الناس الذین یدخلون الدولة
. دعونا نقدم الرموز من الواضح أنھ تبسیط للوضع الحقیقي. إجمالي عدد المصابین

إجمالي عدد السكان ؛ : 
إجمالي عدد ذباب الرمل ؛ : 

.معدل ظھور ذباب الرمل : 
وفیات ذبابة الرمل ؛ : 
تكرار لدغات ذبابة الرمل ؛ : 

معدل تقدم عدوى المناعة لدى البشر ؛ : 
معدل فقدان المناعة ؛ : 
احتمال انتقال داء اللیشمانیات الجلدي من ذبابة الرمل إلى الإنسان أثناء اللدغة ؛ : 
.احتمالیة انتقال داء اللیشمانیات الجلدي من الإنسان إلى ذبابة الرمل أثناء اللدغة : 

:یتكون النموذج من المعادلات التالیة

ھو في الواقع ثابت. إذا ھو التوزیع . لاحظ ذلك  تحقق  وذاك  ،  و   ،  ، بشروط أولیة 
الاحتمالي للوقت المنقضي من العدوى إلى الأعراض عند البشر وإذا  ھو احتمال عدم ظھور الأعراض  وحدات الوقت بعد الإصابة ، ثم

. لذا

التحلیل .3

، أین  ھو الحل     ،  و   ، . ثم یكون للنظام (1) - (2) حل دوري بدون مرض یعطى من قبل  نفترض ذلك  ھي وظیفة دوریة للفترة 
. یتم دراسة استقرارھا من خلال خط النظام. لقد فعلنا الدوري الوحید ل 

، أین  ھو الوقت منذ . یتضمن ھذا النظام معادلة تفاضلیة خطیة ومعادلة تفاضلیة جزئیة خطیة. لجعل المناقشة أكثر تماثلاً ، دعنا نقدم مع الشرط الأولي  و 
. ثم الإصابة في ذبابة الرمل ومتجھ العمود 

. لذا مع 
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، المعادلة السابقة ھي الشكل مع الترمیز 

ھي وظیفة معینة. لاحظ أن المعامل على الخط  والعمود  المصفوفة  ھو توقع عدد الأفراد من النوع  (المتجھات من النوع 1 والبشر من - دوري في  و  أین  ھو 
. النوع 2) من النوع الفردي المصاب  یصیب لكل وحدة زمنیة في الوقت  إذا أصیب في ذلك الوقت

- غیر دوریة بقیم  لوحظ  ؛ المقدمة مع قاعدة     ، Thieme (1984) درس .Banach وھي مساحة ، supremum جمیع الوظائف المستمرة  السلوك المقارب لمعادلات مثل (4):
أین  ھو رقم حقیقي و  ھي دالة موجبة ، لیست متطابقة تمامًا وھكذا

.(Jagers and Nerman، 1985 ؛Thieme، 1984) على وجھ التحدید ، ھناك رقم حقیقي فرید من نوعھ  التي یمكن أن نجدھا  وھو إیجابي ولا یتطابق تمامًا

. تذكر أن العامل الخطي إیجابي ، یتمیز بوجود      ، أیضا في  دعونا نحدد  كما نصف القطر الطیفي للعامل الخطي الذي  یجمع بین الوظیفة 
موجب ولیس متطابق صفر مثل

بینما  إذا . ثم  لھ خصائص العتبة الوبائیة:  إذا 

، دعنا نحدد     في الواقع ، لأي عدد حقیقي 

أمر إیجابي. بالإضافة إلى ذلك ، یعني عامل التشغیل الخطي  . لاحظ أیضًا أنھ لكل شيء  . لاحظ أن ھذا التعریف یتزامن جیدًا عندما مع ذلك  نصف قطرھا الطیفي  لوحظ 
، ثم . وإذا ، ثم  حسب المعادلة (5). اذا نعم  یتناقص. لكن  . خصائص نصف القطر الطیفي تعني أن الوظیفة من  في  . ذلك 

. نحن نرى ذلك      . في ھذه الحالة ، ضع في الاعتبار الوظیفة الثابتة یساوي المتجھ الذاتي الإیجابي للمصفوفة الموجبة  ، ثم  لا یعتمد علیھا  لاحظ أنھ إذا  ھو ثابت 
وبشكل أكثر تحدیدًا ، نحصل على .(Diekmann and Heesterbeek، 2000، p.74) ھو نصف القطر الطیفي لھذه المصفوفة ، یسمى مصفوفة الجیل التالي

. حیث نرى منتج متوسط   عدد البشر المصابین بذبابة رمل مصابة  مع متوسط   عدد ذباب الرمل المصاب من قبل الإنسان المصاب

. لذلك (6) مكتوب     بشكل دوري ، دعنا نكتب  إذا  لیست ثابتة ولكن 

غیر موجبة بشكل دوري ولا تتطابق مع الصفر  الذي یتحقق دعونا ندرج المعادلة الثانیة في الأولى. یمكننا أن نرى ذلك إذا ھو أن ھناك وظیفة 

ثم

. إذا كان . من الواضح ،  دالة تناقص  ،  و  تعمم الصیغة (9) الصیغة الكلاسیكیة (7) لأمراض ناقلات الأمراض مع مجموعة ناقلات موسمیة دوریة. لاحظ ذلك  ھي وظیفة معقدة من 
، والتي تكون صالحة بشكل مسبق . إذن الاستنتاج الكلاسیكي القائل بأن مرض النواقل یمكن استئصالھ إذا تم تقسیم سكان النواقل على  ، ثم  تم استبدالھ بـ  خلاف ذلك تم استبدالھ بـ 
.فقط لمجموعة ثابتة من المتجھات ، تظل صحیحة إذا كان عدد المتجھات دوریاً ، شریطة أن یكون تعریف  المقدمة أعلاه

.یناقش بإیجاز ھذه النقطة (Heesterbeek and Roberts، 1995b، § 2.1) . لتجنب أي لبس ، تذكر أن بعض المؤلفین یتصلون  ما ھو ھنا    

 محاكاة وتقدیر .4

سكان. ومع ذلك ، فإن أجزاء معینة من المدینة تتأثر أكثر من غیرھا لأن الذباب الرملي یفضل الأماكن التي یمكن أن یضع Imintanoute دعونا نقدر معلمات النموذج. إجمالي عدد سكان     حولھا 
الذین یتمتعون بصحة جیدة في ، P  فیھا بیضھ ، على سبیل المثال بالقرب من مقالب القمامة. لا یوجد سوى نموذج واحد متجانس في نموذجنا. إحدى الطرق للتعامل مع ھذه المشكلة ھي اعتبار أن السكان
، وینبغي تحدیدھا عند ملاءمة منحنى الوباء للبیانات .البدایة ، غیر معروفین ولكن مع قیود

من ذبابة الرمل البالغة ، وفقاً للمعرفة الحالیة ، حوالي 10 أیام. لذلك نختار في الشھر     .أمل الحیاة 

تظُھر البیانات في الشكل 1 التقلبات الموسمیة لمجموعة ناقلات الأمراض ضمن ثابت مضاعف بین یونیو 2002 ودیسمبر 2003. ونأخذ كأساس للتعداد الدوري لنموذجنا البیانات بین ینایر ودیسمبر    
2003. بالطبع ، لم یكن عدد ناقلات المرض ھو نفسھ تمامًا بین یونیو ودیسمبر 2002 كما بین یونیو ودیسمبر 2003 ، لأن متوسط   درجة الحرارة الشھریة على سبیل المثال قد یكون مختلفاً قلیلاً من عام
لآخر. دعونا نحدد

J(t, 0) = ∫
t

0

( )J(t − τ, 0) dτ

+ ∫
∞

t

( )J0(τ − t) dτ .

0
βπ̂p(t)
P e− ∫ τ

0 α(σ) dσ

βπe−μτ 0

0
βπ̂p(t)
P e− ∫ τ

τ−t
α(σ) dσ

βπe−μt 0

u(t) = J(t, 0)

u(t) = ∫
t

0

A(t, τ)u(t − τ) dτ + ū(t), (4)

A(t, τ)Ttū(t)Ai,j(t, τ)ijA(t, τ)i

jt t − τ

TR
2

E u(t) ∼ eλ
∗t v(t)

λ∗v ∈ E

v(t) = ∫
∞

0
e−λ∗τA(t, τ) v(t − τ) dτ. (5)

λ∗v ∈ E

R0w ∈ Et ↦ ∫
∞

0
A(t, τ)w(t − τ) dτER0w ∈ E

∫
∞

0
A(t, τ)w(t − τ) dτ = R0 w(t). (6)

R0λ∗ > 0R0 > 1λ∗ < 0 R0 < 1

λ

Aλ : E⟶ E

v⟼ (t ↦ ∫
∞

0

e−λτA(t, τ) v(t − τ) dτ).

AλRλλ = 0R0λAλλ1 ≤ λ2

Aλ1 ≥ Aλ2λ ↦ RλRRRλ∗ = 1R0 > 1λ∗ > 0R0 < 1 λ∗ < 0

p(t)pA(t, τ)tw(t)∫
∞

0 A(τ) dτR0

R0 = √ β2 π π̂

P
×

p

μ
∫

∞

0

g(τ) dτ , (7)

βπ

μ

βπ̂p

P
∫ ∞

0
g(τ) dτ

p(t)Tw = (w1 , w2)

β π̂ p(t)

P
∫

∞

0

g(τ)w2(t − τ) dτ = R0 w1(t)

βπ ∫
∞

0

e−μτ w1(t − τ) dτ = R0 w2(t).

r0Tw1(t)

p(t) ∫
∞

0
g(τ) ∫

∞

0
e−μσ w1(t − τ − σ) dσ dτ = r0 w1(t), (8)

R0 = √ β2 π π̂

P
× r0. (9)

r0p(t)g(x)μr0μ

p(t)ε p(t)r0ε r0(R0)2

R0

R0 (R0)2

R0

5 000

P ≤ 5 000

1/μμ = 3



، الحد الأقصى لعدد ذبابة الرمل في السنة : 
،
،

،
.

ھي وظیفة الدرج ، وعرض الخطوات یساوي الوقت بین ملاحظتین لمجموعات ذبابة الرمل. یمكنك بسھولة ضبط ارتفاعات الخطوات بحیث قدمھا نفترض أن معدل ظھور الذباب الرملي شھریا 
یتزامن مع البیانات (انظر الشكل 2 أ والشكل 2 ب). وبشكل أكثر تحدیدًا ، إذا ھي لحظتین متتالیتین من المراقبة ، إذن

. تبین أن ھذا الاختیار متوافق مع البیانات بالمعنى الذي وجدناه  على كل فاصل زمني باستثناء بالطبع على الفاصل الأخیر في نھایة موسم الإرسال ، والذي بالنسبة لھ على الفاصل الزمني 
، والتي اتخذناھا .  و 

 
. تمثل النقاط البیانات من . یتم حساب الخط باستخدام  . (ب) تعداد ذبابة الرمل  .(Guernaoui et al.، 2005) الشكل 2. (أ): معدل ظھور ذبابة الرمل 

     ،  ، ، على سبیل المثال في أوائل عام 2000 ، یستورد الإنسان العدوى إلى السكان الأصحاء. في ھذا الوقت ، تعداد النواقل صفر. الشرط الأولي ھو: افترض ذلك 
) و ،  (كتلة دیراك في   .

. نفترض أن التوزیع الاحتمالي الوقت بین العدوى والأعراض عند البشر ھو توزیع غاما     :تحدید 

للحسابات العددیة ، لاحظ ذلك

. إذا

. نحن نرى ذلك     النظر في النظام (1) - (2). اقسم المعادلتین الأولیین على

. تذكر أنھ بالنسبة لتوزیع جاما ، ھو المتوسط   و   ،  والمعلمتین  و  الذین یحددون  ، المنتوج  ، المنتوج  معروفة. المعلمات الوحیدة غیر المعروفة ھي:  و 
.الانحراف المعیاري

     ، تمت محاكاة النظام (11) - (12) بقیم معلمات مختلفة. نحصل على تعدیل جید لعدد الحالات المبلغ عنھا كل شھر بین ینایر 2001 ودیسمبر 2004 ، أي على البیانات الواردة في الشكل 1 ، مع
.( في الشھر،  في الشھر،  السنة ،  أشھر و  أشھر (انظر الشكل 3

pmax

p̄(t) = p(t)/pmax

Λ̄(t) = Λ(t)/pmax

s̄(t) = s(t)/pmax

ī(t) = i(t)/pmax

Λ̄(t)p̄(t)
p̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ p̄(t)θk < θk+1

Λ̄(t) = Λ̄k = μ
exp(μ θk+1) p̄(θk+1) − exp(μ θk) p̄(θk)

exp(μ θk+1) − exp(μ θk)
(10)

(θk, θk+1)Λ̄ ≥ 0
p̄(θk) > 0p̄(θk+1) = 0 Λ̄(t) = 0

Λ̄(t)p̄(t)p̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ p̄(t)

t = 0s(0) = 0i(0) = 0
S(0) = P − 1I(0, τ) = δτ=0τ = 0 R(0) = 0

α(τ)f(τ)

f(τ) = aν τ ν−1 e−a τ/Γ(ν).

α(τ) =
f(τ)

1 − ∫ τ

0 f(σ) dσ
≃ −

f ′(τ)

f(τ)
= a −

ν − 1

τ

τ → +∞

pmax

s̄ ′(t) = Λ̄(t) − μ s̄(t) − β π̂ s̄(t)
I(t)

P
, ī

′
(t) = β π̂ s̄(t)

I(t)

P
− μ ī(t) ,

S ′(t) = −βπ pmax ī(t)
S(t)

P
+ γR(t) ,

I(t, 0) = βπ pmax ī(t)
S(t)

P
,

∂I

∂t
(t, τ) +

∂I

∂τ
(t, τ) = −α(τ) I(t, τ) ,

R′(t) = ∫
∞

0
α(τ) I(t, τ) dτ − γR(t) .

(11)

(12)

Λ̄(t) μPβ π̂β π pmaxγaνα(τ)ν/a√ν/a

P = 800
β π̂ = 1,1βπ pmax = 16 2301/γ = 1,2ν/a = 6√ν/a = 1,5



الشكل 3. العدد الشھري لحالات داء اللیشمانیات الجلدي الجدیدة المحسوبة بالنموذج (الخط المنقط) وعدد الحالات المبلغ عنھا (وظیفة الدرج). نعرض أیضًا مجموعة ذبابة الرمل (بخط عریض
.(وتعسفي

، محدد في القسم السابق. أولاً ، لتبسیط المعادلة (8) ، نستخدم تغییر المتغیر للحصول على     باستخدام قیم المعلمات ھذه ، یمكننا الحساب عددیاً 

نحن نتكامل مع الأجزاء ونلاحظ اختفاء المصطلح المتكامل. نأتي إلى

حیث نضع

بشكل دوري ، نرى ذلك منذ ذلك الحین  ھو 

حیث نضع

لذا فإن مشكلة القیمة الذاتیة (13) تعادل

. في الواقع ، لنأخذ العدد الصحیح ، N  والتي یمكن تناولھا بسھولة لأنھا تنطوي فقط على قیم  على الفاصل الزمني  . دعونا نحدد  وھو كبیر. لنأخذ ل 
نصف القطر الطیفي لمشكلة القیمة الذاتیة للمصفوفة

. نستنتج ذلك . دعونا ننظر في العلاقة (9) بین و  ، أین  مصفوفة الحجم  مع معاملات موجبة أو صفر و  وھو الشكل 

.النتائج معروضة في الجدول 1

.  ھو عدد النقاط التي الجدول 1. المقدرة 
، والتي تمثل سنة .تفسد الفاصل الزمني 

25 50 100 200 400

:عملیاً ، نحسب شروط (16) من المواد التالیة    

المعادلة  وافتراض أن  إن دالة الدرج التي تعطیھا الصیغة (10) تعني ذلك  إذا  لسكان ناقلات القیاسیة 
. نذكر أن ھو مبین في الشكل 2 (ب ).
، الذي ، یتم اقتطاع المجموع (15) ، مع الاحتفاظ فقط بالفصلین الأولین. لا یؤدي أخذ أكثر من مصطلحین في المجموع إلى تغییر أي من الأرقام في الجدول 1. للدالة من أجل الوظیفة 
، نستخدم المعادلتین (3) و (14) والتكامل بالأجزاء للحصول على الشكل الأكثر عملیة . یستخدم لحساب 

R0θ = τ + σ

p(t)∫
∞

0

g(τ) eμτ ∫
∞

τ

e−μθw1(t − θ) dθ dτ = r0 w1(t) .
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∞
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∞
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∑
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θk ≤ ti < θk+1p̄(t)
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.Scilab (www.scilab.org) نصف القطر الطیفي  یتم حسابھا باستخدام برنامج الریاضیات الرقمي مثل

. لقد تحققنا عددیاً من أن محاكاة النظام (11) - (12) من المعادلات التفاضلیة الجزئیة مع المنتج . یمكننا وقف الوباء إذا تم تقلیل عدد ناقلات المرض بعامل  أخیرا ، یبدو أن 
. إذا بدلاً من استخدام الطریقة المعقدة إلى حد ما في ھذا القسم ، فقد استخدمنا كصیغة تقریبیة (7) مع الرمز  مقسومًا على  لا یزال یعطي وباء ، في حین لا یوجد وباء إذا تم تقسیم ھذا المنتج 
الذي یبالغ في الجھد المطلوب لوقف الوباء . تم استبدالھ بمتوسط  متقلبة ، كنا قد حصلنا علیھا 

غیر معروفة بشكل عام. إن جھود المكافحة التي تركز فقط على المراحل غیر الناضجة لیست مجدیة Sandfly لا یوجد حالیاً أي دواء وقائي أو لقاح یمكن استخدامھ لمنع داء اللیشمانیات. مواقع تفقیس    
وبالتالي فإن السیطرة على داء اللیشمانیات تعتمد على التدابیر المتخذة لتقلیل كثافة ذباب الرمل. یمكن تحقیق تخفیض مثل ھذا باستخدام المبیدات الحشریة. لكن محافظة .(Feliciageli، 2004) بشكل عام
شیشاوة ھي منطقة ریفیة فقیرة ، وربما یتطلب ھذا الحل الكثیر من المال والجھد مقارنة بالموارد المحلیة. ومع ذلك ، فإن موقعھا الجغرافي ، في منتصف الطریق بین منطقتین سیاحیتین ھامتین في المغرب ،
مراكش وأكادیر ، سیبرر بالتأكید تدخل ھذا النوع من

التعمیم والتطبیقات الممكنة الأخرى .5

تم تعمیم ھذا العمل على النحو التالي. نفترض ذلك ھي دالة مصفوفة الحجم  مع معاملات موجبة أو صفر ومستمرة.  یمثل توقع عدد الأفراد من النوع      تعریف التكاثر 
. مع فرضیات . نفترض ذلك  للجمیع  وذاك  للجمیع  المصابة لكل وحدة زمنیة في الوقت  حسب نوع الفرد  مصاب في ذلك الوقت 
غیر دوریة  مثل ، یوجد رقم حقیقي واحد  بحیث توجد دالة متجھ موجبة ، لیست متطابقة تمامًا ، ومستمرة و  إیجابیة مناسبة لوظیفة المصفوفة

بالإضافة إلى ذلك ، إذا  ھي دالة متجھ معین و  حیث

- الدوریة مثل ، أین  ھي دالة ناقل إیجابیة و  ثم  إذا 

. ھذا التعریف یمكن استخدامھا أیضًا في مجالات أخرى من دینامیكیات السكان ، على سبیل المثال الدیموغرافیا حیث یستبدل الفعل "ولادة" الفعل أخیرًا ،  إذا  و  إذا 
.""تصیب

لا یعتمد على     ھو نصف القطر الطیفي لھذه المصفوفة. من جھة أخرى، ھو الرقم الحقیقي ، t إذا  ، ثم نرى بالأخذ  ناقلة ذاتیة للمصفوفة  ان  أي إذا
.(بحیث یتحقق (eigenvalue 1 ، 18 من ھذه المصفوفة المرتبطة بالقیمة eigen الوحید الذي نصف القطر الطیفي للمصفوفة  یساوي 1. یمكن اختیار أي متجھ

ھناك حالة خاصة أخرى حیث التكاثر  یمكن حسابھا بسھولة ، أي الحالة حیث  و    

غیر دوریة. في الواقع ، یتم كتابة مشكلة eigenvalue مع وظائف  و  من ھم 

من خلال اشتقاق ھذه المعادلة والدمج بالأجزاء ، نحصل علیھا

ھذه المعادلة مكتوبة أیضا

ما یناسبھا

غیر دوریة. یتم التحقق من الحالة إذا وفقط إذا . لكن الوظائف و  ھم  - دوري إذا  للجمیع  ثابت إیجابي. الوظیفة وبالتالي تم الحصول علیھا  أین 

معادلة (22) معادلة الشیكات (20). تظھر الصیغة (22) في مع معدل اتصال دوري ومعدل وفیات ؛ SIR لنموذج وبائي (Ma and Ma، 2006، § 1.3) على العكس من ذلك ، الوظیفة  (21) مع 
. یظھر ھذا التعبیر ، لأنھ لیس لدیھم تعریف عام لـ  من النموذج (19). لكن المؤلفین یترددون في الاتصال  الجانب الأیمن من (22) ، یسمونھ  یأخذ تحلیل استقرارھا الخطي شكل (17) مع
.فقط في نھایة تحلیلھم

نفس الحساب (الاشتقاق ، التكامل بالأجزاء ، إلخ) بدءًا من (18) یوضح ذلك    

ρ̄0

R0 ≃ 1,94(R0)2 ≃ 3,76
βπ pmax3,73,9

pp(t)R0 ≃ 2,76

R0A(t, τ)n × nAi,j(t, τ)i

tjt − τA(t + T , τ) = A(t, τ)τ∫ ∞
0

A(t, τ) dτ < +∞t

A(t, τ)R0Tw(t)

∫
∞

0
A(t, τ)w(t − τ) dτ = R0 w(t) .

ū(t)u(t)

u(t) = ∫
t

0
A(t, τ)u(t − τ) dτ + ū(t) , (17)

u(t) ∼ eλ
∗t v(t)t → +∞v(t)T

∫
∞

0
e−λ∗τ A(t, τ) v(t − τ) dτ = v(t) . (18)

λ∗ > 0R0 > 1λ∗ < 0R0 < 1R0

A(t, τ) A(t, τ) = A(τ)w(t)∫ ∞
0 A(τ) dτR0λ∗

∫ ∞
0

e−λ∗τA(τ) dτ v(t)

R0n = 1

A(t, τ) = p(t) e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ (19)

p(t)ϕ(t)T

p(t)∫
∞

0

e− ∫ t

t−τ
ϕ(τ)dτ w(t − τ) dτ = R0 w(t) . (20)

R0 w
′(t) =p′(t)∫

∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ + p(t)∫

∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w′(t − τ) dτ

+ p(t)∫
∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=p′(t)
R0 w(t)

p(t)
− p(t)∫

∞

0
ϕ(t − τ) e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ) dτ

− p(t) [e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ w(t − τ)]

∞

0

+ p(t)∫
∞

0
e− ∫ t

t−τ
ϕ(σ)dσ [ϕ(t − τ) − ϕ(t)]w(t − τ) dτ

=
p′(t)

p(t)
R0 w(t) − ϕ(t)R0 w(t) + p(t)w(t)

w′(t)

w(t)
=

p′(t)

p(t)
− ϕ(t) +

p(t)

R0
,

w(t) = K p(t) e
− ∫ t

0 ϕ(τ)dτ+ 1
R0

∫ t

0 p(τ) dτ
, (21)

Kw(t)Tw(t + T ) = w(t)tp(t)ϕ(t)T

R0 =
∫ T

0 p(τ) dτ

∫ T

0 ϕ(τ) dτ
. (22)

w(t)R0

A(t, τ)R0R̄R0



دوریا إذا وفقط إذا ھذه الوظیفة 

. في حالة أكثر تحدیدا حیث ثابت ، الصیغة (23) ھي النتیجة "موضحة" في ) في ھذه الحالة یعتمد فقط على متوسط   قیم  و  ،Williams and Dye) عتبة الوباء ( أین 
!باستخدام سلسلة فورییھ وسلسلة متباینة (1997

في شكل (17) مع مصفوفة  الحجم  مشابھ لتلك الموجودة في (Ma and Ma، 2006، § 2) بمعدل اتصال دوري SEIR یجب أن نذكر أیضًا أنھ یمكن وضع الثبات الخطي لنموذج وباء    
.القسم 3. كما ھو الحال في ھذه المقالة ، لا یمكن توقع صیغة واضحة لـ  لكن التقدیرات العددیة ممكنة

التي نقترحھا یمكن استخدامھا لتقدیر خطر الأمراض المنقولة بالنواقل التي تظھر في المناطق التي لم تكن مصابة سابقاً ، بشرط وجود معلومات كافیة عن السكان الناقلین     من منظور التطبیق ، تعریف 
والمرض. لقد أصبح موضوعًا شائعًا جدًا في علم الأوبئة لأن الكثیر من الناس یعتقدون أن المناخ یزداد حرارة وأن الأمراض الاستوائیة في "الجنوب" یمكن أن تظھر أو تظھر مرة أخرى في "الشمال". یذكر
.( www.eden-fp6project.net ) " الأمراض الناشئة في بیئة إلكترونیة أوروبیة متغیرة " ، EDEN على وجھ الخصوص مشروع

شكر وتقدیر

قسم الأمراض الطفیلیة ، وزارة الصحة العامة ، الرباط ، المغرب) على البیانات المتعلقة بالحالات المبلغ عنھا من داء اللیشمانیات الجلدي. تم إنجاز جزء من) A. Laamrani Elidrissi نشكر الدكتور    
Williams and) ھذا العمل أثناء زیارة المؤلف الأول لمختبر العملیات العشوائیة والأنظمة الدینامیكیة في جامعة القاضي عیاض في مراكش ، المغرب. نشكر أیضًا مراسلاً مجھولاً على الإشارة إلى المراجع
Dye، 1997؛ Ma and Ma، 2006) ، 5 مما ساعدنا في القسم.

المراجع
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v(t) = K p(t) e−λ∗ t−∫ t

0 ϕ(τ) dτ+∫ t

0 p(τ) dτ .

T

λ∗ =
1

T
∫

T

0
p(τ) dτ −

1

T
∫

T

0
ϕ(τ) dτ . (23)

R0 > 1λ∗ > 0p(t)ϕ(t)ϕ(t)

A(t, τ)2 × 2
R0

R0
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Direction de l′ épidémiologie et de lutte contre les maladies,  Rabat.
Rabinovich J.  E. ,  Feliciangeli M.  D.  (2004) Parameters of Leishmania Braziliensis transmission by indoor Lutzomyia Ovallesi in Venezuela.
Am.  J.  Trop.  Med.  Hyg.  70,  373– 382.
Ross R.  (1911) The Prevention of Malaria.  John Murray,  London.
Thieme H.  R.  (1984) Renewal theorems for linear periodic Volterra integral equations. J.  Integral Equations 7,  253– 277.
Williams B.  G. ,  Dye C.  (1997) Infectious disease persistence when transmission varies seasonally. Math.  Biosci.  145,  77– 88.


