
HAL Id: hal-01285109
https://hal.science/hal-01285109v2

Submitted on 26 Oct 2018 (v2), last revised 26 May 2020 (v4)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Le seuil épidémique des maladies à vecteurs avec
saisonnalité

Nicolas Bacaër, Souad Guernaoui

To cite this version:
Nicolas Bacaër, Souad Guernaoui. Le seuil épidémique des maladies à vecteurs avec saisonnalité.
Journal of Mathematical Biology, 2006, �10.1007/s00285-006-0015-0�. �hal-01285109v2�

https://hal.science/hal-01285109v2
https://hal.archives-ouvertes.fr


Le seuilépid́emique des maladiesà vecteurs
avec saisonnalité

Le cas de la leishmaniose cutanée à Chichaoua au Maroc∗

Nicolas Bacaër† Souad Guernaoui‡

Résuḿe

La leishmaniose cutanée est une maladie à vecteurs transmise aux humains par
des phlébotomes. On développe dans cet article un modèlemathématique qui tient
compte de la saisonnalité de la population de vecteurs et dela distribution de la
période de latence entre l’infection et les symptômes chez les humains. On ajuste
les paramètres à des données de la province de Chichaoua au Maroc. On propose
aussi une généralisation de la définition de la reproductivité netteR0 adaptée aux
environnements périodiques. On estime ceR0 numériquement pour l’épidémie à
Chichaoua :R0 ≃ 1,94. Le modèle suggère que l’épidémie s’arrêterait si la popu-
lation de vecteurs était divisée par(R0)

2 ≃ 3,76.

Zusammenfassung

Die kutane Leishmaniose ist eine Vektorerkrankung, die Sandmücken zu Men-
schen übertragen. In diesem Artikel wird ein mathematisches Modell entwickelt,
das die jahreszeitliche Bevölkerung der Sandmücken und die Verteilung der laten-
ten Periode in den Menschen berücksichtigt. Die Parameterwerden den Daten für
die Provinz von Chichaoua in Marokko angepasst. Eine Verallgemeinerung der De-
finition für die NettoreproduktionsrateR0 in periodischen Umgebungen wird auch
vorgeschlagen. Eine numerische Abschätzung für die Epidemie in Chichaoua gibt
R0 ≃ 1,94. Die Epidemie könnte unterbrochen werden, wenn die Bevölkerung der
Sandmücken durch(R0)

2 ≃ 3,76 dividiert würde.

1 Introduction

La leishmaniose est un complexe de maladies vectorielles causées par des proto-
zoaires du genreLeishmania. Le parasite est transmis aux humains par des piqûres
de phlébotomes femelles (Diptera : Psychodidae : Phlebotominae). La maladie est
endémique dans de nombreuses régions d’Afrique, d’Amérique du Sud, d’Amérique
centrale, du sud de l’Europe, d’Asie et du Moyen-Orient. La leishmaniose comprend
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FIGURE 1 – Axe horizontal : le temps. Axe vertical et courbe en escalier : nombre
mensuel de cas rapportés de leishmaniose cutanée à Imintanoute dans la province de
Chichaoua au Maroc. Ronds (échelle non significative) : évolution de la population de
Phlebotomus sergenti, le vecteur probable [10].

quatre entités principales d’un point de vue éco-épidémiologique : leishmaniose viscé-
rale zoonotique ou anthroponotique, et leishmaniose cutanée zoonotique ou anthropo-
notique. Dans les formes anthroponotiques, les humains sont la seule source d’infection
pour les phlébotomes vecteurs ; dans les cycles de transmission zoonotiques, les ani-
maux sont des réservoirs qui maintiennent et propagent lesparasitesLeishmania. Il y
a chaque année environ 500 000 nouveaux cas humains de leishmaniose viscérale et
de 1 à 1,5 million de cas de leishmaniose cutanée dans le monde [7]. La leishmaniose
viscérale est fatale si elle n’est pas traitée. La leishmaniose cutanée guérit en général
toute seule mais peut laisser des cicatrices défigurantes.

D’après le Ministère marocain de la santé publique [19],la leishmaniose cutanée
anthroponotique due àLeishmania tropica est une maladie émergente dans la province
de Chichaoua : on a rapporté officiellement 1877 cas entre ledébut de l’année 2000
et la fin de l’année 2004. La figure 1 montre l’évolution mensuelle du nombre de cas
rapportés dans la ville d’Imintanoute, qui représente environ 80% des cas de la pro-
vince, entre le début de l’année 2001 et la fin de l’année 2004. Quelques cas (43 au
total) ont déjà été observés pendant l’année 2000, mais le rapport mensuel détaillé
n’est pas disponible. Une étude sur le terrain [10] a montr´e que les phlébotomes de
l’espècePhlebotomus sergenti sont responsables de la transmission et que la transmis-
sion est anthroponotique : aucun réservoir animal tel que des chiens n’a été détecté pour

2



cette épidémie particulière. La figure 1 montre aussi desestimations de la population
de Phlebotomus sergenti obtenues avec des pièges une ou deux fois par mois de juin
2002 à décembre 2003 (thèse de doctorat de S. Guernaoui).Noter que la population de
vecteurs tombe à zéro entre décembre et mai. C’est dû au cycle de vie particulier des
phlébotomes dans cette région : pendant ces mois, seuls les œufs et les larves survivent
cachés dans le sol. Quand la température augmente au début de chaque été, les larves
se métamorphosent en adultes qui volent. La métamorphoses’arrête quand la saison
froide réapparaı̂t.

L’objectif de ce travail est de développer un modèle math´ematique de cette épidémie,
d’estimer certains paramètres du cycle de transmission etd’estimer le seuil épidémio-
logique, noté d’habitudeR0, qui mesure d’une certaine manière l’effort nécessaire pour
arrêter l’épidémie. Il est intéressant de constater que cette étude particulière nous a
conduit à une nouvelle définition générale de la reproductivité1 netteR0 dans un envi-
ronnement périodique.

[3, 4, 5, 11, 15, 20] ont déjà développé divers modèles pour des épidémies de leish-
maniose cutanée. Seul [3] simule une population fluctuantede vecteurs mais sans ana-
lyse mathématique et sans données de terrain.

Pour notre modèle, on insiste sur deux points. Premièrement, il y a des fluctuations
saisonnières très marquées de la population de vecteurs; on obtient les modèles les plus
simples en supposant que la population de vecteurs est périodique avec une période
égale à un an. Deuxièmement, il y a un retard de plusieurs mois entre l’infection, qui a
lieu en été ou en automne lorsque la population de vecteursest non nulle, et l’apparition
de cas symptomatiques, qui est au plus haut en hiver et au printemps (voir la figure 1).

Les plus anciens modèles mathématiques pour des maladiesà vecteurs remontent
à Ronald Ross [21], qui étudiait le paludisme. Notre modèle est en quelque sorte une
extension du≪ second≫ modèle de Ross, selon l’appellation de Lotka [16] : la popula-
tion de vecteurs est partagée entre vecteurs susceptibleset vecteurs infectés, tandis que
les humains sont partagés entre susceptibles, infectés et immunisés. De plus, on sup-
pose que la population de vecteurs fluctue de manière périodique. [1, p. 404] a étudié
numériquement l’influence de la saisonnalité sur les maladies à vecteurs ; [12, 13] et
[8, p. 148] donnent des résultats mathématiques en relation avec la théorie de Floquet
pour les équations différentielles périodiques. Noterchez [13,§2.3] que la définition
du seuil épidémique censée remplacer la reproductivit´e netteR0 lorsque la population
de vecteurs est périodique est un peu étrange : dans le cas particulier où la population
de vecteurs est constante, c’est le rayon spectral d’une matrice semblable (au sens de la
théorie des matrices) mais non égale à la matrice de prochaine génération. Par ailleurs,
ces travaux ne contiennent pas de retard entre l’infection et les symptômes chez les
humains autre qu’un retard distribué exponentiellement.On voit sur la figure 1 qu’un
retard fixe donnerait un mauvais ajustement aux données pour l’épidémie de leishma-
niose cutanée à Imintanoute puisque la population de vecteurs est non nulle pendant
six mois de l’année mais les cas humains se rencontrent toutau long de l’année. Un
retard distribué est nécessaire. Les premiers modèles en épidémiologie avec un retard
distribué remontent à Kermack et McKendrick [17] et font intervenir des équations aux

1. Note de traduction : l’expression≪ reproductivité nette≫ est employée par Lotka, à la page 102 de sa
≪ Théorie analytique des associations biologiques≫ (2e partie, Hermann, Paris, 1939). Le mot≪ reproducti-
vité ≫ figure dans le Littré.
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dérivées partielles. Peu de travaux combinent ces retards distribués avec une influence
périodique dans le contexte de l’épidémiologie : c’est le cas de [23] mais la discussion
porte principalement sur les distributions exponentielles. Cependant plusieurs travaux
discutent de distributions générales dans d’autres domaines de la dynamique des popu-
lations : Coale [6] utilise des séries de Fourier pour étudier les naissances périodiques
dans les modèles démographiques linéaires en temps continu ; Thieme [22] étudie les
équations intégrales de Volterra à noyau périodique dans un cadre abstrait avec une ap-
plication à des populations de plantes ; [14] étudie les processus de branchement dans
un environnement périodique ; [2] étudie la récolte optimale d’une population struc-
turée par l’âge avec une fertilité périodique. [22] fournit la justification théorique pour
l’étude de notre modèle linéarisé.

En résumé, du point de vue général de la dynamique des populations, notre contri-
bution est de rendre plus explicite la définition du seuil épidémiqueR0 pour les ma-
ladies à vecteurs avec une population périodique de vecteurs. La définition semble
nouvelle même dans le cas où la période d’incubation est distribuée exponentiellement
de sorte que le modèle se réduit à un système d’équations différentielles ordinaires. De
plus on donne un algorithme pour le calcul deR0 dans le cas général. Du point de vue
de l’épidémiologie, notre contribution est d’estimer certains paramètres dans la trans-
mission de la leishmaniose cutanée lors d’une épidémie au Maroc : on estime le temps
entre l’infection et les symptômes par une distribution Gamma de moyenne 6 mois et
d’écart type 1,5 mois ; on arrive finalement à l’estimationR0 ≃ 1,94. Le modèle suggère
que l’épidémie s’arrêterait si la population de vecteurs était divisée par(R0)

2 ≃ 3,76.
Le plan de l’article est le suivant. La section 2 présente lesystème d’équations

différentielles utilisé pour modéliser l’épidémie.La section 3 analyse le modèle, en
particulier la stabilité de l’état sans infection. La section 4 présente une simulation
avec des paramètres ajustés aux données épidémiques de la ville d’Imintanoute. On
estime ensuite le seuil épidémiqueR0 pour cette épidémie particulière. La section 5
introduit une définition générale de la reproductiviténetteR0 dans un environnement
périodique et discute de son lien avec des travaux antérieurs.

2 Le modèle

Soient

s(t) : nombre de phlébotomes susceptibles au tempst ;

i(t) : nombre de phlébotomes infectés ;

S(t) : nombre d’humains susceptibles ;

I(t,τ) : humains infectés au tempst structurés par le tempsτ depuis l’infection ;

R(t) : nombre d’humains immunisés.

Pour simplifier le modèle, on ne tient pas compte de la période de temps durant la-
quelle les humains ou les vecteurs sont infectés mais pas encore infectieux. Le groupe
d’humains≪ immunisés≫ contient à la fois les gens dont les symptômes sont apparus
récemment et ont été recouverts par un tissu de sorte qu’ils ne peuvent plus trans-
mettre la maladie, et les gens dont les cicatrices ont guériet qui sont immunisés. Les
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cas rapportés sont les personnes entrant dans l’étatR. On suppose que les cicatrices
sont couvertes dès leur apparition ; c’est évidemment unesimplification de la situation
réelle. Le nombre total d’humains infectés estI(t) =

∫ ∞
0 I(t,τ)dτ. Posons

P = S(t)+ I(t)+R(t) : population humaine totale ;

p(t) = s(t)+ i(t) : population totale des phlébotomes ;

Λ(t) : taux d’émergence des phlébotomes ;

µ : mortalité des phlébotomes ;

β : fréquence des piqûres des phlébotomes ;

α(τ) : vitesse d’avancement de l’infection à l’immunité chez les humains ;

γ : vitesse de perte de l’immunité ;

π : probabilité de transmission de la leishmaniose cutanéed’un phlébotome à un hu-
main lors d’une piqûre ;

π̂ : probabilité de transmission de la leishmaniose cutanéed’un humain à un phlébo-
tome lors d’une piqûre.

Le modèle est constitué des équations suivantes :

s′(t) = Λ(t)− µ s(t)−β π̂ s(t)
I(t)
P

, (1)

i′(t) = β π̂ s(t)
I(t)
P

− µ i(t) , (2)

S′(t) =−β π i(t)
S(t)
P

+ γ R(t) , (3)

I(t,0) = β π i(t)
S(t)
P

,
∂ I
∂ t

(t,τ)+
∂ I
∂τ

(t,τ) =−α(τ) I(t,τ) , (4)

R′(t) =
∫ ∞

0
α(τ) I(t,τ)dτ − γ R(t) , (5)

avec des conditions initialess(0), i(0), S(0), I(0,τ) etR(0). Noter quep(t) = s(t)+ i(t)
vérifie p′(t) = Λ(t)− µ p(t) et queP = S(t)+ I(t)+R(t) est effectivement constant.
Si f (τ) est la distribution de probabilité du temps écoulé de l’infection aux symptômes
chez les humains et sig(τ) est la probabilité de ne pas avoir developpé les symptômes
τ unités de temps après l’infection, alors

g(τ) = 1−
∫ τ

0
f (σ)dσ = exp

(
−
∫ τ

0
α(σ)dσ

)
. (6)

Ainsi α(τ) = f (τ)/[1−
∫ τ
0 f (σ)dσ ].

3 Analyse

Supposons queΛ(t) soit une fonction périodique de périodeT . Alors le système
(1)–(5) a une solution périodique sans maladie donnée pars(t) = p(t), i(t)= 0,S(t)=P
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et I(t) = R(t) = 0, oùp(t) est l’unique solution périodique dep′(t) = Λ(t)−µ p(t). Sa
stabilité s’étudie en linéarisant le système. On obtient

ĩ′(t) = β π̂ p(t)
Ĩ(t)
P

− µ ĩ(t) , (7)

Ĩ(t,0) = β π ĩ(t) ,
∂ Ĩ
∂ t

(t,τ)+
∂ Ĩ
∂τ

(t,τ) =−α(τ) Ĩ(t,τ) , (8)

avec la condition initialẽi(0,τ) = ĩ0(τ) et Ĩ(0,τ) = Ĩ0(τ). Ce système comprend à la
fois une équation différentielle ordinaire linéaire etune équation aux dérivées partielles
linéaire. Pour que la discussion soit plus symétrique, introduisonsi(t,τ), où τ est le
temps écoulé depuis l’infection chez les phlébotomes, et le vecteur colonneJ(t,τ) =
(ĩ(t,τ) , Ĩ(t,τ)). Alors

∂J
∂ t

(t,τ)+
∂J
∂τ

(t,τ) =

(
−µ 0
0 −α(τ)

)
J(t,τ)

J(t,0) =

(
0 β π̂ p(t)

P
β π 0

)∫ ∞

0
J(t,τ)dτ ,

avecJ(0,τ) = J0(τ) = (ĩ0(τ) , Ĩ0(τ)). Ainsi

J(t,0) =

∫ t

0

(
0 β π̂ p(t)

P e−
∫ τ
0 α(σ)dσ

β πe−µτ 0

)
J(t − τ,0)dτ

+

∫ ∞

t

(
0 β π̂ p(t)

P e−
∫ τ

τ−t α(σ)dσ

β πe−µt 0

)
J0(τ − t)dτ .

Posonsu(t) = J(t,0). Alors l’équation précédente est de la forme

u(t) =
∫ t

0
A(t,τ)u(t − τ)dτ + ū(t), (9)

oùA(t,τ) estT -périodique ent et ū(t) est une fonction donnée. Noter que le coefficient
Ai, j(t,τ) sur la lignei et la colonnej de la matriceA(t,τ) est l’espérance du nombre
d’individus de typei (les vecteurs sont le type 1, les humains le type 2) qu’un individu
infecté de typej infecte par unité de temps au tempst s’il a été infecté au tempst − τ.

Soit E l’ensemble des fonctions continuesT -périodiques à valeurs dansR2 ; muni
de la norme du supremum, c’est un espace de Banach. [22] a étudié le comportement
asymptotique des équations telles que (9) :u(t) ∼ eλ ∗t v(t), où λ ∗ est un nombre réel
etv ∈ E est une fonction positive, non identiquement nulle et telleque

v(t) =
∫ ∞

0
e−λ ∗τ A(t,τ)v(t − τ)dτ. (10)

Plus précisément, il existe un unique nombre réelλ ∗ pour lequel on puisse trouver un
pareil élément deE qui soit positif et non identiquement nul [22, 14].

SoitR0 le rayon spectral de l’opérateur linéaire qui àw ∈ E associe la fonctiont 7→∫ ∞
0 A(t,τ)w(t−τ)dτ, aussi dansE . Rappelons que l’opérateur linéaire étant positif,R0

se caractérise par l’existence dew ∈ E positif et non identiquement nul tel que
∫ ∞

0
A(t,τ)w(t − τ)dτ = R0 w(t). (11)
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Alors R0 a les propriétés d’un seuil épidémique :λ ∗ > 0 si R0 > 1, tandis queλ ∗ < 0
si R0 < 1.

En effet, pour tout nombre réelλ , soitAλ l’opérateur linéaire qui associe àw ∈ E

la fonctiont 7→
∫ ∞

0 e−λ τA(t,τ)v(t − τ)dτ, aussi dansE . Soit Rλ le rayon spectral de
Aλ . Noter que cette définition coı̈ncide bien quandλ = 0 avec celle deR0. Noter aussi
que pour toutλ , l’opérateur linéaireAλ est positif. De plus,λ1 ≤ λ2 implique que
Aλ1

≥ Aλ2
. Les propriétés du rayon spectral impliquent que la fonction λ 7→ Rλ deR

dansR est décroissante. MaisRλ ∗ = 1 d’après l’équation (10). Donc siR0 > 1, alors
λ ∗ > 0. Et siR0 < 1, alorsλ ∗ < 0. CQFD

Noter que sip(t) est une constantep, alorsA(t,τ) ne dépend pas det. Dans ce cas,
considérons la fonction constantew(t) égale à un vecteur propre positif de la matrice
positive

∫ ∞
0 A(τ)dτ. On voit queR0 est le rayon spectral de cette matrice, appelée

matrice de prochaine génération [8, p. 74]. Plus précis´ement, on obtient

R0 =

√
β 2 π π̂

P
× p

µ

∫ ∞

0
g(τ)dτ, (12)

où l’on voit le produit du nombre moyen d’humains infectéspar un phlébotome infecté
β π
µ avec le nombre moyen de phlébotomes infectés par un humaininfectéβ π̂ p

P

∫ ∞
0 g(τ)dτ.

Si p(t) n’est pas constant maisT -périodique, posonsw = (w1 , w2). Alors (11)
s’écrit

β π̂ p(t)
P

∫ ∞

0
g(τ)w2(t − τ)dτ = R0 w1(t)

β π
∫ ∞

0
e−µτ w1(t − τ)dτ = R0 w2(t).

Insérons la seconde équation dans la première. On voit que sir0 est tel qu’il existe une
fonctionT -périodique positive et non identiquement nullew1(t) qui vérifie

p(t)
∫ ∞

0
g(τ)

∫ ∞

0
e−µσ w1(t − τ −σ)dσ dτ = r0 w1(t), (13)

alors

R0 =

√
β 2 π π̂

P
× r0. (14)

La formule (14) géneralise la formule classique (12) pour les maladies à vecteurs avec
une population de vecteurs saisonnière périodique. Noter quer0 est une fonction com-
pliquée dep(t), g(x) et µ . Visiblement,r0 est une fonction décroissante deµ . Si par
ailleursp(t) est remplacé parε p(t), alorsr0 est remplacé parε r0. Donc la conclusion
classique selon laquelle une maladie à vecteurs peut êtreéradiquée si la population
de vecteurs est divisée par(R0)

2, qui n’est validea priori que pour une population
constante de vecteurs, demeure vraie si la population de vecteurs est périodique, pourvu
que l’on utilise la définition deR0 présentée ci-dessus.

Pour éviter toute confusion, rappelons que certains auteurs appellentR0 ce qui ici
est(R0)

2. [13,§2.1] discute brièvement de ce point.

7



4 Simulation et estimation deR0

Estimons les paramètres du modèle. La population totale d’Imintanoute est d’en-
viron 5 000 habitants. Cependant certaines parties de la ville sont plus concernées que
d’autres parce que les phlébotomes préfèrent les endroits où ils peuvent pondre leurs
œufs, par exemple près de dépôts d’ordures. Il n’y a qu’ungroupe homogène dans notre
modèle. Une manière de traiter ce problème est de consid´erer que la population suscep-
tible initiale P est inconnue mais avec la contrainteP ≤ 5 000, et doit être déterminée
lors de l’ajustement de la courbe épidémique aux données.

L’espérance de vie 1/µ d’un phlébotome adulte est, d’après les connaissances ac-
tuelles, d’environ 10 jours. On choisit doncµ = 3 par mois.

Les données de la figure 1 montrent les fluctuations saisonnières de la population
de vecteurs à une constante multiplicative près entre juin 2002 et décembre 2003. On
prend comme base pour la population périodique de notre modèle les données entre jan-
vier et décembre 2003. Bien sûr, la population de vecteursentre juin et décembre 2002
n’était pas strictement la même qu’entre juin et décembre 2003 puisque la température
mensuelle moyenne par exemple peut être un peu différented’une année à l’autre. No-
tons pmax le nombre maximum de phlébotomes durant une année, ¯p(t) = p(t)/pmax,
Λ̄(t) = Λ(t)/pmax, s̄(t) = s(t)/pmax et ī(t) = i(t)/pmax. Supposons que le taux d’émer-
gence par mois des phlébotomesΛ̄(t) soit une fonction en escalier, la largeur des
marches étant égale au temps entre deux observations de lapopulation de phlébotomes.
On ajuste facilement les hauteurs de marches pour que ¯p(t) donné par ¯p′(t) = Λ̄(t)−
µ p̄(t) coı̈ncide avec les données (voir figure 2a et figure 2b). Plusprécisément, si
θk < θk+1 sont deux instants successifs d’observation, alors

Λ̄(t) = Λ̄k = µ
exp(µ θk+1) p̄(θk+1)−exp(µ θk) p̄(θk)

exp(µ θk+1)−exp(µ θk)
(15)

sur l’intervalle(θk,θk+1). Ce choix s’avère être compatible avec les données au sens
où l’on a trouvéΛ̄ ≥ 0 sur chaque intervalle sauf bien sûr sur le dernier intervalle à la
fin de la saison de transmission, pour lequel ¯p(θk) > 0 et p̄(θk+1) = 0, et pour lequel
on a prisΛ̄(t) = 0.

Supposons qu’àt = 0, disons au début de l’année 2000, un humain importe l’infec-
tion dans la population susceptible.À cet instant, la population de vecteurs est nulle.
La condition initiale est :s(0) = 0, i(0) = 0, S(0) = P− 1, I(0,τ) = δτ=0 (masse de
Dirac àτ = 0) etR(0) = 0.

Pour déterminerα(τ), on suppose quef (τ), la distribution de probabilité du temps
écoulé entre l’infection et les symptômes chez les humains, est une distribution Gamma :

f (τ) = aν τν−1 e−aτ/Γ(ν). (16)

Pour les calculs numériques, noter que

α(τ) =
f (τ)

1−
∫ τ
0 f (σ)dσ

≃− f ′(τ)
f (τ)

= a− ν −1
τ

quandτ →+∞.
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FIGURE 2 – (a) : taux d’émergence des phlébotomesΛ̄(t). (b) : population des
phlébotomes ¯p(t). La ligne est calculée en utilisant ¯p′(t) = Λ̄(t)− µ p̄(t). Les points
représentent les données de [10].

Considérons le système (1)–(5). Divisons les deux premi`eres équations parpmax.
On voit que

s̄′(t) = Λ̄(t)− µ s̄(t)−β π̂ s̄(t)
I(t)
P

, ī′(t) = β π̂ s̄(t)
I(t)
P

− µ ī(t) , (17)

S′(t) =−β π pmaxī(t)
S(t)
P

+ γ R(t) , (18)

I(t,0) = β π pmaxī(t)
S(t)

P
,

∂ I
∂ t

(t,τ)+
∂ I
∂τ

(t,τ) =−α(τ) I(t,τ) , (19)

R′(t) =
∫ ∞

0
α(τ) I(t,τ)dτ − γ R(t) . (20)

Ainsi, Λ̄(t) et µ étant connus, les seuls paramètres inconnus sont :P, le produitβ π̂ , le
produitβ π pmax, γ et les deux paramètresa et ν qui définissentα(τ). Rappelons que
pour la distribution Gamma,ν/a est la moyenne et

√
ν/a l’écart type.

On a simulé le système (17)–(20) avec différentes valeurs de paramètres. On ob-
tient un bon ajustement au nombre de cas rapportés chaque mois entre janvier 2001 et
décembre 2004, c’est-à-dire aux données de la figure 1, avec P = 800,β π̂ = 1,1 par
mois,β π pmax= 16 230 par mois, 1/γ = 1,2 année,ν/a = 6 mois et

√
ν/a= 1,5 mois

(voir la figure 3).
En utilisant ces valeurs de paramètres, on peut calculer numériquementR0, défini

dans la section précédente. Premièrement, pour simplifier l’équation (13), on utilise le
changement de variableθ = τ +σ pour obtenir

p(t)
∫ ∞

0
g(τ)eµτ

∫ ∞

τ
e−µθ w1(t −θ )dθ dτ = r0 w1(t) .

On intègre par parties et on remarque que le terme intégrédisparaı̂t. On arrive à

p(t)
∫ ∞

0
h(τ)w1(t − τ)dτ = r0 w1(t) , (21)
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FIGURE 3 – Nombre mensuel de nouveaux cas de leishmaniose cutanée calculé avec
le modèle (en pointillé) et nombre de cas rapportés (fonction en escalier). On montre
aussi la population de phlébotomes (en gras, échelle arbitraire).
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TABLE 1 – Estimation deR0. N est le nombre de points discrétisant l’intervalle(0,T ),
qui représente une année.

N 25 50 100 200 400

R0 1,901 1,926 1,938 1,940 1,940

où l’on a posé

h(τ) = e−µτ
∫ τ

0
eµσ g(σ)dσ . (22)

Puisquew1(t) estT -périodique, on voit que

∫ ∞

0
h(τ)w1(t − τ)dτ =

∫ t

−∞
h(t −θ )w1(θ )dθ

=

∫ t

0
h(t −θ )w1(t −θ )dθ +

∞

∑
n=0

∫ T

0
h(t +(n+1)T −θ )w1(θ )dθ

=
∫ t

0
H(t −θ )w1(θ )dθ +

∫ T

t
H(t −θ +T )w1(θ )dθ ,

où l’on a posé

H(τ) =
∞

∑
n=0

h(τ + nT ) . (23)

Donc le problème de valeur propre (21) est équivalent à

p(t)
{∫ t

0
H(t −θ )w1(θ )dθ +

∫ T

t
H(t −θ +T )w1(θ )dθ

}
= r0 w1(t) , (24)

qui peut être facilement approché puisque cela ne fait intervenir que les valeurs de
w1(t) sur l’intervalle(0,T ). En effet, soitN un entier grand. Posonsti = (i− 1)T/N
pouri = 1. . .N, et soitρ̄0 le rayon spectral du problème de valeur propre matriciel

p̄(ti)
T
N

{
i−1

∑
j=1

H(ti − t j)Wj +
N

∑
j=i

H(ti − t j +T)Wj

}
= ρ̄0Wi , (25)

qui est de la formeA W = ρ̄0W , oùA est une matrice de tailleN ×N à coefficients
positifs ou nuls etW = (W1, . . . ,WN). Considérons la relation (14) entreR0 etr0. On en
conclut que √

(β π̂)× (β π pmax)× ρ̄0/P −→
N→+∞

R0 .

Les résultats sont présentés dans la table 1. En pratique, on calcule les termes de (25)
de la matière suivante :

– Pour la population normalisée de vecteurs ¯p(ti), l’équationp̄′(t) = Λ̄(t)−µ p̄(t)
et l’hypothèse disant quēΛ(t) est une fonction en escalier donnée par la formule
(15) impliquent que ¯p(ti) = e−µ(ti−θk)[p̄(θk)− Λ̄k/µ ]+ Λ̄k/µ si θk ≤ ti < θk+1.
Rappelons que ¯p(t) est représenté dans la figure 2(b).
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– Pour la fonctionH(τ), on tronque la somme (23), en ne gardant que les deux pre-
miers termes. Le fait de prendre plus que deux termes dans la somme ne change
aucun des chiffres du tableau 1. Pour la fonctionh(τ), qui sert à calculerH(τ),
on utilise les équations (6) et (22) et une intégration parparties pour obtenir la
forme plus pratiqueh(τ) = [e−µτ ∫ τ

0 eµσ f (σ)dσ +1− e−µτ −
∫ τ
0 f (σ)dσ ]/µ .

– Le rayon spectral̄ρ0 se calcule en utilisant un logiciel de mathématiques numé-
riques tel que Scilab (www.scilab.org).

Finalement, il semble queR0 ≃ 1,94. On pourait arrêter l’épidémie si la population de
vecteurs était réduite d’un facteur(R0)

2 ≃ 3,76. On a vérifié numériquement qu’une
simulation du système (17)–(20) d’équations aux dériv´ees partielles avec le produit
β π pmax divisé par 3,7 donne encore une épidémie, tandis qu’il n’y a pas d’épidémie si
ce produit est divisé par 3,9. Si au lieu d’utiliser la méthode un peu compliquée de cette
section, on avait utilisé comme formule approchée (12) avec le symbolep remplacé
par la moyenne dup(t) fluctuant, on aurait obtenuR0 ≃ 2,76, ce qui surestime l’effort
nécessaire pour arrêter l’épidémie.

Il n’y a actuellement pas de médicament prophylactique ou de vaccin utilisables
pour prévenir la leishmaniose. Les sites d’éclosion des phlébotomes sont en général
inconnus. Les efforts de contrôle qui ne se concentrent quesur les stades immatures
ne sont en général pas faisables [9]. Le contrôle de la leishmaniose repose donc sur les
mesures prises pour réduire la densité de phlébotomes. On peut atteindre une réduction
de ce genre en utilisant des insecticides. Mais la province de Chichaoua est une région
rurale pauvre et cette solution nécessite probablement trop d’argent et d’effort comparé
aux ressources locales. Néanmoins sa position géographique, à mi-chemin entre deux
zones touristiques importantes du Maroc, Marrakech et Agadir, justifierait certainement
une intervention de ce type même d’un point de vue purement ´economique au niveau
national.

5 Généralisation et autres applications possibles

La définition de la reproductivité netteR0 présentée dans ce travail se généralise de
la manière suivante. SoitA(t,τ) une fonction matricielle de taillen× n à coefficients
positifs ou nuls et continue, oùAi, j(t,τ) représente l’espérance du nombre d’individus
de typei infectés par unité de temps au tempst par un individu de typej infecté au
tempst − τ. Supposons queA(t,τ) soit T -périodique par rapport àt pour toutτ et que∫ ∞

0 A(t,τ)dτ soit fini pour toutt. Avec des hypothèses convenables de positivité pour
la fonction matricielleA(t,τ), il existe un unique nombre réelR0 tel qu’il existe une
fonction vectorielle positive, non identiquement nulle, continue etT -périodiquew(t)
vérifiant ∫ ∞

0
A(t,τ)w(t − τ)dτ = R0 w(t) .

De plus, si ¯u(t) est une fonction vectorielle donnée etu(t) vérifie

u(t) =
∫ t

0
A(t,τ)u(t − τ)dτ + ū(t) , (26)
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alorsu(t) ∼ eλ ∗t v(t) quandt → +∞, où v(t) est une fonction vectorielle positive et
T -périodique telle que

∫ ∞

0
e−λ ∗τ A(t,τ)v(t − τ)dτ = v(t) . (27)

Enfin,λ ∗ > 0 siR0 > 1 etλ ∗ < 0 siR0 < 1. Cette définition deR0 peut aussi être utilisée
dans d’autres champs de la dynamique des populations, par exemple la démographie
où le verbe≪ donner naissance≫ remplace le verbe≪ infecter≫.

Si A(t,τ) ne dépend pas det, c’est-à-dire siA(t,τ) = A(τ), alors on voit en prenant
pourw(t) un vecteur propre de la matrice

∫ ∞
0 A(τ)dτ queR0 est le rayon spectral de

cette matrice. Par ailleurs,λ ∗ est l’unique nombre réel tel que le rayon spectral de la
matrice

∫ ∞
0 e−λ ∗τ A(τ)dτ soit égal à 1. N’importe quel vecteur propre de cette matrice

associé à la valeur propre 1 peut être choisi pourv(t), de sorte que celui-ci vérifie (27).
Il y a un autre cas particulier où la reproductivité netteR0 se calcule facilement, à

savoir le cas oùn = 1 et
A(t,τ) = p(t)e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ (28)

avec des fonctionsp(t) et φ(t) qui sontT -périodiques. En effet, le problème de valeur
propre sécrit

p(t)
∫ ∞

0
e−

∫ t
t−τ φ(τ)dτ w(t − τ)dτ = R0 w(t) . (29)

En dérivant cette équation et en intégrant par parties, on obtient

R0 w′(t) =p′(t)
∫ ∞

0
e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ w(t − τ)dτ + p(t)

∫ ∞

0
e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ w′(t − τ)dτ

+ p(t)
∫ ∞

0
e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ [

φ(t − τ)−φ(t)
]

w(t − τ)dτ

=p′(t)
R0 w(t)

p(t)
− p(t)

∫ ∞

0
φ(t − τ)e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ w(t − τ)dτ

− p(t)
[
e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ w(t − τ)

]∞

0

+ p(t)
∫ ∞

0
e−

∫ t
t−τ φ(σ)dσ [

φ(t − τ)−φ(t)
]

w(t − τ)dτ

=
p′(t)
p(t)

R0 w(t)−φ(t)R0 w(t)+ p(t)w(t)

Cette équation s’écrit aussi

w′(t)
w(t)

=
p′(t)
p(t)

−φ(t)+
p(t)
R0

,

ce qui s’intègre en

w(t) = K p(t)e
−
∫ t
0 φ(τ)dτ+ 1

R0

∫ t
0 p(τ)dτ

, (30)

où K est une constante positive. La fonctionw(t) ainsi obtenue estT -périodique si
w(t +T ) = w(t) pour toutt. En utilisant la périodicité dep(t) et deφ(t), on voit que
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cette condition est vérifiée si et seulement si

R0 =

∫ T
0 p(τ)dτ
∫ T

0 φ(τ)dτ
. (31)

Inversement, la fonctionw(t) donnée par (30) avecR0 donné par (31) vérifie l’équation
(29). La formule (31) apparaı̂t dans [18,§3.1] pour un modèle épidémique SIR avec un
taux de contact et une mortalité périodiques ; l’analyse de sa stabilité linéaire se met
sous la forme (26) avecA(t,τ) de la forme (28). Mais les auteurs hésitent à appelerR0

le côté droit de (31) — ils l’appellent̄R — parce qu’ils n’ont pas de définition générale
deR0. Cette expression n’apparaı̂t qu’à la fin de leur analyse.

Le même calcul — dérivation, intégration par parties, etc — en partant de (27)
montre que

v(t) = K p(t)e−λ ∗ t−
∫ t
0 φ(τ)dτ+

∫ t
0 p(τ)dτ .

Cette fonction estT -périodique si et seulement si

λ ∗ =
1
T

∫ T

0
p(τ)dτ − 1

T

∫ T

0
φ(τ)dτ . (32)

Le seuil épidémique (R0 > 1 ou λ ∗ > 0) dépend dans ce cas seulement des valeurs
moyennes dep(t) et deφ(t). Dans le cas encore plus particulier oùφ(t) est constant,
la formule (32) est le résultat≪ démontré≫ dans [23] en utilisant des séries de Fourier
et des séries divergentes !

Mentionnons aussi que la stabilité linéaire du modèle épidémique SEIR avec un
taux de contact périodique [18,§2] peut se mettre sous la forme (26) avec une matrice
A(t,τ) de taille 2×2 semblable à celle de la section 3. Comme dans le présent article,
on ne peut espérer de formule explicite pourR0 mais des estimations numériques sont
possibles.

Du point de vue des applications, la définition deR0 que nous proposons pour-
rait être utilisée pour estimer le risque que des maladiesà vecteurs apparaissent dans
des régions non infectées jusqu’à présent, pourvu qu’on ait suffisamment d’informa-
tion sur la population de vecteurs et sur la maladie. C’est devenu un sujet très popu-
laire en épidémiologie car de nombreuses personnes pensent que le climat se réchauffe
et que les maladies tropicales du≪ Sud≫ pourraient apparaı̂tre ou réapparaı̂tre dans
le ≪ Nord≫. On mentionne en particulier le projet EDEN,≪ Emerging Diseases in a
changing European eNvironment ≫ (www.eden-fp6project.net).
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Références

[1] Anderson R. M., May R. M. : Infectious Diseases of Humans –Dynamics and
Control. Oxford University Press, Oxford (1991)

[2] Anita S., Iannelli M., Kim M. Y., Park E. J. : Optimal harvesting for periodic age-
dependent population dynamics. SIAM J. Appl. Math.58, 1648–1666 (1998)

[3] Ben Salah A., Smaoui H., Mbarki L., Anderson R. M., Ben Ismaı̈l R. :
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