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Avant-propos

L’ objectif de ce livre est de donner une vue d’ensemble de la théorie de la mesure,
de I’intégration et des probabilités correspondant a un niveau de troisi¢me année de
licence ou de premiere année de master (en mathématiques).

La lecture de ce livre requiert la connaissance des notions d’analyse réelle, d’algebre
linéaire et de calcul différentiel enseignées en premiere et deuxieme année de licence
de mathématiques dans la plupart des universités francaises.

Nous nous sommes attachés a introduire le vocabulaire de la théorie des probabilités
en parallele a celui de I’analyse. Nous espérons ainsi faciliter I’acceés conjoint a des
études ultérieures dans ces deux branches des mathématiques, ce qui semble devenir
indispensable aux mathématiciens se formant en vue d’appliquer ces théories.

Nous attachons une importance considérable aux exercices : plus de 300 sont proposés
dans ce livre, certains sont des applications directes du cours, d’autres contiennent
des développements importants. Plus de 250 d’entre eux sont assortis d’un corrigé
détaillé.

Ce livre, issu d’un polycopié de cours amélioré et complété sur plus de 20 ans, a
bénéficié de nombreuses remarques ou questions de nos étudiants et de discussions
avec nos collegues (en particulier probabilistes). Nous tenons a les en remercier
chaleureusement.

Une liste d’errata sera régulicrement mise a jour sur les sites web des auteurs.

Thierry Gallouét et Rapha¢le Herbin
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Chapitre 1

Motivation et objectifs

Nous commengons par donner ici un apercu des motivations de la théorie de I’intégra-
tion, en montrant d’abord les limitations de I’intégrale des fonctions continues (sur un
intervalle compact de R). L’intégrale de Riemann posse¢de essentiellement les mémes
limitations.

1.1 Intégrale des fonctions continues

Nous présentons ici quelques rappels sur I’intégrale des fonctions continues sur un
intervalle compact de R. Nous montrons pourquoi cette théorie de 1’intégrale des
fonctions continues semble insuffisante.

Nous nous limitons dans ce paragraphe a 1’étude des fonctions définies sur I’intervalle
[0,1] a valeurs dans R, par souci de simplicité des notations. Il va de soi que les
notions introduites se généralisent a une intervalle [a,b], a,b € R. Nous allons en
fait définir I’intégrale des fonctions réglées (on appelle fonction réglée une fonction
qui est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier). Ceci nous donnera
I’intégrale des fonctions continues car toute fonction continue est réglée. La définition
de I’intégrale des fonctions réglées (comme celle de I’intégrale de Riemann, qui est
rappelée dans I’exercice 5.2, et celle de I’intégrale de Lebesgue, qui fait 1’objet du
chapitre 4) peut étre vue en 3 étapes, que nous esquissons ici et qui sont étudiées en
détail dans I’exercice 1.2 :

1. Mesurer les intervalles de [0,1]. Pour 0 < o < p < 1, on pose m(]a, B[) = p— a.

2. Intégrer les fonctions en escalier.
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FIGURE 1.1 — Fonction en escalier

Définition 1.1 (Fonction en escalier) Soir g une fonction de l'intervalle [0,1] C R
dans R ; on dit que g est une fonction en escalier si il existe p € N¥, une famille
(Xi)ie(o,....p)» avec : xg = 0, x; < x;,1, pour tout i € {0,...,p— 1}, x, = 1, et une

,,,,,

g(x)=a;, Vxe€lx;,x;q[, Vielo,...,p—1}.

Avec les notations de cette définition, I’intégrale d’une fonction en escalier est alors

1 p-1
fo gdx =Y am(lxixini ) (1.1

1=0

On montre que la définition précédente est bien cohérente, au sens ou I’intégrale de
g ne dépend que du choix de g et non du choix des x;.

3. Passer a la limite. Soit f : [0,1] — R, une fonction réglée, il existe une suite
(f)nen de fonctions en escalier convergeant uniformément vers f. On pose I, =

1
f fn(x)dx. On peut montrer que la suite (I,,),cn est de Cauchy. On pose alors
0

Jlf(x)dx: lim I,,.
0

n—-+0o

On montre que cette définition est cohérente car lim,,_,, ., I,, ne dépend que de f et
non du choix de la suite (f,),eN-

Remarque 1.2 (Intégrale sur un espace de Banach) Un des intéréts de la méthode
présentée ci-dessus est qu’elle permet aussi de définir (sans travail supplémentaire)
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I’intégrale de fonctions continues de [0, 1] (ou d’un intervalle compact de R) dans
E, ol E est un espace de Banach ! sur R ou C (la méthode de construction utilise la
structure d’espace de Banach de E, et il peut ne pas y avoir de relation d’ordre sur E).
On remplace donc I’espace d’arrivée R des fonctions qu’on intégre par un espace de
Banach E.

Les méthodes de Riemann (voir I’exercice 5.2) et de Lebesgue (présentée dans ce
cours) sont limitées a des fonctions prenant leurs valeurs dans R car elles utilisent
fortement la relation d’ordre dans IR (elles redonnent, dans le cas de fonctions continues
de [0,1] dans R, la méme intégrale que ci-dessus). Pour I’intégrale de Lebesgue, il
faut alors un travail supplémentaire pour développer une théorie de 1’intégration pour
des fonctions prenant leurs valeurs dans un espace de Banach (on 1’appelle souvent
intégrale de Bochner). Plus précisément, ce travail supplémentaire est nécessaire
lorsque cet espace est de dimension infinie. Le cas ou I’espace est de dimension finie
reste simple car on est alors amené a considérer un nombre fini d’intégrales a valeurs
dans R, [3, 4].

Remarque 1.3 (Remarque de terminologie) Dans tout ce document, on utilisera
indifférement le terme “fonction" et le terme “application". Une application (ou une
fonction) f de D dans E est la donnée pour tout x € D de son image par f, notée f(x).
(Le domaine de définition de f est donc ici I’ensemble D.) lorsque nous parlons d’une
fonction de R de R, le domaine de définition de f est donc R tout entier.

1.2 Insuffisance de I’intégrale des fonctions continues

Dans ce paragraphe, on note E 1’ensemble C([0,1],IR) des fonctions continues de
[0,1] dans R. On a défini dans le paragraphe précédent 1I’intégrale fol f(x)dx pour
tout f € E (car I’ensemble des fonctions continues est contenu dans 1’ensemble des
fonctions réglées).

Théoremes de convergence.

Un inconvénient important de la théorie de I’intégration exposée ci-dessus est que les
théoremes “naturels” de convergence pour cette théorie sont peu efficaces. A vrai dire,
le seul théoreme simple est un résultat de convergence de I’intégrale sous hypothese
de convergence uniforme d’une suite de fonctions. Rappelons tout d’abord les notions
de convergence simple et uniforme des suites de fonctions.

1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
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Définition 1.4 (Convergence simple et uniforme) Soit (f,),cy une suite de fonctions
de E,

* (fu)nen converge simplement vers f lorsque n — +oo si :

Ve>0,Yx €[0,1],AN(gx);n > N(g,x) = |fu(x) — f(x)| < &

* (fu)nen converge uniformément vers f si :

VYe>0,AN(e);n = N(e),x €[0,1] = [fu(x) - f(x)| < e.

Pour la convergence simple, I’entier N peut dépendre de x, alors que pour la conver-

gence uniforme, il ne dépend que de ¢, et pas de x. La suite (f,),cn d’éléments de E

définie par f,(x) = & tend simplement et uniformément (sur [0, 1]) vers 0. On donne a

I’exercice 1.1 un exemple de suite qui converge simplement mais pas uniformément.

On rappelle maintenant le théoreme classique de convergence de I’intégrale des
fonctions continues :

Théoreme 1.5 (Convergence de I’intégrale des fonctions continues)
Soient (f,)nen CE et f € E. Ona alors :

[f, — f uniformément lorsque n — +oco0] =

1 1
U- fu(x)dx — j f(x)dx lorsque n — +oco]|.
0 0

Ce théoréme est assez faible, au sens ou I’hypothése de convergence uniforme est
une hypothese forte. Une conséquence de la théorie de I’intégrale de Lebesgue est
le théoreme suivant (beaucoup plus fort que le précédent, car il ne demande pas
d’hypothese de convergence uniforme) :

Théoréme 1.6 (Convergence dominée de I’intégrale des fonctions continues)

Soient (f,)nen CE, et f € E. On suppose que
|fu(x)|<C, Vx€[0,1], VneN,

ot C € R, est fixé, et que f, tend simplement vers f quand n tend vers +oco. On a
alors :

1 1
J- fu(x)dx — j f(x)dx quand n — +co. (1.2)
0 0
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Par exemple, la suite de fonctions (f,),>, définie par

nx pour x € [0, %],
fu(lx) = n(%—x) pourxe]%,%], (1.3)
0 pour x e]%,l].

(voir figure 1.2) converge simplement mais non uniformément. Elle est dominée par 1,
et d’apres le théoreme 1.6, elle converge. On peut le vérifier directement, car I'intégrale
de f, est facile a calculer et vaut % On consideére maintenant la suite de fonctions
(1) n>2 définie par g,(x) = nf,(x). Cette suite converge toujours simplement vers 0,
mais non uniformément, et elle n’est plus “dominée”. Et de fait, g,, tend simplement
vers 0 mais son intégrale vaut 1 et ne tend donc pas vers 0.

Le théoreme 1.6 est une conséquence im-
médiate du théoreme de convergence do-
minée de Lebesgue, que nous verrons au
A chapitre 4, il peut étre démontré direc-
i tement, sans utiliser la théorie de 1’inté-
o grale de Lebesgue, mais cela est difficile :
1 nous donnons une technique possible a
oA I’exercice 1.10; I’'idée essentielle est un
: passage a la limite sur des suites crois-
i 2 1 santes de fonctions, qui se retrouve égale-
ment dans la construction de I’intégrale
FIGURE 1.2 — Les fonctions f, et g, de Lebesgue. Dans I’exercice 1.10, on
introduit des suites croissantes de fonc-
tions continues, et on utilise I’intégrale des fonctions continues. En revanche, Lebesgue
utilise des suites croissantes de fonctions étagées (voir définition 3.5), ce qui permet
également d’utiliser la définition de la mesure et donc de s’affranchir de la notion de
topologie (voir définition 2.8) sur I’espace de départ pour construire I’intégrale.

Espaces non complets.

Pour f € E on pose (en remarquant que |f| € Eet f2 € E) :
1 1 1
N = [ Il et o) = ([ (FPa)’

Les applications Ny et N, sont des normes sur E (voir I’exercice 1.6). Malheureu-
sement 1’espace E muni de la norme N; (ou de la norme N5) n’est pas vraiment
intéressant en pratique, en particulier parce que cet espace n’est pas complet (c’est-a-
dire qu’une suite de Cauchy n’est pas nécessairement convergente). Ce n’est pas un
espace de Banach. La norme N, sur E est induite par un produit scalaire mais, muni
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de cette norme, E n’est pas un espace de Hilbert !, voir I’exercice 1.6. En fait I’espace
vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R est intéressant lorsqu’il est muni
de la norme de la convergence uniforme, c’est-a-dire ||f|,, = SUP,e(0,1] |f (x)|, avec
laquelle il est complet : c’est donc alors un espace de Banach.

Si I’on travaille avec I’ensemble des fonctions réglées plutot que I’ensemble des fonc-
tions continues, on n’échappe pas vraiment aux inconvénients cités précédemment (N
et N, sont d’ailleurs alors des semi—normes). On peut aussi généraliser la définition
de I’intégrale ci-dessus en améliorant un peu I’étape 3 (passage a la limite), cette
généralisation se fait en introduisant les sommes de Darboux , alors que I’intégrale des
fonctions continues peut étre définie en utilisant seulement les sommes de Riemann).
On obtient ainsi la définition de I’intégrale des fonctions dites Riemann-intégrables
(voir I’exercice 5.2). En fait cette généralisation est assez peu intéressante, et les
inconvénients sont les mémes que pour 1’intégrale des fonctions continues (ou des
fonctions réglées).

L’intégrale de Lebesgue va nous permettre de construire des espaces de Banach avec
les normes Ny et N, (et méme de Hilbert avec N,). Dans le cas des fonctions de [0, 1]
dans R, ceci pourrait €tre fait par un procédé de complétion de I’espace E muni de la
norme N; ou N, a partir des suites de Cauchy pour N; ou N, (procédé semblable a
celui qui est utilisé pour construire R a partir des suites de Cauchy de Q). L’intégrale
de Lebesgue va permettre de construire des espaces de Banach en utilisant seulement
sur I’espace de départ une structure d’espace mesuré. Cette méthode est en particulier
tres intéressante pour la théorie des probabilités.

1.3 Les probabilités

La théorie des probabilités s’est développée dans le but de modéliser les phénomenes
aléatoires, c’est-a-dire de développer un formalisme mathématique pour exprimer les
problemes posés par ces phénomenes. Le terme aléatoire vient du latin alea qui signifie
en latin jeu de dé ou jeu de hasard; il est employé pour désigner tous les phénomenes
qui semblent étre dus au hasard. Il s’oppose au terme déterministe, qui s’applique
aux phénomenes dont on connait I’issue. Le mot hasard vient lui méme du mot arabe
al-zhar qui veut dire dés, puis par extension chance. On utilisera également le mot
stochastique (du grec stokhastikos, qui vise bien) qui est un synonyme d’aléatoire. En
anglais, les termes utilisés en théorie des probabilités sont random (hasard, qui vient
du frangais randonnée !) stochastic et aleatory.

Par exemple, la chute d’un corps est un phénomene déterministe : pour une position
et une vitesse initiale données, on sait parfaitement quelle sera la trajectoire et la

1. Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est induite par un produit scalaire.
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vitesse du corps soumis a son poids. Le lancer d’un dé est assimilable a la chute
d’un corps, et pourtant, le résultat du lancement du dé est généralement percu comme
aléatoire : on ne sait pas avant I’expérience quel est le nombre entre 1 et 6 que I’on va
obtenir, parce qu’on ne connait pas vraiment les conditions initiales du lancement du
dé (position, vitesse) et que, méme si on les connaissait, on aurait du mal a calculer
rapidement le résultat de ce lancement. Ainsi, de nombreux phénomenes physiques
qui ont des causes déterministes sont modélisés a 1’aide de modeles au moins en
partie aléatoires (en météorologie par exemple). Il existe cependant des phénomenes
physiques véritablement aléatoires comme I’interférence d’atomes dans un dispositif
a deux fentes d’ Young, et de maniere plus générale, les phénomenes quantiques (voir
a ce sujet le livre grand public [7]).

Une partie importante des phénomenes aléatoires est de nature discrete, ¢’est-a-dire
qu’il existe une injection de I’ensemble des “cas possibles” dans N. Lorsque de plus
I’ensemble des “cas possibles” ou des “éventualités” est fini, le calcul des probabilités
se ramene a des problemes de dénombrement. Lorsque I’ensemble des “éventualités”
est de nature infinie non-dénombrable, on aura besoin, pour définir une probabilité,
de la théorie de la mesure. Les liens qui existent entre la théorie des probabilités et
la théorie de la mesure et de I'intégration sont nombreux, mais malheureusement,
le vocabulaire est souvent différent. Nous essaierons ici de montrer clairement les
liens entre les deux théories et de donner systématiquement les termes probabilistes et
analystes employés pour les mémes notions.

1.4 Objectifs

Du point de vue de I’intégration, I’ objectif est de construire une théorie de I’intégration
donnant des théorémes de convergence efficaces et de bons espaces fonctionnels, c’est-
a-dire des espaces vectoriels normés complets et des espaces hilbertiens. La démarche
pour construire cette théorie est décrite au chapitre 4 ; elle est voisine de celle que 1’on
a utilisée pour I'intégrale des fonctions réglées (ou pour I’intégrale de Riemann, cf.
Exercice 5.2).

La théorie de I’intégration que nous allons ainsi obtenir contient, pour les fonctions
d’un intervalle compact de R dans R, la théorie de I’intégrale de Riemann (cf. Exercice
5.2) qui contient elle-méme la théorie de I'intégrale des fonctions réglées (et donc la
théorie de I’intégrale des fonctions continues).

Du point de vue probabiliste, 1’ objectif est d’introduire les notions de base et de mettre
en évidence les liens entre les outils d’analyse et les outils probabilistes.
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1.5 Structure du cours

Ce cours est formé de 11 chapitres (y compris ce chapitre introductif), selon le
découpage suivant :

— Le chapitre 2 est une introduction a la théorie de la mesure; on y définit
en particulier I’application A nécessaire pour mesurer les parties de R. On
y introduit aussi les premieres notions de probabilités.

— Dans le chapitre 3, on introduit le concept de fonction mesurable, et son syno-
nyme probabiliste, i.e. le concept de variable aléatoire, qui est une notion fonda-
mentale pour le calcul des probabilités. On y définit les notions de convergence
presque partout et son synonyme probabiliste presque siire, et de convergence
en mesure et son synonyme probabiliste convergence en probabilité.

— On définit au chapitre 4 I'intégrale sur un espace mesuré (suivant les étapes 1 a
3 définies plus haut), et I’espérance des variables aléatoires réelles en théorie
des probabilités. On définit également dans ce chapitre la notion de convergence
en moyenne.

— On s’intéresse au chapitre 5 aux mesures définies sur les boréliens de R (c’est-
a-dire les parties mesurables au sens de Borel, que 1’on aura définie au chapitre
2) et aux propriétés particulieres de I’intégrale définies sur R. On y étudie les
lois de probabilités de densité.

— On étudie au chapitre 6 les espaces LP, ensembles des (classes de) fonctions
mesurables de puissance p—ieme intégrable, et plus particulierement I’espace L2,
qui est un espace de Hilbert. On donne des résultats de dualité et on introduit les
notions de convergence faible et de convergence étroite (pour les probabilités).

— Le chapitre 7 est consacré au produits d’espaces mesurés, a I'intégration de
fonctions de plusieurs variables, au produit de convolution.

— Dans le chapitre 8, on revient sur 1’étude des espaces LP dans le cas particulier
de la mesure de Lebesgue sur les boréliens d’un ouvert de RN. On donne des
résultats de densité, de séparabilité et de compacité.

— Le chapitre 9 est consacré aux vecteurs aléatoires. On y généralise des notions
vues pour les variables aléatoires réelles.

— Le chapitre 10 est consacré a I’étude de la transformée de Fourier des fonctions
de L! (classes de fonctions mesurables intégrables au sens de Lebesgue sur
RN) et de L2 (classes de fonctions mesurables de carré intégrable au sens de
Lebesgue sur RN) et des mesures. On introduit la fonction caractéristique de la
théorie des probabilités.

— Le chapitre 11 est consacré a I’espérance conditionnelle et aux martingales.
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1.6 Exercices
Exercice 1.1 (Convergences simple et uniforme) Construire une suite (f,),en C
C([0,1],R) et f € C([0,1],R) telles que f, — f simplement, quand n — +oo, et

fn 72 f uniformément, quand n — +oo.

Corrigé — On prend la fonction définie par (1.3), voir figure 1.2, qu’on rappelle :

nx pour x € [0,%],
fulx)=qn(3—x)  pourx €]y, 2],
0 pourxexe]%,l].

On a (f,)ueny C C([0,1],R). Pour tout x € [0,1], on a bien f,(x) — 0 quand n — +oo.
Enfin (f,)uen ne tend pas uniformément vers 0 car ||f,|l, = max{|f,(x)|; x € [0,1]} =1
+ 0, quand n — +oo.

Exercice 1.2 (Intégrale d’une fonction continue) Une fonction g : [0,1] — R est
dite “en escalier” s’il existe n > 1 et xg,..., X, telsque 0 = xp <x1 <...<Xx,_1 <X, =
1 et g constante sur chaque intervalle |x;, x;1[, 0 <i<n—1.

Pour g en escalier et xg,...,x,, comme dans la définition ci-dessus, on pose

—

n—

1
J gx)dx =) aj(xiz1 —x;),
0

i

1l
o

ol g; est la valeur prise par g sur |x;, X;,1].

1. Montrer que la définition précédente est bien cohérente, c’est-a-dire que 1’intégrale
de g ne dépend que du choix de g et non du choix des x;. Montrer que I’application
qui a g associe I'intégrale de g est linéaire de 1’ensemble des fonctions en escalier
dans R.

Corrigé — Soitn > 1 et xg,...,x, tels que 0 = xg <x7 <..<Xx,_ 1 <x,=1letg
constante sur chaque intervalle |x;,x;,1[, 0 < i < n—1. On note a; est la valeur prise
par g sur i, %1 [
Soit également m > 1 et yg,..., vy, tels que 0 =99 <y <...<Vy1 <y =letg
constante sur chaque intervalle 1y;,y;,1[, 0 <i < m—1. On note b; est la valeur
prise par g sur v, Vit
On doit montrer que

n-1 m—1

aj(Xiy1 —x;) = sz‘(?m —2i)-

i=0 i=0
On considere I'union des points x; et des points y;, ¢’est-a-dire que zy, ..., z, sont tels
que 0 =29 <z <..<zp 1 <zp=1let{z; i €{0,...,p}} = {x;, 1 €{0,...,n}} U{y;
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i €{0,...,m}} (on a donc, en particulier, p > max{m,n}). On note c; est la valeur
prise par § sur 1z;,zj 1|
Pour tout i € {0,...,n}, il existe k; € {0,...,p} tel que x; = zy, (en particulier, ko = 0
et k, = p) et on a donc

1+1 -1

Xigl =X = E Z]+1

Comme a; = c; sik; <j<ki—1/(car ]z]-,z]-+1[c]xl-,xl-+1[), on en déduit

n—1 n-1kij1—-1 p-1
E a;(Xjt1 — ;) Z E cj(zjs1—2j) = E ¢i(ziy1 — zi)-
i=0 i=0 j=k; i=0
De la méme maniere, on a
m—1 p-1
Zbi(yiﬂ —}’: § Cl Zi41 —
i=0 i=0

d’ou I’on conclut
n—1

Zaz Xit1 — Zb Vis1 — Vi)-

=0
On a bien montré que l’intégrale de g ne depend que du choix de g et non du choix
des x;.

On montre maintenant que I’application qui a g associe l’intégrale de g est linéaire
de ’ensemble des fonctions en escalier dans R (cet ensemble est bien un espace
vectoriel sur R).

Soit g et h deux fonctions en escalier et o, p € R. Soit n > 1 et x,...,x, tels que
0=x9<x <..<Xx,.1 <x, =1 et g constante sur chaque intervalle x;,x; 1],
0<i<n-1.Soit également m > 1 et yg,..., Y, tels que 0 =y <y <...<Pp_1 <
Y = 1 et h constante sur chaque intervalle 1y;,v;1[, 0 <i <m—1. On considére
ici encore 'union des points x; et des points y;, ¢’est-a-dire que zy, ..., z, sont tels
que 0=29<zy <..<zp 1 <zp=1let{z; i€{0,...,p}} = {x;, 1 €{0,...,n}} U{y;
i €{0,...,m}}. Les fonctions g, h et ag+ph sont donc constantes sur chaque intervalle
12i, 241 (ceci montre d’ailleurs que og + Bh est bien une fonction en escalier et donc
que ’ensemble des fonctions en escalier est bien un espace vectoriel sur R). En notant
a; la valeur de g sur |z;,z;,1[ et b; la valeur de h sur 1z;,z; 1, on obtient :

1 p-1 1 p-1
[ sttx= Y aitei -z, [ =Y bz
0 i=0 0 i=0
On en déduit que
1

1
J. x)dx + ﬁJ. xX)dx = (aai +Bbi)zip1 —2zi) = Jo (ag(x) + Bh(x))dx

car aa; + Bb; est la valeur de ocg + [Sh sur)z;, ziq[.

Ceci prouve bien que I’application qui a g associe 'intégrale de g est linéaire de
I’ensemble des fonctions en escalier dans R.
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2. Soit f € C([0,1], R).

(a) Construire une suite de fonctions en escalier (f,),cn telle que f soit limite
uniforme de (f,,),en lorsque n — +oo.

Corrigé — Pour n > 1, on choisit (par exemple) f, ainsi : f,(x) = f( 'il , Si
X€ [;l, lzl [, i €{0,...,n—1}. Pour bien définir f, sur tout [0,1], on prend aussi
fu(1) = f(1).

La fonction f, est bien en escalier (elle est constante sur chaque intervalle ]% -
pouri €0, ..., n—1}). Elle converge uniformément vers f, quand n — +oo, car f
est umformément continue. Plus précisément, on a ||f, — fll, = max{|f,(x) - f(x)],
x € [0,1]} < max{|f(x)— f(¥)l. x,y € [0,1]; |[x—y| < %} — 0, quand n — +oo.
Noter que, pour ce choix de f,, on a

ffn dX—Zf%%

Cette somme est une somme de Riemann associée a f et on va voir ci-apreés qu’elle

el

converge vers fo x)dx quand n — +oo.

(b) Soit (f,),en une suite de fonctions en escalier telle que f soit limite uniforme
de (f,)nen lorsque n — +oco. Montrer que la suite (I,,),eny C R, ot I, est I’in-
tégrale de la fonction en escalier f,, converge. Enfin, montrer que la limite
I =1lim,_,, I, ne dépend que de f, et non de la suite (f,,),cn. On pose alors

Ll F(x)dx =

Corrigé — Si g est une fonction en escalier, il est clair que la fonction |g| (définie
par|gl(x)) = |g(x)|) est aussi en escalier et que I’on a

|f X)da <f 9(0ldx < gl
On en déduit que

Vi,me NI, - m|-|f — Fdx] <11 = full

Comme la suite (f,,),en converge (vers f) pour la norme || - ||,,, ¢’est une suite de
Cauchy pour cette norme. La suite (1,)),en est donc de Cauchy dans R. La suite
(I,)nen est donc convergente dans R.

Soit maintenant une autre suite (g,),en de fonctions en escalier telle que f soit
aussi limite uniforme de (g,,) ,en. Soit ], U'intégrale de la fonction en escalier g,,. On
remarque que |1,—J,| < ||fu—gull., d’oit Uon déduit que lim,,_, 1, =lim,_, ],
car |fu—gullu < W= fllu + 18w = fll. = 0, quand n — +oo. La limite de la suite
(I,,)nen ne dépend donc que de f, et non du choix de la suite (f,,),en-
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3. Montrer que I’application qui a f associe I'intégrale de f est linéaire de C([0,1],R)
dans R et que, pour tout f € C([0,1],R),on a

1
[ e [ 1rwia < max il

Corrigé — Soit f,g € C([0,1],R) et soit o, p € R. On choisit deux suites de fonctions
en escalier;, (f,)nen €t (€n)uen, convergeant uniformément vers f et §. La suite
(otfyy + BLn)nen est donc une suite de fonction en escalier convergeant uniformément
vers af + Bg (qui appartient bien a C([0,1],R)). En passant a la limite, quand
n— +oo dansl’ egfallte

(afu b)) = af flx dx+ﬁf Gl

(qui est vraie grace a la linéarité de 'intégrale sur ’ensemble des fonctions en
escalier, demontree a la question 1.), on ob{zent

(af +Bg)(x)dx = aJ dx+[3J

Enfin, si f € C([0, 1],R , on choisit (f,;)uen suite de fonctions en escalier convergeant

uniformément vers f . On a déja vu que .

il dx|<J 1o (0l < [l

On obtient les inégalités destrees en passant a la limite sur n, car (|f,|) en est une
suite de fonctions en escalier convergeant uniformément vers |f| et ||full, — |If]l.
quand n — +oo.

Exercice 1.3 (Sur ’intégrale des fonctions continues) Soit (¢,,),eny C C([0,1],R)
et ¢ € C([0,1],R). On suppose que ¢,, — ¢ simplement quand 1 — +oo.

n—-+0o

1. Montrer que si lim J lp,(x) —@(x)|dx — 0, on a alors

1
li dx = dx.
im Ocpn<>x L“’(")x

n—+oo

Corrigé — Ceci est une conséquence d’une inégalité vue dans ’exercice définissant
lintégrale d’une fonction continue :

|fol<<pn<x> x))dx <f oulx) — Q).

2. Montrer que si (¢,,) ey converge uniformément vers ¢, alors

1 1
lim Pu(x)dx = J @(x)dx.
0 0

n—+oco
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Corrigé — Ceci est aussi une conséquence d’une inégalité vue dans [’exercice
définissant 'intégrale d’une fonction continue :

1
|J (0(2) — 9(0)dx] < lon — @l
0

3. Donner un exemple de suite (¢,,),cn qui converge vers ¢ simplement, mais non
uniformément, telle que

1 1
lim @u(x)dx = j @(x)dx.
0 0

n—-+oo

Corrigé — On prend, pour n > 2 :
@ulx) = nx, pour x € [0, 1], @u(x) = n(
X e]%, 1].

Ona(@,)nen C C([0,1],R). Pourtout x € [0,1], ona ¢,,(x) = 0 quand n — +oo. La
suite (@) pen converge donc simplement vers 0. Elle ne converge pas uniformément

vers 0, car ||@,ll, =1 /> 0. On a bien fol Pu(x)dx = % — 0 quand n — +co.

%— X), pour x E]%,%], @u(x) = 0, pour

4. Donner un exemple de suite (¢;,),cn qui converge simplement vers ¢ telle que

1 1
lim @u(x)dx = j @(x)dx.
0 0

n—-+oo

Corrigé — On prend, pour n > 2 :
@u(x) = n%x, pour x € [0, 3], @ (x) = n’(
x€]2,1].

On a (¢,)nen C C([0,1],R). Pour tout x € [0,1], on a ¢,(x) — 0 quand n — +oo.

2

2 _x), pour x €], 2], @,(x) = 0, pour

La suite (@,,),en converge donc simplement vers 0. Pourtant JOI Pu(x)dx =140
quand n — +co.

5. Montrer que si la suite (¢,,),en satisfait les deux conditions :
(a) Pour tout &, 0 < e < 1, (¢,,),en converge uniformément vers ¢ sur [g, 1],

(b) Les ¢,, sont a valeurs dans [-1,+1],

alors on a

1 1
lim x)dx = x)dx.
Jim [ pu@dx= [ o
Corrigé — Par la condition (a), la suite (Q,),eN converge simplement vers @ sur
10,1]. La condition (b) donne alors @(x) € [-1,1] pour tout x €]0, 1] (et donc aussi
pour tout x € [0,1] car @ est continue sur [0,1]).
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Soite> 0. On utlllse maintenant le fait que Io x)dx = Io x)dx +f f(x)dx, pour
tout f € C([0,1],R), pour obtenir :

|f Pul) = (x| < 26+ ma (1, (+) - ()

D’apres (a), il existe ng tel que maxye[e1{l,(x)—@(x)|} < € pour n > ny. On a donc

|f01((pn(x) —@(x))dx| < 3 pour n > ngy, ce qui prouve que Iol Pu(x) — Iol @(x)dx
quand n — +oo.

x\n
6. Vérifier que la suite de fonctions définies par ¢, (x) = Hiz satisfait les condi-
nx

tions énoncées a la question 5. Donner 1’allure générale du graphe de ces fonctions
pour des petites valeurs de #; que devient le graphe lorsque n — +o0 ?

Corrigé — On a bien ¢, € C([0,1],R) pour tout n € N. Soit ¢ > 0. Pour tout x €

[e,1] et tour neN, ona 0 < @,(x) < n—‘g — 0 quand n — +oo. La condition (a) de
la question 5 est donc vérifiée. La condition (b) est également vérifiée en remarquant
que 2x\n < 1+ nx? pour tout x > 0 et n € N (on a donc @,(x) € [0, %] pour tout

. 1
x € [0,1] et tout n € N). La question 5 donne donc que Io @u(x)dx — 0 quand
n — +oo.
La fonction @, est croissante pour x € [0, %], elle atteint son maximum en x = ‘/LZ,
ce maximum vaut % (¢, ne converge donc pas uniformément vers 0 quand n — +00).
La fonction @,, est ensuite décroissante pour x € [\/Lﬁ, 1] et tend vers 0 pour tout x.

7. On suppose maintenant que la suite (¢,,),en Vérifie I’hypothese suivante :

nLiIPOOJ. |9u(x) — @(x)*dx = 0. (14)
1
A-t-on lim j |, (x) — @(x)|dx = 0? [On pourra par exemple utiliser (apres
n—+oo

I’avoir démontrée) I’inégalité suivante : pour tout € > 0, il existe ¢, > 0, ne dépendant
quede e, t. q. a<e+c.a’]

Corrigé — Soit € > 0. On remarque que (pour a >0)a < e+ % (enfalt on a méme
2
2a < e+ —) Le plus faczle pour s’en convaincre, est de remarquer que a < °- si

a> e (donc a < max{e, & })) On a donc

1
f () - @(x)ldx < e+ - L (n(x) — p(x)dx.

Par I’hypotheése (1.4), 1l existe ng te que le dernier terme de 1’inégalité précédente
soit inférieur a € si n > ng. On a donc fol |, (x) — @(x)|dx < 2e si n > ny. On a bien

montré que lim,,_, , o, JOI | (x) — @(x)|dxdx = 0.
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8. Méme question que ci-dessus en remplagant I’hypothese (1.4) par :

dp>1; lim j |, (x (x)[Pdx = 0.

n—+00

Corrlge — la démonstration est identique a la précédente en remarquant que a <

e+ ﬁ, pour tout € > 0 et tout a > 0.

9. On suppose qu’il existe C > 0 tel que

1
j |lpu(x)Pdx <C,¥neN, (1.5)
0
et que la suite (¢,,) ey converge uniformément sur [, 1], pour tout € > 0. Montrer
que lim_ J |9 (x) — p(x)|dx =

Corrigé — On utilise la méme inégalité qu’a la question 7 avec € = %, c’est-a-dire
a< lé +6a?. On a donc, pour tout x € [0, 1],

1
|(Pn(x)| < g + 6|(Pn(x)|2-

On en déduit, pour v €)0,1], en intégrant sur l’intervalle [0,7] :

b ! b 2
[Mtouotix < Lo [ Cguaitax,
0 0

b n
J |, (x)ldx < - +0C.
0 o

! 1 1
j lp(x)|dx < = + 6J @%(x)dx.
0 o 0

1
Soit € > 0, on choisit 6 > 0 pour avoir 6C < ¢ et 6]0 @?(x)dx < &, puis, on choisit

et donc, avec (1.5),

De méme, on a

1 > 0 pour avoir 6 < & On a alors, pour tout n € N,

J pulx) |dx<f o) — pl)ldx + e

Comme (@) ,en converge uniformément vers @ sur [, 1], il existe n tel que |@,(x)—

@(x)| < € pour tout x € [n,1] et tout n > ny. On en déduit fol | (x) — @(x)|dx < 5e

pour tout n > ng. Ceci prouve que lim,,_, , ., fol |, (x) — @(x)|dx =0

10. Construire un exemple de suite (¢,,),en qui satisfait aux hypotheses de la question
précédente et qui n’est pas bornée (donc qui ne satisfait pas aux hypotheses de la
question 5).
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Corrigé — On prend, pourn > 2 :

n/nx sixe[0,1],
Pu(x) =3nvn(2-x) sixely, 2],
0 six€)2,1].

On a (@,)neny C C([0,1],R). De plus, pour tout € > 0, ¢,, — 0 uniformément sur

1
[e,1] quand n — +oo. Enfin, j |(pn(x)|2dx < 2 (car |@,(x)| < \/n pour x € [0, %]).
0

11. Peut-on remplacer I’hypothese (1.5) par :

1
Il existe p > 1 et C > 0 tels que f |, (x)Pdx < C, pour tout n € N?
0

Corrigé — Oui, le raisonnement fait pour p = 2 s’adapte ici en remarquant que
a< % + 8P~ 1aP (pour >0 eta > 0).

1
12. Peut-on remplacer I’hypothese (1.5) par : il existe C > 0 tel que J |, (x)|dx < C,
0

pour tout n € N?

Corrigé — Non, il suffit de reprendre comme contre—exemple les fonctions @,
construites a la question 4.

Exercice 1.4 (Discontinuités d’une fonction croissante) Soit f une fonction crois-
sante de R dans R.

1. Montrer que f a une limite a droite et une limite a gauche en tout point. On note
f(xy) et f(x_) ces limites au point x.

Corrigé — Soit x € R. L’ensemble {f(y), vy < x} est majoré par f(x) (car f est
croissante). Cet ensemble admet donc une borne supérieure (dans R) que I’on note
f(x_) (etona f(x_) < f(x)). Comme f(x_) est un majorant de I’ensemble {f (v),
y <x},ona f(y) < f(x_) pour tout y < x. Puis, pour tout € > 0, il existe y < X t.q
f(x_)—e< f(v) < f(x_) car f(x_) est le plus petit majorant de I’ensemble {f (v),
y < x}. On a donc, comme f est croissante

y<z<x= f(x_)—e<f(z) < f(x_).

Ceci prouve que f(x_) =1limy_,_f(y). (On rappelle que y — x_ signifie y — x avec
y < X.) On a ainsi montré que f admet une limite a gauche en x et cette limite notée

f(x_) vérifie f(x_) < f (x)
De manieére analogue on montre que f admet une limite a droite en x et cette limite

notée f(x,) vérifie f(x) < f(x,). Le nombre réel f(x,) est la borne inférieure de
Iensemble {f (), v > x} (cet ensemble est minoré par f(x)).



1.6. EXERCICES 25

2. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.
[On pourra considérer, pour n € N*, les ensembles A, = {x € [0, 1], f(x;)— f(x_) >

(f (1) = £(0-))/n}.]

Corrigé — SoitxeR. Ona f(x_) < f(x) < f(x,). On remarque donc que le point
X est un point de discontinuité de f si et seulement si f(x,)— f(x_) > 0. On note D
I’ensemble des points de discontinuité de f, on a donc

D={xeR, f(x;)—f(x_)>0}.
Pour montrer que D est au plus dénombrable (c’est-a-dire fini ou dénombrable,
ce qui est équivalent a dire qu’il existe une injection de D dans N), on va utiliser
le fait qu’une union dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est au plus
dénombrable. (Une démonstration de ce résultat est donnée a la fin de la preuve de
cette question.)
On note Dy 1] ’ensemble des points de discontinuité de f inclus dans [0,1] et on
va montrer que Dy ] est au plus dénombrable. Si f(1,) = f(0_), la fonction f est
constante sur [0,1] et Do) = 0. On s’intéresse donc au cas f(1,) > f(0_). Soit
neN et Ay, = {x e [0,1] f(x,)— f(x) = (F(1,)— F(0_))/n).
On suppose A, # 0. Soit p e N et x1,...,x, € Ay avec x; <xjyy sii€{l,...,p—1}
Comme f est croissante, on a f((x;);) < f((x;41)) et

p
pUf (1)~ £(0-))
f(1)=f(0-)2 ;f«xim—f«xi)) > Bt

On a donc p < n ce qui prouve que A, est de cardinal fini.

On remarque maintenant que Dio 1] = Uyen+A,. Comme, pour tout n € N*, A, est
Jfini, on en déduit que Dy 1] est au plus dénombrable.

La raisonnement que nous venons de faire peut se faire aussi en remplagant [0,1]
par [~k k] avec k € N*. En notant D|_y x| ’ensemble des points de discontinuité de f
inclus dans [k, k] on montre ainsi que Dy k] est au plus dénombrable. Finalement,
comme D = Upen+Dy_g k), on obtient bien que D est au plus dénombrable.

Pour conclure on donne maintenant une démonstration du fait qu’une union dénom-
brable d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable.

Soit E un ensemble et (B,,),cN une suite de parties de E. Pour tout n € N, on suppose
que ’ensemble B,, est au plus dénombrable. On pose B = U, cyB,,. Comme B,, est au
plus dénombrable, il existe une application injective @, de B, dans N. Pour x € B,
on définit ¢(x) € N en posant
n, = min{n, x € B,} et p(x) = 2"x39n (),

Il est facile de voir de ¢ est injective (car 2 et 3 sont des nombres premiers et
donc @(x) = @(v) implique n, = 1y, on en déduit que x =y car @, est injective).
L’application ¢ est donc injective de B dans N, ce qui prouve que B est au plus
dénombrable.

Exercice 1.5 (Fonctions réglées) Une fonction réelle définie sur [a,b] (—co <a < b <
+00) est dite réglée si elle est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
sur [a, b].
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1. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est au
plus dénombrable.

2. Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R est réglée sur [4, b] si et seulement si elle
admet des limites a droite et & gauche en tout point de ]a, b[, & droite en a, a gauche
enb.

Exercice 1.6 (Normes définies par I’intégrale)

Soit E = C([-1,1],R) I’espace des fonctions continues de [—1,+1] dans R. Pour
@ € E, on pose

1

+1 +1 2
ol = | |<p<t>|dtet||<p||2=(f |<p<t>|2dt).

-1 -1

1. Montrer que (E, || - ||;) est un espace normé.

Corrigé — 1l est clair que ||f|l, € R, pour tout f € E et que ||laf|l; = lalllfll1,
If+glli <NIflly +Igll pour tout a € R, f, g € E.

1l reste a vérifier que ||f||; = 0 implique f = 0. Pour le montrer, il suffit de remarquer
que si f =0, il existe t € [—1,1] tel que a = f(t) = 0 et donc, par continuité de f, il
existe o, p € [-1,1], a < B et f > 5 sur [a, B]. D’ou I’on déduit ||f|l; > 5(p—a) > 0.

2. Pour n € N, on définit ¢, € E par

0 si—1<x<0
@u(x) =<nx siO<x§%
1 sil<x<l

(a) Montrer que si (¢,,) ey converge vers @ dans (E, || -||;), alors ¢(x) = 0si x < 0 et
@(x)=1six>0.

0
Corrigé - Ona j lp(x)|dx < ||@,, — @Iy pour tout n € N. En faisant tendre n
-1
vers +oo on en déduit f_ol |p(x)|dx = 0 et donc (par continuité de @) que @ = 0 sur
[-1,0]
Soit € > 0. On a aussi Ll lp(x) — 1|dx < ||, — @ll; pour tout n tel que ,ll <e On

en déduit, en faisant tendre n vers +oo que LO lo(x)—1]dx = 0 et donc @ =1 sur
[, 1]. Comme ¢ est arbitraire, on a finalement @ = 1 sur |0, 1]. Noter que ceci est
en contradiction avec @ = 0 sur [-1,0] et la continuité de ¢ en 0. La suite (9,,) neN
ne converge donc pas dans (E,||-||;).

(b) En déduire que (E, || - ||;) n’est pas complet.
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Corrigé — La suite (@y)en est de Cauchy dans (E,|| - ||y) (il suffit pour s’en
convaincre de remarquer que ||@, — @mll1 < % si m > n) et ne converge pas dans

(E,|l-1l1) . L’espace (E,|| - ||;) n’est donc pas complet.

3. Montrer que (E,|| - ||;) est un espace préhilbertien (c’est-a-dire que sa norme est
induite par un produit scalaire) mais n’est pas complet (ce n’est donc pas un espace
de Hilbert).

Corrigé — Pour f,g €E, onpose (f | g) = Lll f(x)g(x)dx.

L’application (f, g) = (f | £)2 est un produit scalaire sur E, c’est-a-dire que c’est une
application bilinéaire de E x E dans R, symétrique et telle que (f | ), = 0 implique
f=0.

Elle induit donc une norme sur E qui est justement le la norme ||-||,, ¢’est-a-dire ||f ||, =

V(f | f)2. L’espace (E, || - ||o) est donc un espace préhilbertien (voir le paragraphe
6.2).

L’espace (E,||-||5) n’est pas complet car la méme suite qu’a la question précédente,
(©n)nens est de Cauchy dans (E,|| - ||o) (on a aussi ||@,; — @ullr < % sim > n) et
ne converge pas dans (E, || - ||o) (un raisonnement analogue a celui de la question

précédente montre que si (@,)qen converge vers @ dans (E,||-||,), alors @(x) = 0 si
x<0et@(x)=1six>0, ce qui est en contradiction avec la continuité de ¢ en 0).

Exercice 1.7 (Rappels sur la convergence des suites réelles) On rappelle que si
u = (U,),eN Une suite a valeurs dans R,

limsupu, = nlirfm sup up,.
n—+oo p=n

1. Soit # = (1), une suite a valeurs dans R. Montrer que lim SUp,,_, o Uy €stla
plus grande valeur d’adhérence de u.

Corrigé — On note a,, = Sup,s, Up € R. La suite (a,),cy est décroissante donc

convergente dans R, ceci montre que limsup, _ . u, est bien définie. On pose
a=lim,_, .4a, =limsup,_,, .

On montre tout d’abord que a est une valeur d’adhérence de la suite (u,),cn. On
distingue trois cas :

Cas 1 1l existe n € N tel que a,, = —co.
On a alors u, = —oco pour tout p > n et donc u, — —oco et a = —oo est bien une
valeur d’adhérence de la suite (u,,),eN-

Cas 2a,, = +oo pour tout n € N. Pour tout n € N, on a SUp s, Up = +09, il existe
donc @(n) > n telle que () > n. La suite (tp(n))nen €st donc une sous-suite

de la suite (U,),en, elle converge vers a = +oo, donc a est bien une valeur
d’adhérence de la suite (U,,),eN-
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Cas 3 a, > —oo pour tout n € N et il existe q € N tel que a; < +oo. Dans ce
cas, on a a, € R pour tout n > q. Pour tout n > q, il existe @(n) > n telle que
a,— % < Ug(n) < ay, (par définition d’un sup). La suite (Uqp(n))n>q €st donc une
sous-suite de la suite (u,),cn, elle converge vers a = lim,,_,_ ., a,, donc a est
bien une valeur d’adhérence de la suite (u,,),en-

1l reste a montrer que a est supérieur ou égal a toutes les valeurs d’adhérence
de la suite (u,),en- Soit b une valeur d’adhérence de la suite (u,),en- 1l existe
donc ¢ : N — N telle que @(n) — +oo et Uy — b guand n — +oo. Comme
Ag(n) Z Uq(n) pour tout n €N, on a donc, en passant &. limite quand n — +o0, a > b.
a est donc la plus grande valeur d’adhérence de la suite (u,,) -

2.Si u = (u,),en est une suite a valeurs dans R, on sait par la question précé-
dente qu’il existe une suite extraite de u qui converge vers limsup,_,, 4, .
Donner un exemple d’une suite de fonctions (f,),cy de R dans R telle que au-
cune sous-suite ne converge simplement vers limsup,,_,, . f, (on rappelle que

(limsup,,_, o fu)(x) = limsup,_, . (fu(x)) pour tout x € R).

Corrigé — Comme card(P(N)) = card(R), il existe P : R — P(N) bijective. On
définit maintenant f,, pour tout n € N.

Soit x e R,

— Si le cardinal de \(x) est fini, on prend f,(x) = 1 pour tout n € N.

— Si le cardinal de V(x) est infini, on peut écrire V(x) = {@.(p),p € N} oit @, est
une fonction strictement croissante de N dans N. on prend alors f,(x) =1 si
n e P(x), fu(x) =1 si n=q@y(2q) avec g e Net f,(x) =0 si n=q,(29+1)
avec q € N.

Avec ce choix de (f,) e, limsup,,_,,  f, est la fonction constante et égale a 1. On
montre maintenant que aucune sous-suite de (f,,),en ne converge simplement vers
limsup,,_,, . fa- En effet, soit ¢ : N — N telle que @(n) — oo quand n — +oo. Il
existe x € R tel que P(x) = Im(¢) (car  est surjective). Pour tout p € N, on peut
trouver n > p tel que @(n) = @,(2q+1) pour un certain g € N (car {¢(0),...,o(p—1)}
ne peut pas contenir {9,(2q + 1), g € N}), on a donc fon)(x) = 0, ce qui montre
que fo(m)(x) 7> 1 quand n — +oo. La sous-suite (fo(n))nen ne converge donc pas
simplement vers limsup,_, . f.

3. Trouver I’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (u,,),cx telle que :
liminf, ,,u, =0,limsup,_, u,=1etlim,, |t —u, =0.
Donner un exemple d’une telle suite.

Corrigé — On note A I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (uU,),en.
D’aprés la question 1 (et son analogue avec liminf) ona 0,1 € Aet AC[0,1]. On
montre maintenant que A = [0, 1].

Soit a €]0,1[. Pour n €N, il existe p > n tel que u, >a(car SUpps, Up 2 1). De
méme, il existe q > p tel que ugy < a (carinfys,u, <0). On pose o(n) =min{q > p;
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ug < a}. On a donc Ugp(n) < 4 < Ug(n)-1 (noter que ceci est aussivrai siq = p+1, grace
au choix de p). Comme |u(P(n) - u(P(n)_1| — 0 quand n — +co (noter que @(n) — oo
quand n — +oo car @©(n) > n), on a ugp(y) — a quand n — +oo et donc a € A. Ceci
prouve que A =[0,1].

On obtient un exemple d’une telle suite de la maniére suivante :

Pour n € N il existe un unique (p,q) avec p €N, 0 < q < p tel que n = w +4, on

posealorsun:%sip:ZkaveckeN, etun:;%sip:2k+laveckeN.

Exercice 1.8 (Fonctions caractéristiques d’ensembles)
Soit E un ensemble. Lorsque A est une partie de E, on définit 1, : E — R par:

1ao(x)=1,six €A,

15o(x)=0, six e A. (1.6)

La fonction 1, est appelée “fonction caractéristique de A” (elle est souvent aussi
notée x ).

1. Montrer que si A et B sont deux sous-ensembles disjoints de E, alors

1poup =14 +15.

En déduire que si (A,),cn est une suite de sous-ensembles de E deux a deux

disjoints, on a
ZIAH = IUIIENA".
neN

(On précisera aussi le sens donné a “}_, (14 ).

Corrigé — Si A et B sont 2 parties de E, il est facile de voir que 1 55(x) est différent
de 15(x) + 1g(x) seulement si x € AN B. Si A et B sont deux parties disjointes de E,
onabien 1,5 =15 +1p.

Si (A,,)nen est une suite de parties de E, on définit, pour x € E :
n

ZIA” (X) - 71&?00 lA” (X)’

neN p=0

cette limite existe toujours dans R.,. Si les (A,,) sont disjoints deux & deux, cette limite
estégale a 0 si x & |,y Ay et est égale a 1 si x € |,y Ay (car x appartient alors
aun seul A,,).

2. Montrer que siBC ACE,onalgpg =14 —13.
Corrigé — Six € B, ona1x\p(x)=14(x)-1p(x)=0.
Six €A\ B, onalpp(x)=1x(x)-1g(x)=1.
Six €AS, onalpp(x)=1x(x)—1p(x)=0.

Ceci donne bien 15\p = 15 —13.
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3. Montrer que, pour A et B sous-ensembles de E,ona 15,5 =1515.
Corrigé — Sixe ANB,onalaqp(x)=14(x)1g(x) = 1.
Sixe(ANB)*=A“UB onalpnp(x)=1a(x)1g(x)=0.

Ceci donne bien 1 o5 = 1515.

4. Soit f : E — R une fonction ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. Montrer que
f s’écrit comme combinaison linéaire de fonctions caractéristiques.

Corrigé —  Soit ay,...,a, les valeurs prises par f (noter que a; # a; sii #j). On

n
pose alors A; ={x € E; f(x) = a;}. On voit alors que f = Z”ilAi'
i=1

Exercice 1.9 (Limite uniforme dans R) Soit (f,,),eny C C(R,, R, ). On suppose que
(fn)nen converge uniformément vers f (de sorte que f € C(R,,R,)).

a—+o0o

a
1. On suppose que, pour n € N, lim J fn(x)dx existe dans R.
+00 0
On note J fu(x)dx cette limite.
0

a
Montrer, en donnant un exemple, que lim j f (x)dx peut ne pas exister dans R.
a—+oo
0

Corrigé — Pour n > 1, on définit f,, par :
1 si0<x<1,

sil<x<mn,

1

1
X
1 .
Tl+z—x szn<x<n+z,
0

. 1
Six2n+ .

fa(x)

n n+l/n

La suite (f,,),en converge uniformément vers f définie par :

f(x):{lsiOSx<1,

] .
;szlgx
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Plus précisément, on a ||f,, — fll,, < % — 0 quand n — +oo.

D’autre part, pour a > 1, f;f(x)dx =1 +log(a) — oo quand a — .

n—oo a—+o0o

+00 a
2. On suppose de plus que lim J fa(x)dx et lim J f(x)dx existent dans R.
0 0

+00
On note alors j f(x)dx cette derniere limite. L’ égalité suivante
0

lim J:oo fu(x)dx = J:mf(x)dx.

n—-oo

est-elle satisfaite ?

Corrigé — Pour n > 1, on définit f,, par :
1

u si0<x<mn,
fux)=3n+1- sin<x<n+ i+
n n n’
0 six2n+%.

fu

=

\ x

n n+l/n

La suite (f,;)nen converge uniformément vers 0 car || fll, = % — 0 quand n — +oo,
mais 1 < JJOQ fu(x)dx /> 0 quand n — +co.

Exercice 1.10 (Convergence dominée et intégrale des fonctions continues)
Cet exercice est difficile.

On note E = C([0, 1], R) I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs réelles.
Pour f € E, on pose ||f||e = SUP,e(0,1] |f (x)|. Noter que I’application f + ||f]|o est
bien une norme.

Pour f : [0,1] = R, on définit f* par f*(x) = max(f(x),0) (pour tout x € [0,1]), et
7= (=f)" e sorte que f(x) = f*(x)— f~(x) et |f(x)| = £*(x) + f~(x)). Soient f et
g deux applications de R dans R (ou dans RU {+oo}), On dit que f > g si f(x) > g(x)
pour tout x € [0, 1]. On désigne par 0 la fonction (définie sur R) identiquement nulle.
Soit T : E — R une application linéaire. On dit que T est positive si :

feE f>0=>T(f)>0.

Soit T : E — R une application linéaire positive.
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1. Montrer que T est continue de (E, ||.||o,) dans R. [Indication : On pourra remarquer
que, pour tout f € E, T(f) < T(1)||f]lc, o0t 1 désigne la fonction constante et égale
alsur[0,1].]

2. Soient (f,,),en C Eet f € E telles que f,,,1 > f,,, pour tout n € N et, pour tout x €
[0,1], lim,,_,, fu(x) = f(x). Montrer que f, tend vers f uniformément sur R.
[Indication : Soit € > 0, on pourra introduire, pour n € N, O,, = {x € [0,1]; f(x) —
fa(x) < &} et utiliser la compacité de [0, 1].]

En déduire que T(f,) — T(f), quand n — +oco.

3. Soient (f,),eny C E et g € E telles que f,,1 > f,, pour tout n €N, et g(x) <
lim f,(x) (€ RU {+oo}), pour tout x € [0, 1].
n—+o0

Montrer que T(g) < lirP T(f,)-
n—+o00

Soit f : [0,1] - R U {+oo}, on dit que f € A* s’il existe une suite (f,,),eny C E
telle que f,,1 > f,,, pour tout n € N, lim,,_,, , f,,(x) = f(x), pour tout x € [0,1] et
lim,, 100 T(f,) < +o0.

4. Soit f € A", montrer que sup (T(g)) < +oo.
g€E g<f

On définit T sur A* par T(f) = sup (T(g)).
g€k g<f

Noter que ceci est compatible avec la définition de T sur Eetquesi f,g€ A" ona
alors : f > g = T(f) > T(g).

5. (“Convergence croissante”) Soient (f,),eny C A" et f : R — RU {+o0} telles
que fu.1 = fu, pour tout n € N, lim,,_,, o, f,,(x) = f(x), pour tout x € [0,1] et
lim,,_,,. T(f,) < +oo. Montrer que f € A" et T(f) = lirin T(f)-

n—+oo
[Indication : Considérer g, = sup (fp,,), avec, pour tout n € N, (f, ,)pen C E
0<n<p
tels que fy11,, = fpu, pour tout p € N, lim f, ,(x) = f,(x), pour tout x €
p—>+oo

[0,1]]

6. (“Convergence décroissante”) Soient (f,,),ey C AT et f € E telles que f,,,1 <
fu» pour tout n € N, et liIP fu(x) = f(x), pour tout x € [0,1]. Montrer que
n—+0o0

T(f)= lim T(f,).
[Indication : On pourra montrer que, pour tout € > 0 et pour tout n € N, il
existe h, € A™ tel que h,, > f,, — f,41 et T(h,) < T(f,,) = T(f41) + 5. Puis, en
remarquant que ), .y H,,(x) > fo(x) — f(x), pour tout x € [0, 1], et en utilisant
la question 5, montrer que T(f) > lim T(f,).]

n—+00
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7. (“Convergence dominée”) Soient (g,),cn C E et g € E telles que :
1. g,(x) = g(x), quand n — +oo, pour tout x € [0, 1].
2.1g,(x)| < 1, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N.
Montrer que T(g) = lim T(g,).
n—+oo
[Indication : On pourra utiliser la question 6 avec f, =sup g, — ir>1f gp et remar-
n pzn

p>
quer que g — g, < fn etg,—8g= fn]

8. (Exemple.) En choisissant convenablement T, montrer le résultat suivant :
Soient (f,,),en C E et f € E telles que :
1. fu(x) = f(x), quand n — +oo, pour tout x € [0, 1].
2. |fu(x)| < 1, pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N.

1 1
alors J- fa(x)dx — J- f(x)dx, quand n — +oco.
0 0

Donner un contre—exemple a ce résultat si la deuxieme hypothese n’est pas
vérifiée.

Exercice 1.11 (Théoréeme de Bernstein) On veut démontrer ici le théoréeme suivant :

Théoreme 1.7 (Bernstein) Soient E et F deux ensembles quelconques ; il existe une
bijection de E dans F si et seulement s’il existe une injection de E dans F et une
injection de F dans E.

Bien siir, I’existence d’une bijection de E dans F donne I’existence d’une injection de
E dans F et d’une injection de F dans E. Il s’agit maintenant de montrer la réciproque.
On suppose donc qu’il existe une injection E dans F, notée f, et une injection de F
dans E, notée g. A partir de f et g, on va construire une bijection / de E dans F.

Soit x € E donné. Pour déterminer h(x), on commence par considérer la suite des
images de x (alternativement par f et g) et la suite des antécédents de x (alternative-
ment par g et f). Bien siir, la suite des images de x est infinie. Mais, lorsque f ou g
n’est pas surjective, la suite des antécédents de x peut ne pas étre infinie (si x € Im(g)
elle s’arréte tout de suite !). Le choix de h(x) va étre fait en fonction de cette suite des
antécédents. Voici tout d’abord la construction de cette suite.

On pose x = x.

Construction de x; pour k > 0. Soit k > 0. On suppose x;_; connu (ce qui est vrai
pour k = 1).

— Si k est impair, on prend x; = f(x;_1) (de sorte que x; € F).

— Si k est pair, on prend x; = g(x;_1) (de sorte que xi € E).
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Construction de x;. pour k < 0. Soit k < 0, On suppose que xj,; existe (ce qui est
vrai pour k = —1).

Si |k| est impair et si x;, € Im(g), la suite des antécédents s’arréte.

On pose alors N = k (et x)y n’existe pas).

Si |k| est impair et si x;,; € Im(g), on prend xj tel que g(xx) = X1 (xx est
unique car g est injective).

Si |k| est pair et si x;,1 € Im(f), la suite des antécédents s’arréte.

On pose alors N = k (et x n’existe pas).

Si |k| est pair et si xg,1 € Im(f), on prend xj tel que f(xx) = X, 1 (xx est unique
car f est injective).

Enfin, si la suite des antécédents ne s’arréte jamais, on pose N = —co. On a ainsi
construit une suite (X )g>N

On définit maintenant h(x) dans F. On distingue trois cas.

Si —N est impair, on prend h(x) = f(x), c’est-a-dire h(x) = xq,
Si —N est pair, on prend h(x) = v, avec g(y) = x, c’est-a-dire h(x) = x_q,
Si N = —co, on prend h(x) = f(x).

Montrer que 1’application h ainsi définie est une bijection de E dans F.

Corrigé — L’application g est une bijection de F sur son image, notée Im(g) (qui est

une partie de E). On note g 'application réciproque (qui est donc une bijection de
Im(g) dans F). La construction de h montre que pour tout x € E on a h(x) = f(x) ou

h(x) =g(x).

On montre tout d’abord que h est injective. Soit x,z € E tels que h(x) = h(z). On veut

montrer que x = z. On distingue 3 cas.
Cas1: h(x)= f(x), h(z)
Cas 2 : h(x) =3(x), h(z)
Cas 3 : h(x) = f(x),h(z) = g(2). On note (xi)r>n, et (zx)k>N, les suites associées a
X et z. Par définition de h, on a donc h(x) = xq et h(z) = z_y. De plus, on a N, > —oo,
—N, pair et N, = —oco ou —N, impair.

f(2). Dans ce cas, comme f est bijective, on a x = z.

g(z). Dans ce cas, comme ¢ est bijective, on a x = z.

De I’égalité x| = z_1, on déduit que les antécédents de x| sont les mémes que ceux
de z_y et donc que N, = N, — 2, ce qui est impossible car —N, pair et N, = —oco ou
—N, impair. Ce cas est donc impossible.

Bien siir, le cas h(x) =g(x) et h(z) = f(z) est identique au cas 3. On a donc bien montré
que h est injective.

On montre maintenant que h est surjective. Soit y € F. On pose x = g(v) et on considere
la suite associée a x, notée (xi)i>N, de sorte que v = x_1. Ici aussi, on peut distinguer
3 cas.
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Cas 1: N = —oo. Dans ce cas, la suite des antécédents de x_, est aussi infinie et on a
donc h(x_p) =x_1 =v. On a donc y € Im(h).

Cas 2 : N > —co et —N impair. Comme x_ existe (puisque x_1 =y), ona N < =3
et donc x_, existe. La suite des antécédents de x_, est alors la méme que la suite des
antécédents de x avec un décalage de 2, on a alors aussi h(x_p) = f(x_5) =x_1 = .
On a donc y € Im(h).

Cas 3: N > —oo et —N pair. On a alors h(x) = x_y = y. On a donc y € Im(h).

Ceci termine la démonstration de la bijectivité de h.

Exercice 1.12 (Dénombrabilité de Q)

En utilisant le théoréme de Bernstein (théoréeme 1.7), montrer que Q est dénombrable.

Corrigé — 1l s’agit donc de construire une injection, notée f, de N dans Q et une
injection, notée g, de Q dans N.

Pour f, on prend f(n) = n pour tout n € N. C’est bien une injection de N dans Q.

On construit maintenant une application g injective de Q dans N.

Soit r € Q. On distingue 3 cas,

1. Sir =0, on pose h(r) =0.

2.Sir>0. Onnote 1, ={q € N* tels que rq € N*}, q, = minl, et p, = rq, de sorte que
pr €N*etr=p,./q,. On pose alors g(r) = 2Pr3% (on a bien g(r) € N).

3. Sir<0. Onnote 1, ={q € N* tels que —rq € N*}, q, = minlI, et p, = —rq, de sorte
que p, e N* et r = —p,/q,. On pose alors g(r) = 5Pr3% (on a bien g(r) € N).

On montre mainenant que g est injective. Soit r,s € Q tels que g(r) = g(s), il s’agit de
montrer que r = s. On distingue ici 4 cas.
1.Sir=00us=0,0nag(r)=g(s)=0etdoncr=s=0.

2. Sir et s sont de signes contraires. On peut supposer r > 0 et s> 0 (le cas r <0 et
s> 0 est semblable). Dans ce cas, on ne peut pas avoir g(r) = g(s) car g(r) est un
multiple de 2 mais g(s) n’est pas un multiple de 2.

3.8ir>0ets>0, onag(r)=2Pr39 = 2Ps39 = g(s). Mais, comme 2 et 3 sont des
nombres premiers, ceci impose p, = ps et q, = qs, ce qui donne bien r =s.

4. Sir<0ets<0, ona g(r)=5Pr39 =5P3% = g(s). Mais, comme 5 et 3 sont des
nombres premiers, ceci impose p, = ps et q, = qs, ce qui donne encore r = s.

On a bien montré que r = s et donc que g est injective.

Exercice 1.13 (Limites sup et inf d’ensembles) Soit (A,),cn une suite de parties
d’un ensemble E. On note

lrizrgingn = U ﬂAp et limsupA, = ﬂ UAP'

-
neNp=n n—teo neNp=n
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1. On suppose la suite (A,,),,cy monotone, ¢’est-a-dire que A,, C A,,,1, pour tout n € N,
ouque A, ; CA,, pour tout n € N. Exprimer liminf,_,, , A, etlimsup,_, A,
en fonction de | J,,cjy Ay, et (),en A

Corrigé — Si A, C A, 1, pourtout n € N, on a alors
liminfA, =limsupA, = U A,.

n—+00 n—+oo e
Si A, CA,, pourtout n €N, on a alors
liminfA, =limsupA, = ﬂ A,.

n—+0o n—+0o neN

2. Méme question que précédemment si la suite est définie par : Ay, = Aet Ayp1 =B,
p €N, A et B étant deux parties données de E.

Corrigé — Dans ce cas, on aliminf,_,, A, = ANBetlimsup,_,, A, =AUB.
3. Montrer que :

1hm SUP) 400 A, =lim Sup 1An
n—+oo

liminfA,, ClimsupA,

n—+00 n—>+00

n—+00

+00

liminfA, ={xe E;ZlA;(x) < oo}
n=0

n—+oo

+00
limsupA, ={x€E; ZlAn(x) = oo}.
n=0

Corrigé —  On remarque d’abord que, si (B,),en C E, 10 B, = infuenl1p, et
1UneN B, = SUpP,eN 1Bn'

— Soitx € E,
1y =1 =inf1l = inf 1
limsup,,_, Ay, (x) Miuen Upzn Ap (x) :IIEIN Upzn Ap (X) rlllgN(i,gI; Ap (x))
= lim (suplp (x))=limsupl, (x).
n—>+°°(p25 4, (¥)) = limsup 15, (x)

Donc 1jimsup, ., A, =limsup, ,, 14 .
De méme, soit x € E,
Liming, oo Ay () = 1,y Mpan A, (¥) = Slelg 1,5, 4, (x) =sup(inf 15 (x))
n

neN pzn
= dim (inf 1, (¥) = liminfLy, ()

Donc 1jimint A, =liminf, 14 .

n—+co
— Si x € liminf,_, A, il existe n€N tel que x € ﬂPZn Ap, on a donc x €
UpZm Ap pour tout m € N (on a, par exemple, x € A, avec p = max{m,n}).
On en déduit x € (,,en UpZm Ap =limsup, _,, A, Doncliminf, , A, C

limsup,,_,, . Ay
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— Soit x € E. On voit que x € liminf,_, A, si et seulement s’il existe n € N tel
que x € A, pour tout p > n, ce qui est équivalent a dire que x n’appartient a Aj,
que pour un nombre fini de n ou encore que ) 1%, 1 o¢ (x) < c0. On a donc bien

n—+o0

+00
liminfA, = {x € E; Z1A%(x) < o).
n=0

— Soit x € E. On voit que x € limsup,,_,, A, si et seulement si, pour tout n € N,
il existe p > n tel que x € A, ce qui est équivalent a dire que x n’appartient a
A,, que pour un nombre infini de n ou encore que Y ;% 1, (x) = c0. On a donc
bien

n—+oo

+00
limsupA, ={xe E;ZlAn(x) = oo}.
n=0






Chapitre 2

Tribus et mesures

2.1 Introduction

2.1.1 Cas d’un probleme “discret”

Pour introduire la série de définitions qui suivent, commencons par quelques exemples,
tirés du calcul des probabilités. Le calcul des probabilités s’intéresse a mesurer la
“chance” qu’un certain événement, résultat d’une expérience, a de se produire. Con-
sidérons par exemple 1’expérience qui consiste a lancer un dé. On appelle éventualité
associée a cette expérience un des résultats possibles de cette expérience, et univers
des possibles I’ensemble E de ces éventualités. Dans notre exemple, les éventualités
peuvent étre 1,2, 3,4, 5 ou 6 ; on pourrait choisir aussi comme éventualités les résultats
correspondant au dé cassé. On peut donc tout de suite remarquer que 1’ensemble E
des univers du possible dépend de la modélisation, c’est-a-dire de la formalisation
mathématique que 1’on fait du probleme. Notons qu’il est parfois difficile de définir
I’ensemble E.

A partir des éventualités, qui sont donc les éléments de 1’univers des possibles E, on
définit les événements, qui forment un ensemble de parties de E. Dans notre exemple
du lancer de dé, I’ensemble des événements est I’ensemble des parties de E, noté P(E).
Dans I’exemple du dé, la partie {2, 4, 6} de E est I’événement : “le résultat du lancer
est pair”. On appelle événement élémentaire un singleton, par exemple {6} dans notre
exemple du lancer de dé, événement certain I’ensemble E tout entier, et I’événement
vide I’ensemble vide @ (qui a donc une chance nulle de se réaliser). Pour mesurer la
chance qu’a un événement de se réaliser, on va définir une application p de I’ensemble
des événements (donc de P(E) dans notre exemple du lancer de dé) dans [0, 1] avec
certaines propriétés (qui semblent naturelles. . .). La chance (ou probabilité) pour un
événement A C E de se réaliser sera donc le nombre p(A), appartenant a [0, 1].
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L’exemple du lancer de dé, que nous venons de considérer, est un probléme discret
fini, au sens ou I’ensemble E est fini. On peut aussi envisager des problémes discrets
infinis, ’ensemble E est alors infini dénombrable (on rappelle qu'un ensemble I est
dénombrable s’il existe une bijection de I dans N, il est au plus dénombrable s’il existe
une injection de I dans N), ou des problemes (parfois appelés continus) ot E est infini
non dénombrable.

2.1.2 Exemple continu

Considérons maintenant 1’expérience qui consiste a lancer une balle de ping-pong
sur une table de ping-pong. Soit E I’ensemble des points de la table de ping-pong, on
peut voir E comme un sous-ensemble de R?, un événement élémentaire est alors un
point (x,v) € E (le point d’impact de la balle), et un événement semble étre une partie
quelconque A de P(E). On suppose qu’on a effectué le lancer sans viser, ¢’est-a-dire
en supposant que n’importe quel point de la table a une chance égale d’étre atteint (les
événements élémentaires sont dit équiprobables), et que la balle tombe forcément sur
la table (on est treés optimiste. .. ). On se rend compte facilement que la probabilité
pour chacun des points de E d’€étre atteint doit &tre nulle, puisque le nombre des points
est infini. On peut aussi facilement deviner que la probabilité pour une partie A d’étre
atteinte (dans le modele équiprobable) est le rapport entre la surface de A et la surface
de E. La notion intuitive de surface correspond en fait a la notion mathématique de
mesure que nous allons définir dans le prochain paragraphe. Malheureusement, comme
on I’a dit dans le chapitre introductif, il ne nous sera pas mathématiquement possible
de définir une application convenable, i.e. qui vérifie les propriétés (4.1)-(4.2), et qui
mesure toutes les parties de R (au sens intuitif de longueur) ou R? (au sens intuitif
de surface), ou méme du sous-ensemble E de R? (voir a ce sujet I’exercice 2.28). On
va donc définir un sous-ensemble de P(E) (qu’on appelle tribu) sur lequel on pourra
définir une telle application. Dans le cas d’un ensemble fini, la tribu sera, en général,
P(E) tout entier. Mais, dans le cas de la balle de ping-pong que vous venons de décrire,
I’ensemble des événements sera une tribu strictement incluse dans P(E).

2.2 Tribu ou c—algebre

Définition 2.1 (Tribu ou c—algebre) Soient E un ensemble, T une famille de parties
de E (i.e. T C P(E)). La famille T est une tribu (on dit aussi une c—algébre) sur E si
T vérifie :

1.0eT,EeT,

2. T est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable
(Ay)nen d’éléments de T, on a | J,en Ay € T.
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3. T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille
dénombrable (A,) ey d’éléments de T, ona (A, €T.

4. T est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € T, on a
A€ e T (On rappelle que A = E\ A).

Il est clair que, pour montrer qu’une partie T de P(E) est une tribu, il est inutile de
vérifier les propriétés 1-4 de la définition précédente. 11 suffit de vérifier par exemple
PeT (ouEeT), 2 (ou3l)etd.

Exemples de tribus sur E : {0, E} et P(E) sont des tribus sur E.

Définition 2.2 (Langage probabiliste) Soient E un ensemble quelconque (parfois
appelé I'univers des possibles) et T une tribu,; on appelle éventualités les éléments de
E et événements les éléments de T. On appelle événement élémentaire un singleton
appartenant a T. On dit que deux événements A, B € T sont incompatibles si ANB = .

Proposition 2.3 (Stabilité par intersection des tribus) Soient E et I deux ensembles.
Pour tout i € 1, on se donne une tribu T; sur E. Alors, la famille (de parties de E)

ﬂTi ={ACE; AeT, Viel)
iel
est encore une tribu sur E.

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait 1’objet de la premiere
question de I’exercice 2.2. [ ]

Cette proposition nous permet de définir ci-apres la notion de tribu engendrée.

Définition 2.4 (Tribu engendrée) Soient E un ensemble et C C P(E). On appelle
tribu engendrée par C la plus petite tribu contenant C, c’est-a-dire la tribu T(C)
intersection de toutes les tribus sur E contenant C (cette intersection est non vide car
P(E) est une tribu contenant C).

Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algebre, qui est identique a celle de tribu en
remplagant “dénombrable” par “finie”.

Définition 2.5 (Algebre) Soient E un ensemble, A une famille de parties de E (i.e.
A CP(E)). La famille A est une algébre sur E si A vérifie :

1.0 A Ec A,
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2. A est stable par union finie, ¢’est-a-dire que pour tout A,B€e Aona AUB e A.

3. A est stable par intersection finie, c’est-a-dire que pour tout A,Be Aona ANB e
A.

4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, on

a A e A.

Remarque 2.6 (Algébre engendrée) Soit E un ensemble et C C P(E). Comme pour
les tribus, on peut définir I’algebre engendrée par C. C’est la plus petite algeébre conte-
nant C, ¢’est-a-dire lintersection de toutes les algébres contenant C (voir ’exercice
2.9).

Soit E un ensemble, C C P(E) et T(C) la tribu engendrée par C (voir la définition 2.4 et
I’exercice 2.2). Il est important de remarquer que, contrairement a ce que 1’on pourrait
étre tenté de croire, les éléments de la tribu engendrée par C ne sont pas tous obtenus,
a partir des éléments de C, en utilisant les opérations : intersection dénombrable, union
dénombrable et passage au complémentaire. Plus précisément, on pose :

RYC)={ACEtel que A = U A, avec, pour tout 1, A, € C ou AY, € C},
neN

R*(C)={ACEtel que A = ﬂ A, avec, pour tout 1, A, € C ou AY, € C},
neN

R(C) =RYC)URZ(C).

Prenons E = R et C ’ensemble des ouverts de R (donc T(C) est la tribu borélienne
de R, voir définition ci-apres). Il est facile de voir que R(C) C T(C). Cependant, R(C)
n’est pas une tribu (cela est moins facile a voir). En posant : Sp =C, et S,, = R(S,_1),
pour n > 1, on peut aussi montrer que S = U,enS, n’est pas une tribu (et que
S cT(C)).

Remarque 2.7 Soit E un ensemble et Cy C C, C P(E). 1l est alors facile de voir que
T(C1) C T(C,) (cf Exercice 2.2).

La construction de la tribu de Borel s’appuie sur la topologie des ouverts de R.
Rappelons a toutes fins utiles qu’une topologie est précisément la donnée des ouverts :

Définition 2.8 (Topologie) Soit E un ensemble. Une topologie sur E est donnée par
une famille de parties de E, appelées ouverts de E, contenant () et E, stable par union
(quelconque) et stable par intersection finie. L’ensemble E, muni de cette famille de
parties, est alors un espace topologique.
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Définition 2.9 (Tribu borélienne) Soit E un ensemble muni d’une topologie (un
espace métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la
tribu engendrée par I’ensemble des ouverts de E, cette tribu sera notée B(E). Dans le
cas B =R, cette tribu est donc notée B(R). On appelle borélien de R un élément de la
tribu borélienne.

Un des objectifs principaux de ce chapitre est de construire une application A de la
tribu B(R) dans R, telle que :

1. XM(Je,, B[) =B — o, pour tout o, p € R a < B,

2. MUyenAy) = X en MA,,), pour toute suite (A,,) ey C€ B(R) telle que A, NA, =0
si n = m. (Noter que U,cnA,, € B(R) griace a la stabilité d’une tribu par union
dénombrable.)

C’est I’objet du paragraphe 2.5. Une question naturelle est de savoir si 1’on peut
prendre B(R) = P(R). La réponse est non (voir les exercices 2.28 et 2.29). On peut
méme démontrer que card(B(R)) = card(R) (alors que card(P(R)) > card(R)).

On donne maintenant un rappel rapide sur les cardinaux (sans entrer dans les aspects
difficiles de la théorie des ensembles, et donc de maniere peut-&tre un peu imprécise).

Soient A et B deux ensembles.

1. On dit que card(A) = card(B) s’il existe une application bijective de A dans B. Pour
montrer que deux ensembles ont méme cardinaux, il est souvent tres utile d’utiliser
le théoreme de Bernstein (voir I’exercice 1.11). Ce théoreme dit que s’il existe une
injection de A dans B et une injection de B dans A, alors il existe une bijection de A
dans B (et donc card(A) = card(B)). Le théoreme de Bernstein motive également
la définition suivante.

2. On dit que card(A) < card(B) s’il existe une application injective de A dans B.

3. Un autre théoréme intéressant, dii a Cantor, donne que, pour tout ensemble X,
on a card(X) < card(P(X)) (c’est-a-dire card(X) < card(P(X)) et card(X) =
card(P(X))). On a donc, en particulier, card(P(R)) > card(R). La démonstration
du théoreme de Cantor est tres simple. Soit ¢ : X — P(X). On va montrer que ¢
ne peut pas étre surjective. On pose A = {x € X; x ¢ @(x)} (A peut étre I’ensemble
vide). Supposons que A € Im(¢). Soit alors a € X tel que A = ¢(a). Sia € A = ¢(a),
alors a ¢ A par définition de A. Sia ¢ A = @(a), alors a € A par définition de A.
On a donc montré que A ne peut pas avoir d’antécédent (par ¢) et donc ¢ n’est pas
surjective.
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Proposition 2.10 On note Cy I’ensemble des ouverts de R, C, = {]a,b[, a,b € R,
a < b} et C3 ={]a, o[, a € R}. Alors T(C;) = T(C,) = T(C3) = B(R). (Noter que
d’autres caractérisations de B(R), semblables, sont possibles.)

DEMONSTRATION —  On a, par définition de B(R), T(C;) = B(R). On va démontrer
ci-apres que T(Cy) = T(C,) (le fait que T(C,) = T(C3) est laissé au lecteur).

Comme C, C Cy, ona T(Cy) C T(Cy). Il suffit donc de démontrer I’inclusion inverse.
On va montrer que C; C T(C,), on aura alors que T(C;) C T(C,).

Soit O un ouvert de R. On suppose O = () (on sait déja que @ € T(C,)). Le lemme 2.11
ci-apres nous donne I’existence d’une famille (I,,),,ca d’intervalles ouverts telle que
AcNetO=J,epl,. Noter qu’on aaussi O = |,y 1, enposant I,, =0 sin e N\ A.
Comme I,, € C, C T(C;) pour tout n € A et @ € T(C;), on en déduit, par stabilité
dénombrable d’une tribu, que O € T(C,). Donc, C; C T(C,) et donc T(Cy) C T(C,).
On a bien montré que T(C;y) = T(Cy). L]

Lemme 2.11 Tout ouvert non vide de R est réunion au plus dénombrable d’intervalles
ouverts bornés.

DEMONSTRATION —  Soit O un ouvertde R, O = 0. On pose A = {(,7) € Q%;p <y,
1B, v[c O}. On a donc U y)ealB, Y[C O. On va montrer que O C g ,)ealp V[ (et

donc que O = g 1)ealp VD-

Soit x € O, il existe a, > 0 tel que |x — o, x + o, [C O. En prenant g, € QNJx —
oy, x[ et vy € QNx, x + o[ (de tels By et y, existent) on a donc x €]By, yx[C O
et donc (By, Vx) € A. D’ol x €]By, Yx[C U([S,y)eA]ﬁ'Y[' On a bien montré que O C

Up,y)ealp vl et donc que O = Ug ,)ealp, v[. Comme Q? est dénombrable, A est au
plus dénombrable et le lemme est démontré. |

On peut aussi montrer que tout ouvert non vide est réunion au plus dénombrable
d’intervalles ouverts disjoints deux a deux (cf. le lemme 2.44 page 65).

Définition 2.12 (Espace et partie mesurable ou probabilisable)  Soient E un
ensemble et T une tribu sur E. Le couple (E, T) est appelé espace mesurable ou (en
langage probabiliste!) espace probabilisable. Les parties de E qui sont (resp. ne sont
pas) des éléments de T sont dites mesurables ou probabilisables (resp. non mesurables,
non probabilisables).

2.3 Mesure, probabilité
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Définition 2.13 (Mesure) Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure une
application m : T — R, (avec R, = R, U (+00)) vérifiant :

1. m(0) =0,

2. m est ¢-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (A,),en d’éléments de T
disjoints deux a deux (i.e. tels que A, N A,, =0, sinzm)ona:

m(|_JA) =) m(A,). @.1)

neN neN

Remarque 2.14

1. Dans la définition précédente on a étendu a R, 1’addition dans R, . On a simplement
posé x + (+00) = 400, pour tout x € R,. Noter également que la somme de la série
dans la définition précédente est a prendre dans R, et que, bien slr, a = ) 4,
signifie simplement que ZZ:O ap — a (dans R,) quand n — +oo.

2. Soient x, 7,z € R.. Remarquer que x + v = x+z implique v = z si x # +o0.

3. Dans la définition précédente, la condition 1. peut €tre remplacée par la condition :
1 A e T,m(A) < co. La vérification de cette affirmation est laissée au lecteur
attentif.

4. 11 est intéressant de remarquer que, pour une série a termes positifs, I’ordre de
sommation est sans importance. Plus précisément, si (a,),eny C R, et si ¢ est une
bijection de N dans N, on a ), a, = ) en dg(n)- Cest 'objet du lemme 2.15.

5. Une conséquence immédiate de la o-additivité est I’additivité, ¢’est-a-dire que

n

m(OAP) - Zm(Ap)
p=0 p

=0
pour toute famille finie (A,),-o,..,, d’€éléments de T, disjoints deux a deux. L’addi-
tivité se démontre avec la o-additivité en prenant A, = @ pour p > n dans (2.1).

6. Dans le cas E =R et T = P(R), il est facile de construire des mesures sur T, mais il
n’existe pas de mesure sur T, notée m, telle que m(]a, b[) = b —a pour tout g, b € R,
a < b (voir les exercices 2.29 et 2.28). Une telle mesure existe si on prend pour T la
tribu borélienne de R, c’est I’objet de la section 2.5.

Lemme 2.15 Soit (a,,),cn C R, et soit ¢ : N — N bijective; alors

Zﬂn = a(P(n).
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DEMONSTRATION —  On pose

n n

A=) o= lim ) ap)etB=) ayn(=lim ) ayp)

neN p=0 neN p=0
Noter que A, B € R,. On veut montrer que A = B.

On montre d’abord que B < A. Soit n € N. On pose N = max{@(0),..., ¢(n)}. Comme
ag > 0 pour tout g € N, on a ZZ:O Agp(p) < 221:0 a, < A. On en déduit, faisant tendre
n vers co que B< A.

En raisonnant avec I’inverse de ¢ on a aussi A < B et finalement A = B. |

Définition 2.16 (Mesure finie et probabilité) Soit (E, T) un espace mesurable.
1. On appelle mesure finie une mesure m sur T telle que m(E) < oco.

2. On appelle probabilité une mesure p sur T telle que p(E) = 1.

Définition 2.17 (Espace mesuré, espace probabilisé) Soient (E, T) un espace mesu-
rable, et m une mesure (resp. une probabilité) sur T. Le triplet (E, T, m) est appelé
espace mesuré (resp. espace probabilisé).

Définition 2.18 (Mesure o-finie) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m est
o-finie (ou que (E, T, m) est 6-fini) si il existe une suite (A,,),cn telle que

A, €T, m(A,)<+oo, pourtourneN, et E= U A,
neN

Remarque 2.19 Soit (E, T, m) un espace mesuré o-fini. Une conséquence de la défini-
tion 2.18 est qu’il existe alors une suite (E,,),cry d’é1ément de T telle que m(E,;) < +o0
pour tout 11, E = U,,cNE,, et E,,NE,, = 0 si n = m. En effet, a partir de la suite (A,,),en
donnée par la définition 2.18, on construit une suite (E,),cn en posant

n-1
Eg=Apet,pourn>0,E, =A,\ UEP'
p=0

La suite (E,,),cny Vérifie bien les propriétés désirées.

Exemple 2.20 (Mesure de Dirac) Soient (E,T) un espace mesurable et a € E. On
définit sur T la mesure o, par (pour A€ T):

0q(A) = (2.2)

0 siagA,
1 siaeA.
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On peut remarquer que la mesure de Dirac est une probabilité.

Remarque 2.21 (Comment choisir la probabilité) Soit (E, T) un espace probabili-
sable, on peut évidemment définir plusieurs probabilités sur T. C’est tout I’art de la
modélisation que de choisir une probabilité qui rende compte du phénomene aléatoire
que I’on veut observer. On se base pour cela souvent sur la notion de fréquence, qui
est une notion expérimentale a I’origine. Soit A € T un événement, dont on cherche a
évaluer la probabilité p(A). On effectue pour cela N fois I’expérience dont I’univers
des possibles est E, et on note N, le nombre de fois ot I’événement A est réalisé. A
N fixé, on définit alors la fréquence fy(A) de I’événement A par :
Na
A =T

Expérimentalement, il s’avere que fi(A) admet une limite lorsque N — +o0. C’est ce
qu’on appelle la loi empirique des grands nombres. On peut donc définir expérimen-
talement p(A) = limy_, . fn(A). Cependant, on n’a pas ainsi démontré que p est
une probabilité : il ne s’agit pour I’instant que d’une approche intuitive. On donnera
plus loin la loi forte des grands nombres (proposition 6.101), qui permettra de justifier
mathématiquement la loi empirique. On peut remarquer que fy(E) = % =1.

Exemple 2.22 (Le cas équiprobable) Soit (E, T, p) un espace probabilisé. On sup-
pose que tous les singletons appartiennent a la tribu et que les événements élémentaires
1

sont équiprobables. On a alors : p({x}) = g5 pour tout x € E.

Définition 2.23 (Mesure atomique) Soit (E, T, m) un espace mesuré tel que : {x} € T
pour tout x de E. On dit que m est portée par S € T si m(S¢) = 0. Soit x € E, on dit
que x est un atome ponctuel de m si m({x}) = 0. On dit que m est purement atomique
si elle est portée par la partie de E formée par ’ensemble de ses atomes ponctuels.

Définition 2.24 (Mesure diffuse) Soient (E, T) un espace mesurable et m une mesure
sur T . On dit que m est diffuse si {x} € T et m({x}) = 0 pour tout x € E. (Cette
définition est aussi valable pour une mesure signée sur T, définie dans la section 2.4.)

Définition 2.25 (Partie négligeable) Soient (E, T, m) un espace mesuré et A C E. On
dit que A est négligeable s’il existe un ensemble B € T tel que A C B et m(B) = 0.

Définition 2.26 (Mesure compleéte) Soir (E, T, m) un espace mesuré, on dit que m
est complete (ou que ’espace (E, T, m) est complet) si toutes les parties négligeables
sont mesurables, c’est-a-dire appartiennent a T.

La proposition suivante donne les principales propriétés d’une mesure.
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Proposition 2.27 (Propriétés des mesures) Soit (E,T,m) un espace mesuré. La
mesure m vérifie les quatre propriétés suivantes :

1. Monotonie : Soit A, Be T, A C B, alors
m(A) < m(B). (2.3)

2. o-sous-additivité : Soit (A,),eny C T, alors

m(U A,) < Zm(An). 2.4)

neN neN

3. Continuité croissante : Soit (A,)eny C T, telle que A, C A,,.1, pour tout n € N,
alors

UA = lim (m(A,)) = sup(m(A,)). 2.5)

n—-00
neN neN

4. Continuité décroissante : Soit (A,)eny C T, telle que A, 1 C A, pour tout n € N,
et telle que il existe ny € N, m(A,, ) < oo, alors

ﬂA ) = lim (m(A,)) = inf(m(A,)). 2.6)

n—)oo neN
neN

DEMONSTRATION — La démonstration de ces propriétés est facile : elles découlent
toutes du caractere positif et du caractere o-additif de la mesure. Attention : ces
propriétés ne sont pas vérifiées par les mesures signées que nous verrons a la section
2.4.

1. Monotonie. Soit AL BET,ACB.OnaB=AU(B\A)et AN(B\A)=0. Comme
AeTetB\A=BNA €T, I'additivit¢ de m (voir la remarque 2.14) donne
m(B) = m(A)+m(B\ A) > m(A), car m prend ses valeurs dans R, .

Noter aussi que m(B\ A) = m(B) — m(A) si 0 < m(A) < m(B) < oo (mais cette
relation n’a pas de sens si m(A) = m(B) = o).
2. o—sous additivité. Soit (A,,),ey C T. On veut montrer que
m(| A <) m(Ay)
neN neN

On pose By = Ay et, par récurrence sur n, B,, = A, \ (Uf;ol B;) pour n > 1. Par
récurrence sur # on montre que B, € T pour tout n en remarquant que, pour 1 > 1,
B,=A,N (ﬂ;’;& BY). La construction des B, assure que

B,NB,,=0sinzmet UA”:UB”'

neN neN
Pour vérifier cette derniere propriété, on remarque que

B, C A, etdonc LJB,1 C UA”'

neN neN
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Puis,six€ A, etx & U?:_ol B;, on a alors

n-1
xeA,N (ﬂ BY)
i=0
Ceci prouve que
U A, C U B,
neN neN
et donc, finalement,
A= 8w
neN neN

On utilise maintenant la ¢-additivité de m et la monotonie de m (car B, C A,,) pour

écrire que
mi_Jan=m(_JB)=) m®B,)<) ma

neN neN neN neN
. Continuité croissante. Soit (A,,),eny C T, telle que A,, C A,,,1, pour tout n € N. Par
monotonie de 1, on a
m(A,1) = m(A,), pour tout n € N,
et donc

lim m(A,) =supm(A,) eR,.

n—+oo neN

On pose A = [J,,cy A, et on définit la suite (B,;),cy par
By=AgetB, =A,\A,_1 pourtout n>1
(noterque A, ;1 CA,).Ona
A= UA” = UBWB" € Tpourtoutne NetB, NB,, =0sin=m.

neN neN
La o-additivité de m nous donne

=m(|_JB,)=) m(B,)= lim ) m(B,)
neN neN p=0
Puis, comme A,, = | J” p=0 p, I’additivité de m (qui se déduit de la g-additivité) nous

donne

Zm(Bp) = m(A,) et donc m(A) = lim m(A,).

n—+oo

. Continuité décroissante. Soit (A )neN C T, telle que A,,;1 C A, pour tout n € N,
et telle qu’il existe ng € N, m(A,,) <
Par monotonie, on a m(A,,1) < m(A,,) pour tout n € N et donc
lim m(A,) = inf m(A,) € R,.
neN

n—+oo

On a aussi, par monotonie,

m(A) <m(A,), pour tout n € N, avec A = ﬂ A,.
neN
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Comme m(A,,) < co, on a aussi
m(A,,) < oo pour tout n > 1y et m(A) < oo.
On pose B, = A, \ A, = A,  NAj, € T, pour tout n > ng. La suite (B;,) >, est
croissante (B,, C B, pour tout n > ng) et
B={ JBy= [ J (A \ A=A\ [ Av=2y\A
n>0 nxzng nzngy

La continuité croissante donne

m(A,, \A)=m(B)= lim m(B,)= lim m(A, \A,). 2.7

n—-+oo n—-+oo

Comme A C A, onam(A, \ A)=m(A, )—m(A) (car m(A) < m(A,) < co,on
utilise ici la remarque a la fin de la preuve de la monotonie). De méme, comme
A, C Ay, (pour n > ng), on a m(A, \ A,) = m(A,)) —m(A,) (car m(A,) <
m(A,,,) < co). En utilisant une nouvelle fois que m(A,,) < co, on déduit de (2.7)

que m(A) = lim,,_, ;o m(A,). n

Théoréme 2.28 (Mesure complétée) Soit (E, T, m) un espace mesuré, on note N,,
’ensemble des parties négligeables. On pose T = {AUN, A € T, N € N,,,}. Alors
T est une tribu, et il existe une et une seule mesure, notée m, sur T, égale a m sur
T. De plus, une partie de E est négligeable pour (E, T, ) si et seulement si elle est
négligeable pour (E, T, m). la mesure m est compléte et ’espace mesuré (E, T, 1)
s’appelle le complété de (E, T, m). La mesure m s appelle la mesure complétée de la
mesure m.

La démonstration de ce théoreéme fait 1I’objet de 1’exercice 2.33.

On introduit maintenant la notion de mesure absolument continue, cette notion est
intéressante en liaison avec les mesures de densité (définition 4.21). On montrera au
chapitre 6 que, si (E, T, m) un espace mesuré o-fini et p une mesure finie sur T, alors p
est absolument continue par rapport a m si et seulement si p est une mesure de densité
par rapport a m (théoréme 6.78). Cette notion de mesure absolument continue peut
étre sautée en premiere lecture.

Définition 2.29 (Mesure absolument continue, mesure étrangere)

Soient (E, T) un espace mesurable, et m et y des mesures (positives) sur T.

1. On dit que la mesure W est absolument continue par rapport a la mesure m (et on
note w << m) si pour tout A € T tel que m(A) = 0, alors p(A) = 0.

2. On dit que la mesure | est étrangeére a la mesure m (et note yLm) s’il existe A €T
tel que m(A) = 0 et p(A°) = 0.
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Proposition 2.30 Soient (E, T) un espace mesurable, et m et y des mesures (positives)
sur T ; on suppose de plus que la mesure p est o-finie. Alors il existe une mesure y,
absolument continue par rapport a m et une mesure W, étrangére a m (et a y,) telle

que | = Pg + Pe.

DEMONSTRATION —  On suppose tout d’abord que p est une mesure finie. On pose
a = sup{p(A); A € T,m(A) = 0}. 1l existe donc une suite (A,),eny C T telle que
m(A,) = 0, pour tout n €N, et p(A,) — a, quand n — +co. On pose alors C =
UneN An~
OnaCeT,0<m(C)<) ,enym(A,) =0 (par o-sous additivité de m), u(C) > p(A,)
pour tout # € N (par monotonie de p) et donc, en passant a la limite quand n — +oco,
#(C) = a. Enfin, la définition de o donne alors u(C) = . On a donc trouvé C € T tel
que m(C) =0et u(C) = a.
Pour A € T, on pose p.(A) = p(ANC) et py(A) = u(ANC°).
11 est clair que p, et p, sont des mesures sur T et que p = p, + f,. Comme p,(C°) =0
et 1, (C) = 0, les mesures p, et y, sont étrangeres. Comme m(C) = 0 et 4,(C°) = 0,
les mesures i, et m sont aussi étrangeres. Il reste a montrer que p, est absolument
continue par rapport a .
Soit B € T tel que m(B) = 0. On veut montrer que y,(B) = 0, c’est-a-dire que (BN
C¢)=0.0Onpose D=BNC et F=CUD.Comme DNC=0,0na

m(F) = m(C) + m(D) < m(C) + m(B) = 0 et u(F) = p(C) + u(D) = o + u(D).
Comme m(F) = 0, la définition de a donne que p(F) < . On a donc «a + (D) < «,
d’ou I’'on déduit, comme o € R (et c’est ici que I’on utilise le fait que p est une
mesure finie), que p(D) = 0, c’est-a-dire p,(B) = 0. On a bien ainsi montré que p, est
absolument continue par rapport a .

On considére maintenant le cas général ot p est o-finie. Il existe une suite (E,) ey € T
telle que E = {J,,cy By, #(E,;) < oo pour tout ne Net E, NE,, =0 si n#m (voir la
remarque 2.19).

Pour n e Net A €T, on pose

uM(A) = p(ANE,).
La mesure u") est donc finie sur T. Le raisonnement précédent donne donc 1’existence
de pén) absolument continue par rapport a m et de M((gn) étrangere a m (et a pén)) telle

que pl(”) = pfln) + y(en). On pose alors, pour A€ T :
pe(A) =) p(A) pa(A) = ) (),

neN neN
Je €t P, sont bien des mesures sur T (voir I’exercice 4.2) et il est clair que p = p, + g,
i absolument continue par rapport a m et i, étrangere a m (et a p,). ]

Il est parfois utile (surtout en théorie des probabilités, mais une telle question apparait
aussi dans le section 2.5 et dans le chapitre 7) de montrer 1’unicité d’une mesure ayant



52 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

des propriétés données. La proposition suivante donne une méthode pour montrer une
telle unicité (d’autres méthodes sont possibles, voir, par exemple, la proposition 5.8
dans le chapitre 5).

Proposition 2.31 (Condition suffisante pour I’égalité de deux mesures) Soit
(E, T) un espace mesurable et m, p deux mesures sur T. On suppose qu’il existe C C T
tel que

1. C engendre T,
2. C est stable par intersection finie (¢’est-a-dire A, BeC = ANBe(),

3. 1l existe une suite (E,),en C C telle que E,,NE,, = 0 si n # m, m(E,,) < oo, pour
toutn €N, et E=J,cnEp

4. m(A) = u(A) pour tout A € C.
On a alors m =y (c’est-a-dire m(A) = w(A) pour tout A€ T).

La démonstration de cette proposition fait 1’objet de 1’exercice 2.22 qui découle de
I’exercice 2.14 (consacré au théoréme 1 — A de E. Dynkin).

2.4 Mesure signée

Définition 2.32 (Mesure signée) Soit (E, T) un espace mesurable. On appelle mesure
signée (sur T) une application m : T — R vérifiant la propriété de c-additivité,
c’est-a-dire telle que pour toute famille (A,),en C T, telle que A, N A, =0, sin #

" m(UAn) = Zm(An) (2.3)

neN neN

Noter qu’une mesure signée prend ses valeurs dans R. En prenant A,, = () pour tout
n € N dans (2.8), on en déduit que m(0) = 0.

On peut aussi considérer des mesures a valeurs complexes (c’est-a-dire dans C). Dans
ce cas, les parties réelles et imaginaires de ces mesures a valeurs complexes sont des
mesures signées.

Dans toute la suite du cours, les mesures considérées seront en général positives,
c’est-a-dire (cf. définition 2.13) a valeurs dans R, . Lorsque 1’on s’intéressera a des
mesures prenant leurs valeurs dans R, on précisera qu’il s’agit de mesures signées.
Noter que les mesures signées ne vérifient pas, en général, les propriétés (2.3) et (2.4).
Pour avoir un contre—exemple, il suffit de considérer une mesure signée m (non nulle)
telle que —m soit une mesure (positive).
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Proposition 2.33 (Décomposition de Hahn d’une mesure signée) Soient (E, T) un
espace mesurable et m une mesure signée sur T. Alors, il existe deux mesures (posi-
tives) finies, notées m* et m™, telles que :

1. m(A) = m*(A)—m~(A), pour tout A € T.
2. Les mesures m™ et m~ sont étrangéres, c’est-a-dire qu’il existe C € T tel que
m*(C)=0,etm™(E\C)=0.

Une conséquence des propriétés ci-dessus est que m~(A) = —m(ANC) et m*(A) =
m(A N C) pour tout A € T.

De plus, la décomposition de m en différence de deux mesures (positives) finies
étrangeres est unique. Elle s’appelle décomposition de Hahn de m.

DEMONSTRATION — La démonstration d’existence de m™ et m~ est décomposée en
trois étapes. Dans la premiere étape, on va montrer que, si A € T, il existe A € T tel
que AC A, m(A)>m(A)et:

BeT, BCcA = m(B)>0.
Cette premiere étape nous permettra, dans I’étape 2, de montrer 1’existence de C € T
tel que m(C) = sup{m(A), A € T}; ceci montre, en particulier que sup{m(A), A €
T} < 0.

Enfin, dans I’étape 3, on pose m*(A) = m(ANC) et m™(A) = —m(A N C) (pour tout
A € T) et on remarque que m* et m~ sont des mesures finies, étrangeres et telles que
m=m*t—m".

Etape 1. Soit A € T, on montre, dans cette étape, qu’il existe AeTtel que AcCA,

m(A) > m(A)et:
BeT,BCA = m(B)>0 (2.9)

On commence par montrer, par récurrence sur #, 1’existence d’une suite (B,;),cn
d’éléments de T tels que :

1. By = A,

2. B,41 C B, pour tout n € N,

3.m(B,\By,1) <P, = max{%,—l} ou o, = inf{m(C),Ce T,C CB,}.

On prend By = A. Soit maintenant n € N, on suppose B, connu pour p <n.Ona
a, = inf{m(C),CCcB,} <0
(car @ C B,). Si a,, = —o0, il existe C,, € T tel que
C,cB,etm(C,)<p,=-1
Si—-co <, <0,0nap, >a,,ilexiste donc C, € T tel que
C,CB,etm(C,) < B,

Si a,, = 0, on prend C,, = (0. Enfin, on prend B,,,; = B,, \ C,, et on obtient bien les
propriétés désirées en remarquant que C,, = B, \ B, 1.
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La suite (B,),en est décroissante (c’est-a-dire B, ,; C B,, pour tout n € N). Pour m
> n, on a donc C,, € B,,, € B,,; et donc C,,NC,, = 0 (car B,,,; = B,,\ C,). Par
o-additivité de m, on en déduit

m(_JCn =) m(Cy).

neN neN
Comme m(|J,en Cy) € R, la série de terme général m(C,;) est convergente. On a donc

m(C,;) = 0 quand # — +oo et donc B, — 0 quand n — +oo
(car m(C,;) < B, < 0) et, finalement,

a, — 0 quand n — +oo.

A:A\UCn:ﬂBn.

neN neN

On pose maintenant

On a,~bien sir, A € T et A C A. On montre maintenant que A vérifie (2.9). Soit C € T,
C C A. On a, pour tout n € N, C C B,, et donc m(C) > «,,. Quand n — +o0, on en
déduit que m(C) > 0. ce qui donne bien (2.9).

Tl reste 2 montrer que m(A) > m(A). Comme A = AU (Unen Cn) (et que cette union

est “disjointe”), la o-additivité de m donne que m(A) = m(A) + ),y m(C,) < m(A).
Ce qui termine la premiere étape.

Etape 2. On pose a = sup{m(A), A € T} et on montre, dans cette étape, qu’il existe
CeT tel que m(C) = a.

Par définition d’une borne supérieure, il existe une suite (A,),cy d’éléments de T
telle que m(A,) — o quand n — +co. Grice a I’étape 1, on peut supposer (quitte a
remplacer A,, par A,, construit comme dans I’étape 1) que A,, vérifie (2.9), ¢’est-a-dire
que pour tout n € N :

BeT, BCA, = m(B)>0 (2.10)

On pose C = |J,,eyAy;- On commence par montrer que m(C) > m(A,,), pour tout
meN.

Soit m € N. On peut écrire C comme une union “disjointe” :
C=A,U (U Cn,m)l

n+<m
avec C, ,, € Tet C, ,, C A, pour tout m = n. En effet, il suffit pour cela de construire
par récurrence (sur ) la suite des C,, ,,, en prenant pour C,, ,,, I'intersection de C avec
A,, alaquelle on retranche A, et les C,, ,,, précédemment construits.

Par o-additivité de m, on a

m(C) = m(Ay)+ ) m(Cpp)

n+m

puis, comme C,, ,, C A, on a, par (2.10), m(C,, ;) > 0. On en déduit m(C) > m(A,,).
En faisant tendre m vers oo, on a alors m(C) > « et donc, finalement m(C) = a.

Etape 3. Construction de m* et m™.
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Pour construire m™ et m~, on utilise un élément C de T tel que m(C) = a = sup{m(A),
A € T} (I’existence de C a été montré a 1’étape 2). Pour A € T, on pose :

m*(A)=m(ANC), m(A)=-m(ANC°).
On a m* (@) = m~(0) = 0 (car m(P) = 0) et les applications m™ et m~ sont des
applications o—additives de T dans R (car m est o—additive). Pour montrer que m* et
m~ sont des mesures finies, il suffit de montrer qu’elles prennent leurs valeurs dans
R,, ce que I’on montre maintenant.
Soit A € T, on a, par additivité de m et grace a la définition de «,

a=m(C)=m(ANC)+m(A°NC) <m(ANC)+ o
On en déduit m(A N C) > 0, ce qui prouve bien que m*(A) € R,. On a aussi, encore
une fois par additivité de m et grice a la définition de «,
a>m(C)+m(ANC") = a+m(ANCE).
On en déduit m(ANC) < 0 etdonc m™(A) e R,.
Les applications m™ et m~ sont des mesures finies (noter que m*(E) = m(ENC) < oo
et m~(E) = m(E N C) < c0). Elles sont étrangeres car
m*(C)=m(C°NC)=m(B)=0et m (C)=-m(CNC)=0.
Enfin, pour tout A € T, on a, par o-additivité de m :
m(A)=m(ANC)+m(ANC)=m"(A)—m (A).

Ceci termine la démonstration de 1’existence de m* et m™.

Pour montrer I'unicité de cette décomposition de m, on suppose que p et v sont
deux mesures finies étrangeres telles que m = p — v. Comme elle sont étrangeres, il
existe D € T tel que u(D°) = v(D) = 0. On montre alors que, pour tout A € T, on a
nécessairement :

n(A) =sup{m(B); Be T, BC A}. (2.11)
En effet, si Ac TetBe T, BC A, onam(B)=pB)—v(B) < u(B) < u(A) (par
positivité de v et monotonie de p). Puis, en prenant B=AND, on a

m(B) =m(AND)=puAND)-v(AND)=u(AND) =p(A)- p(AND) = u(A).

Ceci prouve bien que (2.11) est vraie (et prouve que le sup est atteint pour B= AN D).
L’égalité (2.11) donne donc de maniere unique p en fonction de m. L’unicité de v
découle alors du fait que v = p—m. u

Remarque 2.34 Une conséquence de la proposition 2.33 est que la série ), .y m(A;;)
apparaissant dans (2.8) est absolument convergente car (pour toute famille (A,,),ey C
Ttelleque A, N A,, =0,sin=m)ona

Y I <) m(Ay)+ ) mT(Ay) < m*(E)+m(E) < oo,
p=0 p=0 p=0

En fait, la définition 2.32 donne directement que la série ), . m(A,) apparaissant
dans (2.8) est commutativement convergente (c’est-a-dire qu’elle est convergente, dans
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R, quel que soit I’ordre dans lequel on prend les termes de la série et la somme de la
série ne dépend pas de I’ordre dans lequel les termes ont été pris). Elle est donc absolu-
ment convergente (voir 1’exercice 2.34). Nous verrons plus loin que cette équivalence
entre les séries absolument convergentes et les séries commutativement convergentes
est fausse pour des séries a valeurs dans un espace de Banach de dimension infinie.

2.5 La mesure de Lebesgue sur la tribu des boréliens

Il serait bien agréable, pour la suite du cours, de montrer 1’existence d’une application
), définie sur tout P(R) et & valeurs dans R, telle que I’image par A d’un intervalle
de R soit la longueur de cet intervalle, et qui vérifie les propriétés (4.1) et (4.2).
Malheureusement, on peut montrer qu’une telle application n’existe pas (voir les
exercices 2.29 et 2.28). Le théoréme suivant donne ’existence d’une telle application
définie seulement sur la tribu des boréliens de R, notée 5(R) (I’exercice 2.29 donne
alors que B(R) = P(R)). Cette application s’appelle la mesure de Lebesgue.

Théoreme 2.35 (Carathéodory) Il existe une et une seule mesure sur B(R), notée \
et appelée mesure de Lebesgue sur les boréliens, telle que (], B[) = p — o, pour tout
(a,B) € R? telle que —co < at < p < +c0.

Il y a plusieurs démonstrations possibles de ce théoreme. Pour la partie “existence” de
ce théoréme, nous donnons dans cette section une démonstration due a Carathéodory.
Soit A C R. On définit A*(A) par :

A (A)= inf Zé

1 zeNeEA

ou E4 est I’ensemble des familles dénombrables d’intervalles ouverts dont I’union
contient A, et £(A;) représente la longueur de I’intervalle A;. On peut montrer (voir
I’exercice 2.28) que I’application \* ainsi définie de P(R) dans R, n’est pas o- additive
(ce n’est donc pas une mesure).

On montre toutefois dans cette section que la restriction de A* a B(R) est une mesure,
qu’on note A, mesure de Lebesgue. L’existence de la mesure de Lebesgue peut aussi
étre démontrée en utilisant un théoréme plus général (de F. Riesz) que nous verrons
dans un chapitre ultérieur (théoreme 5.6 page 266).

Apres la définition de A* et la démonstration de propriétés de A*, on donne la démons-
tration de la partie existence du théoreme de Carathéodory (voir page 61). La partie
unicité du théoreme de Carathéodory (voir page 65) peut étre démontrée en utilisant
la régularité des mesures sur 3(R) (Théoreme 2.43, trés utile dans la suite du cours)
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£

et d’un lemme classique sur les ouverts de R (lemme 2.44). Cette partie “unicité” peut
aussi étre démontrée, plus directement, en utilisant la proposition 2.31.

Définition 2.36 (Définition de \*) Soir A € P(R). On pose

N(A) =inf() €(1,); (T)nen € Eal,
neN

avec Ex = {(1))nen Iy =lan, byl, —c0 < a,, < b, <+o00, Vn e N, A C U, ,en1n} et
{I)=b-asil=]a,b[, —co<a<b<+oo.

Proposition 2.37 (Propriétés de \*) L’application \* : P(R) — R, (définie dans la
définition 2.36) vérifie les propriétés suivantes :

1. X*(0) =0,

2. (Monotonie) X*(A) < X*(B), pour tout A, B € P(R) tel que A C B,

3. (o—sous additivité) Soit (A,),en C P(R) et A =, en Ay, alors

N(A)< ) N(A,),

neN

4. X*(a, b[) = b — a pour tout (a,b) € R? tel que —co < a<b < +oo.

DEMONSTRATION —  On remarque tout d’abord que A*(A) € R, pour tout A € P(R)
(car A*(A) est la borne inférieure d’une partie de R,).

Propriété 1. Pour montrer que A*(0) = 0, il suffit de remarquer que (I,,),en € Ep avec
I, =0 pour tout n € N, et donc 0 < A*(0) < ), en (L) = 0.

Propriété 2. Soit A, B € P(R) tels que A C B. On a Eg C E et donc A*(A) < A*(B).
Propriété 3. Soit (A,)),en C P(R) et A = [,y Ay- 1 suffit de considérer le cas out
A*(A,,) < oo pour tout n € N (sinon, I’inégalité est immédiate).

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe (I, ,,)men € Ea,, telle que

D llLu) SN (A)+ 55

meN
On remarque alors que (I,;,)(,m)en? €st un recouvrement de A par des intervalles
ouverts et donc que :
NA)S ) U
(n,m)eN2
Noter que ), ez €(Ln,m) = Lnen€p(n))s ou @ est une bijection de N dans N?

(cette somme ne dépend pas de la bijection choisie, voir le lemme 2.15 page 45). Avec
le lemme 2.38 ci-dessous, on en déduit :

NA)S)Y () Ul <) N(A)+2,

neN meN neN
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ce qui donne bien, en faisant tendre ¢ vers O :

A) < ZA*(An)

neN

Propriété 4. Pour montrer la quatriéme propriété, on commence par montrer que

A([a,b])=b—a, Ya,beR,a<b. (2.12)

Soitdonca, beR,a<b.

Comme [g,b] Cla—¢,b+ €[, pour tout € > 0, on a A*([4,b]) < b—a+ 2¢e. On en déduit

AM([a,b])<b-a.

Pour démontrer I’inégalité inverse, soit (I,,),en € E[4 ). Par compacité de [a,0], i

existe n € N tel que [a,b] C ngo I,. On peut alors construire (par récurrence) ig, i1,
- ig €10,...,n} tels que a;; <a, aj,,, < b,-p pour tout p € {0,...,q—1}, b < b,-q. On

en déduit que

q

b-a< Zbip —aj, < Zﬁ(ln) etdonc b—a < A*([a,b]).
p=0 neN

Ceci donne bien (2.12).

En remarquant que [a + ¢, b — €] Cla,b[C [a,b] pour tout 4,b € R, a < b, et 0 < e <

(b —a)/2, 1a monotonie de A* donne (avec (2.12)) que A*(]a,b[) = b — a pour tout

a,b € R,a < b. La monotonie de A* donne alors aussi que

A([a,b]) =X (Ja, b)) = A (Ja,b]) =b—apourtout a,b e R,a< b
, et enfin que
I*(] = 00,a]) = A*(] — 00, a[) = A*(Ja, +o0]) = A*([4, +00]) = +0c0 pour tout a € R.

Lemme 2.38 (Double série a termes positifs) Soir (a,, ) (n,m)en? C Ry Alorsona :

Z Apm = Z(Z“n,m)-

(n,m)eN? neN meN

DEMONSTRATION —  On pose
A= Y aman= Y (Y o
(n,m)eNz neN meN

Soit ¢ une bijection de N dans N, On rappelle que 2 (n,m)eN? Anm = LpeN Ao(p)-

Pour tout i, j € N, il existe n € N tel que {0, ..., 7} x{0,... j} C {¢(0),...,@(n)}. Comme
a, , = 0 pour tout (1, m), on en déduit que

i

j
A2 Y =3 ()

n=0 m=0
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et donc, en faisant tendre j puis i vers +oco, que A > B. Un raisonnement similaire
donne que B > A et donc A = B. |

On introduit maintenant la tribu de Lebesgue, sur laquelle on montrera que A* est une
mesure.

Définition 2.39 (Tribu de Lebesgue) On pose L = {E € P(R) tel que A\*(A) = X*(AN
E) + X (A NE°) pour tout A € P(R)}. On rappelle que \* est définie dans la définition
2.36 (et que E¢ = R\ E). Cet ensemble de parties de R noté L s’appelle tribu de
Lebesgue (on montre dans la proposition 2.42 que L est bien une tribu).

Remarque 2.40 On peut avoir une premiere idée de 1’intérét de la définition 2.39
en remarquant qu’elle donne immédiatement 1’additivité de A* sur £. En effet, soit
E{,E; C R tels que E;{ NE, =0 et soit A C R. On suppose que E; € £ et on utilise la
définition de £ avec AN(E; UE,), on obtient (car E; NE, = 0) :

N(AN(E{UE,)) =X (AN(E; UEy)NE;) + A (AN (E; UEy) NEY)
= A*(Aﬁ El) + X‘(Aﬂ Ez)

Par récurrence sur 7, on a donc aussi

n n
x@an( JE)=) XAnE),
i=1 i=1
desque Ey,...,E, 1 €L, AE, CRetE,NE; =0sii=j,i,je{l,... n}k

En particulier, en prenant A = R, on obtient I’additivité de A* sur £, c’est-a-dire

v JB)=) v
i=1 i=1

siEy,... . E, 1 €LetE;NE;j=0sii=j,i,j€{l,...,n}

Remarque 2.41 Pour tout E, A € P(R), on a, par 6—sous additivité de A,
A(A) <A (ANE)+ A (ANE").
Pour montrer que E € £ (définie dans la définition 2.39), il suffit donc de montrer que

A(A)> A (ANE)+ A (ANES), pour tout A € P(R).
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Proposition 2.42 (Propriétés de £) L est une tribu sur R et )‘I*ﬁ est une mesure. L et
A" sont définies dans les définitions 2.36 et 2.39.

DEMONSTRATION — Il est immédiat que @ € L et que L est stable par “passage au
complémentaire”. On sait aussi que A*(@) = 0. Il reste donc a démontrer que £ est
stable par union dénombrable et que la restriction de A* a £ est une mesure. Ceci se
fait en deux étapes décrites ci-apres.

Etape 1. On montre, dans cette étape, que L est stable par union finie et que, si n > 2
et (E;)i=1,.,.n C Lesttelleque E;NE; =0sii=j,alorsona:

n n

(AN (U E;) = Z)S(AOEI»), VA € P(R). 2.13)
i=1 i=1

(Cette derniere propriété donne 1’additivité de A* sur £ en prenant A = R, cette

propriété d’additivité a déja été signalée dans la remarque 2.40.)

Par une récurrence facile, il suffit de montrer que E; UE, € L si E{, E; € L et de
montrer la propriété (2.13) pour n = 2. Soit donc E;, E; € £. On pose E = E; UE,.
Pour montrer que E € £, il suffit de montrer (voir la remarque 2.41) que

A(A) = A (ANE)+ A (ANES), pour tout A € P(R).
Soit A € P(R). Par 6—sous additivité de A* on a
AM(AN(E;UE) = A ((ANE))U(ANE]NE,)) <A (ANE;)+ A (ANE] NEy),
et donc
A(AN(E;UEy)+ X (AN (B UE)Y) <A (ANE)
+ A (ANE{NEy) + A (ANE| NEY).

Comme E, € £, 0on a

N(ANE]) =X (ANE{NE,y)+ A" (ANE] NE)).
Puis, comme E; € £, on a

N(A)=X(ANE) + A (ANEY]).

On en déduit

M(AN(ELUEy))+ A" (AN(E; UE,)S) < A7(A).
Ce qui prouve que E € L.

Pour montrer (2.13) avec n = 2 si E;, E, € £ avec E; N E, = 0, il suffit de remarquer
que (pour tout A € P(R))
N(AN(EUEy) =N ((ANE)U(ANEy))
= N([(ANE)) U(ANE)]NEy) + A" ([(ANE;) U(ANE,) N E])
=A(ANE)+ A (ANE,).
(On a utilisé le fait que E; € £.) Ceci termine 1’étape 1.

Une conséquence de cette étape (et du fait que £ est stable par passage au complémen-
taire) est que L est stable par intersection finie.
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Etape 2. On montre, dans cette étape, que L est stable par union dénombrable et la
restriction de A* a £ est une mesure (ce qui termine la démonstration de la proposition
2.42).

Soit (E;)yeny € £ et E = U, ,en Er- On veut montrer que E € £. On commence par
remarquer que E = |,y F, avec Fy = Ej et, par récurrence, pour n > 1, F, = E, \
U;;é F,. L’étape 1 nous donne que (F,),cn C £ et, comme F, N E,, =0 si n=m, on
peut utiliser (2.13). Pour tout A € P(R), on a donc :

A (A) :X*(AQ(UFP))+}\*(AO(UFP)C) (2.14)
p=0 p=0

= ZX‘(AHFPHY(AD(U E,)°). (2.15)
p=0 p=0

En utilisant le fait que E€ C (ngo F,)¢ et la monotonie de A", on a
n
(AN (U F,)) > A"(ANE°).
p=0

En faisant tendre 7 vers +oo dans (2.15) et en utilisant la o—sous additivité de A*, on
en déduit alors que

A(A) > AM(ANE)+ XM (ANE).
Ceci prouve que E € £ (voir remarque 2.41) et donc que £ est une tribu.

Il reste & montrer que A" est une mesure sur L. Soit (E;,),en C £ telle que E;NE; =0
sii#jetE=J,cyE,. Par monotonie de A* on a, pour tout 1 € N,

n
X’(U E,) < X(E) pour tout n € N,
p=0

et donc, en utilisant 1’additivité de A* sur £ (démontrée a 1’étape 1, voir (2.13) avec
A=E), ZZ:O A*(Ep) < X*(E). En passant a la limite quand  — +oo, on obtient que

+00
Zx(Ep) < \(E).
p=0
D’autre part, A*(E) < Z;fo X(E,), par o—sous additivité de A*. On a donc
+00
A (E) = ZX‘(EP).
p=0

Ceci prouve que AI*K est une mesure. ]

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “EXISTENCE” DU THEOREME 2.35 Pour montrer
la partie “existence” du théoreme 2.35, il suffit, grace aux propositions 2.37 et 2.42,
de montrer que £ (définie dans la définition 2.39) contient B(RR). Pour cela, il suffit
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de montrer que ]a, +oo[€ £ pour tout a € R (car {]a, +oo[, a € R} engendre B(R)). Soit
donc a e Ret E =]a,+oo[ et A € P(R), on veut montrer que
A (A) > A (ANE)+ A" (ANES).
On peut supposer que A*(A) < +oo (sinon I’inégalité est immédiate).
Soit € > 0. Par la définition de A*(A), il existe (I,,),eny € Ea telle que A*(A) >
Y uent(ly) —e. Comme ANE C (U,en(In NE)) et ANES C (U, en(Iy NEY)), 1a
o—sous additivité de A* donne
N(ANE) < ZA*(I,, NE) et A'(ANES) < ZA*(IH NE°).
neN neN
Comme I,,NE et I,,NE° sont des intervalles, la fin de la démonstration de la proposition
2.37 donne A*(I,, NE) = €(I,, N E) et A*(I,, N E€) = €(1,, N E®). On en déduit

X*(AmE)+A*(AmEC)sZ(€(I NE)+¢(1,NE°)) Zé

neN neN
(car £(I, NE)+£€(1, N E°) = £(1,,)) et donc A*(ANE)+ A*(ANE®) < A*(A)+e. Quand
€ — 0 on trouve I’inégalité recherchée. On a bien montré que E € L. ]

On va maintenant démontrer un théoréme important dont on peut déduire, en particu-
lier, la partie “unicité” du théoreme 2.35.

Théoreme 2.43 (Régularité d’une mesure sur 3(R), finie sur les compacts) Soit
m une mesure sur B(R). On suppose que m est finie sur les compacts, c’est-a-dire
que m(K) < +oo pour tout compact K de R (noter qu’un compact est nécessairement
dans B(R)). Alors, pour tout A € B(R) et tout € > 0, il existe un ouvert O et un fermé
F tel que F C A C O et m(O \ F) < &. En particulier, on a donc, pour tout A € B(R),
m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} et m(A) = sup{m(K), K compact inclus
dans A}.

DEMONSTRATION — On appelle T ’ensemble des A € B(RR) tel que pour tout € > 0,
il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O et m(O \ F) < €. On va montrer que
T est une tribu contenant C = {]a, b[, —co < a < b < +o0}. Comme C engendre B(R),
ceci donnera T = B(R).

On montre tout d’abord que C C T. Soit —co < a < b < +oo et A =]a, b|.

Pour tout n > ng avec ng tel que (2/ng) <b—aona:
1 1
[a+—,b—=]CAC]ab|.
n n

Pour 1 > ng, on pose B, =]a,a+(1/n)[U]b—(1/n),b[). La suite (B,,),,>,, est une suite
décroissante et (1,5, B, = 0. Comme m est finie sur les compacts, on a m(B,,) <
m([a, b]) < +co. En utilisant la continuité décroissante de m (proposition 2.27), on a
donc :

]a,b[\[a+ b——] = (]a,a+ [U]b—— b[) = m(B,) — 0, lorsque n — +oo.
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Soit maintenant € > 0 en prenant n assez grand on a m(B,,) < . En prenant O = A et
F=[a+(1/n),b—(1/n)], on abien O ouvert, F fermé, FC AC O et m(O\F) <¢, ce
qui prouve que |a,b[e T.

On montre maintenant que T est une tribu. On remarque tout d’abord que @ € T (il
suffit de prendre F = O = ) et que T est stable par passage au complémentaire (car, si
FCAcCO,onaOfCc A° C F¢et F¢\ O° = O\ F). Il reste a montrer que T est stable
par union dénombrable.

Soit (A,)yen C T et A = |,y Ay- On veut montrer que A € T. On va commencer par
traiter le cas (simple) ol m(A) < +oo puis le cas (plus difficile) ot m(A) = +oo.

Premier cas. On suppose que m(A) < +oo.

Soit € > 0. Pour tout n € N, il existe O,, ouvert et F,, fermé tel que F,, C A,, C O,, et
m(0O,, \ F,) < (&/2"). On pose

O:UOnetF:UFn.

neN neN
OnaFcAcO, mO\F) <2 car (O\F) € U,en(O0, \ Ey), et O ouvert mais F
n’est pas nécessairement fermé. . .

Cependant, puisque m(A) < +c0, on a aussi m(F) < +oo. Par continuité croissante de
n o

m (appliquée a la suite (U;:o F))uen), on a m(UPZO F,) — m(F), quand n — +oo,
d’ou (puisque m(F) < +00) m(F)—m( ;:0 F,) — 0. On prend alors F = U};I:O F, avec
N assez grand pour que 72(F \ F) = m(F) — m(F) < e. On a bien F c A ¢ O, O ouvert,
F fermé et, comme (O\F) = (O\F)U(F\F), on a m(O\F) = m(O\F)+m(F\F) < 3¢,
ce qui prouve que A € T.

Deuxiéme cas. On suppose maintenant que m(A) = +oco (et le raisonnement précédent
n’est plus correct si m(F) = +00). On raisonne en trois étapes :

1. Soit p € Z. On remarque d’abord que A, N [p,p + 1[€ T pour tout n € N. En effet,
soit n € Net e> 0. Il existe O ouvert et F fermé tel que FC A,, C O et m(O\ F) <e.
Pour k € N*, on a donc :

) 1
Fe=FN[pp+1-71cA,n[pp+1[cOr=0nlp—p+1[

On a F; fermé, Oy ouvert et (O \ F,) c (O\ F)U]p - %,p[u]p +1-L,p+1[.On

en déduit : .
—p+1]).
P10
Or la continuité décroissante de m donne que m((]p — %,p[u]p +1-Lp+1))—>o0
quand k — +oo (on utilise ici le fait que m([p — 1, p + 1]) < +oo car m est finie sur
les compacts). Il existe donc k € N* tel que m(Oy, \ F;) < 2¢, ce qui donne bien que
A,N[p,p+1[eT.

1
m(Ox \ Fy) <e+m(]p— E,p[U]p +1-

2. Comme m(A N [p,p + 1[) < +c0, on peut maintenant utiliser le premier cas avec
An(p,p+1[=U,en(AuN[p,p+1[). Il donne que AN[p,p+1[e T pour tout p € Z.

3. On montre enfin que A € T. Soit € > 0. Pour tout p € Z, il existe un ouvert O, et
un fermé G, tel que G, C AN|[p,p+1[C Oy et m(O, \ G,) < ¢/(2/P!). On prend
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O =UpezOp et F = Jpez Gy On obtient F ¢ A € O, m(O\ F) < 3e et O est
ouvert. Il reste & montrer que F est fermé.

Soit (x,),eny C F tel que x,, — x (dans R) quand #n — +oco0. On veut montrer que
x € F. Il existe p € Z tel que x €]p —1,p + 1[. 1l existe donc ny € N tel que
Xy €]Jp—1,p+ 1 pour tout n > ny. Comme x,, € Uyez Gy et que G, C [g,9+ 1]
pour tout g, on a donc x,, € G, UG, pour tout n > 1. Comme G, U G, est
fermé, on en déduit que x € G, UG,,_1 C F et donc que F est fermé.

Ceci montre bien que A € T et termine la démonstration du fait que T est une tribu.
Comme cela a déja été dit, on en déduit que T = B(R).

On a donc bien montré que pour tout A € 5(R) et pour tout & > 0, il existe O ouvert et
F fermé vérifiant FC A Cc O et m(O\F) <e.
On montre maintenant que m(A) = inf{m(O), O ouvert contenant A} pour tout A €
B(R). Soit A € B(R). On remarque d’abord que la monotonie d’une mesure donne
m(A) < inf{m(O), O ouvert contenant A}.
Puis, I’inégalité inverse est immédiate si m(A) = +oo. Enfin, si m(A) < +o0, pour tout
€ > 0 il existe O ouvert et F fermé vérifiant F C A C O et m(O \ F) < &. On a donc
O\ A c O\F et donc (par monotonie de 1)
m(O\A) <eetm(O) =m(A)+m(O\ A) <m(A)+e
On a donc trouvé un ouvert O contenant A tel que m(O) — e < m(A). On en déduit
que inf{m(O), O ouvert contenant A} < m(A) et finalement que m(A) = inf{m(O), O
ouvert contenant A}.
De maniére semblable, on montre aussi que m(A) = sup{m(K),K compact, K C
A} pour tout A € B(R). En effet, soit A € B(R). Ici aussi, on commence par remarquer
que la monotonie d’une mesure donne
m(A) > sup{m(K), K compact, K C A}.
On montre maintenant I’'inégalité inverse. Soit € > 0. Il existe F fermé tel que F C A et
m(A\F) < e. Si m(A) = +oo, on en déduit que m(F) = +oo et donc que m(K,,) T +oo
quand 17 — +oo (par continuité croissante de m) avec K,, = FN [-n,n]. Comme K,,
est compact pour tout # € N, on a donc
sup{m(K), K compact inclus dans A} = +oo = m(A).
Si m(A) < 400, on a m(A) > m(F) > m(A) — e et donc, pour n assez grand (toujours
par continuité croissante de m),
m(K,,) > m(F) —e > m(A)—2e avec K, =FN[-n,n].
Comme K,, est compact pour tout n € N et que ¢ est arbitraire, on en déduit que
sup{m(K), K compact inclus dans A} > m(A) et donc, finalement,

m(A) = sup{m(K), K compact, K C A}.

Pour démontrer la partie “unicité” du théoreme 2.35 avec le théoréme 2.43 on a aussi
besoin du petit lemme suivant (différent du lemme 2.11 car dans le lemme 2.44 on
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demande que les intervalles ouverts soient disjoints et on ne demande plus qu’ils
soient bornés).

Lemme 2.44 (Ouverts de R) Soit O un ouvert de R, alors O est une union au plus
dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux, c’est-a-dire qu’il existe
(L) ney tel que ] CN, 1,, est un intervalle ouvert de R pour tout n, I, N1, =0 si n = m

et O = Une] In.

DEMONSTRATION — Pour x € O on pose
0, ={y € O;1(x,y) c O}, avec I(x,y) = {tx+ (1 - t)y,t € [0, 1]}

(on a donc I(x,y) = [x,y] ou [p,x]). On remarque que O = | J,o Oy et que O, est,
pour tout x € O, un intervalle ouvert (c’est I'intervalle ]inf O,,sup O,[, avec inf O,,
sup Oy € R). Il est aussi facile de voir que, pour tous x, y € O, O, N O, # 0 implique
que O, = Oy. On peut trouver A C O tel que O = [Jyep O et O, N0, =0six, y € A,
x #y. Comme O, = () pour tout x € A, on peut donc construire une application de A
dans Q en choisissant pour chaque x € A un rationnel de O, (ce qui est possible car
tout ouvert non vide de R contient un rationnel). Cette application est injective car

O0,NO,=0six,yeAx=y.
L’ensemble A est donc au plus dénombrable, ce qui termine la démonstration du
lemme. ]

Remarque 2.45 Dans la démonstration du lemme 2.44, O, est la composante connexe
de x. Le lemme 2.44 consiste donc a remarquer qu’un ouvert est réunion de ses
composantes connexes, que celles ci sont disjointes deux a deux et sont des ouverts
connexes et donc des intervalles ouverts (car un connexe dans R est nécessairement
un intervalle).

DEMONSTRATION DE LA PARTIE “UNICITE” DU THEOREME 2.35

On a construit une mesure, notée A, sur 5(R) telle que A(]a, b[) = b — a pour tout 4,
b e R, a < b. Supposons que  soit aussi une mesure sur B(R) telle que m(]a, b[) = b—a
pour tout g, b € R, a < b. On veut montrer que A = m (sur tout 3(R)). Nous le montrons
ici avec deux méthodes différentes, utilisant le théoreme 2.43 ou la proposition 2.31.

Premiere méthode, avec le théoréme 2.43 sur la régularité d’une mesure finie sur
les compacts. En utilisant le fait que tout ouvert est réunion dénombrable d’intervalles
ouverts disjoints deux a deux (lemme 2.44) et les propriétés de o-additivité de A et de
m, on montre que A(O) = m(O) pour tout ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniere
assertion du théoréme de régularité (qui s’applique pour #1 et pour A, car m et A sont
des mesures sur B(R), finies sur les compacts), on obtient A(A) = m(A) pour tout
AeB(R),ie m=A

Deuxieme méthode, avec la proposition 2.31. On utilise la proposition 2.31 avec (E,
T) = (R, B(R)) etC ={]a,b], a,b € R, a < b}. On sait que C engendre B(R), et il est
clair que C est stable par intersection finie. On prend maintenant F, = |n, 1+ 1] pour n
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€ Z. La famille (F,), <z, est donc une famille dénombrable d’éléments de C, disjoints
deux a deux et telle que R = |,z F,. Pour a, b € R, a < b, on a, par continuité
décroissante de m,

m(la,bl) = lim m(la,b-+ %[)

= lim (b—a+l)
P

p—>+oo
=b-a
= A(]a, b]).
On a donc m = A sur C (et m(F,)) < 400 pour tout n € Z). On peut donc appliquer la
proposition 2.31. Elle donne A = m sur B(R). |

Remarque 2.46 Nous avons vu que la mesure de Lebesgue, notée A, est réguliere.
Ceci ne donne pas, pour A € B(R), I’égalité de la mesure de A avec la mesure de son
intérieur ou de son adhérence. 11 suffit, pour s’en convaincre, de prendre, par exemple,
A =Q. On aalors A(A) = 0 (voir la remarque 2.49) et A\(A) = +co.

Remarque 2.47 Nous avons donc, dans cette section, construit une application, notée
A*, de P(R) dans R, . Cette application n’est pas une mesure mais nous avons montré
que la restriction de A* a la tribu de Lebesgue, notée L, est une mesure. Puis, nous
avons démontré que B(R) C £ et obtenu ainsi, en prenant la restriction de A* a B(RR)
la mesure que nous cherchions. On peut se demander toutefois quelle est la différence
entre £ et B(R). Du point de vue des cardinaux, cette différence est considérable
car card(L) = card(P(R)) alors que card(B(R)) = card(R) mais du point de vue de
I’intégration, la différence est dérisoire, comme nous pourrons le voir avec 1’exercice
4.19 (plus complet que I’exercice 2.33) car ’espace mesuré (R, £, }‘I*K) est simplement

le complété de (R, B(R), ATB(R))'

On donne maintenant une propriété, spécifique a la mesure de Lebesgue, qui est a la
base de toutes les formules de changement de variable pour I’intégrale de Lebesgue.

Proposition 2.48 (Invariance par translation “généralisée”) Soit « € R* et p € R.
Pour A € P(R), on note aA+p ={ax+p, x € A}. Onaalors :

1. A € B(R) implique oA + p € B(R),

2. MaA +B) = |a|A(A) pour tout A € B(R).

Pour o = 1, cette propriété s appelle “invariance par translation de A”.
DEMONSTRATION — Pour la premiére partie de la proposition, on pose T = {A €

B(R); oA+ € B(R)}. On montre facilement que T est une tribu contenant les inter-
valles ouverts, on en déduit que T = B(R).
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Pour la deuxieme partie, on pose, pour tout A € B(R), m1(A) = MaA + ) et my(A) =
[a]A(A). I est facile de voir que m; et m, sont des mesures sur 3(RR), finies sur les
bornés, et qu’elles sont égales sur I’ensemble des intervalles ouverts. On raisonne alors
comme dans la démonstration de la partie “unicité” du théoreme 2.35, en utilisant le
théoréme 2.43 ou la proposition 2.31. Par exemple, en utilisant le lemme 2.44 et les
propriétés de o-additivité de m; et de m,, on montre que 1, (O) = m,(O) pour tout
ouvert O de R. Puis, en utilisant la derniére assertion du théoreme de régularité (qui
s’applique pour 1y et pour #1,), on obtient m11 (A) = m,(A) pour tout A € B(R). On a
donc A(aA + B) = |a|A(A) pour tout A € B(R). L]

Remarque 2.49 La mesure de Lebesgue est diffuse (¢’est-a-dire que A({x}) = 0 pour
tout x € R). Donc, si D est une partie dénombrable de R, on a A(D) = 0. Ainsi,

AN) = MZ) = MQ) = 0.

La réciproque est fausse. On construit par exemple un ensemble (dit “ensemble de
Cantor”, K, qui est une partie compacte non dénombrable de [0,1], vérifiant A(K) = 0,
voir exercice 2.32).

Définition 2.50 (Mesure de Lebesgue sur un borélien de R) Soit I un intervalle de
R (ou, plus généralement, 1 € B(R)) et T = {B € B(R); B C I} (on peut montrer que
T = B(1), ou 1 est muni de la topologie induite par celle de R, voir I’exercice 2.3 page
75). 1l est facile de voir que T est une tribu sur 1 et que la restriction de \ (définie
dans le théoreme 2.35) a T est une mesure sur T, donc sur les boréliens de 1 (voir
I’exercice 2.17 page 91). On note toujours par \ cette mesure.

2.6 Indépendance et probabilité conditionnelle

2.6.1 Probabilité conditionnelle

Commengons par expliquer la notion de probabilité conditionnelle sur I’exemple du
lancer de dé. On se place dans le modele équiprobable : soient E = {1,2,3,4,5, 6},
T = P(E) et p la probabilité définie par p({x}) = %, Vx € E. La probabilité de 1’événe-
ment A “obtenir 6 est %. Supposons maintenant que 1’on veuille évaluer la chance
d’obtenir un 6, alors que 1’on sait déja que le résultat est pair (événement B = {2, 4, 6}).
Intuitivement, on a envie de dire que la “‘chance” d’obtenir un 6 est alors ﬁ = %
Définition 2.51 (Probabilité conditionnelle) Soient (E, T, p) un espace probabilisé
et A,BeT.

Si p(B) # 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B (on dit aussi probabilité
_ p(ANB)

de A par rapport a B), notée p(A|B), est définie par p(A|B) o)
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Si p(B) = 0 la probabilité conditionnelle de A par rapport a B, notée p(A|B), n’est
pas définie. C’est un nombre arbitraire entre 0 et 1.

De cette définition on déduit la formule de Bayes : soient (E, T, p) un espace probabi-
lis€et A,Be T, alors :
p(B)p(A[B) = p(ANB) (2.16)

Remarque 2.52 Soient (E, T, p) un espace probabilisé et A un événement tel que
p(A) = 0. Alors I’application pa : T — [0, 1] définie par :

p(ANB)

,VBeT
p(A)

pa(B) =p(B|A) =
est une probabilité sur T. On dit que “la masse de p est concentrée en A” : on a en
effet : pa(B) = 0, pour tout Be T tel que ANB =0. On a aussi pp(A) = 1.

Remarque 2.53 Voici un corollaire immédiat de la relation 2.16. Soit (E, T, p) est un
espace probabilisé et (C,,),en C T une partition de E telle que p(C,,) # 0. On a alors,
pour tout A € T,

p(A) =) p(Cp(AIC,).

neN
2.6.2 Evénements indépendants, tribus indépendantes

Définition 2.54 (Indépendance de deux événements)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé. On dit que deux événements A et B sont
indépendants si p(A)p(B) = p(AN B).

Remarque 2.55 Lors de la modélisation d’un phénomene aléatoire, il y a des évé-
nements qui semblent a priori indépendants, c’est-a-dire que la réalisation de 1’un
semble n’avoir aucune influence sur la réalisation de I’autre. On choisira alors, pour
le modele probabiliste, une probabilité qui respecte cette indépendance. Attention
toutefois, pour une probabilité p donnée, deux événements peuvent étre indépendants
alors qu’ils ne paraissent pas intuitivement indépendants, voir a ce sujet I’exercice
9.15 page 575 sur les variables aléatoires indépendantes.

Exemple 2.56 Prenons comme exemple le lancer simultané de deux dés : a priori,
il parait raisonnable de supposer que les résultats obtenus pour chacun des deux dés
n’influent pas I'un sur I’autre, et on va donc chercher une probabilité qui respecte cette
indépendance. L’univers des possibles est ici

E={(i,j),1<i<6,1<j<6)
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Les résultats de chaque lancer simultané des deux dés étant équiprobables, on a donc
envie de définir, pour A € P(E), p(A) = %. Voyons maintenant si deux événements
a priori indépendants sont indépendants pour cette probabilité. Considérons par
exemple I’événement A : “obtenir un double 6”; on peut écrire : A =BNC, ot Best
I’événement “obtenir un 6 sur le premier dé” et C I’événement “obtenir un 6 sur le
deuxieme dé”. On doit donc vérifier que : p(A) = p(B)p(C). Or B={(6,j),1 <j <6}
et C={(i,6),1 <i <6}.Onadonc p(B)=p(C)= %, eton abien p(A) = p(B)p(C)(=

1
36)-

On généralise la notion d’indépendance de deux événements en introduisant la notion
d’indépendance de tribus.

Définition 2.57 (Indépendance des tribus) Soir (E, T, p) un espace probabilisé et
(T )keny: une suite de tribus incluses dans T.

1. Soit N > 1. On dit que les N tribus Ty, k = 1, ..., N, sont indépendantes (on dit
aussi que la suite Ty, ..., Ty est indépendante) si pour toute famille (A4, ..., AyN)
d’événements tels que Ay € Ty pourk =1,...,Nona: p(ﬂkN:1 Ay) =p(A1)p(Ay)

2. On dit que la suite (T}, )ien: est indépendante (ou que les tribus Ty,..., T, ... sont
indépendantes) si pour tout N > 1, les N tribus Ty, k = 1,...,N, sont indépendantes.

On peut facilement remarquer que si A et B sont deux événements d’un espace probabi-
lisé (E, T, p), ils sont indépendants (au sens de la définition 2.54) si et seulement si les
tribus Ty = {0, E, A, A} et Tz = {0, E, B, B} sont indépendantes (voir I’exercice 3.19).
Par contre, si A, B et C sont trois événements d’un espace probabilisé (E, T, p), le
fait que p(ANB N C) = p(A)p(B)p(C) n’implique pas que les tribus Tp, Tg et Tc
sont indépendantes (il suffit, par exemple, de considérer le casou C =@ et A = B
avec p(A) €]0,1[). La bonne notion d’indépendance est la notion d’indépendance de
tribus et ¢’est par elle qu’on définit I'indépendance de plusieurs événements (définition
2.58).

Définition 2.58 (Evénements indépendants) Soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé et (Ag)k=1,. N des événements, on dit que les N événements (Ag)x=1,. N Sont
indépendants si les N tribus engendrées par les événements Ay, k=1...,N (c’est-a-
dire les N tribus définies par Ty = {Ay, A, B, 0} pour k = 1...,N) sont indépendantes.

Sous les hypotheses de la définition précédente, on peut remarquer que les événements
Aq,..., AN sont indépendants, c’est-a-dire que les tribus engendrées par Aq,..., Ay
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sont indépendantes) si et seulement si

P(mAi) = l_[P(Ai) pour tout I C {1,...,N},

i€l i€l

voir I’exercice 3.19. Nous terminons ce paragraphe par une proposition sur les tribus
indépendantes. Cette proposition utilise la tribu engendrée par une famille de tribus,
ce que nous definissons maintenant.

Définition 2.59 (Tribu engendrée par une famille de tribus) Soient E un ensemble
et L un ensemble d’indices. Soit (Ty )y une famille de tribus de E. La tribu engendrée
par la famille (T )y est la plus petite tribu (au sens de ’inclusion) contenant, pour
tout k, la tribu Ty. Cette tribu est notée o((Ty)rer) ou T((Tk)ker)-

Proposition 2.60 Soit (E, T, p) un espace probabilisé.

1. Soit N > 1 et (Ty)ke(o,..Ny) une suite indépendante de tribus incluses dans T. La
tribu Ty est alors indépendante de la tribu engendrée par les tribus Ty,..., Ty (cette
tribu est définie dans la définition 2.59).

2. (Généralisation) Soit N > 1, q > 1, ng,...,n, tel que ny =0, n; < n;,1 (pour
i=0,...,9- 1%, ny = N et (Tp)kejo,..N) une suite indépendante de tribus incluses
dans T. Pour i = 1,...,q, on note T; la tribu engendrée par les tribus T, pour
n="mn;_y,...,n; Alors, les tribus tq,..., T, sont indépendantes.

DEMONSTRATION —  On montre tout d’abord le premier item de la proposition. On
note S la tribu engendrée par les tribus Tj,..., Ty. Comme S est la plus petite tribu
contenant les tribus Ty (k = 1,...,N), elle est incluse dans T. On veut montrer que
Ty et S sont indépendantes, c’est-a-dire que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout A € Ty et
tout B € S. Pour le montrer, on va utiliser la proposition 2.31 (donnant I’unicité d’une
mesure). Soit A € T, on définit les mesures m et p sur T en posant :

m(B) = p(ANB), u(B) = p(A)p(B), pour BE T,

et on pose :

N
C= {ﬂAk, ApeTpourk=1,...,N}.
k=1

PourBeC,onaB = ﬂ,ljzl Ay avec A € Ty aveck =1, ..., N. On a donc, en utilisant
I’indépendance des tribus Ty, Ty, ..., Ty,

m(B) = p(ANB) = p(A)p(A1)p(A;)... p(AN) = p(A)p(B) = u(B).
On a donc m = p sur C. Comme C est stable par intersection et que E € C, la proposi-
tion 2.31 nous donne m = p sur la tribu engendrée par C. Comme cette tribu contient
toutes les tribus Ty (k = 1, ..., N), elle contient aussi S (en fait, elle est égale a S). On
a donc bien montré que p(A N B) = p(A)p(B) pour tout B € S et pour tout A € T,.
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Pour montrer le deuxieme item (qui est une généralisation du premier), il suffit de faire
une récurrence finie de g étapes et d’utiliser la technique précédente. Par exemple,
pour g = 2 la technique précédente donne :

n

P((()A) N Ba) = p([ ) Aclp(Ba),
k=0 k=0

pour Ay € Ty, k = 0,...,n et B, € 1,. Puis en reprenant la technique précédente,
on montre p(B; N By) = p(By)p(B,) pour By € 1y et B, € 1,5, ce qui donne bien
I’indépendance de t; et 15,. ]

2.6.3 Probabilités sur les boréliens de R

Une probabilité est définie sur un espace probabilisable. Tres souvent, on ne connait
du probléme aléatoire que 1’on cherche a modéliser ni I’ensemble E (‘“univers des
possibles”) ni la tribu T (ensemble des événements) ni la probabilité p. Par contre,
on connait une “image” de la probabilité p par une application (dite mesurable, voir
chapitre suivant) X de E dans R. On travaille alors avec I’espace beaucoup plus
sympathique (car mieux défini...) (R, B(R), px), ou px est une probabilité sur 5(RR),
que les probabilistes appellent “loi de probabilité” (elle dépend de p et de I’application
X).

Nous donnons maintenant quelques notions propres aux lois de probabilités (ou
probabilités définies sur les boréliens de R), ainsi que quelques exemples concrets
utilisés dans la représentation de phénomenes aléatoires.

Théoreme 2.61 (Fonction de répartition) Soit p une probabilité sur les boréliens
de R. On appelle fonction de répartition de la probabilité p la fonction F, définie de
R dans [0,1] par : F(t) = p(] — o0, t]).

La fonction F est croissante et continue a droite. De plus, on a lim;_,_, F(t) = 0 et
lim;_, . F(¢) = 1.

DEMONSTRATION — La croissance de F est une conséquence de la monotonie de
p (proposition 2.27). En effet, soit a,b € R, a < b. On a | — 00,a] C] — o0, b] et donc,
par monotonie de p, F(a) = p(] — o0,a]) < p(] — o0, b]) = F(b), ce qui montre bien la
croissance de F.

Pour montrer que F est continue a droite, on utilise la continuité décroissante de p
(proposition 2.27). Soit a € R et (a,,),en C R telle que a,, | a (¢’est-a-dire a,,,; < a,,
pour tout n € N et lim,,_, ., a,, = a). On remarque que

J—=o00,a] = [ )]=00,a,], 1= 00,a,1] C] =09, a,] et p(] = 09, ,]) < +o0
neN
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pour tout n € N. La continuité décroissante de p donne alors
F(a,) = p(] - 00,a,]) — p(] — o0, a]) = F(a) lorsque n — +oo.
Ceci montre la continuité a droite de F.

Pour montrer que lim,_,,., F(a) = 1, on utilise la continuité croissante de p. Soit
(@,)nen C R telle que a,, T +oo (c’est-a-dire a,,,1 = a, pour tout n € N et a, — +00).
On pose A, =] —o0,a,]. Ona A, C A, pour tout neN et |J,eyA, = R. Par
continuité croissante de p (Proposition 2.27), on a donc
F(a,)=p(A,) — p(R) =1 lorsque 1 — +c0.

Ceci prouve que lim,_,, ., F(a) = 1.

Pour montrer que lim,_,_, F(a) = 0, on utilise la continuité décroissante de p. Soit
(@) nen C R telle que a,, | —oo (c’est-2-dire a,,,1 < a,, pour tout n € N et lim,,_,, . a,,

= —00). On pose B,, = | —0,a,]. Ona B,,,; C B, pour tout n € N, p(B,,) < +oc0 pour
tout n € N et (), B;, = 0. Par continuité décroissante de p (Proposition 2.27), on a
donc

F(a,) = p(B,,) — p(0) lorsque n — +oo.

Ceci prouve que lim,_,_., F(a) = 0. L]

Le théoréeme 2.61 a une réciproque que nous énongons dans le théoréme 2.62.

Théoreéme 2.62 (Fonction de répartition et probabilité) Soit F une fonction de R
dans R, croissante, continue a droite et telle que

tlim ,E(t) =0 et tlim F(t)=1.

——00 —+00

Alors, il existe une unique probabilité p sur B(R) telle que F soit la fonction de
répartition de p.

La démonstration du théoreme 2.62 n’est pas faite ici car ce théoreme est essentielle-
ment contenu dans le théoréme 2.63 que nous donnons maintenant.

Théoreme 2.63 (Lebesgue-Stieltjes)

1. Soit m une mesure sur B(R), finie sur les compacts (on dit “localement finie”).
Soit a € R, on définit la fonction F de R dans R par : F(t) = m(]a, t]) si t > a et
F(t) = —m(]t,a]) si t < a. Alors, la fonction F est continue a droite et croissante.

2. Réciproquement, soit F une fonction de R dans R, croissante et continue a droite.
Alors, il existe une unique mesure m sur B(R) telle que pour tout a,b € R avec a < b,
on ait m(]a, b)) = F(b)—F(a). Cette mesure s’appelle la mesure de Lebesgue-Stieltjes
associée a F.
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DEMONSTRATION — La démonstration du premier item est essentiellement la méme
que celle du théoreme 2.61. Elle n’est pas détaillée ici.

Pour démontrer le deuxiéme item, on introduit I, application définie de 1’ensemble
des intervalles de R de la forme |a, b] dans R (a < b) par : I(]a, b]) = F(b) — F(a). La
démonstration du fait qu’il existe un prolongement unique de cette application en une
mesure sur B(R) est trés voisine a celle du théoreme de Carathéodory (théoreme 2.35).
Elle n’est pas détaillée ici. ]

Donnons, pour clore ce chapitre, quelques exemples de lois de probabilités, c’est-a-
dire de probabilités sur les boréliens de R, et leurs fonctions de répartition associées.

Définition 2.64 (Loi de probabilité discrete) Soit p une loi de probabilité. On dit
que p est discréte si elle est purement atomique. L’ensemble de ses atomes A est
nécessairement dénombrable (voir I’exercice 2.23). La probabilité p s’écrit alors

p=) pah)s,

acA

ou o, désigne la mesure de Dirac en a., définie par (2.2) La fonction de répartition de
la probabilité p est définie par :

Exemple 2.65 (Exemples de lois discretes) Donnons quelques exemples de probabi-
lités discretes, p, sur B(R) et de A I’ensemble (dénombrable) de leurs atomes.
1

— La loi uniforme discréte : N e N, A={ay,...,an}, p({a;}) = N

— La loi binomiale : N e N*, A= {1,...,N}, P €]0,1[, p({k}) = CkP*(1 - P)N-¥
— La loi de Pascal : A =N, P €]0,1[, p({k}) = P(1 - P)k!

)\k
_}\_

— La loi de Poisson a paramétre A : A=N, A>0, p({k}) =e o

Définition 2.66 (Loi continue) Soit p une probabilité sur les boréliens de R . On dit
que p est continue si sa fonction de répartition est continue.

Exemple 2.67 (Exemple de loi continue) La plupart des exemples de probabilités
continues provient de ce qu’on appelle les mesures de densité par rapport a la mesure
de Lebesgue, pour lesquelles on a besoin de la notion d’intégrale de Lebesgue qu’on
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n’a pas encore introduite. On peut toutefois déja citer I’exemple de la loi uniforme sur
un intervalle [a,b] de R : Soient —co < a < b < +00; pour A € B(R), on pose

DA} = X(Abn_[z,b])'

On vérifie facilement que p est une probabilité appelée probabilité uniforme sur [a, b].

2.7 Exercices

2.7.1 'Tribus

Exercice 2.1 (Caractérisation d’une tribu) Soit E un ensemble.

1. Soit T une partie de P(E) stable par union dénombrable, stable par passage au
complémentaire et telle que @ € T. Montrer que T est une tribu, c’est-a-dire qu’elle
vérifie aussi E € T et qu’elle est stable par intersection dénombrable.

Corrigé — Onabien E€T car E = 0 et T stable par passage au complémentaire.
1l reste a montrer que T est stable par intersection dénombrable. Soit (A,) C T,
ona (NyenAn) =Uen Ay €T (car T est stable par passage au complémentaire
et par union dénombrable) et donc (\,cxy Ay € T (car T est stable par passage au
complémentaire).

2. U’ensemble des parties finies de E est-il une tribu ?

Corrigé — Si E est fini, [’ensemble des parties finies de E est une tribu, c’est la tribu
P(E).

Si E est infini, I’ensemble des parties finies de E n’est pas une tribu. Il suffit par
exemple de remarquer que E n’est pas une partie finie (et une tribu sur E contient
toujours E comme élément).

Exercice 2.2 (Tribu engendrée) Soit E un ensemble.
1. Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur E est une tribu sur E.

Corrigé — Soit (T;);¢p une famille de tribus sur 1 (1 est un ensemble quelconque).
Onpose T ={ACE; AeT, pourtoutiecl} (T est bien l’intersection des tribus T;,
i € I). On montre que T est une tribu :

(a) Ona®eT car O € T; pour tout i € L.

(b) On remarque que T est stable par passage au complémentaire car, si ACT, ona
A € T; pour tout i €1, et donc A€ € T; pour tout i € 1 (car T; est stable par passage
au complémentaire), donc A€ € T.

(c) On remarque enfin que T est stable par union dénombrable car, si (A,)ueny C T,
ona A, €T, pourtouti €1 et tout n € N donc | J,en Ay € Tj pour tout i €1 et tout
n € N (car T; est stable par union dénombrable), donc | J),en A, € T.
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D’apres Iexercice 2.1, on en déduit que T est une tribu.

2. Soit A C P(E). On note T4 I’intersection de toutes les tribus sur E contenant A
(une partie de E appartient donc a T4 si et seulement si elle appartient a toutes les
tribus contenant .A, on remarquera qu’il y a toujours au moins une tribu contenant
A, c’est la tribu P(E)). Montrer que T 4 est la plus petite des tribus contenant A
(c’est la tribu engendrée par A).

Corrigé — D’apres la question précédente, T 4 est bien une tribu. La définition de
T 4 donne que toute tribu contenant A doit contenir T 4. T4 est donc la plus petite
tribu contenant A.

3. Soient A et B C P(E) et T4, Ty les tribus engendrées par A et 5. Montrer que si
A c Balors T4 C Tg.

Corrigé — Ty est une tribu contenant 5, donc contenant A. Donc T4 C Tg.
Exercice 2.3 (Exemples de tribus)

1. Tribu trace

(a) Soit 7 une tribu sur un ensemble E et F C E. Montrer que 7r = {ANF, A€ T}
est une tribu sur F (tribu trace de 7 sur F).

Corrigé —

i.0eTrcar@=0NFetQeT.

ii. Soit A € Tg. Il existe Be T tel que A =BNF. Onadonc F\A=(E\B)NF € 7g
car E\ B € T. Ty est donc stable par passage au complémentaire.

iii. Soit (Ay,)uen C Tg. Pour tout n € N, il existe B, € T tel que A,, =B, NF. On a

donc
Uar=(BnnFeT

neN neN

car \J,en By € T. Tx est donc stable par union dénombrable.

Ceci est suffisant pour dire que Ty est une tribu sur F.

(b) Si E est un espace topologique et 7 = B(E) (B(E) est la tribu borélienne de E),
montrer que la tribu trace sur F, notée 73, est la tribu engendrée par la topologie
trace sur F (tribu borélienne de F, notée B(F)). [Montrer que B(F) C 7. Pour
montrer que 7 C B(F), considérer C = {A € P(E); ANF € B(F)} et montrer que
C est une tribu (sur E) contenant les ouverts de E.] Si F est un borélien de E,
montrer que 7p est égale a I’ensemble des boréliens de E contenus dans F.
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Corrigé — On note O ’ensemble des ouverts de F, et Og I’ensemble des ouverts
de E. Par définition de la topologie trace, Or = {ONF, O € Og}.

Comme O C B(E), on a Op C Tz = {BNF, B € B(E)} (Noter que Tz = B(E),
avec les notations de la question précédente). On en déduit que B(F) C Tg car T
est une tribu sur F contenant O qui engendre B(F).

On montre maintenant que Tz C B(F). On pose C = {A € P(E); ANF € B(F)}.
O eC car®DNF =0 € B(F). C est stable par passage au complémentaire car, si
AeC ona(ENA)NF=F\A=F\(ANF)e B(F), donc (E\ A) € C. Enfin,
pour montrer que C est stable par union dénombrable, soit (A,),eny C C, on a
(UnenAn) NF = U, en(Ay NF) € B(E), ce qui donne | J,,cn A, € C et la stabilité
de C par union dénombrable. C est donc une tribu. Il est clair que Og C C car
si O € Op, ona ONF € O C B(F). La tribu C contient Og, ce qui prouve
que C contient B(E) et donc que ANF € B(F) pour tout A € B(E). Ceci donne
exactement Ty C B(F). On a bien montré finalement que Tz = B(F) (on rappelle
que Tr = B(E)g, avec les notations de la question précédente).

On suppose maintenant que F est un borélien de E, ¢’est-a-dire que F € B(E). On a
alors Tz C B(E) (car ANF € B(E) si A € B(E)). Puis, soit A C F tel que A € B(E),
on peut écrire A = ANF, donc A € Tg. On a bien montré que Tp = {A C F;
A € B(E)}.

2. Soit E un ensemble infini et S = {{x}, x € E}. Déterminer la tribu engendrée par S
(distinguer les cas E dénombrable et non dénombrable).

Corrigé — On note T(S) la tribu engendrée par S.

On suppose que E est au plus dénombrable (c’est-a-dire dire fini ou dénombrable).
D’apres la stabilité de T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir
toutes les parties au plus dénombrables. Comme toutes les parties de E sont au plus
dénombrables, on en déduit T(S) = P(E).

On suppose maintenant que E est infini non dénombrable. On note A [’ensemble
des parties de E au plus dénombrables et B = {A€, A € A}). D’apres la stabilité de
T(S) par union dénombrable, la tribu T(S) doit contenir A. Par stabilité de T(S) par
passage au complémentaire, T(S) doit aussi contenir B.

On va montrer maintenant que AU B est une tribu (on en déduit que T(S) = AU B).
Ona®e AcC AUB etil est clair que AU B est stable par passage au complémentaire
(car A € A implique A° € B et A € B implique A° € A). Enfin, si (A,,),eny C AU B,
on distingue 2 cas :

ler cas. Si A, € A pour tout n €N, on a alors | J,,ex Ay € ACAUB.

2éme cas. Si il existe n € N tel que A,, € B on a alors A, € A, donc AS, est au plus
dénombrable et (,enAp)” = (pen Ay C Aj est aussi au plus dénombrable,ce qui
donne (UpenAp) € Aet UpenAy, € BCAUB.

On a bien montré que | ), Ay, € AU B, ce qui prouve la stabilité par union dénom-
brable de AU B. Finalement, AU B est donc une tribu contenant S et contenu dans
T(S), ceci donne T(S) = AUB.
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Exercice 2.4 (Tribus images) Soient E et F des ensembles. Pour A C P(E) (resp.
P(F)) on note T(.A) la tribu de E (resp. F) engendrée par A.

Soit f une application de E dans F.
On note f~! I’application de P(F) dans P(E) définie par, pour B € P(F),

fY(B)={xeEtq. f(x)€B}.

1. Soit S une tribu sur F. On pose Ty s = {f~Y(B); B € S}. Montrer que Tr s est une
tribu sur E (c’est la tribu image réciproque de S par f).

Corrigé —  On démontre que Ty g est une tribu sur E en remarquant que f 1) =0,
E\ f~Y(A) = f1(F\ A) (pour tout A C F) et que

V(Anwen < PE), £ JAw = £ a0

neN neN

2. Soit T une tribu sur E. On pose Syt = {BCF; f~1(B) € T}. Montrer que Sy est
une tribu sur F (c’est la tribu image directe de T par f).

Corrigé — Ici aussi, on montre que S f,1 est une tribu sur ¥ en remarquant que

1@ =0, f Y (F\A)=E\ fY(A) (pour tout A C F) et que,
V(Awen € PE), (A0 = £ (A,

neN neN
Si B CE, on pose By = {f (x); x € B}. Noter que, en général, {Br, B € T} n’est pas
une tribu sur F (par exemple, si f est non surjective, F ¢ {Bf, BeT)).

3. Soit C un ensemble de parties de F. On pose Cf = {f~Y(B); BeC}etS=T(C).
Montrer que T(Cy) est la tribu image réciproque de S par f, c’est-a-dire que
T(Cy) = Ty s avec la notation de la premiére question.

[On pourra montrer d’abord que T(Cy)) C Ty s. Puis, pour montrer que Ty g C
T(Cy), montrer que la tribu image de T(Cy) par f contient C.]
Corrigé — Ty s est une tribu sur E (d’apres la premicre question) contenant Cyg

(car S =T(C) D C), elle contient donc T(Cy). Ceci donne T s > T(Cy).

On montre maintenant l'inclusion inverse, c’est-a-dire Ty g C T(C 7). Comme dans la
deuxieme question, on note Sf,T(Cf) la tribu image de T(Cy) par f.

On remarque que Sf,T(Cf) SC(car f1(B)e T(Cy) pour tout B € C). On en déduit
que Sf,T(Cf) contient T(C), c’est-a-dire que f~'(B) € T(Cy) pour tout B € T(C).
Comme T(C) =S, ceci signifie exactement que T s C T(Cy).

Les deux inclusions nous donnent bien Ty s = T(C f).

Exercice 2.5 (Tt-systeme, \-systéme) Soit () un ensemble et 7 C P(Q).
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1. Montrer que F est une tribu si et seulement si F est un m-systeme (c’est-a-dire
stable par intersection finie) et un A-systéme (c’est-a-dire que F est stable par union
dénombrable croissante, Q € F et A\Be F si A,Be F avec BC A).

Corrigé — Si F est une tribu, il est immédiat que F est un T-systéme et un -
systeme. La question consiste a démontrer la réciproque.

On suppose donc F est un Ti-systeme et un A-systeme. Pour montrer que F est une
tribu, il suffit de démontrer que F posséde les trois propriétés suivantes :

(pl) QeF,
(p2) F est stable par passage au complémentaire,
(p3) F est stable par union dénombrable.
La propriété (pl) est immédiate car elle est dans la définition de \-systéme.

La propriété (p2) est aussi assez simple. En effet, soit A € F, Comme Q) € F et
A c Q, la troisiéme propriété des A-systémes donne A° = Q \ A € F. Ceci prouve
bien (p2).

On prouve maintenant (p3). Soit (A,,)en une suite telle que A, € F pour tout n € N.
On pose A = J,cn Ay, et on veut montrer que A € F. On commence par remarquer

que A = J,en By, avec
n
B, =(_J A,
p=0

Comme B,, C B, pour tout n €N et que F est stable par union dénombrable
croissante, il suffit de montrer que B,, € F (pour tout n € N) pour avoir A € F.

Soitn €N, ona B = ( ;’:0 Ay = ﬂ;:o A5, Pour tout p, on a A, € F, on a donc
AIC7 € F (car F vérifie (p2)) et donc mZ:o Af, € F (car F est un w-systeme). On a
ainsi montré que BS, € F. Enfin, comme F vérifie (p2), on a bien B,, € F. On en
déduit que A € F et donc que F vérifie (p3), ce qui termine cette question.

2. On suppose que F est un A-systeme. Soit C € F. On pose G = {B C Q) tel que
CN B e F}. Montrer que G est un A-systéme.

Corrigé — On va montrer que G vérifie les trois propriétés définissant un A-systeme.

(1) On montre la stabilité de G par union dénombrable croissante — Soit (A,),cn
une suite de parties de Q telle que A, C A, ;1 et A, € G pour tout n € N. On veut
montrer que | J,,en A, € G. Pour cela on remarque que

cn (U A,) = U(CmAn).

neN neN
Pour tout neN, ona A, € G et donc CNA, € F. Comme (CNA,) C(CNA,1)
pour tout n € N et que F est stable par union dénombrable croissante, on a donc
U,en(CNA,) € F, ce qui donne bien que | J,,cn A, € G.

(2) On montre que Q) € G — Cette propriété de G est due au fait que C € F (et donc
CNnQ=CeF)
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(3) On montre que A\Be Gsi A,Be Gavec BC A—-Soit A,BeGavec BCA. On
remarque que CN(A\B) = (CNA)\(CNB). Comme BNC,ANC € F et (BNC) C (ANC),
ona(CNA)\(CNB)eF.Onadonc CN(A\B)e F, ce qui donne bien (A\ B) € G.

On a ainsi montré que G est un A-systeme.

Exercice 2.6 (Tribu borélienne sur R?) On note T la tribu (sur R?) engendrée par
{AxB; A, B B(R)}. On va montrer ici que T = B(R?).

1. Montrer que tout ouvert de R? est réunion au plus dénombrable de produits d’inter-
valles ouverts de R. [S’inspirer d’une démonstration analogue faite pour R au lieu
de R2.] En déduire que B(R?) C T.

Corrigé — On s’inspire ici de la démonstration du lemme 2.11 (une autre méthode
est donnée a l’exercice 2.7).

Soit O un ouvert de R?. Pour tout x = (x1,x,)" € O, il existe r > 0 tel que |x; —1,x] +
r[x]xy = 1,x5 + r[C O. Comme les rationnels sont denses dans R, on peut trouver
1 €QN)xy —r,x1[, 21 € QN)xy, x1 + 7], ¥2 € QN]xy —1,x5[ et 2 € QN]xp, x5 + 7.
On a donc x €y, z1[x]y2,z2[C O.

On note alors 1= {(v1,21,92,22) € Q*; 1v1,21[x]v2,22[) € O}. Pour tout x € O, il
existe donc (1, 21, V2, 22) € L tel que x €]y, z1[X]v2, 25[. On en déduit que

O= U 1v1,21[x]y2, 22
(v1,21,¥2,22)€l
Comme 1 est au plus dénombrable (car Q* est dénombrable), on en déduit que
O € T. On a ainsi montré que T est une tribu contenant tous les ouverts de R2, et

donc contenant la tribu engendrée par les ouverts de R? (c’est-a-dire B(R?)). Donc,
B(R?) cT.

2. Soit A un ouvert de R et T; = {B € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T est une
tribu (sur R) contenant les ouverts (de R). En déduire que T} = B(R).

Corrigé— — Qe T car AxD=0¢c BR>).
— On montre ici que Ty est stable par passage au complémentaire.

Soit B € Ty, on a donc B¢ € B(R) et AxB° = Ax(R\B)=(AxR)\ (AxB).
Or, (A xR) est un ouvert de R? (car A et R sont des ouverts de R), on a
donc (A x R) € B(R?). D’autre part, (A x B) € B(R?) (car B € Ty). Donc,
Ax B¢ = (AxR)\ (AxB) € B(R?). Ce qui prouve que B¢ € Ty et donc que T,
est stable par passage au complémentaire.

— Enfin, Ty est stable par union dénombrable. En effet, si (B,,),en C T1, on a
A X (Upen Bn) = Upen A x B, € B(R?) (car A x B,, € B(R?) pour tout n € N).
Donc, | J,;en B € Tt

On a donc montré que Ty est une tribu, il reste a montrer que Ty contient les ouverts
de R.
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Soit B un ouvert de R. On a donc B € B(R) et, comme A x B est un ouvert de R2, on
a AxBe B(R?). OnadoncBeT,.

T, est donc une tribu contenant les ouverts de R, donc contenant B(R). Donc, Ty =
B(R).
La conséquence de cette question est donc :

A ouvert de R et Be B(R) = A x B € B(R?). (2.17)

3. Soit Be B(R) et T, = {A € B(R); A x B € B(R?)}. Montrer que T, = B(R).

Corrigé — On commence par remarquer que la question précédente donne que T,
contient les ouverts de R. En effet, soit A un ouvert de R, la propriété (2.17) donne
A xB e B(R?), et donc A € T;.

On montre maintenant que T, est une tribu (on en déduira que T, = B(R)).

(a) e T, car Dx B =0 € B(R?).

(b) On montre ici que T, est stable par passage au complémentaire.
Soit A € Ty, on a A° € B(R) et A°x B = (R x B) \ (A x B). La propriété (2.17)
donne (R x B) € B(R?) car R est un ouvert de R. D’autre part, (A x B) € B(R?)

(car A € Ty). Donc, A° x B € B(R?). Ce qui prouve que A° € T, et donc que T, est
stable par passage au complémentaire.

(c) Enfin, T, est stable par union dénombrable. En effet, si (A,)uen C To, on a
(UpenAn) X B = U,en(A, x B) € B(R?) (car A,, x B € B(R?) pour tout n € N).
Donc, U, ey Ay € Th.

T, est donc une tribu (sur R) contenant les ouverts de R, ce qui prouve que T, D B(R)
et donc, finalement, T, = B(R).

4. Montrer que T € B(R?) (et donc que T = B(R?)).

Corrigé — La question précédente donne :
A,Be B(R) = A xB e B(R?).

On a donc {A x B; A, B € B(R)} € B(R?). On en déduit T C B(R?). Avec la question
1, on a finalement T = B(R?).

Exercice 2.7 (Tribu borélienne sur RY) 1. Montrer que la tribu borélienne de RN
est égale a celle engendrée par 1’ensemble de toutes les boules ouvertes de RN, [On
pourra montrer d’abord que tout ouvert de RN est réunion dénombrable de boules
ouvertes de RN ]

Corrigé — Soit T la tribu engendrée par I’ensemble de toutes les boules ouvertes
de RN. Comme les boules ouvertes sont des ouverts, on a T C B(RN).

On montre maintenant inclusion inverse, c’est-a-dire B(RN)  T. Soit O un ouvert
de RN. Pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) C O (on B(x,r) désigne la
boule ouverte de centre x et rayon r). Comme Q est dense dans R, on peut donc
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trouver y € QN etseQ ={teQ; t>0)}, tel que x € B(y,s) C O. On note alors
I={(y,5) e QN x Q" ; B(y,s) C O}. On aalors O = U(y,s)e1 B(y, s). Comme L est au
plus dénombrable (car QN*1 est dénombrable), on en déduit que O € T et donc que
B (]RN) C T (car T est une tribu contenant tous les ouverts).

Le raisonnement précédent montre méme que B(RN) est aussi la tribu engendrée
par 'ensemble des boules ouvertes dont le rayon est rationnel et dont le centre a des
coordonnées rationnelles.

2. Montrer que la tribu borélienne de RN est égale a celle engendrée par I’ensemble
des produits d’intervalles ouverts a extrémités rationnelles.

Corrigé — On reprend le méme raisonnement que dans la question précédente en
remplacant B(x, 1) par P(x,r) = ]_[?il]xi —1,%; + 1, avec x = (x,...,xN)".

3. Montrer que la tribu borélienne de R est engendrée par les intervalles ]a, b] ou
a,beR,a<b.

Corrigé — SoitC ={]a,b), a,b € R, a < b} et T(C) la tribu engendrée par C. Comme
la,b] = Nysola b+ %[ on voit que |a,b] € B(R) pour tout a,b € R, a < b. Donc, on
aC C B(R) et donc T(C) C B(R).

On montre maintenant 1’inclusion inverse, ¢’est-a-dire B(R) C T(C). Soit I =]a, b|
avec a,b € R, a < b. On peut écrire 1 = UnZHO]a,b - %], avec ny tel que nio <b-a.
On en déduit que 1 € T(C). Puis, comme tout ouvert non vide peut s’écrire comme
réunion dénombrable d’intervalles ouverts a extrémités finies (voir le lemme 2.11

page 44), on obtient que tout ouvert appartient a T(C). Ceci permet de conclure que
B(R) c T(C) et finalement que B(R) = T(C).

4. Soit S un sous ensemble dense de R. Montrer que B(RN) est engendrée par la classe
des boules ouvertes telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a
S. (Un résultat analogue, non demandé ici, est vrai en remplacant “boules ouvertes”
par “boules fermées”.)

Corrigé — Si S est dénombrable, il suffit de reprendre le méme raisonnement que
dans la premiére question en remplagcant QN par SN (qui est dense dans RN) et
Q7 par St ={s € S; s > 0} (qui est dense dans R’,). On ne détaille pas cette
démonstration.

Si S est non dénombrable, on se rameéne au cas S dénombrable de la maniére suivante.
Soit n € N*. Pour tout i € Z, on choisit x; € S t.q. |x; — (i/n)| < (1/n) (I’existence
de x; vient de la densité de S dans R) et on pose S, = {x;, i € Z}. Puis, on pose
S= Unen+Sy. L'ensemble S est un sous ensemble de S, il est dense dans R (car Q est
dense dans R) et il est dénombrable (car c¢’est une union dénombrable d’ensembles
dénombrables). La tribu B(RN) est donc engendrée par la classe des boules ouvertes
telles que les coordonnées du centre et le rayon appartiennent a'S. Elle est donc, a
fortiori, engendrée par la classe des boules ouvertes telles que les coordonnées du
centre et le rayon appartiennent a S.



82 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

Exercice 2.8 (Une tribu infinie est non dénombrable) Montrer que toute tribu
infinie T sur un ensemble (infini) E est non dénombrable. [Si T est dénombrable, on
pourra introduire, pour tout élément x € E, I’ensemble A(x) intersection de tous les
éléments de T contenant x. Puis, montrer a I’aide de ces ensembles qu’il existe une
injection de P(N) dans T.]

Exercice 2.9 (Algebre) Soit E un ensemble et .A C P(E).

1. Montrer que A est une algebre (cf. définition 2.5) si et seulement si A vérifie les
deux propriétés suivantes :
(a) E€ A,
(b)A,Be A= A\Be A.

Corrigé — On suppose que A est une algébre. Il est clair que (a) est vérifiée. Pour
montrer (b) il suffit d’utiliser la stabilité par intersection finie et par passage au
complémentaire, cela donne bien que A\B=ANB‘ € Asi A,Be A

On suppose maintenant que A vérifie (a) et (D).
Onaalors ) =E\Ee€ A, et donc 0,E € A.

On remarque ensuite que, grdace a (b), A°=E\ A € E si A € A. On a donc la stabilité
de A par passage au complémentaire.

Soit maintenant Ay, Ay € A. Ona Ay N A,y = Ay \ AS, on en déduit que Ay NA, € A
par () et la stabilité de A par passage au complémentaire. Une récurrence sur n
donne alors que A est stable par intersection finie.

Enfin, la stabilité de A par union finie découle de la stabilité de A par intersection
finie et par passage au complémentaire car (Uzzo Ayt = m;:O A;.

On a bien montré que A est une algébre.

2. Soit (A;);er une famille d’algebres (sur E). Montrer que ();c; A; = {A € P(E);
A € A, pour tout i € I} est encore une algebre.
Corrigé — On peut montrer que (), A; est une algébre en utilisant directement la
définition d’une algebre. On peut aussi le montrer en utilisant la premiére question,
ce que nous faisons ici. On montre donc que ( ;e A; vérifie (a) et (b) :
E € N Ai car E€ A; pour tout i € L.

Soit A,B € ;e Aj. Pourtouti €1, ona A,Be A;. On en déduit A\B e A; (car A;
est une algébre) et donc A\ B € [, A;.

On a bien montré que ( ;o A; est une algébre.

Si C c P(E), la deuxieme question permet donc de définir 1’algebre engendrée par C
comme ’intersection de toutes les algebres sur E contenant C.



2.7. EXERCICES 83

Exercice 2.10 (Suite croissante de tribus) Soit E un ensemble. Soit (A,,),cn une
suite croissante de tribus de E. Montrer que A = U, cn.A,, est une algebre (cf. défini-
tion 2.5), mais n’est pas, en général, une tribu. Donner une suite d’algebres finies de
parties de [0, 1] dont la réunion engendre 5([0, 1]).

Exercice 2.11 (Tribu engendrée par une partition)

Soit E un ensemble et (A;);c une partition de E, c’est-a-dire que U;cA; = E et
A;iNAj=0sii=j.Onsuppose aussi que A; = () pour tout i € L.

On note C I’ensemble des parties de E s’écrivant comme réunion au plus dénombrable
d’éléments de cette partition, c’est-a-dire que

C ={UjgAj, avec ] C I, J au plus dénombrable}.

On note aussi D ={B¢, BeC}et T=CUD.

1. On suppose, dans cette question, que I = {1,2,...,n} avec n € N*. Montrer que
T=C=DetqueT estla tribu engendrée par la famille {A4,...,A,}. Combien la
tribu T a-t-elle d’éléments ?

Corrigé — Soit B€D. Ona B € C et il existe donc ] C 1 tel que B® = U;ej A, ce qui
donne B = Uj¢jc A;. Comme ]° est fini, on a donc B € C. On a ainsi montré que D C C.

Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D. Finalement, on obtient bien
C=D=T.

On note T la tribu engendrée par {A4,..., A, ). Comme T D {Aq,...,A,) et que T est
stable par union finie, on a C c T. Pour montrer que T = C, il suffit donc de montrer
que C est une tribu (car T est la plus petite tribu contenant {Aq,..., A, }).

Pour montrer que C est une tribu, on remarque que
* 0 eCcard=VjgA;javec] =0,
* C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est finie,
* C est stable par passage au complémentaire car B¢ € D =C si B € C.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.

Pour trouver le nombre déléments de C, on considére I’application f de I’ensemble
des parties de {1,...,n} dans C définie par f(]) = UjcjA;. La définition de C donne
que f est surjective et, comme les A; sont tous non vides et que les A; sont disjoints
deux a deux, on remarque que f est injective. Ceci montre que f est bijective et
donc que le cardinal de C est le méme que le cardinal de I’ensemble des parties de
{1,...,n}, c’est-a-dire 2". La tribu C a donc 2" éléments.

2. On suppose, dans cette question, que I est dénombrable (on peut donc supposer que
I =N). Montrer que T =C =D et que T est la tribu engendrée par la famille {A;,
iel}.
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Corrigé — On reprend le méme raisonnement que pour la question précédente.
Soit B € D. On a B € C et il existe donc ] C 1 tel que B = U;gjA;, ce qui donne
B = UjejcAj. Comme ] C 1, ] est au plus dénombrable, on a donc B € C. On a
ainsi montré que D C C. Un raisonnement analogue donne C C D et donc C = D.
Finalement, on obtient bien C =D =T.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € I}. Comme T D {A;, i € I} et que T est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C C T. Pour
montrer que T = C, il suffit donc de montrer que C est une tribu (car T est la plus
petite tribu contenant {A;, i € 1}).

Pour montrer que C est une tribu, on remarque que
* 0eCcarb=VigAjavec] =0,
* C est stable par union dénombrable car toute réunion de parties de 1 est au plus
dénombrable,
e C est stable par passage au complémentaire car B € D=C si BeC.

Ceci donne bien que C est une tribu et donc que C = T.

3. On suppose maintenant que I est un ensemble infini non dénombrable. Montrer que
C #Detque T est la tribu engendrée par la famille {A;, i € I}.

Corrigé —  Pour montrer que C = D, il suffit de remarquer que 0 € C (car 0 = U;jA;
avec ] =0) et que O € D. En effet, )° = E = Ujc1A; et donc 0° # Ui A; pour tout
J C L J au plus dénombrable (et donc ] # 1) car les A; sont disjoints deux a deux et
non vides. Ce qui montre que (¢ ¢ C et donc O ¢ D.

En fait, on peut méme montrer que CN\'D = (.

On note T la tribu engendrée par {A;, i € I}. Comme T D {A;, i € I} et que T est
stable par union dénombrable (et donc aussi par union finie), on a C C T. Puis comme
T est stable par passage au complémentaire, on a aussi D C T. On a donc T C T.

Pour montrer que T = T, il suffit donc de montrer que T est une tribu (car T est la
plus petite tribu contenant {A;, i € 1}).

On montre maintenant que T est une tribu.

*0eTcar@=UgA; €CCT, avec] =0.

T est stable par passage au complémentaire car BE€ D C T si BeC et B¢ €
CcTsiBeD.

* [l reste a montrer la stabilité de T par union dénombrable. Soit (B,),cy une
famille d’éléments de T. Pour montrer que U,cNB,, € T, on distingue deux cas :
Cas 1. B,, € C pour tout n €N, On a alors U,e5B,, € C C T, car une réunion
dénombrable d’ensembles au plus dénombrable est encore au plus dénombrable.
Cas 2. Il existe m € N tel que B,,, ¢ C (et donc B,, € D). On a alors B, € C et il
existe donc ] C 1, ] au plus dénombrable, tel que B}, = U;c;A;. On a alors

(UneNBn)c = nnENB; - Bfw
ce qui prouve qu’il existe ] C ] tel que (U,,enB,,)¢ = UjcjA;. Comme ] est au plus
dénombrable, on a donc (U,cnB;,)¢ € C et donc U,,cnB,, € D C T. Ceci prouve
la stabilité de de T par union dénombrable.
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On a ainsi montré que T est une tribu et donc que T =T.

Exercice 2.12 Soit E un ensemble et C un ensemble de parties de E. On suppose
que 0, E € C, que C est stable par intersection finie et que le complémentaire de tout
élément de C est une union finie disjointe d’éléments de C, ¢’est-a-dire :

n
CeC:~3neN*etC1,...,CneCtelsqueCC:UCP etC,NC,=0sip=q.
p=1

On note B I’ensemble des réunions finies disjointes d’éléments de C. Une partie de E

est donc un €lément de 3 si et seulement si il existe n € N* et (Ap),-1,., CC tel que
: n

ApNA;=0sip=get A=y A

1. Montrer que B est stable par intersection finie et par passage au complémentaire.

Corrigé — On montre tout d’abord la stabilité de B par intersection finie. Soit
A,B € B. Il existe Ay,...,A, € C et By,...,B,, €C tels que A;NA; =0 sii=],
B;NB;=0,siizjA=UL AjetB= U;":lBj. Onaalors ANB= (UL, A)N
(L_J;“:1 Bj) = Ui, ]m:l(AiﬂBj). Comme A;NB; € C (car C est stable par intersection

finie) pour tout i, et que (A; N B;) N (Ax NB)) =0 si (i, ]) = (k, ), on en déduit que
ANBeB.

Une récurrence sur n donne alors la stabilité de B par intersection finie.

On montre maintenant la stabilité de BB par passage au complémentaire. Soit A € B.
1l existe Ay,..., A, € Ctels que AiNA; =0 sii=jet A= UL, A;j. On a alors
A° =L, AS. Comme AS est une réunion finie disjointe d’éléments de C, on a bien
Af € B. La stabilité de B par intersection finie donne alors que A° € B. On a donc
bien montré la stabilité de B par passage au complémentaire.

2. Montrer que I’algebre engendrée (voir remarque 2.6 pour la définition) par C est
égale a 5.

Corrigé — Onnote Al’algebre engendrée par C. Comme A est stable par union finie
et contient C, il est clair que A D B. Comme B contient C, pour montrer l'inclusion
inverse, il suffit de montrer que B est une algebre (car A est I'intersection de toutes
les algeébres contenant C). On montre donc maintenant que BB est une algébre.

Pour montrer que B est une algébre, on montre que B vérifie les quatre propriétés
d’une algébre.

(a) E;0eBcarCc BetEDeC.

(b) La question précédente montre que B est stable par intersection finie et par passage
au complémentaire.

(c) La stabilité de B par union finie découle facilement de la stabilité de B par
. . . 2 . n — n c\c
intersection finie et par passage au complémentaire, car \J;_; A; = ((j_; A7)".
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On a bien montré que B est une algébre. Comme B O C, on a donc B D A et finalement

B=A.

Exercice 2.13 (Classes monotones) Soit E un ensemble. Pour > C P(E), on dit que
Y est une classe monotone (sur E) si ¥ vérifie les deux propriétés suivantes (de stabilité
par union croissante dénombrable et par intersection décroissante dénombrable) :

(D) (Ay)nen CXE, A, CA,pourtoutne N = J,cyA, €L,
(P2) (Ap)yen CE, Ay DAy pourtoutne N= (), cnyA, €X.

1. Soit X ¢ P(E). Montrer que ¥ est une tribu si et seulement si ¥ est une classe
monotone et une algebre (cf. exercice 2.9).

Corrigé — Si X est une tribu, ¥ est stable par union dénombrable et intersection
dénombrable. On en déduit immédiatement que X est une algebre et une classe
monotone.

On suppose maintenant que Y. est une algeébre et une classe monotone. Comme ¥ est
une algeébre, pour montrer que Y. est une tribu, il suffit de montrer que X est stable
par union dénombrable.

Soit donc (Ay)ueny C X et A =, enAy- On veut montrer que A € ¥. On remarque

que
n
A= U B,, avec B,, = UA”'
neN p=0

Comme X est une algébre, on a B,, € X pour tout n € N. Puis, comme ¥ est stable par
union croissante (noter que B,, C B,,,1) dénombrable, on en déduit que A€ Y. Ona
bien montré que 3. est stable par union dénombrable et donc que Y. est une tribu.

Noter que I’hypothese de stabilité de 3. par intersection décroissante dénombrable
n’a pas été utilisé. Elle sera utile a la question 4.

2. Donner un exemple, avec E = R, de classe monotone qui ne soit pas une tribu.
Corrigé — 1l y a beaucoup d’exemples de classes monotones qui ne sont pas des
tribus. En voici un : ¥ = {R}.

3. Soit (X;);1 une famille de classes monotones (sur E). Montrer que

ﬂ ¥; = {A e P(E);A€X; pour tout i € I}
iel
est encore une classe monotone.

Corrigé —  Soit (Ay)uen C i1 Zi telle que A, C A, pour tout neN. On a
donc, pour tout i € 1, (A,),ey C X; et donc, puisque ¥; est une classe monotone,

Unen Ay € E;. On en déduit que | ey Ay C el Zi-
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Soit (A)nen C i1 Zi telle que Ay, D A1 pour tout n € N. On a donc, pour tout
i€l (Ay)uen CL; et donc, puisque ¥; est une classe monotone, (\,en Ay € 2, On
en déduit que (,en Ay C el Zi-

Ceci montre bien que (;c; X; est une classe monotone.

Si C ¢ P(E), cette question permet donc de définir la classe monotone engendrée
par C comme I’intersection de toutes les classes monotones sur E contenant C.

4. (Lemme des classes monotones) Soit .4 une algébre sur E. On note X la classe
monotone engendrée par A et on note T la tribu engendrée par A.

(a) Montrer que ¥ C T.

Corrigé — X est l'intersection de toutes les classes monotones sur A. Une tribu
étant aussi une classe monotone, la tribu T (engendrée par A) est donc une classe
monotone contenant A. On en déduit que ¥ C T.

(b) Soit ACE.Onpose Xp ={BCE; A\BeXetB\AeZX}. Montrer que ¥ 5 est
une classe monotone.

Corrigé — Soit (B,,),en C X a, B, CB,,4q pour tout n € N.
On pose B = J,,cn By- On va montrer que B € ¥ 4.

OnaA\B=A\U,enBy = MNyen(A\By). La suite (A \ B,),en est une suite
décroissante de Y.. Comme Y. est une classe monotone, on en déduit A\ B =

mneN(A\ Bn) ex.
On montre aussi que B\ A € . En effet, B\A = J,,ex By \A =, ,en(B,\A) € X
par la stabilité de ¥ par union croissante dénombrable.

On a donc bien montré que B € ¥, ce qui donne la stabilité de ¥ par union
croissante dénombrable.

De maniére analogue, on va montrer la stabilité de 3. par intersection décrois-
sante dénombrable. Soit (B,),en C T a, By, D B,1 pour tout n € N. On pose

B = mnEN Bn.
Comme A\ B = J,cn(A\ B,,), on obtient A\ B € ¥ en utilisant la stabilité de ¥
par union croissante dénombrable.

Comme B\ A = (,,en(By, \ A), on obtient B\ A € ¥ en utilisant la stabilité de ¥
par intersection décroissante dénombrable.

On a donc B € Y5, ce qui donne la stabilité de 3. par intersection décroissante
dénombrable.

On a bien montré que 3. 5 est une classe monotone.

(¢) (Question plus difficile.) Montrer que X est une algebre. [Utiliser la question (b)
et la premiere question de I’exercice 2.9.] En déduire que T = X.
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Corrigé — Pour montrer que Y. est une algébre, il suffit de montrer que Y. vérifie
les propriétés (a) et (b) de la premiére question de I’exercice 2.9. 1l est immédiat
que la propriété (a) est vérifiée car E € A € X. Pour montrer (b), on utilise la
classe monotone ¥\ définie a la question 4 pour A C E.

Soit A € A. Comme A est une algébre, on a donc A C Y. 5. La classe monotone
YA contient A, elle contient donc Y. qui est l'intersection de toutes les classes
monotones contenant A. On a donc :

Ae A BeX=>BeX,. (2.18)
On remarque maintenant que, pour tout A,B € P(E), on a :
Ac¥go BeX,.
On déduit donc de (2.18) :
AeABeY=>Ael;.

Si B € X, la classe monotone Ly contient donc A. Elle contient alors aussi ¥ (qui
est 'intersection de toutes les classes monotones sur E contenant A). On a donc
montré :

Be)l AeY=>AeX;.
On en déduit que A\Be XY si A,BeX.

On a bien montré que Y. vérifie la propriété (b) de la premiére question de I’exercice
2.9 et donc que ¥ est une algebre.

Pour conclure, on remarque Y. est une classe monotone et une algeébre. C’est
donc une tribu (par la question 1) contenant A. Elle contient donc T (qui est
Uintersection de toutes les tribus contenant A) et on a bien, finalement, ¥. = T.

Exercice 2.14 (Caractérisation de la tribu engendrée) Soit E un ensemble et A C
P(E). On dit que A est stable par intersection finie si A,Be A = ANB € A. On dit
que A est stable par différence si :

ABcA BCA=A\B=ANB‘ec A
On dit que A est stable par union dénombrable disjointe si :
(A)pen CAA,NA,, =0 pourn=m= UA” e A
neN

Enfin, on appelle systeme de Dynkin un ensemble D de parties de E tel que
eEcD,

e D stable par différence,

e D stable par union dénombrable disjointe.

Soit C c P(B).
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1. Montrer qu’il existe un systeme de Dynkin contenant C et contenu dans tous les
systeémes de Dynkin contenant C. c’est-a-dire qu’il existe un syst¢me de Dynkin,
noté D, tel que D D C et

A systeme de Dynkin ADC = D C A.

Corrigé — On note Z ’ensemble des systémes de Dynkin contenant C. On remarque
tout d’abord que Z # 0 car P(E) € Z. Puis, on note D [’ensemble des parties de E
appartenant a tous les éléments de Z (c’est-a-dire que, pour A € P(E), ona A € D
si, pour tout B € Z, A € B).

1l est facile de voir que D contient E, D est stable par différence, D est stable
par union dénombrable disjointe et que D contient C (car tous les éléments de Z
Vérifient ces quatres propriétés). Enfin, A € Z = D C A, ce qui est bien la propriété
demandée.

Le syst¢eme de Dynkin D s’appelle le syst¢eme de Dynkin engendré par C. Dans la
suite, on note toujours D le systeme de Dynkin engendré par C.

On suppose maintenant que C est stable par intersection finie et on va montrer que
D est égal a la tribu engendrée par C Ceci démontre le théoréme 1-A de Dynkin.

2. Pour A € P(E), onnote Dy ={D e Dtel que AND e D}.

(a) Soit A € P(E). Montrer que Dy est stable par union dénombrable disjointe et
stable par différence.

Corrigé — Soit (D,,),eny C D avec D, N D,,, = 0 si n # m. On va montrer que
U,en Dy € Dy. On remarque tout d’abord que | ), D, € D car D,, € D, pour
tout n € N, et D est stable par union dénombrable disjointe. Puis, AN({J,,ey Dy) =
Unen(DyNA) € D car D,,NA €D, pour tout n €N, (D, NA)N (D, NA) =0,
si n = m, et D est stable par union dénombrable disjointe. On a donc montré que
U,en Dy € Da. Ce qui prouve que Dy est stable par union dénombrable disjointe.

Soit maintenant D1,D, € Dy, avec Dy C Dy. On va montrer que D, \ Dy € D 4.
Pour cela, on remarque que Dy \ Dy € D car Dy, D, € D et que D est stable par
différence. Puis, AN(Dy;\ D) =(ANDy)\(AND;)eDcar AND;, AND, €
D, (AND;) Cc (AND,) et D est stable par différence. On a donc montré que
D, \ Dy € Dy, ce qui prouve que D 5 est stable par différence.

(b) Soit A € C. Montrer que C C D4 . En déduire que Dp = D.

Corrigé — SoitBeC.OnaBeD (carD>C)et ANBeC (carC est stable par
intersection finie), donc AN B € D. Ceci montre que B € Dy et donc C C Dy.

On remarque aussi que E € Dy car ANE = A € C CD. Comme Dy est stable par
différence et stable par union dénombrable disjointe, D 5 est donc un systeme de
Dynkin. Comme Dy contient C, D p contient le systeme de Dynkin engendré par C,
c’est-a-dire D. On a donc Dp D D et, finalement, Dp = D.
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(c) Soit A € D. Montrer que D = D. En déduire que D est stable par intersection
finie.

Corrigé — Soit Be C. Ona B € D (car D D> C). Comme B € C, la question
précédente donne D = Dg et donc A € Dg. On a donc ANB € D. Ceci montre que
B € Dy et donc C CDy.

On en déduit, comme a la question précédente, que Dp = D.

On montre maintenant que D est stable par intersection finie. Soit B, C € D. Comme
D ="Dc, onaBeDc etdonc CNBeD. Lintersection de deux éléments de D est
donc aussi dans D. Ceci prouve bien la stabilité de D par intersection finie (une
récurrence facile donne que I’intersection d’un nombre fini d’éléments de D est
aussi dans D).

3. Montrer que D est une tribu. En déduire que D est la tribu engendrée par C.

Corrigé — On remarque que E € D et que D est stable par complémentaire car; si
A €D, onakE\AeDcar D est stable par différence (et E,A € D avec A C E).
Pour montrer que D est une tribu, il suffit de montrer que D est stable par union
dénombrable (non nécessairement disjointe).

Soit (A,)nen C D. Comme D est stable par complémentaire, on aussi Af, € D, pour
tout n € N. Pour tout n € N, on pose :
n-1

B,=A,N (ﬂAg).
i=0

On a B,, € D car D est stable par intersection finie et B,, N\ B,, = 0 si n = m (en notant
que B, C A, et B,, C AS, si m > n). Comme D est stable par union dénombrable
disjointe, on en déduit | ), By, € D et donc | J ;e Ay € D (car | yen Ay = U pen Bu)-
Ceci prouve que D est stable par union dénombrable et donc que D est une tribu.

On a ainsi montré que D est une tribu contenant C et donc contenant la tribu engen-
drée par C, notée T(C). D’autre part, il est facile de voir que toute tribu contenant C
est un systeme de Dynkin contenant C et donc que T(C) contient D. On a bien montré
finalement que D = t(C).

2.7.2 Mesures et probabilités

Exercice 2.15 (Exemple de mesures) Soit E un ensemble infini non dénombrable.
Pour toute partie A de E, on pose m(A) = 0 si A est au plus dénombrable, et m(A) =
+o00 sinon. L’application m est-elle une mesure sur P(E) ?

Corrigé —  Oui, I’application m est une mesure sur P(E). En effet, on a bien m(0) = 0
et si (A)nen C P(E) on a m(UenAn) = XSy m(A,) = 0 si A, est au plus dénom-
brable pour tout n € N (car une réunion d’ensembles au plus dénombrables est au
plus dénombrable) et m(|J ey Ayn) = Y520 m(A,) = +o0 s'ill existe n € N tel que A,
est infini non dénombrable. On a donc toujours m(|J,enAy) = Y550 m(A,) (noter
d’ailleurs qu’il est inutile de supposer les A,, disjoints deux a deux).
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Exercice 2.16 (Exemple de probabilité) Soit E = {x;,k € N} un ensemble infini
dénombrable et (py)rey C [0,1]N telle que py > 0Vk e Net Y, npi = 1.

1. Montrer que, pour tout A € P(E), A # 0, on peut définir p(A) = ) iy, ca Pk- On
pose p(0) = 0.
2. Montrer que p définie en 1. est une probabilité

Exercice 2.17 (Mesure trace et restriction d’une mesure) Soit (E, T, ) un espace
mesuré

1. Soit F € T. Montrer que la tribu trace de T sur F, notée Ty, est incluse dans T (cette
tribu est une tribu sur F). Montrer que la restriction de m a Ty est une mesure sur
Tg. On I’appellera la trace de m sur F. Si m(F) < +o0, cette mesure est finie.

Corrigé — Soit B € Ty, il existe donc A €T tel que B= ANFE. Comme FeT, ona
donc aussi Be T.

On note mg. la restriction de m a Tg, on a donc mg(B) = m(B) pour tout B € Tg. 1l
est alors immédiat de voir que mgp(Q) = 0 et que my est 6-additive sur Ty, mg est
donc une mesure sur Tg. Si m(F) < +oo, on a mg(F) = m(F) < +o0, la mesure mp. est
donc finie (mais la mesure m peut ne pas étre finie, c’est-a-dire que I’on peut avoir
m(E) = +00).

2. Soit A une tribu incluse dans T. La restriction de m a A est une mesure. Est-elle
finie (resp. o-finie) si m est finie (resp. o-finie) ?

Corrigé — On note m,, la restriction de m a A, on a donc m,(B) = m(B) pour tout
B € A. Il est clair que m,, est une mesure sur A.

Si m est finie, on a my(E) = m(E) < +0c0, m, est donc aussi une mesure finie.

Si m est o-finie, il existe une suite (A,),eny C T telle que | J,,eny Ay = E et m(A,) <
+o00 pour tout n € N. Mais, comme les A,, ne sont pas nécessairement dans A, la
mesure m, peut ne pas étre o-finie. On peut construire un exemple facilement de la
maniere suivante :

On suppose que m est o-finie mais n’est pas finie (on peut prendre, par exemple
(E, T,m) = (R, B(R), A)) et on prend A = {0, E}. La mesure m, n’est pas o-finie. ..

Exercice 2.18 (Différence de deux unions) Soit (E, T, ) un espace mesuré fini (“fi-
ni” signifie que m(E) < +00) et (A,,),en, (B, )uen des suites d’ensembles mesurables
tels que B,, C A,, pour tout n € N.

1. Montrer que (|U,,en An) \ Upen B € Uen(Ay \ By).

Corrigé —  Soit x € (U,,en An) \ Upen By on a done x € |, ey Ay et x € U en B
c’est-a-dire qu’il existe p € N tel que x € A, et que, pour tout n €N, x € B,,. On a
donc x € A, \ By, ce qui prouve que x € J,,en(A,; \ By,) et donc que

(Ja B @By,

neN neN neN
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2. Montrer que m(\U ey An) = m(U e Bn) < Lyen(m(Ay) —m(By)).

Corrigé — Puisque m(E) < +o0, on a, pour tout A,B € T tels que B C A, m(A\B) =
m(A)—m(B). La monotonie de m, la 6-sous additivité de m (et la question précédente)
nous donne alors :

m(|_JAan)-m(|_JBy) = m((UA,n\(U B,))

neN neN neN neN

Exercice 2.19 (Intersection d’ensembles pleins) Soit (E, T, 71) un espace mesuré fini
et (A,)en C T telle que, pour tout n € N, m(A,,) = m(E). Montrer que m(N,,enA;,) =

Corrigé — Comme m(E) < +oo, on a m(A°) = m(E) — m(A) pour tout A € T. De
m(A,) = m(E), on déduit alors m(AS) = 0 pour tout n € N. Par ¢-sous additivité de m,
on a alors m(|J,en A%) = 0. Comme |, A% = (MNyeny An)S, on a donc

m((ﬂ A,)°) =0 et donc m(ﬂ A,) = m(E).

neN neN

Exercice 2.20 (Sur la mesure d’une union) Soit (Q,.4,m) un espace mesuré et
neN". Soit Ay,...,A, € Aet B € A. On suppose que m(A,) < +oco pour tout p.
Montrer que

n n k

m( (BmAp)):Z(—l)k“ Z m(Bﬂ(ﬂAij)). (2.19)

p=1 k=1 1<ii<..<ix<n j=1

Corrigé — On va montrer que pour toute mesure finie, notée W, sur A, on a, pour tout
n € N* et toute famille Aq,..., A, € A,

Wso=Fer| 7wy

k=1 1<ij<.<ix<n  j=1

(2.20)

Ceci est suffisant pour montrer (2.19). En effet, on pose C=BU (|Ji_ —p Ap) et on définit
w en posant, pour A € A, y(A) = m(A N C) (on a bien ainsi une mesure finie sur A).
L’égalité (2.19) est alors identique a (2.20).

Pour montrer (2.20), on raisonne par récurrence sur n. L’égalité (2.20) est clairement
vraie pour n = 1. Soit n € N*. On suppose que (2.20) est vraie pour cette valeur de n et
pour toute mesure finie sur A et il s’agit donc de montrer (2.20) pour n+ 1 au lieu de n.
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Soit p une mesure finie sur A et Ay,..., A1 € A, on a (comme n(BUC) = u(B) +
wC)—u(BNC) pour tour B,C € A)

n+1 n

n n
p(Jap) = Ap v AL = p(Au) +u(_Ap) = p(Apa n (A @21
p=1 p=1 p=1 p=1
On peut alors utiliser I’hypothése de récurrence pour la famille A4, ..., A, et la mesure

p. On obtient
n n k
mlJap) = ZH)"”[ Y w( Ay
p=1

k=1 1<ij<.<ix<n  j=1

. (2.22)

Mais, on peut aussi utiilser I’hypothese de récurrence pour la famille A4,..., A, et la
mesure wy définie par p1(C) = W(CN A,41) pour C € A (ce qui revient a écrire (2.19)
avec Y au lieu de m et A, 1 au lieu de B). On obtient

n n k
R(Apa N ((JAp) = Z(—l)k*l[ Y mAwan (A
p=1

k=1 1<ij<...<ig<n j=1
En utilisant (2.22) et (2.23) dans (2.21), on obtient bien (2.20), ce qui termine cette
démonstration.

(2.23)

Exercice 2.21 (Contre-exemples) 1. Soit A la mesure de Lebesgue sur B(R) et A €
B(R) tel que A(A) = 0. A-t-on nécessairement A fermé ?

Corrigé — Non, A n’est pas nécessairement fermé. On peut prendre, par exemple
A={L n>1). Ona MA) =0 et A n’est pas fermé (car 0 appartient & I’adhérence

ﬁ)
de A sans étre dans A).

2. Soit (E, T) un espace mesurable et C C P(E) qui engendre T. On considere 1 et
m, des mesures sur T. Montrer que #m11(A) = m,(A) pour tout A € C n’implique pas
que my = m; sur T. [On pourra trouver un exemple (facile) avec (E, T) = (R, B(R))
et my, m, non finies. Un exemple avec (E, T) = (R, B(R)) et m1,, m, finies est aussi
possible mais plus difficile a trouver. .. ]

Corrigé — On prend (E,T) = (R, B(R)).
Exemple facile (avec my, m, non finies).
On prend

Ci1 ={]a,+oo[,a e R}.
On a bien T(Cq) = B(R), ¢’est-a-dire que Cq engendre B(R) (voir la proposition 2.10).
On prend alors my = X et my = 2\ (¢’est-a-dire my(B) = 2A(B) pour tout B € B(R)).
On a bien my(B) = my(B) pour tout B € C; (car on a alors my(B) = m,(B) = +o0).
Mais mq # m, puisque, par exemple, m1(]0,1[) = 1 et m,(]0,1]) = 2.
Exemple difficile (avec my, m, finies).
On prend maintenant Cy = {B € B(R), {-1,0,1}NB = 0} U {{-1,0}} U {{0, 1} (un
élément de C, est donc un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1, ou bien la partie
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{—1,0}, ou bien la partie {0,1}). On montre d’abord que T(C,) = B(R). 1l est clair
que T(Cy) C B(R) car C, C B(R). Pour montrer ’inclusion inverse, c¢’est-a-dire
B(R) C T(C,), on remarque que {0} = {-1,0} N{0,1} € T(C,) et donc que {1} =
{—=1,0}\ {0} € T(Cy), {1} ={0,1}\ {0} € T(C,). Finalement on voit alors que B(R) C
T(C,) car tout borélien s’écrit comme un borélien ne contenant ni —1 ni 0 ni 1
(qui appartient donc a T(C,)), auquel on ajoute éventuellement 1, 2 ou 3 autre(s)
élément(s) de T(Cy) (qui sont les parties {0}, {—1} et {1}, on conclut alors avec la
stabilité par union finie de la tribu T(C,)).

On rappelle que, pour a € R, on note o, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc, pour
Be B(R), 0,(B)=1siac Betd,(B)=0siaeB. On prend alors my = d_1+ ¢+ 9;
et my = 20_1 + 201. On a clairement my = my sur C, car m1(B) = m,(B) = 0 si
B € B(R) est tel que {-1,0,1} N B =0 et my({—1,0}) = m,({-1,0}) = m1({0,1}) =
m, ({0, 1}) = 2. Enfin, on a my = my puisque, par exemple, my({0}) = 1 et m,({0}) =
0.

Exercice 2.22 (Résultat d’unicité) Soit (E,T) un espace mesurable et m, p deux
mesures sur T. Soit C C P(E). On suppose que C engendre T et que C est stable par
intersection finie.

On suppose que m(A) = p(A) pour tout A € C.

1. On suppose que E € C et que m(E) < +co. Montrer que m(A) = p(A) pour tout
A € T. [On pourra introduire D = {A € T, m(A) = p(A)} et utiliser I’exercice 2.14.]

Corrigé — Onpose D={A €T, m(A) = p(A)}. La o—additivité de m et p montre
que D est stable par union dénombrable disjointe. Comme m(E) < +o0, on peut aussi
montrer que D est stable par différence (au sens de I’exercice 2.14). En effet, si
A,Be D, avec B C A, on a (par additivité de m et ) m(B) + m(A\ B) = m(A) et
W(B) + u(A\ B) = p(A). Comme m(A) < +co et p(A) < +oo, on a donc m(A\ B) =
m(A) — m(B) et p(A\ B) = u(A) — u(B), ce qui prouve que m(A\ B) = p(A\ B) et
donc que A\ B € D. Enfin, E€ D car E € C.

On utilise maintenant [’exercice 2.14. L’ensemble D est un systeme de Dynkin (voir
Iexercice 2.14) contenant C. 1l contient donc le systeme de Dynkin engendré par C.
Comme C est stable par intersection finie, I’exercice 2.14 donne que le systéme de
Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D DT et donc finalement D =T (car, par définition, D C T).

On a donc bien montré que m(A) = p(A) pour tout A € T.

2. (Généralisation de la question précédente).
On suppose qu’il existe une suite (E,,),,cy C C telle que E, N E,, = 0 si n = m,
m(E,;) < +oo pour tout n € Net E = [, o E,,. Montrer que m(A) = u(A) pour tout
AeT.

Corrigé — Soit n e N. Pour A €T, on pose m,(A) =m(ANE,) et n,(A) =p(AN
E,) (noter que ANE, €T, car A,E,, € T). On obtient ainsi deux mesures sur T, m,,
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et py,. Ces deux mesures sont égales sur C (car ANE, € C puisque C est stable par
intersection finie).

On raisonne alors comme a la question précédente. On pose D ={A €T, m,(A) =
wn(A)} et le raisonnement de la question précédente donne que E € D (car E,, € C),
que D est stable par union dénombrable disjointe et (grdce a m,(E) < +oc0) que
D est stable par différence (au sens de ’exercice 2.14). L’ensemble D est donc un
systéme de Dynkin contenant C. Il contient donc le systéme de Dynkin engendré par
C), Comme C est stable par intersection finie, I’exercice 2.14 donne que le systeme
de Dynkin engendré par C est égal a la tribu engendrée par C (qui est T). On a donc
D DT et donc finalement D =T (car, par définition, D C T).
On a donc, pour tout A€ T et tourne N :

m(ANE,)=m,(A)= }’ln(A) = }/l(Aﬂ E,).
On en déduit que m(A) = w(A), pour tout A € T, car, par 6—additivité de m et y,
m(A) = ZneN m(ANE,) = ZneN WANE,)=p(A).

3. Avec (E,T) = (R, B(R), donner un exemple pour lequel E € C et m = p.

Corrigé — Un exemple simple est obtenu en prenant pour C [’ensemble des ouverts
de R, w = 2m et m définie sur T par m(A) =card(A) si A a un nombre fini d’éléments
et m(A) = +co sinon.

Exercice 2.23 (Existence d’une mesure, de I’algebre a la ¢-algébre) Soit () un
ensemble, F; une algebre sur () et m une mesure sur JF (c’est-a-dire que m est une
application de %, dans R, m(0) = 0 et m(Jen An) = ) neny M(A,,) pour toute suite
(Aj)uen d’éléments de Fy disjoints deux a deux et telle que |,y Ay € Fp)- On note
F = o(Fy). Cette exercice montre qu’il est possible de prolonger 7 en une mesure sur
F.

Pour A C Q) on pose
m*(A) =inf() _m(A,), (Ay)uen € R AC ] A,)
neN neN
1. Montrer que m* vérifie les 3 propriétés suivantes :
— m*(0) =0,
— (monotonie de m*) pour tout A, B € P(Q), AC B= m*(A) < m*(B),
— (o-sous-additivité de m™) pour toute suite (A;),en C P(Q), m* (U ey An) <
Lnen " (Ap).
N.B. : On dit que m” est une mesure extérieure.
Soit A € P(Q)).
On dit que A est m*-mesurable si on a, pour tout E € P(Q), m*(E) = m*(ENA) +
m*(EN A°).
On note M I’ensemble des parties de E m*-mesurables.
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2. Soit A € P(Q)). Montrer que A est m*-mesurable si et seulement si on a, pour tout
E € P(Q) tel que m*(E) < +o0, m*(E) > m*(EN A) + m*(E N A°).

3. Montrer que M est une algebre. [On montrera que (Q € M, puis que AN B¢ e M
pour tout A, B e M.]

4. Montrer que M est une o-algebre. [On pourra montrer, par exemple, que M est
stable par union dénombrable.]

5. Montrer que la restriction de m* a M est une mesure.

6. Montrer que Fy C M et que m* = m sur Fy. En déduire que F C M et que la
restriction de m* a F est une mesure sur F prolongeant .

Exercice 2.24 (Un pas vers I’unicité d’une mesure) Soit () un ensemble, F une
tribu sur () et iy, p, deux mesures sur F. Soit A € F tel que py(A) = py(A) < +o0.
On pose £ = {B € F tel que p; (AN B) = uy(ANB)}. Montrer que £ est un A-systéme
(c’est-a-dire que L est stable par union dénombrable croissante, ) € L et B\ C € L si
B,C € £ avec C C B).

Corrigé — Soit (B,,) ey une suite croissante d’éléments de L. On pose B = U, cnB,,.
On veut montrer que B € L. On remarque d’abord que B € F (par stabilité de F par
union dénombrable). Puis, comme ANB = U, cn(ANB,) et que py (ANB,,) = no(ANB,,)
pour tout n € N, la continuité croissante de y, et p, donne que p1(ANB) = pn(ANB).
On a donc B € L et ceci montre la stabilité de L par union dénombrable croissante.

On a bien Q) € L car p1(ANQ) = p1(A) = pa(A) = (AN Q).

On montre maintenant la troisieme propriété. Soit B, C € L avec C C B. On veut montrer
que B\ C € L. On remarque d’abord que B\ C = BN C® € F par stabilité de F par
passage au complémentaire et par intersection.
Puis, ona AN(B\C)=(ANB)\ (ANC). Comme p1(A) <400 et 4p(A) < +ooona
aussi 1 (AN C) < +oo et P(ANC) < 400 et donc

i ((ANB)\(ANC)) =w(ANB)-p(ANC),

12((ANB)\ (ANC)) = (AN B) (AN Q).
Comme B, C € L, on en déduit que py ((ANB)\ (ANC)) = u,((ANB)\ (ANC)) et donc

P (AN (B\C)) =pr(AN(B\C)).

Ceci montre que B\ C € L et termine la démonstration du fait que L est un \-systéme.

Exercice 2.25 (Mesure atomique, mesure diffuse) Soit (E, T) un espace mesurable
tel que {x} € T pour tout x € E. Une mesure m sur T est diffuse si m({x}) = 0 pour tout
x € E. Une mesure m sur T est purement atomique s’il existe S € T tel que m(S¢) =0
et m({x})>0sixeS.

1. Montrer qu’une mesure purement atomique et diffuse est nulle. Donner, pour (E, T)
= (R, B(R)) un exemple de mesure purement atomique et un exemple de mesure
diffuse. [Montrer que la mesure de Lebesgue sur B(R) est diffuse.]
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Corrigé — Soit m une mesure purement atomique et soit S € T tel que m(S€) = 0 et
m({x}) > 0 si x € S. Si m est diffuse, on a m({x}) = 0 pour tout x € E, donc S =0 et
m=0.

On rappelle que, pour a € R, on note o, la mesure de Dirac sur B(R). On a donc,
pour B € B(R), 0,(B) =1 siaeBerd,(B)=0siaeB. La mesure o, est (pour
tout a € R) purement atomique, il suffit de prendre S = {a}, on a bien 5,(S°) = 0 et
o,(fa)y=1>0.

Un exemple de mesure diffuse sur (R, B(R)) est donné par la mesure de Lebesgue sur
B(R).

2. Soit m une mesure diffuse sur T. Montrer que tous les ensembles dénombrables
sont de mesure nulle.

Corrigé — Soit A une partie dénombrable de E. Il existe donc une suite (x,,),eny C E
telle que A = {x,, n€ N} = |, en{x,}. On a donc A € T (car {x,} € T pour tout
n € N et que T est stable par union dénombrable) et m(A) <Y 4 m({x,}) = 0 car
m est diffuse.

3. Soit m une mesure sur T. On suppose que m est o-finie, c’est-a-dire qu’il existe
(E)nen C T telle que E = |,y E;; et m(E,;) < +o0 pour tout n € N.

(a) Montrer que I’ensemble des x € E tels que m({x}) > 0 (de tels x sont appelés
“atomes” de m) est au plus dénombrable. [On pourra introduire I’ensemble A, ; =

{x € By m(x) > £}l

Corrigé — On pose A = {x € E; m({x}) > 0}. Si x € A, il existe n €N tel que
x € E,, et il existe k € N* tel que m({x}) > % On a donc x € A, . Ceci montre
que A =y, k)enx An k- Pour montrer que A est au plus dénombrable, il suffit
de montrer que A,y est au plus dénombrable (car une réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables est au plus dénombrable). Soit donc n € N et
k € N*. Soit X1,...,Xp p €éléments distincts de A, k. Par monotonie et additivité
de m, ona % < Zizl m({x,}) = m({xy,..., xp}) < m(E,) < +oo. On en déduit que
p < km(E,) < +oo et donc que A, ;. a un nombre fini d’éléments (ce nombre est
inférieur ou égal a km(E,))). On en déduit donc que A est au plus dénombrable.

(b) Montrer qu’il existe une mesure diffuse m,; et une mesure purement atomique 1,
sur T telles que m = m; + m,. Montrer que m, et m, sont étrangeres, c’est-a-dire
qu’il existe A € T tel que m,(A) = 0 et m,(A°) = 0.

Corrigé — On considere toujours A = {x € E; m({x}) > 0}. On remarque tout
d’abord que A € T (car A est au plus dénombrable, d’apres la question précédente,
et que les singletons, c’est-a-dire les parties réduites a un seul élément, sont dans
T). On pose alors, pour tout Be T :

my(B) = m(BNA), my(B)=m(BNA°).
1l est facile de voir que my et m, sont des mesures sur T et que, par additivité de
m, on a bien m = m, + mg.
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La mesure my est diffuse car, si x € E, on a my({x}) = m({x}) = 0 si x € A® (car A
contient tous les points tels que m({x}) > 0) et my({x}) = m(0) = 0 si x € A (car

{x}nA°=0).

La mesure m, est purement atomique. Il suffit de prendre S = A, on a bien m,(S°) =
m(ANA)=0et m,({x}) =m({x}) >0sixeS=A.

Enfin, m, et my sont étrangéres car my(A) = 0 et m,(A°) = 0.

(c) Montrer que si m est finie il existe un singleton dont la mesure est supérieure ou

égale a la mesure de tous les autres singletons. Montrer que ceci peut-€tre inexact
si m n’est que o-finie.

Corrigé — On suppose que m est finie. Soit M = sup{m({x}), x € E}. On veut
montrer qu’il existe x € E tel que M = m({x}). On suppose M > 0 (sinon, il
suffit de prendre n’importe quel x € E pour avoir m({x}) = M). On va raisonner
par l’absurde, on suppose donc que m({x}) < M pour tout x € E. Par définition
de M, Il existe une suite (x,),eny C E tel que m({x,}) > M quand n — +oo.
Comme m({x,}) < M pour tout n € N, on peut méme supposer (quitte a extraire
une sous-suite) que m({x,}) < m({x,.1}) < M pour tout n € N. Quitte a supprimer
les premiers termes de la suite, on peut aussi supposer que m({xq}) > % Les
points x,, sont alors tous distincts, ce qui donne Y 5 m({x,}) = m({x,, n € N}) <
m(E). Ceci est impossible car m(E) < +o0 et m({x,}) > I\ZA pour tout n € N (donc

Zn 0 m({x,}) = +oo).
Exemple de mesure o-finie pour laquelle M n’est pas atteint.

Sur B(R) on définit m par m(B) =Y %5 (1— l) 0,,(B) (oit d,, est la mesure de Dirac
au point n € N, définie en (2.2)).

Pour montrer que m est une mesure, on peut remarquer, en posant N = {n e N;
n =2}, que m(B) =}_,en,;nep(l — 1) siB= Upen By avec B,NB, =0 sip =4,

Yo=Y Y a-n= Y -

peN peNneN,;neB,, (n,p)eNyxN;neB,

(on utilise ici le lemme 2.38 page 58). Comme les B, sont disjoints deux a deux, n
appartient a B, pour au plus 1 p, et comme B = UpeN By, on obtient

1 1
Y. -o= ) (1-2)=m(B)

(n,p)eN, xN;neB,, neN,xN;neB

Ceci prouve la o-additivité de m. Le fait que m(Q) = 0 est immédiat. On a donc
bien montré que m est une mesure.

La mesure m est bien o-finie, il suffit de remarquer que m([—n,n]) < +oo pour tout
neN et que R =, enl—1,n]. enfin, pour cette mesure m, on a M = sup{m({x}),
x € B} =1 et il n’existe pas de x € R tel que m({x}) = 1. En fait, m est purement
atomique car m((N,)¢) = 0 et on a 0 < m({x}), pour tout x € N.
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4. Pour (E,T) = (R, B(R)), donner un exemple de mesure purement atomique finie
dont I’ensemble des atomes est infini.

Corrigé — Un tel exemple est obtenu en modifiant légérement la mesure construite
a la question précédente. Sur (R, B(R)) on définit m par m(B) = Z+°° L.5,(B). Une
démonstration analogue a celle faite a la question précédente montre que m est bien

2
une mesure sur B(R), m est finie (on a m(R) = T < +c0), et m est atomique car
m((N*)¢) = 0 et 0 < m({x}) < 1, pour tout x € N*. L’ensemble des atomes de m est
infini, c’est N*.

Exercice 2.26 (Limites sup et inf d’ensembles) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
(A,)en C T. On rappelle que

limsup A, = ﬂUA et l}qu)ligofAn:UﬂAp.

fn—+eo neNp=n neNpzn
1. On suppose qu’il existe ny € N tel que m(UpZ,10 Ap) < +oo. Montrer que

m(liminfA,) <liminfm(A,) <limsupm(A,) < m(limsupA,,).

n—+00 n—+0o0 N—+00 N—>+00

Corrigé — e La propriété de continuité croissante d’une mesure (voir la proposi-
tion 2.27) donne :
m(liminfA,) = lim m([ |A,)
n—+o0o n—+oo
pzn

La monotonie de m donne m(ﬂpZn Ap) < m(Ay) pour tout q > n. On a donc
m(ﬂpZn Ap) <inf,s, m(A,) et donc
lim m([ |Ap)< lim (infm(Ap)),
n—+oo n—+oo p>n
p=n
soit encore
m(liminf A,,) < liminfm(A,).

n—+oo n—+co
* Deinfy>, m(Ap) < sup,s, m(Ap), on déduit

liminfm(A,) <limsupm(A,).
t—=too n—-+00
* Comme il existe ng € N tel que m(UpZn0 Ap) < +oo, la propriété de continuité
décroissante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne
m(limsupA,) = hm m UA
n—+oo

p=n

La monotonie de m donne m(Up>n Ap) = m(Ay) pour tout q = n. On a donc
U Ap) = sup m(A,)
p=n

et donc limy,_, oo m(Upsn Ap) 2 hmnﬁﬂx,(suppz” m(A,)), ¢’est-a-dire

m(limsup A,)) > limsupm(A,,).

n—-+o0o n—+oo
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2. Donner un exemple (c’est-a-dire choisir (E, T,m) et (A,),en C T) pour lequel :

limsupm(A,) > m(limsup A,).

n—+o00 n—+oo

Corrigé — Onprend (E,T,m) = (R, B(R),\) et A,, = [n,n+ 1], pour tout n € N. On
obtient alors :

limsupm(A,)=1>0=m(0) =m(limsup A,).

n—+o0o n—+o00
3. Donner un exemple avec m finie (c’est-a-dire m(E) < +o0) pour lequel

m(liminf A,)) <liminfm(A,) <limsupm(A,) < m(limsup A,,).

n—+00 n—+00 n—+00 n—+00

Corrigé — On prend (E, T,m)=([0,4],B([0,4]), ) (plus précisément, X est ici la
restriction a B([0,4]) de X qui est une mesure sur B(R)) et Ay, = [0,2], Ay =
[1,4] pour tout n € N. On obtient limsup,,_,, A, = [0,4] et liminf,_,, A, =
[1,2]. On a ainsi :

m(liminfA,) =1, liminfm(A,) =2,
n—+oo n—+oo
limsupm(A,) =3, m(limsupA,) = 4.
n—+oo n—+oo

4. On suppose que )_, .\ m(A,) < +oo. Montrer que m(limsup,,_,_ A,)=0.

Corrigé — De Y ,cym(A,) < +oo on déduit } ;% m(Ap) — 0 quand 1 — +oo
et donc m(UpZn Ap) — 0 quand n — +oo (car, par o-sous additivité de m, on a
Uy Ap) < L5, m(Ap)).

Par continuité décroissante de m, on en déduit alors m(limsup, _,, A,)=0.

Exercice 2.27 (Petit ouvert dense...) On considere ici I’espace mesuré (R, B(R), A).
Soit € > 0, peut-on construire un ouvert dense dans R de mesure inférieure a € ? [On
rappelle qu’une partie A de R est dense dans R si A =R ou encore si, pour tout x € R
et pour tout € > 0, il existe a € A tel que |x —a| < e.]

Corrigé — La réponse est oui.... Soit ¢ > 0. Comme Q est dénombrable, il existe

¢ : N> Q bijective. On considere alors O = J,en]p(n) = 557, @(n) + 55z [ O est

bien un ouvert (comme réunion d’ouverts), dense dans R (car O D Q et Q est dense
+oo 1

dans R) et, par 6-sous additivité d’une mesure, on a \(O) <€) ;% T = &

Exercice 2.28 (Non existence de la mesure de Lebesgue sur P(R))

On définit la relation d’équivalence sur [0, 1] : xRy si x —y € Q. En utilisant ’axiome
du choix, on construit un ensemble A C [0, 1] tel que A contienne un élément et
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un seul de chaque classe d’équivalence. Pour g € Q N[0, 1], on définit Ay ={ye
[0,1jy=x+qouy=x+q-1,x €A}, c’est-a-dire Ay, = {p € [0,1[;9-g€ Aou
y—q+1eA}

1. Montrer que (Jyeqno,1{ A¢ = [0, 1[-

Corrigé — Soit y € [0,1], il existe x € A tel que yRx (car A contient un élément
dans chaque classe d’équivalence), c’est-a-dire y —x € Q. Comme y—x €]—1,1[ (car
x,v€(0,1[), onadoncy—x=qeQN[0,1[{ouy—x+1=q € Qn]0,1[. Ceci donne
y € Ay. Onadonc [0,1[C Ugeqnio, 1| Ag- Comme A, C [0, 1[ pour tout g € QN [0, 1],
on a finalement [0,1[= Ugeqnio,1] Ag-

1l est important aussi de remarquer que les A, sont disjoints deux a deux. En effet, si
YEA;NAy, il existe x,x" € Atelsquey—x=qou(qg-1)ety—x"=q ou(q' -1).
On en déduit x — x’ € Q et donc x = x" (car A contient un seul élément de chaque
classe d’équivalence). Cecidonne g =q’ =y—x (siy—x€[0,1[)oug=q" =y—x+1
(siy—xe€]-1,0)).

2. Montrer que si m est une application de P(R) dans R, , invariante par translation et
vérifiant m([0, 1[) = 1, m ne peut pas étre o- additive. En déduire la non-existence
d’une mesure m, sur P(R), invariante par translation et telle que m([a,b]) =b—a
pour tout a,b € R, a < b. En particulier, montrer que 1’application \*, définie en
cours, ne peut pas étre une mesure sur P(R).

Corrigé — On suppose que m est une mesure sur P(R) vérifiant m([0,1[) = 1. La
o- additivité de m donne alors, avec la premiére question,

1= Z m(A,). (2.24)

q€QN[0,1]

Pour x € R et B € P(R), on note B+ x = {y +x, v € B}. On suppose que m est
invariante par translation, on a donc m(B + x) = m(B) pour tout B € P(R) et tout
xeR.

On remarque maintenant que Ay = ((A+q)N[0,1[) U((A+q—1)N[0,1[) pour tout
q€QnN[0,1[. De plus, siy € ((A+g)N[0,1[)N((A+g—1)N[0,1]), il existe x,x" € A
tels que y =x+q = x + q-1, donc x"—x =1, ce qui est impossible. Ceci montre
que (A+g)N[0,1[)N((A+g-1)N[0,1[) = 0. On a donc, en utilisant I’additivité
de m, Uinvariance par translation de m et le fait que A +q C [0,2[, m(A,) =
m((A+q)N[0, 1) +m((A+q—1)N[0,1]) = m(A+q) N[0, 1[)+m((A+g)N[1,2]) =
m(A +q) = m(A), pour tout q € QN [0,1[. On en déduit ) cqniomM(Ay) = 0 si
m(A) =0 et qu@ﬂ[o,l[ m(Ay) = +oo si m(A) > 0, et donc quQﬁ[O,l[ m(Ay) =1, en
contradiction avec (2.24). 1l n’existe donc pas de mesure sur P(R), invariante par
translation et telle que m([0,1[) = 1.

Si m est une mesure sur P(R), invariante par translation et telle que m([a,b]) =
b —a pour tout a,b € R, a < b. On montre que m[0,1[= 1 en utilisant la continuité
croissante de m et le fait que [0,1[=J,»1[0,1 - %] Il est donc impossible de trouver
une telle mesure.
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L’application \* définie en cours sur P(R) (a valeurs dans @Jr ) est invariante par
translation et vérifie \*([a,b]) = b —a pour tout a,b € R, a < b. Elle n’est donc pas
o-additive sur P(R).

Exercice 2.29 (Non existence d’une mesure sur P(R) donnant la longueur) Cet
exercice est plus général que le précédent car on veut montrer qu’il n’existe pas de
mesure sur P(R) telle que m([a,b]) = b —a pour tout a,b € R, a < b, sans I’hypothése
d’invariance par translation de I’exercice précédent.

Soit E un ensemble infini non dénombrable, sur lequel on suppose qu’il existe un
ordre total, noté <, tel que pour tout x € E, I’ensemble {y € E;y < x} est dénombrable,
c’est-a-dire qu’il existe une application f, injective de cet ensemble dans N. Si E = R
ou E =[0, 1], on peut démontrer I’existence d’un tel ordre (ceci est une conséquence
de I’axiome du continu). Soit 2 une mesure sur P(E); on suppose que m est finie, i.e.
m(E) < +o0, et diffuse. On se propose de montrer que m est nulle, i.e. m(A) = 0, pour
tout A € P(E). On pose, pour x e Eetn € N, A, , = {y € E;p > x et fy(x) = n}.

1. Montrer que pour tout X,y €E, x 2y, etn € N, A, , N Ay, = 0.

En déduire que, pour tout n € N, {x € E;m(A, ) # 0} est au plus dénombrable
(utiliser le fait que m est finie).

Corrigé — Soient x,y € E, x # y, et n € N. On suppose que A, , N A, ,, # 0. Soit
z€AyNAy,. Commez €Ay, onaz>xet f,(x)=n. De méme, comme z € Ay,
onaz>yetf,(y)=n. Onadonc f,(x)= f,(v) et, comme f, est injective, x =y, en
contradiction avec I’hypothése.

On en déduit bien que Ay, N A, = 0.

Soit n € N. On remarque que {x € E;m(Ay ;) # 0} = UpenC, avec C, = {x €
E;m(Ay ) > 1/p} puis que, pour tout p € N*, C,, est de cardinal fini. En effet, si
X1erXg € Cp avec x; # xjpouri zj,ona

q
ED Ui:lei,n'

et donc par monotonie et additivité de m,
! q
m(E) > Zm(Ax,',n) 2=,
i=1 p

ce qui donne q < pm(E) et donc que C, a un nombre fini éléments. L’ensemble
{x € E;m(A,, ;) = 0} est donc au plus dénombrable comme réunion dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables (et méme finis dans le cas présent).

2. Montrer qu’il existe x € E tel que, pour tout n € N, m(A, ;) = 0.

Corrigé — Pourn €N, on pose B, = {x € E;m(A, ;) # 0}. La question précédente
montre que B, est au plus dénombrable. L’ensemble U,cNB,, est donc aussi au
plus dénombrable. Comme E est infini non dénombrable, il existe donc x € E tel
quex & U,enB,,. Pour cet élément x de E on a donc m(A, ,,) = 0 pour tout n € N.
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3. En déduire que m est nulle (montrer pour cela que m(E) = 0 en utilisant la question
précédente et le fait que m est diffuse).

Corrigé — On choisit x € E tel que m(A, ;) = 0 pour tout n € N. On peut écrire E =
BUCavec B={yeE; y <x}et C={y €E; y >x}. L’ensemble B est dénombrable.
Comme m est diffuse, on a donc m(B) = 0.

On montre maintenant que C = U,cNA, , (et donc, par o-sous-additivité de m,
m(E) <} ,enm(Ay,) =0). Ona A, , € C pour tout n € N. Pour montrer I'inclusion
inverse, soit y € C, c’est-a-dire y € E, y > x. Comme f, est une application de
{z€E;z<y}dans N, ona f,(x) € N. Il existe donc n € N tel que f,(x) =n, c’est-a-
direy € A, ,,. On a donc bien C = U enA, .

On en déduit m(C) = 0 et donc m(E) = m(B) + m(C) = 0.

4. Montrer qu’il n’existe pas de mesure m sur P(R) telle que m(]a, b[) = b — a pour
touta, beR, a<b.

Corrigé — On suppose qu’il existe une mesure m sur P(R) telle que m(]a, b[) = b—a
pourtouta, beR, a<b.

Par continuité croissante de m, on a
m([0,1])= lim m(]+1/n,1-1/n[)=1.
n—+oco
Par continuité décroissante de m, on a, pour tout a € R,

m({a}) = nl_igloom(]a —1/n,a+1/n[) = 0.

On choisit E = [0,1]. La restriction de m a P(E) est donc une mesure finie et diffuse.

La question précédente nous donne donc que m est nulle, en contradiction avec
m(E) = 1.

Exercice 2.30 (Une caractérisation de la mesure de Lebesgue) Soit 7 une mesure
sur B(R) telle que pour tout intervalle I et tout x € R on ait m(I) = m(I + x) (avec
I+x={a+x,ael})etm([0,1]) = 1. Montrer que pour tout x € R, m({x}) = 0 (i.e.
m est diffuse). En déduire que m est la mesure de Lebesgue sur B(R). [On pourra
découper [0, 1] en g intervalles de longueur 1/4.]

Corrigé — On pose m({0}) = a. Soit x € R. On prend 1 = {0} (1 est bien un intervalle)
de sorte que 1+ x = {x}. On a alors o = m({0}) = m(I) = m(1 + x) = m({x}). On a donc
montré que m({x}) = a pour tout x € R. Pour montrer que o = 0, il suffit, par exemple,
de remarquer que, en utilisant la 6-additivité de m :

1= m([0,1]) > Zm({%}) >Y
n=1 n=1

On en déduit a = 0 (sinon, le membre de droite de la précédente inégalité est égal a +oco
et I’inégalité est alors fausse).

On a donc bien montré que m({x}) = 0 pour tout x € R. Ceci donne, en particulier que
1=m([0,1]) = m([0, 1[) + m({1}) = m([0, 1]).
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Soit maintenant g € N*. On a m([%, %[) = m([0, %[) pour tout i € {0,...,q— 1}, car
[L,%Ll[=]0 1[+é. On en déduit :

9 q "q
& i+l 1
L=m([0,1[)= ) m([-, —[) =gm([0,-]),
= 1 4 q
et donc m([O,%[) = % Ceci donne aussi, pour tout x € R, m([x,x + %[) = % car
lr—7p, L
[x,x+ E[_ [0, q[+x.
En utilisant I’additivité de m, on a donc, pour tout p € N* :
p-1 ..
p i i+1 p
m([0, =)= ) m([—-,—[="=. (2.25)
q ;‘ 9 19 q

De (2.25), on va déduire m([a, B[) = B — o pour tout o,p € R tels que o < p. En
effet, soit o, p € R tels que o < p. Comme [a, B[= [0, V[+a, avec y =B -, on a
m([e, B[) = m([0,y]). Il existe alors deux suites (1,,),en C QL et (5,)neny C Q7 telles
que 1, Ty ets, |y quand n — +oo. Comme [0,1,[C [0,y[C [0,s,[, on a, grdce a
(2.25), r,, = m([0, r,[) < m([0,y[) < m([0,s,[) = s,,- En faisant n — +oo, on en déduit
que m([0,y[) =y et donc m([e, B[) = B — .

Enfin, comme m({a}) = 0, on a aussi

m(]o, B[) = p — o, pour tout o, p € R, o < f.

495

La partie “unicité” du théoréme de Carathéodory donne alors m = \.

Exercice 2.31 (Support d’une mesure sur les boréliens) Soit 7 une mesure sur
B(R?). Montrer qu’il existe un plus grand ouvert de mesure nulle pour 1. L’ensemble
fermé complémentaire de cet ouvert s’appelle le support de m. [On pourra, par
exemple, considérer les pavés a extrémités rationnelles qui sont de mesure nulle pour
m.]

Corrigé — On note A I’ensemble des ouverts de R de mesure nulle pour m. L’en-
semble A est non vide (car I’ensemble vide est un ouvert de RY de mesure nulle). On

pose :
0= U w.

WEA

L’ensemble O est donc la réunion de tous les ouverts de R? de mesure nulle. Il est clair
que O est ouvert (car c’est une réunion d’ouverts) et qu’il contient tous les ouverts de
R? de mesure nulle. Pour montrer que O est le plus grand ouvert de mesure nulle, il
suffit donc de montrer que O est de mesure nulle. Pour cela, on va montrer que O est
une réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle.

Soit x = (x1,...,x3)" € O. Il existe w € A tel que x € w. Comme w est ouvert, il existe

>0 tel que :
d

]_[]xi - X +€[Cw.

i=1
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Pour touti € {1,...,d} il existe y; y €]x; —&,x;[NQ et &; x €]x;, x; + €[NQ. On a donc :
d
X € h’i,x’ 6i,x[c w CO.
i=1

Par monotonie d’une mesure, on a m(]_[fl:1 Vi xr 0i x[) < m(w) = 0, et donc

d
m(]_[h/i,x’ 6i,x[) =0.

i=1
Comme O = J,colx}, on a aussi :

d
0= U ]_[h’i,xf i x[= U P, 5. (2.26)

xe€0 i=1 xeO
en posant Yy = (‘Vl,x"--"yd,x)t’ oy = (61,x’~--’6d,x)t et Py,é = n?:lh/i'éi[ (siy =
(Vi va) et 8=(81,...,84)").

On remarque maintenant que, pour tout x € O, y,,0, € Q7. L’égalité (2.26) donne
donc :

oil B est une partie de Q% et m(Py,5) = 0 pour tout (y,d) € B. Comme Q24 est dénom-
brable, la partie B est au plus dénombrable et la 6—sous additivité d’une mesure donne
alors que m(O) = 0.

Exercice 2.32 (Ensemble de Cantor)

On considere I’espace mesuré ([0, 1], B([0,1]), ). On pose Cq = [0,1],a =0, b¥ =
1, et ag = 1. Pour n > 0, on construit C,,; C [0,1] de la maniére suivante : on
suppose C,, = U}zj"ﬂ [ay,by] connu, et on définit C,,y; = U;:ll [agJrl
n n

_ n+l _
| = Ay + s Gy = by — a1 et by

,b,’}“] ol, pour
p=1,..,2" u'ﬁ;ll = ag, b;’;}
_ PnQy

Ayl = 5, et 0<p, <1.0npose C=(),5,C, (Cs’appelle ensemble de Cantor”,
I’exemple le plus classique est obtenu avec p,, = % pour tout n € N).

+1 _ 1n
p = bp, avec

1. Montrer que C,,,; C C,,.

Corrigé — Pour tout neN et p € {1,...,2"}, la longueur de I’intervalle [a;, b;’]

est o, Comme 0ty < G et que a’;ﬁl =ay et bg;l =bp, ona [a’gﬁl,b;’;ﬂl] U
n+l pn+l s

[azp ’pr ] c [a;, bg], pour tout n€ N et p € {1,...,2"}. En prenant l’'union sur

pell,...,2"), onen déduit C, ., CC,.

2. Montrer que C est compact et (Oj: 0.

Corrigé — L’ensemble C est fermé (dans R) car c¢’est une intersection de fermés
(chaque C,; est fermé). D’autre part C C [0,1], C est donc compact (car fermé et
borné dans R).



106 CHAPITRE 2. TRIBUS ET MESURES

Comme a1 < % on a toujours bl’; < a;+1 (pourtoutneNetpe{l,...,2" —1}).
Les intervalles composant C,, sont donc disjoints deux a deux et de longueur o,,. Ceci
montre que x,y € [0,1], (v —x) > a,, implique |x,y[z C,. Comme o, — 0 quand
n — +oo (noter que o, < 21—”), on en déduit que C = (), C,, ne contient aucun

o
intervalle ouvert (non vide) et donc que C= 0.

3. Montrer que C est non dénombrable.

Corrigé — On commence par définir, par récurrence sur n € N*, des points x. pour
e{1,2}"

Pourn:l,x()_aletx bo

Soit n > 1. Supposons que x,. est construit pour tout ¢ € {1,2}" et que pour chaque c €
{1,2}", x. € {b;_l, p= l,...,2"_1}U{u;‘_1, p= l,...,2"_1}. On construit maintenant
x. pour c € {1,2)"*1. Soit donc ¢ € {1,2}"*, on pose ¢ = {¢, b} avec T € {1,2}"

d €{1,2} et on distingue 4 cas :

(a) xz=by~ U avecpell,..., 2" 1}, d = 1. On pose alors x, = agp,
{ 2p)

L avecpell,..., 21}, d = 1. On pose alors xczazpfl,

bod

(b) xC:b" U avec p e{l,...,2" 1}, d = 2. On pose alors x. = b’
(c) xg=a," bod
b

p
(d) xz=a," Uavecpefl,...,2" 1), d=2. Onposealorsxc_bzp 1-

1l est intéressant de noter, avec ces formules, que |x, — xz| < o, < 21—n et que x. € C.

On note S ’ensemble des suites indexées par N*, prenant leurs valeurs dans {1, 2}.
Si c €S, on note c,, I’élément de {1, 2}" formé par les n premiers termes de la suite
et on note x,, = X, . La suite (x,),en est de Cauchy (car |x,.1 — X,| < 21—,1) et incluse
dans C, elle converge donc vers un point x. € C. On remarque que si ¢ et ¢’ sont deux
suites différentes, alors x. # x.. En effet soit n € N tel que ¢, = c;; et ¢,,1 #C,,,, 0n
alors |x., — x| 2 (1 = p,)a, pour tout m > n et donc, en passant a la limite quand
m — +oo, |x. — x| 2 (1 = p,)0y, ce qui donne x. # x.. L’application ¢ +— x, est
donc une injection de S dans C. Ceci montre que C est infini non dénombrable (car S
est infini non dénombrable).

4. Montrer que si p, ne dépend pas de #n, alors A(C) = 0. En déduire que si A €
B([0,1]), A(A) = 0 n’entraine pas que A est dénombrable.

Corrigé — La construction des points ag et b;‘ donne
)‘([ag;ll’bggll] U [ag;—lrbm—l]) = 2041 = Py = pn)‘([an: bn])
En prenant I'union sur p € {1,...,2"}, on en déduit A\(C,,11) = p,MCp).

Si p,, ne dépend pas de n, c’est-a-dire p,, = p pour tout n € N et 0 < p <1, onadonc
MChi1) = pAMCyy). Ceci donne, comme A(Cy) =1, M(C,;) = p” pour tout n € N. Par
continuité décroissante de A, on en déduit \(C) =1lim,,_,, ., MC,,) = 0.
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5. Soit 0 < e < 1. Montrer qu’il existe une suite (p,),>o C]0, 1] telle que A(C) =e.

Corrigé — Soit (¢,,)en Cle, 1] telle que g = 1, €,,,1 <&, pour toutn € Nete, — ¢

quand n — +oo (on peut prendre, par exemple, €, = € — ﬁ).

On prend o, = Egl pour tout n € N. On a bien 0 < p,, < 1 et, comme \(C,,1) =
pnMC,y) (ceci a été démontré a la question précédente), on a donc M\(C,,) = €, pour
tout n € N. Par continuité décroissante de A, on en déduit \(C) = lim,,_, ., MC,,) =

E.

6. Soit f lipschitzienne de R dans R. Montrer que si A est un compact de [0, 1] tel
que A(A) = 0, alors f(A) est un compact de R tel que A(f(A)) = 0.

Corrigé — Comme f est continue, f transforme les compacts en compacts. Donc,
f(A) est bien un compact de R (et donc appartient a B(R)).

On montre maintenant que M f (A)) = 0.

Soit L € R tel que |f(y) — f(x)| < Lly — x| pour tout x,y € R. On commence par
montrer un petit résultat préliminaire. Soit 1 = [a, b] un intervalle fermé de [0,1] (1
est donc compact). Comme f est continue sur [a,b), il existe x,y € [a,b] tels que
f(x) =m =min{f(z), z € [a,b]} et f(y) =M = max{f(z), z € [a,b]}. On a donc
f(I) C [m,M] (en fait, f(1) = [m,M]), d’ou :

MfI))<M-m=f(y)-f(x) <Lly—x|=LAMI). (2.27)

Soit 1> 0. Comme A € B(R), d’apres la régularité de ) (voir le théoreme 2.43), il
existe O, ouvert de R, tel que A C O et A\(0) < 1. D’apres le lemme 2.44 page 65, O
est une union dénombrable d’intervalles ouverts disjoints deux a deux. En prenant
éventuellement la restriction a [0, 1] de ces intervalles, on obtient donc une famille
dénombrable, notée (1,,),en, d’intervalles inclus dans [0,1], disjoints deux a deux
tels que A C | J,,en 1, € O. On en déduit

Y ML) =Mt e fayc | fm)c| @,

n=0 neN neN neN
On a donc Mf(A)) < Y. MF(1,)). En utilisant (2.27), on a donc

too +00
MFAN<LY ML) =L) AI,) <Ly,
n=0 n=0
Comme 1) est arbitrairement petit, on a donc A(f(A)) = 0.

7. Construire une fonction continue de R dans R telle que si A est un compact de [0, 1]
tel que A(A) = 0, on n’a pas forcément A(f (A)) = 0 (mais f(A) est un compact de
R). [Utiliser un ensemble de Cantor de mesure nulle (cf question 4) et un ensemble
de Cantor de mesure € > 0 (cf question 5).]

Corrigé — On note C I’ensemble obtenu dans la question 4, c’est-a-dire avec p,, = p
pour tout n € N et 0 < p <1 (par exemple, p = %). On note db,, bh, C,, les points et
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ensembles utilisés pour construire C et on note aussi D = {af,, neN, pefl,...,2"}uU
(bh, neN, pell,...,2"}}. (Noter que D C C.)

Soit & > 0. On note C I’ensemble C obtenu & la question 5. On a donc \(C) = €. On

note i, b, C,, les points et ensembles utilisés pour construire C et on note aussi
D={a,neN,pell,.. 2" u{bh,neNpe(l,..,2")).

(Noter que D c C.)

SoitneNetp e{l,...,2"}). On construit une fonction f surl intervalle [b”+11, a2+1]
en prenant | aﬁ?ne et telle que f( bg;ll) b"“l et f( u2 )= a’2'211 On remarque
que

FrlJepup—( Jcyup

neN neN

est strictement croissante. Comme (| J,,en C5)¢ = C et que C est d’intérieur vide, f
est définie sur une partie dense de [0,1] et, comme (\J,en C5)¢ = C et que C est
d’intérieur vide, I'image de | est dense dans [0,1].

1l est maintenant facile de définir f par densité sur tout [0,1]. En effet, soit x €
[0, 1]\ (U ey C4) U D, il existe une suite de points de (|, C5) U D, notée (v,)nen,
convergeant en croissant vers x et une suite de points de (|J,eyC5) U D, notée
(2,1)nen, convergeant en décroissant vers x (en fait, ces points peuvent méme étre pris
dans D). Comme f et croissante, la suite (f (v,,))uen converge donc en croissant vers
un certain y € [0,1] et la suite (f(z,,)),en converge en décroissant vers un certain
6 €[0,1] (la croissance de | donne aussi que ces limites ne dépendent que du choix
de x et non du choix des suites (V;,)yen et (2,,)nen). Comme f est croissante, on a
Y < 6 et comme 'image de f (définie pour Iinstant seulement sur (| ;e C5)UD)
est dense dans [0, 1], on a nécessairement y = & (I’intervalle [y, d] ne rencontre pas
I’image de f). On peut donc poser f(x) =7y = 0.

La fonction f est donc maintenant définie sur tout [0,1] a valeurs dans [0,1]. Elle
est strictement croissante et son image est dense dans [0, 1], elle est donc continue
(par le méme raisonnement que celui fait pour définir f(x) en tout point x € [0,1]\
(Unen C5)UD). Comme une application continue transforme un compact en compact,
on a donc f([0,1]) = [0,1] et ceci prouve en particulier que

fo N (| Jcpup) =011\ (| JEHuD
neN neN

Comme f(D) =D, on a aussi f(C) = C. Pour que f soit définie sur R et continue,
on ajoute f(x) =0 pour x <0 et f(x) =1 pour x > 1. On a toujours f(C) = C. Ceci
donne bien le résultat désiré car AM(C) =0 et M(C) = &> 0.

Exercice 2.33 (Mesure complete) Soit (E, T, ) un espace mesuré. Une partie B de
E est dite “négligeable” si elle est incluse dans un élément de T de mesure nulle. On
note NV, I’ensemble des parties négligeables. On pose T={AUN; A€ T, N e N,,}.

1. Montrer que T est une tribu et que TUN,, C T.
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Corrigé — (a) On montre d’abord que T est une tribu.
—0eTcar®=0U0 et O appartient a T et N, (car il est de mesure nulle).
— T est stable par passage au complémentaire :

Soit Ce T. Il existe A€ T et N € N,, tels que C = AUN. Comme N € N,
il existe B€ T tel que N C B et m(B) = 0.

On remarque alors que C° = (AUN)* = A°NN° = (A°NB°)U(A°NNNB).
Comme A“NBC € T (par les propriétés de stabilité de T) et (A°NN°NB) € N,
(car inclus dans B), on en déduit que C° € T. Donc, T est stable par passage
au complémentaire.

— T est stable par union dénombrable :

Soit (Cpy)pey C T. I existe (Ay) ey C T et (N),)ueny C N,y tels que C,, =
A, UN,, pour tout n € N. Comme, pour tout n € N, N,, € N,,,, il existe B,, € T
tel que N,, C B,, et m(B,,) = 0. On a alors

U =UJanu N

neN neN neN
On remarque que
U N, CcB= U B,eT
neN neN

et m(B) = 0 par o-sous additivité de m. Donc, |J,enN,, € N, comme
Unen Ay € T, on a finalement | ), C,, € T. Ce qui prouve bien que T
est stable par union dénombrable.

On a bien montré que T est une tribu sur E.

(b) On montre maintenant que T U N,,, C T.

—SiAeT, onaA=AUD. Comme D e N, onen déduit AeT. Donc, TCT.
—Si N e_/\fm, ona N =0UN. Comme O € T, on en déduit N € T. Donc,
N, CcT.

Finalement, on a bien TU N, C T.

2. Soit Aj, A, € T et Nj, N, € N, tels que A; UN; = A, UN,. Montrer que
m(Ay) = m(Aj).

Corrigé — Soit B, € T tel que N, C By et m(By)=0.Ona :
Al CAl UN1 :A2UN2CA2UB2.

Donc, par monotonie et sous additivité de m, m(A1) < m(A,UB,) < m(A,)+m(B,) =
m(A,). En changeant les rdles de Ay et Aj, on a aussi m(A,) < m(Ay). On a donc
m(Ay) = m(Az).

Pour Be T, soit A€ T et N € V,, tel que B=AUN, on pose 7(B) = m(A). (La
question précédente montre que cette définition est cohérente.)
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3. Montrer que 1 est une mesure sur T et 71, = m. Montrer que 1 est la seule mesure
sur T égale a m sur T.

Corrigé — (a) On montre d’abord que Wi est une mesure sur T.
Comme D=0U0 et € TNN,, onam(@) =m(d) =0.

Soit maintenant (C,,) ey C T telle que C,, N C,, = 0 si n = m. Il existe des suites
(A)pen C T ef (N,) ey C N, telles que C,, = A, UN,, pour tout n € N. Comme,
pour tout n € N, N,, € N,,,, il existe B, € T tel que N,, C B, et m(B,,) = 0.

UCn :(UAn)U(UNn)-

neN neN neN

On a donc

On a déja vu que | J,,cy N, € Nyy,. Par définition de m, on a donc

() ) = m(|_JAw.

neN neN
Comme C,NCy, =0 sin=m, onaaussi AyN Ay =0sin=m(car A, CC,
pour tout p). La 5-additivité de m (et la définition de m(C,,)) donne(nt) alors :

Al JC=m(| JAa)=) mA,)=) m(C,).

neN neN neN neN
Ce qui prouve la o-additivité de m.

(b) On montre maintenant que m, . = m.
SiA€T, onaA=AUQD. Comme e N,, onadonc (AT, onle savait déja, et)
m(A) = m(A). Donc, my, = m.

(c) Enfin, on montre que m est la seule mesure sur T égale & m sur T.
Soit 17t une mesure sur T égale & m sur T.

Soit C € T. Il existe A€ T et N € N,, tel que C = AUN. Comme N € N,,, il
existe Be T tel que N C B et m(B) = 0. On a alors A C C C AU B. La monotonie
de m, le fait que 11 = m sur T et la sous additivité de m donnent :

m(A) = m(A) < m(C) < m(AUB) =m(AUB) <m(A) +m(B) = m(A).

On a donc m(C) = m(A) = m(C). Ce qui prouve que 11 = m.

4. Montrer que Ny = N, C T.

Corrigé — On a déja vu (a la question 1) que N, C T.

— 1l est facile de voir que N,,; C N5 En effet, soit N € N,,,. Il existe B € T tel que
N C B et m(B) = 0. Comme T C T et que i = m sur T, on a donc aussi B T
et m(B) = 0, ce qui prouve que N € N+.

— Soit maintenant N € Ny 1l existe C € T tel que N C C et i(C) = 0. Comme
CeT,ilexiste Ae T, MeN,, et Be T tel que m(B) =0 erC= AUM C AUB.
la définition de m donne que m(C) = m(A), on a donc m(A) = 0. On en déduit
m(AUB) < m(A)+m(B) =0, et donc, comme CC AUB, on a bien Ce N,
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On a bien montré que Nz = N, C T.

Cet exercice montre la différence dérisoire, du point de vue de I’intégration, entre
(E, T, m) et son complété (E, T, m).

Exercice 2.34 (Série commutativement convergente dans R)

Soit (a,),ey une suite de nombres réels. La premiére question de cet exercice consiste
a montrer que si la série ), en d¢(n) €St convergente pour toute bijeCtiOI.l @deN d.ans
N, alors la série ), ., est absolument convergente. Puis, dans la deuxiéme question,
il s’agit de montrer que, si la série ), . a, est absolument convergente, la somme de
la série ), dg(n) ne dépend pas de @, d&s que ¢ est une bijection de N dans N.

1. On suppose que la sé€rie }_, e Ag(n) €St cOnvergente pour toute bijection ¢ de N dans
N. Montrer que la série ), .y 4, est absolument convergente. [On pourra raisonner
par I’absurde.]

Corrigé — On suppose que la série ), a, n’est pas absolument convergente. La
suite (ZZ:O |ap|)uen converge donc en croissant vers +oo. Comme |ay| = a;; +a, et

p
que ay = max{ay, 0} > 0 et a, = max{-ap, 0} > 0, les deux suites (L,_ ap)uen et
(ZZ:() a;)neN sont donc aussi croissantes et l'une des deux, au moins, converge vers
+00.

On suppose que la suite (ZZ:O a;;)neN converge vers +oo (un raisonnement analogue
a ce qui suit permettrait de traiter le cas out la suite (ZZ:O a;)neN converge vers +c0).
. . \ .. . n
On va construire ci-apres une bijection (p. de N dans N telle que szo Agp(p) = +00
quand n — +oo. Ceci prouvera que la série }_,cy aq(n) €st non convergente pour au

moins une bijection de N dans N.

Onnote P ={neN,a, >0} et N={neN, a, <0} (de sorte que PNN = et

PUN = N). Soit @; et @, les deux applications strictement croissantes de N dans N
telles que P = {¢1(n), n € N} et N = {¢,(n), n € N}.

On commence par montrer qu’il existe une suite strictement croissante (a,),eny C N
telle que ag =0 et :

ap41-1
+ Z ag,(p) > 1. (2.28)

p=an

Ay (n)

Pour montrer ’existence d’une telle suite (a,),cy, on pose ag = 0. Puis, on raisonne
par récurrence sur n. Si ay, ..., a, sont construits, ’existence de a,.1 découle du fait

que
+00 +00
a = at =+c0
¢1(p) = P~ :
p=an p=¢1(ay)

La construction de la suite (Q(n)),cN Se fait alors en prenant @y (ag),...,¢1(a; —1)
puis ©2(0) puis @1(ay), ..., @1(az — 1) puis ©(1)... puis @1(ay),..., P1(ap1 — 1)
puis @;(n). ..
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Pour décrire précisément cette application @, on pose by =0 et, pour n €N, b, 1 =
b, +au —a, + 1 (la suite (by,),en est strictement croissante et tend donc vers +oo
quand n — +o0). On définit alors, pour tout n € N, @(q) lorsque q € {b,,,... b, 1 — 1}
par:

(P(bn +P) = <P1(ﬂn +P)P0WP € {01-~'1an+1 —ay - 1}1

@by — 1) = @a(n).

On a bien ainsi défini une application de N dans N car b,.1 —1 = b,, + p, pour
p = 4,41 — ay. L'application @ est surjective car {@(q), g € N} = PUN. Elle est
injective car chaque valeur de @1 et @, n’est prise qu’une seule fois par . Enfin, on
a bien Z;:O Agp(p) — +00 quand n — +oo. En effet, on remarque que, grdce a (2.28) :

bn+1*1+P bn+l_1
Ag(q) = g(q) = 1
7=0 q=0
pour tout p > 0 et tout n € N, ce qui donne, pour tout n € N, liminf, ZZ:O Ag(q)
> n, et donc
p
ZQ‘PW) — 400, quand p — +oo.
q=0

2. On suppose maintenant que la série ) , x4, est absolument convergente (et donc
convergente). On pose a = ), . a,. Soit @ une bijection de N dans N. Montrer que
Y_neN Aq(n) €St convergente et que ), ey Ag(n) = 4-

Corrigé —  Soit € > 0. Comme la série ),y ay, est absolument convergente, il existe
N eNtel que ) ,nla,l <e.

Pouri€{0,...,N}, soit n; € N tel que @(n;) =1i. On a alors

n n (o)
n > max{ng,..., nN} = | ZQ‘P(P) - Zapl < Zlapl <e.
p=0 p=N

p=0
: n 2 . : n
Comme lim,,_,_ ., szo a, = a, on en déduit que lim,,_, o, szo Ag(p) = 4.

Exercice 2.35 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé et (A,),cn une suite d’éléments de T.

Bn:UAketA:ﬂBn

k>n neN

On pose

(on rappelle que A = limsup,_,,  A;).

1. Montrer que si ),y pP(A,;) < +co alors p(A) = 0.

Corrigé — Cette question a été traitée dans I’exercice 2.26, question 4.
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2. On suppose que, pour tout # € N, les événements A,..., A, sont indépendants.

On suppose aussi que ),y P(A;) = +co. Montrer que p(A) = 1.

Corrigé — Comme cela a été vu a ’exercice 2.26, la propriété de continuité décrois-
sante d’une mesure (voir la proposition 2.27) donne p(A) =lim,,_,, ., p(B,,). Il suffit
donc de montrer que p(B,,) = 1 pour tout n € N.

Soit n € N; supposons d’abord qu’iil existe k > n tel que p(Ay) = 1. On a alors, par
monotonie de p, que p(B,,) > p(Ay) =1 et donc p(B,,) = 1. On suppose maintenant
que p(Ay) <1 pour tout k > n. Comme By, = (5, A}, la continuité décroissante de
p et l'indépendance des Ay donne :

m

—mlgzlmﬂp A= fim, | |0 -pao
k=n

Comme In(1 — x) < —x pour tout x < 1 (ou, de maniére équivalente, In(u) < u—1

pour tout u > 0, ceci est une conséquence, par exemple, de la concavité de la fonction

In), on a, pour m>n :

In (ﬁ 1-p(Ax))) Zln (1-p(Ax)) ZP(Ak).
k=n

De I’hypothése ), .np(A;) = +00, on dedmt

m

lim In([ [(1-p(Ap) = -c,

m—+o00
k=n

et donc p(BS)) = 0. Ceci donne bien p(B,,) = 1 et termine la démonstration.

Exercice 2.36 (Probabilité sur S') On considere S = {(x,v)! € R?, |x|> + |y|*> = 1}
(S! est donc le cercle unité de R?). Pour z = (x,y)" € S!, il existe un unique 0, €
[0, 27[ tel que x = cos(0,) et y = sin(0,). Pour « € [0, 27| et z € S! on pose

R, (z) = (cos(0, + «),sin(0, + «))".
Noter que R, est une bijection de S! sur S! (c’est la rotation d’angle «).

Définir une tribu T sur S', telle que T contienne les parties de la forme {(cos(0),
sin(0))!, 6 €]a, [} avec —co < & < B < +0o0, et une mesure p sur T de sorte que
(SLT, ) soit un espace mesuré avec M(Sl) =1 et telle que p soit invariante par
rotation, c’est-a-dire que, pour tout A € T et a € [0, 27t[, on ait R, (A) = {Ry(2),
z e A} e T et p(Ry(A)) = u(A). [On pourra utiliser la tribu borélienne de R, notée
B(R), et la mesure de Lebesgue sur B(R).]

Corrigé — On note © 'application z — 0, de S' dans R (cette application est bijec-
tive de S' dans [0,2m([). On prend alors T = {©~1(B), B € B(R)}. C’est bien une tribu
sur S (voir exercice 2.4).
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Soit —co < o < p < +oo et B = {(cos(0),sin(0))’, © €]a, p[}. Ona EC S! et, siz €S!,
on a z € E si et seulement s’il existe k € Z tel que 0, + 2kt €]a, B[. Ceci prouve que

E= U@—l (Jao = 2k, B — 2km(),

keZ

et donc que E € T car 1 (Ja— 2km, p— 2kn() € T pour tout k € Z.
On définit maintenant . Soit A € T. On pose ©p ={0,, z € A}. Comme A € T, il existe
B € B(R) tel que A = ©~1(B), et donc A = @1 (BN[0, 27[). Comme © est une bijection
de St dans [0,2m[, on a alors © = BN [0, 21[€ B(R). On pose w(A) = %A(@A), on
A est la mesure de Lebesgue sur B(R).

Montrons que y est bien une mesure sur T. En effet, on a 2mu(0) = AM(©y) = AM0) = 0.
Puis, si (A, )nen est une suite d’éléments de T, disjoints deux a deux, la suite (© 5 ),en
est une suite d’éléments de B(R), disjoints deux a deux. La o-additivité de p découle
alors de celle de \.

Il reste a montrer que W est invariante par rotation. Soit o € [0,27[ et A € T. Comme
on I’a vu précédemment, il existe B € B(R) tel que A = ©~1(BN [0, 27[). On a donc

A ={(cos(0),sin(0)), 6 € BN [0, 2x[}.
Pour p € R, on note By = {0+, 6 € B}. On a alors :
R, (A) = {(cos(0 + a),sin(0 + ), © € BN [0, 2w}
= {(cos(0),sin(0))!, 0 € By N [a, 270 + af}
= {(cos(0),sin(0)), 0 € By N [a, 21[} U {(cos(O),sin(0)), 6 € By_ore N[0, [}
=0 (B, N[a,21[) UO I (By_nre N[O, [).

La propriété d’invariance par translation de A permet de dire que By € B(R) pour tout
B €R. On adonc Ry(A) € T et, par additivité d’une mesure et définition de y,

21 (R (A)) = A(By N[, 271]) + A(Bg—o7 N [0, a])-
L’invariance par translation de A donne
ABa2re N[0, af) = M(B, N [27, o + 27)

et donc :
21u(Ry (A)) = M(Bg N {a, 21[) + AM(By N [270, a + 27[)
=ABy N[0, o+ 27[)
= A(BN[0,27]).
Ce qui donne bien W(Ry(A)) = u(A).

Exercice 2.37 (Sur la continuité de la fonction de répartition) Soient p une pro-
babilité sur 5(RR) et F la fonction de répartition de p. Soit a € R. Montrer que F est
continue en a si et seulement si p({a}) = 0. En déduire que F est continue sur R si p
ne charge pas les points.



Chapitre 3

Fonctions mesurables, variables
aléatoires

3.1 Introduction, topologie sur R,

Nous allons, dans ce chapitre, introduire différents outils nécessaires a la définition
de I'intégrale de Lebesgue. De la méme maniere que les fonctions en escalier ont été
introduites lors de la définition de I’intégrale des fonctions réglées, nous introduisons
maintenant le concept de fonction étagée sur un espace mesurable (E, T). Nous in-
troduirons ensuite les concepts de fonction mesurable et de variable aléatoire, ainsi
que les premicres notions de convergence de suite de ces fonctions. La notion de
variable aléatoire est fondamentale en calcul des probabilités : c’est en général par la
connaissance de la variable aléatoire (et par sa loi de probabilité) que se construit le
modele probabiliste, I’espace probabilisé (E, T, p) restant souvent mal connu.

Remarque 3.1

1. L’objectif est d’intégrer des fonctions de E (espace de départ) dans F (espace
d’arrivée). Pour construire ainsi une notion d’intégrale, il faut un espace mesuré au
départ et un espace topologique a I’arrivée, car nous aurons besoin dans 1’espace
d’arrivée d’une notion de convergence (pour les procédés de passage a la limite
dans la définition de I’intégrale). Les espaces d’arrivée usuels sont (pour la théorie
de I’intégration) R, C, RN ou un espace de Banach. Le procédé de construction
dii a Lebesgue donne un role fondamental aux fonctions 2 valeurs dans R, (et a la
notion de convergence croissante) et nous aurons besoin d’utiliser la topologie de
R, (voir la définition 3.2).

2. On rappelle qu’un espace topologique est la donnée d’un ensemble F muni d’une
famille de parties de F, appelées “ouverts de F”, contenant @) et F, stable par union
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(quelconque) et stable par intersection finie. On rappelle aussi que, dans un espace
topologique, x,, — x, quand n — +oo, signifie que, pour tout O ouvert contenant x,
il existe ng tel que x,, € O pour tout 1 > ny.

3. Soit F un espace topologique et G C F. On appelle topologie trace sur G la topologie
définie par I’ensemble des restrictions a G des ouverts de F. Si O C G, O est un
ouvert de G si et seulement s’il existe U ouvert de F tel que O = U N G. Noter
donc que O peut ne pas étre un ouvert de F si G n’est pas un ouvert de F. Par
contre, il est important de remarquer que si G est un borélien de F (c’est-a-dire
G € B(F), B(F) étant la tribu engendrée par les ouverts de F), I’ensemble des
boréliens de G est exactement 1’ensemble des boréliens de F inclus dans G, c’est-
a-dire B(G) = {B c G; B € B(F)}, ceci est démontré dans I’exercice 2.3 page
75.

4. Un exemple fondamental de topologie sur I’ensemble F est celui de la topologie
donnée par une distance sur F. Dans le cas de F = R, nous considérerons toujours
R muni de la topologie donnée par la structure métrique de R, c’est-a-dire par
I’application “distance” définie par d(a,b) = |b — a|.

Définition 3.2 (Topologie et tribu de Borel sur R,) R, =R, U {+oco}

1. Soit O C R,. O est un ouvert si pour tout a € O ona:

(a) Si 0 < a < +oo, alors il existe ¢ € R, tel que Ja—¢,a+ ¢[C O,
(b) si a =0, alors il existe a € R, tel que [0, a[C O,

(c) si a = +oo, alors il existe o € R, tel que |o, +oo] C O.

2. B(R,) est la tribu (sur R,) engendrée par les ouverts de | R,. Soit BC R,, on
peut montrer (voir la remarque 3.3 ci apres) que B € B(R,) si et seulement si
BNR e B(R) (B(R) est la tribu de Borel sur R).

Remarque 3.3 (Topologie sur R et R, )

1. La topologie sur R, est la topologie induite par celle de R, c’est aussi la topologie
induite par celle de R (la démonstration de ce résultat est un exercice de topologie,
exercice 3.4). L’ensemble des boréliens de R, est donc égal a I’ensemble des
boréliens de R, inclus dans R, et c’est aussi ’ensemble des boréliens de R inclus
dans R, (voir la remarque 3.1). On remarque aussi que {+oo} € B(R, ) (car {+oo} est,
par exemple, une intersection dénombrable d’ouverts de R, ). On en déduit que, si

BCR,,onaB e B(R,)siet seulement si BNR € B(R) (noter que BAR = BNR,).

2. Soit A C R,, A est donc un borélien de R, si et seulement si A € B(R) ou A = B
U {+o0}, avec B € B(R).
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3. La définition de la topologie sur R, donne bien que, pour (x,),ey C R,, on a
x,, — +oo (dans R, , quand # — +00) si et seulement si, pour tout a > 0, il existe 71,
tel que x,, €]a, +o0] pour tout 1 > nq (ce qui est la définition usuelle de convergence
Vers +00).

4. On peut aussi montrer que B(R., ) est la tribu engendrée par C; = {]a, +oo]; a € R, }.
C’est aussi la tribu engendrée par C, = {]a, +co[NR_; a € R}. Par contre, ce n’est pas
la tribu engendrée (sur R, ) par C3 = {]a,+oo[; a € R,} (on a donc T(C5) € B(R,)
et T(C3) = B(R.)). Voir a ce propos les exercices 3.13 et 3.14.

3.2 Fonctions étagées

Définition 3.4 (Fonction caractéristique d’un ensemble) Soient (E, T) un espace
mesurable et soit A € T. On appelle fonction caractéristique mesurable de I’ensemble
A, et on note 15 (ou xa) la fonction définie par : 15(x) =1 six € A et 15(x) =0 si
x € A°.

Définition 3.5 (Fonction étagée) Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — R.

1. On dit que f est étagée (ou T-étagée) si f est une combinaison linéaire (finie)
de fonctions caractéristiques mesurables, c’est-a-dire s’il existe une famille finie

n
(Aj)iz1,..n CT et nréels ay,...,a, tels que f = ZailAi'
i=1
2. On dit que f est étagée positive si f est étagée et prend ses valeurs dans R, .
On note € I’ensemble des fonctions étagées et £, ’ensemble des fonctions étagées
positives.

La notion de fonction étagée positive va nous permettre de définir 1’intégrale a partir
de la notion de mesure. On se limite pour I’instant aux fonctions positives afin de
donner un sens a I’addition de mesures infinies. Notons que, dans la définition d’une
fonction étagée, les ensembles A; peuvent étre d’intersection non vide. On aura besoin,
pour introduire facilement la notion d’intégrale d’une fonction étagée positive, de
considérer une décomposition de la fonction étagée sur des ensembles d’intersection
vide. C’est I’objet du lemme suivant :

Lemme 3.6 (Décomposition canonique d’une fonction étagée positive) Soit (E, T)
un espace mesurable, et soit f € £, une fonction étagée positive, non identiquement
nulle. Alors il existe une unique famille finie (a;, A;)i=1,.. , C R} x T telle que 0 <
a; <...<ay, A; #0, pourtouti, AiNA; =0, sii=j et f=)1 a1,
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DEMONSTRATION —  Soient (B;);_y,, C T, (b;)iz1,.,, CRet f = Y% b;1p, une
fonction étagée positive non nulle. L’ensemble Im f des valeurs prises par f est donc
fini. Comme Imf C R,, on a donc Imf \ {0} = {ay,...,a,} avec 0 < ay,... <a,. En
posant A; = {x € E; f(x) = a;},onadonc f =} [ a;15, avec A; #D et A;NA; =0.
(Noter aussi que {x € E; f(x) = 0} = (Uj_; A;).) Il reste a montrer que A; € T. Pour
ief{l,..,n},onposel; ={Kc{l,..,p};a =) kbl On a alors, pour tout
iefl,...,n}, A; = UKeI,- Cg, avec Cx = ﬂ?lej, D;=B;sijeKetD; = Bj si
j € K. Les propriétés de stabilité d’une tribu nous donnent alors que A; € T pour
tout i € {1,...,n}. On a donc trouvé la décomposition voulue de f. Le fait que cette
décomposition est unique est immédiat car on a nécessairement {a;,...,a,} = Imf \ {0}
et A; ={x e E; f(x)=a;}. L]

On aurait envie a partir de la notion de fonction étagée positive décomposée sous la
forme précédente, de définir I’intégrale de f comme f fdm=7Y i, a;m(A;). En fait,
on pourra méme (cf définition 4.1) définir I’intégrale d’une fonction étagée avec une
décomposition plus générale (non unique) griace au lemme suivant :

Lemme 3.7 Soit (E, T, m) un espace mesuré et soit f € £, une fonction étagée positive

non nulle, telle que
n p
f= ZailAi et f = ZbilBi
i=1 i=1

..........

C T sont des familles de parties disjointes deux a deux, i.e. telles que A; N Aj = ( et
B;NB;j=0sii=j. Alors:

P
Za,-m(Al-) - ijm(B]-). (3.1)
: =

DEMONSTRATION — On pose, pouri =1,...,netj=1,...,p, CZ-]- =A;N B]-. En
remarquant que {x; f(x) >0} = UL A; = U?:l B;, on écrit A; = U?:l CijjetB; =
UiZ; Cij. On peut donc écrire

et

j=1 j=11i=1

On remarque alors que a; = b; dés que C;; = 0, d’ou I'égalité 3.1. |
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Lemme 3.8 (Décomposition d’une fonction étagée avec une partition) Soir (E, T)
un espace mesurable, et soit f € € une fonction étagée. Alors il existe une unique
famille finie (a;, A;)i=o,...n C RxT telle que a; = aj si i # j, A; # 0, pour tout i,

A; ﬂA]‘ =0,sii#j, E= U?:OAZ' et f = Z?:oailA,»

DEMONSTRATION — La démonstration est trés voisine de celle donnée pour la dé-
composition d’une fonction étagée positive (lemme 3.6). L’ensemble {4;, i € {0,..., n}}
est ’ensemble de toutes les valeurs prises par f (et pas seulement les valeurs non
nulles) et A; ={x € E; f(x) = a;}. =

Enfin, on conclut ce paragraphe en remarquant que £ est un espace vectoriel sur R.

Proposition 3.9 (Structure vectorielle de £) Soit (E, T) un espace mesurable, I’en-
semble & des fonctions étagées est un espace vectoriel sur R. De plus, si f,g € £, on
aaussi fgek.

DEMONSTRATION —  Soiet f,g € £ et soient o, f € R. On utilise la décomposition
de f et g donnée dans le lemme 3.8. Elle donne f = ) I a;14, et g = Z;”ZO bilg,.

,,,,,,,,,,

m n

f= iiailA,ﬂBj etg= ZzbleimBj’

i=0 j=0 =0 i=0
de sorte que af +pg =) 1", Z]’-":O(ocai +Pb;i)14,nB;» ce qui montre que af +fg € £,
et donc que £ est un espace vectoriel.
D’autre part, on remarque aussi que fg =) 1", Z}n:o a;b;1 A;NB;» €€ qui montre que

fgef. [

On montrera aussi les propriétés de linéarité et de monotonie de 1’intégrale des
fonctions étagées (voir proposition 4.3).

3.3 Fonctions mesurables et variables aléatoires

Afin d’étendre le concept d’intégrale a une classe de fonctions plus générale que celle
des fonctions étagées (positives), on introduit les fonctions mesurables (positives). On
pourra ensuite utiliser une technique de passage a la limite pour définir I’'intégrale de
telles fonctions.

On va tout d’abord définir la notion de mesurabilité pour une fonction f de E dans F.
L’espace de départ, E, est muni d’une tribu et I’espace d’arrivée, F, est, en général,
muni d’une topologie (et donc de sa tribu de Borel, les exemples fondamentaux sont
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F =R ou F = R,). On peut aussi considérer le cas ol F est muni d’une tribu (non
donnée par une topologie sur F).

Définition 3.10 (Fonction mesurable) Soient (E, T) un espace mesurable et F un
ensemble muni d’une topologie (par exemple : F = R ou @+ ). Une fonction f, définie
de E dans F, est une fonction T-mesurable si f =1 (A) € T, pour tout A € B(F) (ce qui
est équivalent a dire que la tribu f~1(B(F)) = {f "' (B), B € B(F)} est incluse dans T
ou encore que la tribu Ty = {B € P(F); f~Y(B) € T} contient B(F), voir I’exercice 2.4
sur les tribus image directe et image réciproque.) En ’absence d’ambiguité possible
on dira “mesurable” au lieu de “T-mesurable”.

Plus généralement, si F n’est pas muni d’une topologie (et donc de la tribu B(F))
mais est muni directement d’une tribu T (on a alors deux espaces mesurables : (E, T)
et (F, 7)), une fonction f, définie de E dans F, est une fonction (T,T )-mesurable si
fY(A) € T, pour tout A € T. (Ce qui est équivalent a dire que la tribu f~(T) =
{f~Y(B), B €T} est incluse dans T ou encore que la tribu Tr ={Be P(F); f1(B)e
T} contient T.) En I’absence d’ambiguité possible on dira “mesurable” au lieu de
“(T, T )-mesurable”.

Enfin, si E et F sont deux espaces munis d’une topologie, on dit que f est borélienne
si f est mesurable pour les tribus boréliennes sur E et F (c’est-a-dire les tribus
engendrées par les ouverts) .

Remarque 3.11 Une fonction étagée est toujours mesurable. En effet, soit (E, T) un
espace mesurable et soit f € £ (donc f est une application de E dans R). D’apres
le lemme 3.8, il existe une partition (Ay,...,A,) de E, et ag,...,a,, € R tels que
f=Yioaila etA;eTpourtoutie{0,...,n}. Pour tout BC R, onadonc f1(B)=
Uli;a,ep) Ai € T, ce qui prouve que f est mesurable de E dans R.

Noter que si f € £,, on a donc aussi f mesurable de E dans R, (voir I’exercice 3.5).

La terminologie probabiliste utilise les termes “variable aléatoire” ou “vecteur aléa-
toire” (selon I’espace d’arrivée) au lieu de “fonction mesurable” (ou “application
mesurable”).

Définition 3.12 (Variable aléatoire, vecteur aléatoire)

1. Soit (E, T) un espace probabilisable, on appelle variable aléatoire réelle (v.a.r.) une
fonction X définie de E dans R et T-mesurable,i.e. telle que X' (A) € T, pour tout
A € B(R).

2. Plus généralement, soient (E,T) et (F,T) deux espaces probabilisables. Une fonc-
tion X, définie de E dans F, est une variable aléatoire si c’est une fonction (T,T)-
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mesurable (c’est-a-dire si XV (A) € T, pour tout A € T). Lorsque F est un espace
vectoriel, on dit que X est une variable aléatoire vectorielle ou un “vecteur aléatoi-
re”.
Remarque 3.13 Comme cela a été dit dans la proposition 3.10, on dit, en 1’absence
d’ambiguité, “mesurable” au lieu de “T-mesurable”. On remarque d’ailleurs que le
terme probabiliste “variable aléatoire” ne mentionne pas la dépendance par rapport a
la tribu. Dans la définition 3.12, on a noté X la variable aléatoire plutdt que f car c’est
I’usage dans la littérature probabiliste.

Définition 3.14 (Tribu engendrée par une fonction mesurable) Soient (E, T) un
espace mesurable (resp. probabilisable) et f (resp. X) une fonction mesurable de
E dans R (resp. une variable aléatoire) alors I’ensemble {f~'(A), A € B(R)} (resp.
{X~Y(A), A € B(R))}) est une tribu sur E qu’on appelle tribu engendrée par la fonction
mesurable f (resp. la variable aléatoire X). Cette tribu est aussi la tribu image
réciproque de B(R) par f (resp. X).

Définition 3.15 (Espaces M et M) Soit (E,T) un espace mesurable, on note :
— M(E,T)={f : E > R, mesurable},
— M,(E,T)={f : E > R,, mesurable).

En I’absence d’ambiguité, on notera M = M(E, T) et M. = M_(E, T).

Proposition 3.16 (Premiére caractérisation de la mesurabilité)

Soient (E, T) un espace mesurable et f : E — F, avec F = R ou R,. Soit C une
partie de P(F) engendrant la tribu borélienne de F. On a alors : f est mesurable si et
seulement f~1(C) € T pour tout C € C. En particulier, f est mesurable si et seulement
si f vérifie I'une des deux propriétés suivantes :

1. f’l(]oc,[i[) €T, pour tout o, p e R, e < B,
2. fY(Ja, +oo[) € T, pour tout o € R.

Dans cette caractérisation, I’ensemble |, B[ (ou o, +00[) désigne, bien siir, I’ensemble
des éléments de F appartenant a |o, B[ (ou ]o, +o0]).

La démonstration de cette proposition fait I’objet de I’exercice 3.1. Le lecteur pourra
trouver lui-méme d’autres caractérisations de la mesurabilité, en utilisant la propo-
sition ci-dessus. Par exemple, soit f de E (muni de la tribu T) dans R, la fonction
f est mesurable si et seulement si f~!(]a,+o0]) € T pour tout a > 0 (par contre,
f~1(Ja, +o0[) € T pour tout & > 0 n’implique pas que f est mesurable).
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La proposition suivante nous permettra de définir I’'intégrale des fonctions appartenant
a M, (comme limite d’intégrales de fonctions étagées, voir le chapitre suivant). Par
contre, on ne pourra pas donner un sens, dans le cas général, a I’intégrale des fonctions
appartenant a M.

Proposition 3.17 (Mesurabilité positive) Soient (E, T) un espace mesurable et f :
E - R,. Alors f € M, si et seulement s’il existe une suite (f,),en C &y, telle que :
1. pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo,

2. fus1(x) = fu(x), pour tout x € E, et tout n € N.

Les deux conditions précédentes seront notées dans la suite sous la forme f,, T f
quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  Soit (f;)uen € & t.q. f T f quand n — +o0. On remarque
que, pour tout o € R,

f (Ja, +00]) L_Jf,1 Ja, +00[)
neN

Comme f,, est mesurable, pour tout 7 € N (voir la remarque 3.11), on a f, ! (Ja, +00[)
€ T pour tout n € N et donc, par stabilité de T par union dénombrable, f~!(]a, +co])
€ T. Ceci étant vrai pour tout a € R, on en déduit, comme {]a, +oo], & > 0} engendre
B(R,), que f est mesurable de E dans R, c’est-a-dire f € M,.

Réciproquement, on suppose que f € M, . On va construire une suite (f,),en+ C &,
telle que f, T f quand n — +oco.

Pour n € N*, on définit la fonction f,, par :

fn<x>={ Lsifel L, Bt avec pe (0, m2— 1)

nsif(x)>mn,
de sorte que
n2"-1
fo = 11 (xeE; f(x)on) + ZO 2 e fogel o, B
p:
Comme f e M,,ona{xeE; f(x)>n}eTet{xeE; f(x [%,pzi,,l[}eTpourtout

n et tout p, on a donc (f;),en+ C E
On montre maintenant que, pour tout x € E, on a f,,(x) — f(x), quand n — +c0. Soit
x € E. On distingue deux cas :

Premier cas. On suppose f(x) < +co. On a alors, pour 1 > f(x), |f(x) — f,.(x 2L
On a donc f,(x) — f(x) quand n — +oo.

Deuxiéme cas. On suppose f(x) = +oco. On a alors f,,(x) = n pour tout n € N* et donc
fn(x) = f(x) quand n — +co0.

On montre enfin que, pour tout x € E et pour tout n € N*, on a f,,,1(x) > f,(x). Soit
x € E et n € N*. On distingue trois cas :

Premier cas. On suppose f(x)>n+1.0naalors f,,1(x)=n+1>n=f,(x)
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Deuxiéme cas. On suppose 1 < f(x) <n+1.1lexiste alors i € {n2"*1,..., (n+1)2"+1 -
1} tel que f(x) € [51, zl:—fl] On aalors f,,(x) =1 < 557 = fyy(x).
Troisieme cas. On suppose f(x) < n. 1l existe alors p € {0,...,n2" — 1} tel que f(x) €
1 2p  2p+l . 2p  2p+l 2
b By 1= [, 2 - Si f(x) € [k Fer [ on a fu(x) = 5 = 58 = fun ().

I on+l? Ton+l on+l? i+l v
. 2p+1 2(p+1 2p+1 .
Si f(x) € [Fa, 25 on a £u(x) = ¢ < Ft = fu1(x). On a toujours f,(x) <
fn+1(x)'
On a bien ainsi construit une suite (f,),en+ C & telle que f, T f quand n — +c0.

Proposition 3.18 (Mesurabilité sans signe) Soient (E, T) un espace mesurable, et
f :E— R On suppose que f est mesurable. Il existe alors une suite (f,),en C € telle
que, pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  On définit la fonction f* : E — R, par f*(x) = max(f(x),0)
pour tout x € E. On remarque que f+ € M, (et f* € M, voir I’exercice 3.5). En effet,
f* prend ses valeurs dans R, et (f*)"!(Ja, +c0]) = f ! (Ja, +o0[) € T si a« > 0. On
conclut en remarquant que {]a, +o0], a > 0} engendre B(R, ). On définit également
f~=(=f)",desorteque f = f*— f~. On a donc aussi f~ € M,. La proposition 3.17
donne I’existence de suites (f,)eny C Ey et (gn)nen C &, tellesque f, T fFetg, T 1~
quand # — +co. On pose h,, = f,, — g,, de sorte que h,(x) — f(x), quand n — +oo,
pour tout x € E. D’autre part, comme £ est un espace vectoriel (voir la proposition 3.9
page 119), on a (h,),ey € E. =

La proposition précédente nous donnera, avec les propriétés de stabilité de M et M.
(voir la proposition 3.19) une deuxiéme caractérisation de la mesurabilité, voir la
proposition 3.20.

L’ensemble des fonctions mesurables est un ensemble tres stable, c’est-a-dire que des
opérations usuelles (comme addition, multiplication, limite. .. ) sur des fonctions me-
surables donnent encore des fonctions mesurables, ceci est précisé dans la proposition
suivante. Dans le cas (fondamental) de (E, T) = (R, B(RR)), il est difficile de trouver des
fonctions non mesurables (comme il est difficile de trouver des parties non boréliennes,
bien que le cardinal de B(RR) soit égal au cardinal de R et donc strictement inférieur
au cardinal de P(R)). En pratique, on peut en gros supposer que les fonctions de R
dans R sont toutes B(R)-mesurables (bien qu’il y ait “beaucoup” de fonctions non
mesurables).

Proposition 3.19 (Stabilité de M et M_) Soit (E, T) un espace mesurable.

1. SoitI CN.
Soit (fy)ne1 € My, alors sup, 1 f, € M, et inf, ¢ f,, € M.,.
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Soit (fy)ner € M. Si sup, . f, prend ses valeurs dans R, alors sup,,; f,, € M.

De méme, si inf,c; f,, prend ses valeurs dans R, alors inf, ¢ f,, € M.
2. Soit (fy)neny C My, alors limsup,,_,,  f, € M, etliminf, . f, € M,.

Soit (f,)nen C M. Silimsup, . f, prend ses valeurs dans R, alors limsup, . f,
eM.

De méme, si liminf,cy f, prend ses valeurs dans R, alors liminf,cy f, € M.

3. Soit (f)nen C M,.. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors
feM,.

Soit (f,,)neny C M. On suppose que f,(x) — f(x) dans R, pour tout x € E. Alors
feM.

4. M est un espace vectoriel sur R et si f,g € M, alors fg € M.

DEMONSTRATION —

1. Soit (fy)yey € M. 11 est clair que f = sup,,; f, est bien définie et prend ses
valeurs dans KJr. Puis, Pour tout « € R, on a

fHa+oo)) = Jfi Ja+eo) € T.
nel
Comme {]a, +co] N R,. a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable
de E dans R, c’est-a-dire f € M.

De méme la fonction f = inf, f,, est aussi bien définie et prend ses valeurs dans
R, (elle prend méme ses valeurs dans R, si les f,, prennent leurs valeurs dans R, ,
ceci n’est pas vrai avec la fonction sup,,.; f,,). On remarque ensuite que

Y] -o0,af) = Ufn_l(] — o0, af) pour tout a € R.
nel
Comme {] - 00, a[NR,, a € R} engendre B(R, ), on en déduit que f est mesurable
de E dans B(R, ), c’est-a-dire f € M,.

Soit maintenant (f;),ey C M. La fonction f = sup,,.; f, est bien définie si on la
considere comme étant a valeurs dans R car elle peut prendre la valeur +oco en
certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On peut alors raisonner
comme précédemment en remarquant que 1 (]a, +oo) = U1 fir t (Ja, +00[) et
que {]a, +oo[, « € R} engendre B(R). De méme, la fonction f = inf, f,, est bien
définie si on la considere comme étant a valeurs dans R car elle peut prendre la
valeur —co en certains points. On la suppose maintenant a valeurs dans R. On
peut alors raisonner comme précédemment en remarquant que f (] — oo, af) =
Uner fi (1= 00, ) et que {] — o0, a, & € R} engendre B(R).

2. Soit (f,)peny € M. On pose f =limsup,,_,, ., f,, 1a fonction f est bien définie a
valeurs dans @Jr. Pour tout x € E, on a

fx) =limsup f,(x) = lim (sup f,(x)) = inf(sup f,(x)),
n—+0o p=n nel p>n
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c’est-a-dire f = inf,en(sup,s, fp). En utilisant les résultats précédents (avec sup
puis inf), on a donc f € M, . Un raisonnement similaire donne liminf, ., f, =
supneN(inprn fp) eM,.
Soit maintenant (f;,),eny C M. On suppose que

f =limsup f, = inf(sup f,)

n—+0c0 neN p>y

(qui est bien définie dans RU{+oo}) prend ses valeurs dans R. Comme les f,, prennent
leurs valeurs dans R, on peut alors remarquer que la fonction supps, fp prend aussi
ses valeurs dans R, pour tout # € N. On a donc, avec la propriété démontrée en 1,
SUP,>y fp € M pour tout n € N. Puis, utilisant encore la propriété démontrée en 1,
f= infneN(suppZn fp) € M. Un raisonnement analogue donne liminf, . f, =
supen(inf,>, fp) € M des que I'on suppose que liminf,,_, ., f, prend ses valeurs
dans R.

3. Cette question est immédiate grace a la précédente. Il suffit de remarquer que des
que la limite de la suite (f,,(x)),ey eXiste, elle est nécessairement égale a la limite
supérieure (ou la limite inférieure) de cette méme suite (f,(x)),cn, ¢ est-a-dire
que lim,,_,, , f,(x) = limsup,,_,  f,(x) (pour tout x € E). Ici on remarque donc
simplement que f =limsup,,_,, ., f, et on applique la propriété 2.

4. Soit f,g € Metsoit a,p € R On pose h = of +pg. D’aprés la proposition 3.18, 1l
existe des suites (f,;),en C € et (g )nen C € telles que f,,(x) — f(x) et g,(x) — g(x),
quand 1 — +oo, pour tout x € E. On pose h,, = af,,+pg,, de sorte que h,,(x) — h(x),
quand 1 — +oo, pour tout x € E. La proposition 3.9 donne que £ est un espace
vectoriel sur R, on a donc (h,,),,cy C €. Comme £ C M (voir la remarque 3.11), la
propriété 3 ci-dessus donne alors que h € M. L’ensemble M est donc un espace
vectoriel (sur R).

Soit f,g € M. On pose h = f g. On raisonne comme ci-dessus, il existe (f,;),eny C €
et (g,)nen C € telle que f,(x) — f(x) et g,(x) — g(x), quand n — +oo, pour tout
x € E. On pose h,, = f,,g,, de sorte que h,(x) — h(x), quand n — +o0, pour tout
x € E. La proposition 3.9 donne aussi (h,,),ey C € C M. La propriété 3 ci-dessus
donne alors que h € M. -

Proposition 3.20 (Deuxiéme caractérisation de la mesurabilité) Soir (E, T) un
espace mesurable et f : E — R. Alors, f est mesurable si et seulement s’il existe une
suite (f,)nen C € telle que pour tout x € E, f,(x) = f(x), quand n — +oo.

DEMONSTRATION —  Cette caractérisation est donnée par la proposition 3.18 pour

[TPSEL)

le sens “seulement si” et par la propriété 3 de la proposition 3.19 pour le sens “si
L]

On rappelle aussi qu’une fonction f de E (muni de la tribu T) dans R, est mesurable
(c’est-a-dire appartient a M) si et seulement s’il existe (f,,),eny C &4 t.q. f, T f (voir
la proposition 3.17).
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Remarque 3.21 Il est intéressant de remarquer que la proposition 3.20 peut &tre
fausse si on prend pour F un espace topologique quelconque (elle reste vraie, par
exemple, si F est un espace vectoriel normé de dimension finie) avec une définition
immédiate de £ généralisant celle donnée pour les fonctions a valeurs dans R ou R, .

Définition 3.22 Soient E un ensemble et f : E — R. Pour tout x € E, on pose :

— f7(x) = max(f (x), 0),
— f7(x) = =min(f (x),0) = (=f)"(x),
— Ifl(x) =1f ()L

Proposition 3.23 Soient (E, T) un espace mesurable et f € M. Onaalors f = f*—f~,
lfl=f"+f e f* fIfle Mpn M.

DEMONSTRATION — Le faitque f = f* — f~et|f| = f* + f~ est immédiat. On a
déja vu, dans la démonstration de la proposition 3.18, que f*, f~ € M, et donc que
f*, f~ € M (voir I'exercice 3.5). La proposition 3.19 donne que M est un espace
vectoriel sur R. On a donc |f| € M et donc aussi |f| € M, car |f]| > 0. n

3.4 Mesure image, loi d’une v.a., v.a. indépendantes

Soit (E, T) et (F,7") deux espaces mesurables (I’exemple fondamental est (F,7) =
(R, B(R))) et f une fonction mesurable de E vers F. Si m est une mesure sur T, alors
on peut définir, a partir de f et m, une mesure sur 7 de la maniere suivante :

Proposition 3.24 (Mesure image) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (F,T) un es-
pace mesurable et f une fonction mesurable de E vers F (c’est-a-dire (T, T )-mesu-
rable). Alors, I'application my définie de T dans R, par : ms(A) = m(f~1(A)), pour
tout A € T, est une mesure sur T, appelée mesure image par f.

DEMONSTRATION — Il suffit de remarquer que n1¢ est bien définie, que m17(0) = 0 et
que my est o—additive, ce qui découle naturellement des propriétés de . ]

Définition 3.25 (Loi de probabilité et fonction de répartition d’une v.a.)

Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle (c’est-a-dire
une fonction mesurable de E, muni de la tribu T, dans R, muni de la tribu borélienne).
On appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X la probabilité px image de p
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par X (cette probabilité est donc définie sur B(R)). On appelle fonction de répartition
de la variable aléatoire X la fonction de répartition de la probabilité py.

Un exemple simple de loi de probabilité est la loi uniforme sur [0, 1]. Elle est définie
par p(A) = A(AN[0,1]) pour tout A € B(R). Soit X une v.a.r. (sur I’espace probabilisé
(E, T, p)). On dit que X ~ U([0,1)] si px = p.

Si X et Y sont deux v.a.r. (sur des espaces probabilisés éventuellement différents), on
dit que X ~ Y si px = py. Le sigle “~” signifie donc “a pour loi” ou “a méme loi que”.

Dans de nombreux cas, les modeles probabilistes seront déterminés par une loi de
probabilité d’une variable aléatoire. Une conséquence immédiate du théoréme 2.62
est que la loi de probabilité d’une variable aléatoire réelle est enticrement déterminée
par sa fonction de répartition. Ceci est énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 3.26 (Egalité de deux lois) Soient (E, T, p) et (E,S,q) des espaces proba-
bilisés, X une variable aléatoire réelle sur E (c’est-a-dire une fonction mesurable de E,
muni de T, dans R muni de B(R)) et Y une variable aléatoire réelle sur F. On note px
et py les lois de X et Y. On a alors px = py si et seulement si p({X < t}) = q({Y < t})
pour tout t € R. On a aussi px = py si et seulement si p({s < X <t})=q({s<Y <t})
pour tout s,t € R, s < t. (Les inégalités strictes peuvent étre remplacées par des
inégalités larges.)

DEMONSTRATION —  Cette proposition est une conséquence des théorémes 2.62 et
2.63. 11 suffit de remarquer que p({X < t}) = px(]— o0, t]) et p({s < X < t}) = px([s, f])
(et que I’on a des égalités analogues avec Y au lieu de X). |

On rappelle que la notation p({X < t}) (si X est une v. a. réelle sur I’espace probabilisé
(E, T, p)) signifie p({w € E; X(w) < t}). Cette notation sera parfois abrégée sous la
forme p(X < t).

Définition 3.27 (Variables aléatoires équidistribuées)

Soient (E, T, p) et (E’,T’,p’) des espaces probabilisés, X (resp. X') une variable
aléatoire de (E, T, p) (resp. (E',T',p’)) dans (R, B(R)), on dit que les variables
aléatoires X et X’ sont équidistribuées si elles ont méme loi de probabilité.

Définition 3.28 (Variable aléatoire discrete, entiere, continue) Soient (E, T, p) un
espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur (E, T, p), px la loi de la
variable aléatoire X et By sa fonction de répartition;
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1. Si X(E) est dénombrable, on dit que la variable aléatoire X est discréte.
2. Si X(E) C N, on dit que la variable aléatoire X est entiere.

3. Si la fonction de répartition Fx définie de R dans [0, 1] est continue, on dit que la
variable aléatoire est continue.

Définition 3.29 (Variables aléatoires indépendantes) Soit (E, T, p) un espace pro-

babilise.

1. Soit N > 1 et Xy,..., XN une famille de variables aléatoires réelles. On dit que
X1,..., XN sont indépendantes (ou que la famille ( X4,...,XyN) est indépendante)
si les tribus engendrées par Xq,..., Xy (on notera souvent t(X) ou o(X) la tribu
engendrée par la variable aléatoire X) sont indépendantes.

2. Soit (X,))en: une suite de variables aléatoires réelles. On dit cette suite est indé-
pendante (ou que les v.a. Xy, ..., X,,,... sont indépendantes) si, pour tout N > 1,
les v.a. X1, ..., XN sont indépendantes.

On appellera “suite de v.a.r.i.i.d. ” une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes identiquement distribuées (ce dernier point signifiant que toutes les v.a. de la
suite ont méme loi).

Soit (E, T, p) un espace probabilisé et X, X,, X3 trois v.a.r. (c’est-a-dire variables
aléatoires réelles). Le fait que X soit indépendante de X, et X3 n’implique pas que
X1 soit indépendante de (par exemple) X, + X3, méme si X, et X3 sont indépendantes.
Mais, on a bien X; indépendante de X, + X3 si la famille (X4, X,, X3) est indépendante.
Ceci est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition 3.30 (Indépendance et composition) Soir (E, T,p) un espace pro-
babilisé, n>1, m>1et Xq, ..., X, Y1, ..., Yy, des v.a.r. indépendantes. Soit @
une fonction borélienne de R" dans R et ) une fonction borélienne de R"™ dans R.
Alors, les v.a.r. 9(Xq,...,X,) et ¥(Yq,...,Y,,) sont indépendantes. Nous avons ici
décomposé la famille initiale de v.a.r. indépendantes en 2 groupes. la proposition peut
se généraliser a une décomposition en un nombre quelconque de groupes.

DEMONSTRATION — La notation @(Xy,...,X,,) est un peu incorrecte (mais est tou-
jours utilisée). Elle désigne (comme on le devine facilement) la composition de ¢
(qui est une v.a. de R” dans R) avec I’application de E dans R"” donnée par les X;,
i=1,...,n.

La démonstration de cette proposition (et de sa généralisation a un nombre quel-
conque de groupes) est une conséquence simple de la proposition 2.60 des que 1’on
remarque que la tribu engendrée par @(Xy,...,X,,) est incluse dans la tribu engendrée
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par Xy,...,X,,, c’est-a-dire la tribu engendrée par les tribus t©(Xy),..., T(X,,) (voir la
définition 2.59), ce que nous démontrons maintenant.

On note T la tribu engendrée par X1,...,X,, et X I’application de E dans R” quia w € E
associe (X;(w), ..., X,(w))’. Il est facile de voir que {A € B(R") t.q. X 1(A) € T} est
une tribu (sur R"). Si A =[], A; avec A; € B(R) pour tout i =1,...,1,0ona

X(A) = ﬂx;l(Ai) et
i=1

(car Xl-_1 (A;) appartient a T(X;) et donc a t). Comme B(R") est engendrée par I’en-
semble des produits de boréliens de R (et méme par I’ensemble des produits d’inter-
valles ouverts de R, voir I’exercice 2.7), on en déduit que

{A e B(R") t.q. X"}(A) € t} D B(R"),
et donc que {A € B(R") t.q. X' (A) e 1} = B(R") .
Pour tout B € B(R), on a donc (@(X))™'(B) = X~!(¢~!(B)) € t car ¢~ (B) € B(R")
(puisque @ est borélienne), ce qui prouve bien que la tribu engendrée par @(Xy,...,X,,)
est incluse dans la tribu engendrée par X, ..., X,,. [

Nous verrons au chapitre 7 la conséquence principale de 1’indépendance. Cette consé-
quence est que, si X, Y sont des v.a.r. indépendantes, la loi du couple (X, Y) est le pro-
duit des lois Py et Py (c’est-a-dire , avec les notations du Chapitre 7, Px y) = Px ® Py).
Une propriété analogue est vraie pour une famille (X1,...,X,,) de v.a.r. indépendantes.

Nous terminons ce paragraphe par un théoréme tres utile en probabilités sur la repré-
sentation d’une v.a. mesurable par rapport a une autre v.a..

Théoreme 3.31 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.)

Soient X et Y deux v.a. réelles définies sur un espace probabilisé (), A, P). Alors,
la v.a. Y est mesurable par rapport a la tribu engendrée par X (notée t(X)) si et
seulement si il existe une fonction borélienne f de R dans R telle que Y = f(X).

DEMONSTRATION — La démonstration de ce résultat fait 1’objet de I’exercice 3.17.
Il est intéressant de remarquer que la démonstration de ce théoréme effectuée dans
I’exercice 3.17 donne les informations complémentaires suivantes :

* Y est t(X)-mesurable bornée si et seulement s’il existe f borélienne bornée t.q.
Y = f(X),

* Y est t(X)-mesurable positive si et seulement s’il existe f borélienne positive
t.q. Y = f(X).

1. En fait, on a méme t = {X~1(A), A € B(R")}, voir la Proposition 9.2.
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La partie “si” de ces deux résultats est immédiate. Pour la partie “seulement si”, il
suffit de remarquer que la démonstration faite dans 1’exercice 3.17 donne f t.q.

Im(f)={f(t), t e R} cIm(Y)U{0}, avec Im(Y) = {Y(w), w € Q}.

3.5 Convergence p.p., p.S., €n mesure, en probabilité

On introduit ici plusieurs notions de convergence de fonctions définies sur un espace
mesuré 2 valeurs dans R (ou R,) et on donne des liens entre ces différentes conver-
gences. On introduit les notions équivalentes pour les variables aléatoires en langage
probabiliste.

Définition 3.32 (Egalité presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesuré, F
un ensemble et f et g des fonctions définies de E dans F (F =R ou F = R,, par
exemple); on dit que f = g m-presque partout (et on note f = g m-p.p.) si l’ensemble
{x € E; f(x) = g(x)} est négligeable, c’est-a-dire qu’il existe A € T tel que m(A) =0
et f(x) = g(x) pour tout x € A°.

On peut remarquer que si f et ¢ sont des fonctions mesurables de E (muni de la tribu
T et de la mesure ) dans R (ou R,), ’ensemble {x € E; f(x) = g(x)} (noté aussi
{f = g}) appartienta T. Le fait que f = g m p.p. revient donc a dire que m({f = g}) = 0.
Dans la cas ou f ou g n’est pas mesurable, I’ensemble {f = g} peut étre négligeable
sans appartenir a T (il appartient nécessairement a T si la mesure est complete, voir la
définition 2.26).

En I’absence de confusion possible, on remplace m-p.p. par p.p.. Cette définition se
traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.33 (Egalité presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé, X et
Y des variables aléatoires réelles. On dit que X = Y presque siirement (et on note
X =Y p.s.), si ’ensemble {x € E; X(x) = Y(x)} est négligeable.

Définition 3.34 (Convergence presque partout) Soient (E, T, m) un espace mesureé,
F un ensemble, (f,),en une suite de fonctions de E dans F et f une fonction de E dans
F (F =R ou F =R, par exemple); on dit que fn converge presque partout vers f
(fn = f p-p.) s’il existe une partie A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de
AS, la suite (f,,(X))en converge vers f(x).

Noter que la convergence simple entraine la convergence presque partout.
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La définition 3.34 se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.35 (Convergence presque siire) Soient (E, T, p) un espace probabilisé,
(X)) nen une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.
On dit que X,, converge presque sirement vers X (X,, — X p.s.) s’il existe une partie

A de E, négligeable, t.q., pour tout élément x de A, la suite (X,,(x)),cn converge vers
X(x).

Définition 3.36 (Convergence presque uniforme) Soient (E, T, m) un espace mesu-
ré, (fu)nen C M et f € M. On dit que f, converge presque uniformément vers f
(fu — f p.unif. ) si, pour tout € > 0, il existe A € T tel que m(A) < ¢ et f,, converge
uniformément vers f sur A°.

La convergence presque uniforme entraine la convergence presque partout (voir
exercice 3.27).

Attention, la convergence presque uniforme ne donne pas la convergence uniforme
en dehors d’un ensemble de mesure nulle. La convergence uniforme en dehors d’un
ensemble de mesure nulle est reliée a la convergence essentiellement uniforme, c’est-
a-dire la convergence pour le sup essentiel, défini ci-apres, ou pour la norme || - ||
que nous verrons dans la section 6.1.2.

Définition 3.37 (Sup essentiel) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. On dit
que f est essentiellement bornée si il existe C € R, tel que |f| < C p.p.. On appelle
alors sup essentiel de |f|, et on le note ||f||oo, I'infimum des valeurs C telles que
|f| < Cp.p.. Si f n’est pas essentiellement bornée, on pose ||f ||oo = 0.

Remarquons que dans le cas ou (E, T, m) = (R, B(R), A), le sup essentiel d’une fonc-
tion continue est la borne supérieure de sa valeur absolue (ceci fait 1’objet de la
proposition 6.18).

Définition 3.38 (Convergence essentiellement uniforme) Soir (E, T, m) un espace
mesuré, (f,)uen une suite de M et f € M. On dit que f,, converge essentiellement
uniformément vers f (f,, = f ess. unif. ) si ||f, — flleo = 0 lorsque n — +oo.

Il est facile de voir que la convergence essentiellement uniforme entraine la conver-
gence presque uniforme, mais la réciproque est fausse (voir 1’exercice 3.28). Le
théoreme suivant donne, dans le cas ou la mesure est finie, un résultat trés impor-
tant qui fait le lien entre la convergence presque partout et la convergence presque
uniforme.
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Théoreme 3.39 (Egorov) Soient (E,T,m) un espace mesuré, tel que m(E) < +oo,
(f)neny C M et f € M. On suppose que f,, — f p.p.. Alors, pour tout € > 0, il existe
A €T tel que m(A) < ¢ et f,, converge uniformément vers f sur A°. (Autrement dit, la
suite (f,)nen converge presque uniformément vers f.)

La démonstration de ce théoreme fait I’objet de I’exercice 3.28. Attention, lorsque
m(E) = +o0, on peut trouver des suites de fonctions qui convergent presque partout et
non presque uniformément.

Définition 3.40 (Convergence en mesure) Soient (E,T,m) un espace mesuré,
(f)neny C M et f € M. On dit que f,, converge en mesure vers f si :

Ve>0, lim m({x€E ;|f(x)- fu(x)| = ¢€})=0.

n—+o0o

Cette définition se traduit en langage probabiliste par :

Définition 3.41 (Convergence en probabilité) Soient (E, T, p) un espace probabi-
lisé, (X,,)en une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire
réelle . On dit que X,, converge en probabilité vers X si :

Ve>0, lirP p({x € E ;|X(x) - X, (x)| > ¢}) = 0.
n—+0o0

On peut montrer (cf exercice 3.26) que si (f,),eny C M converge en mesure vers
f € Met(f,),en converge en mesure vers g € M, alors f = g p.p.. On montre aussi
que si (f,,) ey € M converge en mesure vers f € M et (g,),en converge en mesure
vers g € M, alors (f, + £,,)neny C M converge en mesure vers f + g € M, et, si m est
une mesure finie, (f, £,)eny C M converge en mesure vers f g € M.

On montre a I’aide du théoréme d’Egorov que si f,, converge vers f presque partout,
et si m(E) < +oo, alors f, converge vers f en mesure. Réciproquement, si f,, converge
vers f en mesure, alors il existe une sous-suite de ( f,,),,cy qui converge vers f presque
uniformément (et donc presque partout). Ce second résultat est vrai méme si m(E) =
+o00 (voir exercice 3.29).

On donne maintenant un résumé des différents types de convergence connus jusqu’a
présent avec les relations existantes entre eux. Les relations entre convergence presque
partout et convergence en mesure (resp. convergence presque siire et convergence
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en probabilité) sont étudiées dans I’exercice 3.29. (On en introduira bientdt encore
quelques-unes)

Terminologie analyste Terminologie probabiliste
convergence simple (cs)

convergence uniforme (cu)

convergence presque partout (cpp) convergence presque siire (cps)
convergence presque uniforme (cpu)

convergence en mesure (cm) convergence en probabilité (cp)

On a les implications suivantes :

Terminologie analyste Terminologie probabiliste

(cu) = (cs) = (cpp)

(cu) = (cpu) = (cpp)

(cpp) = (cpu) si la mesure est finie

(cm) = (cpu) pour une sous-suite (cp) = (cps) pour une sous-suite
(cpp) = (cm) si la mesure est finie  (cps) = (cp)

(cpu) = (cm)

3.6 Exercices

Exercice 3.1 (Caractérisation des fonctions mesurables) Soient (E, T) un espace
mesurable et f une application de E dans R;

1. Montrer que Ty = {B € P(R); f~1(B) € T} est une tribu.

Corrigé — Cette question est un cas particulier (avec F = R) de la question 2 de
Pexercice 2.4.

2. Soit C un ensemble qui engendre 5(R), montrer que les deux assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) f est mesurable,
(i) f~1(C) € T, pour tout C € C.
Corrigé — On remarque que f mesurable signifie simplement que Ty (définie
a la question précédente) contient B(R).
Le sens (i) = (ii) est immédiat car C C B(R).
Pour le sens (ii) = (i), on remarque que Tf est une tribu. Donc, si Tf contient

C, on a aussi Tf contient T(C) = B(R). Ceci donne f mesurable. Donc, on a
bien (ii) = (i)

Exercice 3.2 (Mesurabilité pour f a valeurs dans R) Soit () un ensemble et F
une o-algebre sur (). Soit f une application de (O dans R. On munit R de la tribu
borélienne.
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1. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q, f(w) <

xyeF.

Corrigé — On pose C = {] — o0, x[, x € R}. Compte tenu de la proposition 3.16 (voir
aussi I’exercice 3.1), il suffit de montrer que T(C) = B(R).

Comme les éléments de C sont des ouverts, on a, bien sir, T(C) C B(R).

Pour montrer 'inclusion inverse, on commence par remarquer que, pour tout a,b € R,
a<b, on a(grdce aux propriétés de stabilité d’une tribu) [a, b[=]— oo, b[\] — 00, a[€
T(C), puis |a, b[= U,en[a + (1/n),b[€ T(C). Puis, comme tout ouvert est une union
au plus dénombrable d’intrevalles ouverts bornés (voir le lemme 2.11), on en déduit
que T(C) contient tous les ouverts et donc T(C) D B(R). Finalement, on a bien

T(C) = B(R).

2. Montrer que f est mesurable si et seulement si, pour tout x € R, {w € Q, f(w) <

x} e F.

Corrigé — On pose ici D = {] — o0, x], x € R}. Compte tenu de proposition 3.16, il
suffit de montrer que T(D) = B(R).

Comme les éléments de D sont des fermés, on a, bien siir, T(D) C B(R).

Pour montrer I'inclusion inverse, on remarque pour tout x € R on a |—oco, x[= U en+ |-
00,x—(1/n)] et donc C C T(D) (ou C est I’ensemble défini a la question précédente).
On a donc B(R) = T(C) C T(D). Finalement, on a donc bien T(D) = B(R).

Exercice 3.3 (Composition de fonctions mesurables) Soit (E, T) et (F,S) deux es-
paces mesurables. Soit f : E— Fet ¢ : F —» R (R est muni, comme toujours, de
la tribu borélienne). On suppose que f et ¢ sont mesurables. Montrer que ¢ o f est
mesurable (de E dans R).

Corrigé — Soit B € B(R), on remarque que (¢ o f)"1(B) = f~1(¢~'(B)). Comme
@ Y (B) €S car ¢ est mesurable (de F dans R), on a donc f~'(¢~'(B)) € T car f est
mesurable (de E dans F). Ceci montre bien que @ o [ est mesurable (de E dans R).

Exercice 3.4 (Topologie de R,) On définit la topologie de R, comme étant la topo-
logie induite sur R, par la topologie de R. Soit O C R,, I’ensemble O est donc un
ouvert de R, si et seulement si il existe U ouvertde Rt.q. O = UNR,.

1.

Soit O C R,. Montrer que O est un ouvert de R, si et seulement si il existe U
ouvert de R, t.q. O = UNR,. (Ceci montre que la topologie de R, est aussi la
topologie induite sur R, par la topologie de R,..)

- Montrer que L'ensemble des boréliens de R, est égal a I’ensemble des boréliens de
R, inclus dans R, et est aussi égal a I’ensemble des boréliens de R inclus dans R, .

. Montrer que, si BC R,, ona B € B(R,) si et seulement si BN R € B(R) (noter que
BNR=BNR,).
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Exercice 3.5 (R ou @Jr...) Soit @ : R = R, ¢ > 0. On munit R (au départ et a
I’arrivée) de la tribu borélienne. Montrer que ¢ est mesurable (on dit aussi borélienne)
si et seulement si ¢ est mesurable quand on la considére comme une application de R
dans R, (R, étant aussi muni de la tribu borélienne).

Corrigé — On suppose ¢ mesurable de R dans R. Soit B un borélien de EJr, on a donc
BN R e B(R) (voir la définition 3.2 page 116). Comme @ prend ses valeurs dans R et
que ¢ est mesurable de R dans R, on a donc =1 (B) = 1 (BNR) € B(R). Ceci donne
donc que @ est mesurable de R dans R,.

Réciproquement, on suppose maintenant ¢ mesurable de R dans R, (mais @ ne prend
Jjamais la valeur +oc0, on peut donc la considérer comme étant de R dans R). Soit
B € B(R). Comme R, € B(R), on a aussi BN R, € B(R) et donc BNR, € B(R,).
Comme @ est mesurable de R dans R, on en déduit que ™' (BNR,) € B(R). Comme
@>0,0onae (BNR,) = ¢ 1(B) et donc ¢~ (B) € B(R). Ceci prouve que ¢ est
mesurable de R dans R.

Exercice 3.6 (Stabilité de M)

1. Soient (E, T), (E’, T’), (E”, T”) des espaces mesurables, f (resp. g) une application
de E dans E’ (resp. de E’ dans E”). On suppose que f et g sont mesurables. Montrer
que g o f est une application mesurable de E dans E”.

Corrigé — Cette question est identique a celle de I’exercice 3.3 avec E” au lieu de
R. La démonstration est semblable :

Soit B € T”, on remarque que (o f)"1(B) = f~'(¢g"'(B)). Comme g~'(B) € T’ car
g est mesurable (de B’ dans B”), on a donc f~1 (g (B)) € T car f est mesurable (de
E dans E’). Ceci montre bien que g o f est mesurable (de E dans E”).

2. Soit (E, T) un espace mesurable, on munit R de la tribu des boréliens B(RR); soient
f et g des fonctions mesurables de E dans R.
(a) Pour x € E on pose f*(x) = max{f(x),0} et f~(x) = —min{f(x),0}. Montrer
que f* et f~ sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé — Cette question est démontrée dans la proposition 3.23 page 126.

(b) Montrer que f + g, f g et |f| sont des fonctions mesurables de E dans R.

Corrigé — Le fait que f + g, f g € M est démontré dans la proposition 3.19 et le
Jait que |f| € M est démontré dans la proposition 3.23 (car |f| prend ses valeurs
dans R et |f| € M, on conclut avec I’exercice 3.5.

3. Soient (E, T) un espace mesurable, (f,;),cy une suite de fonctions mesurables de
E dans R. On suppose que la suite ( f,,(x)),en converge (dans R) pour tout x € E.
On pose f(x) =lim,_, . f,(x) (pour tout x € E). Montrer que f est une fonction
mesurable de E dans R.
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Corrigé — La démonstration de cette question est donnée dans la proposition 3.19
page 123 (propriété 3).

4. Soit (E,T) un espace mesurable, on suppose qu’il existe A € T dont les sous-
ensembles ne soient pas tous mesurables. Il existe donc B C A tel que B ¢ T.
Montrer que h = 15 — 1 5\p n’est pas mesurable (de E dans R), alors que |h| I’est.

Corrigé — {1} € B(R) alors que h~'({1}) = B ¢ T, donc h n’est pas mesurable. Par
contre |h| = 1 est mesurable car A € T.

Exercice 3.7 (Mesurabilité des fonctions continues) Soit f une application de R
dans R. On munit R (au départ et a I’arrivée) de la tribu borélienne

1. On suppose f continue. Montrer que f est mesurable (on dit aussi que f est
borélienne).

Corrigé — Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, f~1(O) est aussi un
ouvert de R, donc f~1(0) € B(R). Comme I’ensemble des ouverts engendre B(R),
on en déduit que f est mesurable (on utilise ici la caractérisation de la mesurabilité
donnée a la proposition 3.16 page 121).

2. On suppose f continue a droite (resp. gauche). Montrer que f est mesurable.

Corrigé — On suppose | continue a droite. Pour n € N*, on définit f,, par :

0 six<-n,
fulx) = By si—n<x<netpeZtel que =2 <x <2,
i p que =, 7
0 six>mn,

de sorte que

Onafneé’car]p—z

—, 1 € B(R) pour tout n et p. Soit x € R. Pour n > |x|, on a

Je
fa(x)=f(£) avec & - % <x < B (p dépend de n, x est fixé). Comme f est continue a
drozte enx,ona f,(x) > f(x) quand n — +oo (car P x, avec E > x). La deuxieme

caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page 125) donne alors f € M.

3. On suppose f croissante. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Soit a € R. On pose A = f~1([a, 00[). On suppose A =0 (si A =0, on
a bien A € B(R)). Six € A, ona f(x) > « et, comme f est croissante, on a aussi
f(¥) = o pour tout y > x. Donc, [x,00[C A. En posant a = infA € RU {00}, on
en déduit que |a,oo[C A C [a,00[. A est donc nécessairement un intervalle (dont
la borne supérieure est o), ce qui prouve que A € B(R). Comme {[a, oo, @ € R}
engendre B(R), on en déduit que f est mesurable. (On a utilisé ici de nouveau la
caractérisation de la mesurabilité donnée a la proposition 3.16 page 121).
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Exercice 3.8 (Mesurabilité de 1g) On munit R de sa tribu borélienne. La fonction
1 est-elle mesurable ?

Corrigé — Oui, la fonction 1g est mesurable. En effet, si A € B(R) (et méme si
AeP(R)), ona 1@1 (A) =0 ouR ouQ ouR\Q (selon que 1 et 0 appartiennent ou non
a A). Comme ces 4 ensembles sont des boréliens, on en déduit que I est borélienne
(c’est-a-dire mesurable de R dans R quand R est muni de sa tribu borélienne).

Exercice 3.9 (Loi de probabilité de la v.a.r. nulle) Soit (E, T, p) un espace proba-
bilisé et X une v.a.r.. On suppose que X = 0 p.s.. Donner la loi de probabilité py de
X.

Corrigé — Soit Ac B(R).Si0€ Aonap(X'(A)=1etsi0& Aonap(X~1(A))=0.
Ceci montre que Px est la mesure de Dirac en 0 (notée ).

Exercice 3.10 Soit A une tribu sur un ensemble E.

1. Soit A € Atel que : Be AetBcC A implique B=0 ou B= A. Montrer que toute
fonction mesurable (de E dans R) est constante sur A.

Corrigé — Soit f une fonction mesurable de E dans R. (L’ensemble E est muni de
la tribu A et, comme d’habitude, R est muni de la tribu borélienne.)

On peut supposer A = Q) (et méme A non réduit a un seul élément, sinon il n’y a rien
a démontrer!).

Soit x € A, on pose a = f(x) et B= AN f~1({a}). Comme f est mesurable et que
{a} € B(R), ona Be A. Comme B C A et que B =0 (car x € B) on a nécessairement
B = A, ce qui prouve que f est constante sur A (et f(y) = o pour tout y € A).

2. On suppose dans cette question que A est engendrée par une partition, montrer
qu’une fonction mesurable est constante sur chaque élément de la partition.
Corrigé —  Soit (A;)ie1 une partition de E. On a donc Ujc1A; =E et AiNA;j =0 si
i # j. On peut aussi supposer aussi que A; = 0 pour tout i € L.
Selon ’exercice 2.11, on a alors
A={UjgA,, avec] Clet] ou ] au plus dénombrable).
Soit f une fonction mesurable de E dans R.
Soit i € I. Comme les A; sont disjoints deux a deux et non vides et que tout élément
de A est une réunion de Aj, ona
BeA BCA, =>B=0ouB=A,.

On peut donc appliquer la premiére question, elle donne que f est constante sur A;.

3. Donner un exemple de fonction constante sur tout élément d’une partition mais qui
ne soit pas mesurable pour la tribu engendrée par cette partition. [Prendre comme
partition de R tous les singletons]
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Corrigé — Comme cela est suggéré, on prend E = R et comme partition I’ensemble
des singletons, c’est-a-dire {{x}, x € R}. La tribu engendrée par cette partition,
notée A, est donc 1’ensemble des parties de R au plus dénombrable ou dont le
complémentaire est au plus dénombrable. La tribu A est incluse dans B(R) (car
les singletons appartiennent a B(R)) mais est différente de B(R) (par exemple, ’in-
tervalle 10, 1| appartient a B(R) mais n’appartient pas a A). La fonction f de R
dans R définie par f(x) = x pour tout x € R n’est donc par mesurable (par exemple,
£71(0,1[) =10, 1[& A) mais est bien constante sur chaque élément de la partition.

Exercice 3.11 (Egalité presque partout) 1. Soient f et g des fonctions continues de
R dans R et A la mesure de Lebesgue ; montrer que f = g A p.p. si et seulement si
f=g

Corrigé — Si f = g (c’est-a-dire f(x) = g(x) pour tout x € R), on a bien f =g A
p-p. car f = g sur 0 et M(0) = 0.
Pour la réciproque, on va utiliser le fait qu’un ouvert non vide est toujours de mesure

de Lebesgue strictement positive. En effet, si O est un ouvert non vide, il existe
a,peR g a<Bet]a,plcO,onadonc0<p—a=Map[)<MO).

On suppose maintenant que f = g A p.p., il existe A € B(R) tel que M(A) = 0 et
f =g sur A°. On a alors {f (x) = g(x)} C A. Or, {f(x) = g(x)} = (f —2) L (R") est
un ouvert car (f — g) est continue (de R dans R) et R* est un ouvert de R. Donc
{f (x) = g(x)} € B(R) et la monotonie de \ donne M{f (x) # g(x)}) < MA)=0. On
en déduit que {f (x) # g(x)} = O (car un ouvert non vide est toujours de mesure de
Lebesgue strictement positive) et donc f = g.

2. Soient f et g des fonctions de R dans R et 8y la mesure de Dirac en 0 (définie en
(2.2)); montrer que f = g Oy p.p. si et seulement si f(0) = g(0).

Corrigé — Si f(0) = g(0), on prend A = {0}°. On a bien A € B(R), 6¢(A) =0 et
f =g sur A€ car A® ={0}. Donc, f = g d¢ p.p..

Réciproquement, on suppose maintenant que f = g d¢ p.p., il existe donc A € B(R)
tel que f = g sur A° et 8g(A) = 0. Comme dy(A) =0, on a donc 0 ¢ A, c’est-a-dire
0 € A€ et donc f(0) = g(0).

Exercice 3.12 (Mesurabilité) Soit f : RN x R dans R. On munit R de sa tribu
borélienne (pour tout p € N*). on suppose que f est mesurable par rapport a x € RN,
pour tout y € IR, et que f est continue a gauche par rapport a y € IR, pour tout x € RN,

Pour n > 1 et p € Z, on pose : aZ = %, p € Z; on définit la fonction f,, n > 1, de
RN x R dans R par :

fulx,y) = f(x,ap), siy €[ap,ap,4[.

On se limite a N = 1.



3.6. EXERCICES 139

1. Montrer que f,, converge simplement vers f lorsque n — +oo.

Corrigé —  Soit (x,)" € R2. Pour tout n € N*, on a donc f,(x,y) = f(x,£) avec

% <y< % + % Noter que x et y sont fixés et que p dépend de n. Quand n — +co,
on a donc % — y avec £ <y. Comme f(x,-) est continue a gauche eny, on a donc
flx, %) — f(x,v) quand n — +oco, c’est-a-dire f,(x,v) = f(x,v) quand n — +oo.

2. Montrer que f,, est mesurable. [On pourra utiliser, sans le démontrer, le fait que
A xBe B(R?) si A, Be B(R). Ceci est démontré dans ’exercice 2.6 page 79.]

Corrigé — Soit n € N*. Pour p € Z, on pose g, = f (-, %). On a donc, par hypothése,
gp mesurable de R dans R.

Soit C € B(R). Soit (x,y)! € R Il existe donc p € Z tel que y € [E pl [. On a alors

n n

fu(x,) = §p(x) et donc f,(x,y) € C si et seulement g,(x) € C. On en déduit que :

ey - p
@ =g ©x- ==

PEL

p+1
n

Comme g, est mesurable, on a g;l(C) € B(R). On a aussi [ E[e B(R) et donc

n’ n

gljl (C)x[E E[E B(R?) (ceci est démontré dans [’exercice 2.6 page 79). Comme

n’ n
B(R?) est stable par union dénombrable, on en déduit f,;'(C) € B(R?) et donc f,
mesurable de R?* dans R.

3. Montrer que f est mesurable.

Corrigé — Comme f,, mesurable pour tout n € N* et que f,,(x,v) — f(x,v), quand
n — +oo, pour tout (x,y)" € R?, la propriété 3 de la proposition 3.19 donne que f
est mesurable (de R? dans R).

Exercice 3.13 (Sur la tribu borélienne de @Jr)

On note T 1’ensemble des boréliens de R, contenant les deux points 0 et +co ou ne
contenant aucun de ces deux points, c’est-a-dire T = T; U T, avec

T, ={A e B(R,) t.q. {0,00) C A} et T, ={A e B(R,) tq. {0,00} C A°)

1. Montrer que T est une tribu et que T est strictement incluse dans B(R.).

2.0n pose C = {]a, B[, 0 < & < B < +oo}. Déduire de la premiere question que C
n’engendre pas la tribu B(R_).

Exercice 3.14 (Tribu de Borel sur @Jr)

1. Montrer que {[0, B[, p € R*} engendre B(R, ).
Corrigé — Onnote C; = {[0,B[,p e RL}.
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— Comme [0, p[ est un ouvert de R, pour tout p € R, on a C;  B(R,) et donc
T(C,) C B(R,).

— Par stabilité d’une tribu par passage au complémentaire, on a {[p,00], € R} } C
T(Cy).
Comme [0,00] = [0,1[U[1,00] € T(Cy), on a aussi {[o, 0], € R} € T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par intersection, on a alors {[a, B[, a,p e R,, a < B} C
T(Cy).
Par stabilité d’une tribu par union dénombrable, on montre alors que {]a, B[,
a,BeR,, a<BCT(Cy)et{]p, 0], p Ry} CT(Cy).
Comme tout ouvert de R, est une réunion au plus dénombrable d’intervalles
du type lo, B[ (avec o, p € Ry NQ), [0,B[ (avec p € R, NQ) et |B, o0] (avec
B e R, NQ), on en déduit que tout ouvert de R, est dans T(Cy) et donc B(R,) C
T(Cy).

On a bien montré que B(R,) = T(C).

2. Montrer que {[0, [, p € Q"R } engendre B(R.).

Corrigé — On note C, = {[0,B[,p € QNRL}. Si p € RY, on remarque que [0, B[=
Uaeqnry,a<pl0s af- On en déduit que [0, B[€ T(Cy). Onadonc Cy C T(Cy) et T(Cy) C
T(C,).

Comme T(Cy) = B(R,,), on a aussi T(C,) = B(R.,).

3. Montrer que {]0, B[, p € R%} n’engendre pas B(R,).

Corrigé — Cette question peut se faire comme dans [’exercice 3.13. On donne ici
une autre méthode. On prend un ensemble E (ayant au moins 2 éléments) et une tribu
T sur E différente de P(E) (par exemple, T = {0,E}). Soit alors ACE, A¢T. On
définit f deEdansEerarf(x) =ocosixcAetf(x)=0sixeA CommeAeT,la
fonction f est non mesurable. On a pourtant f~1(]0,p[) = 0 € T pour tout p € R%.
Ceci montre que {10, B[, p € R%} n’engendre pas B(R.,).

Exercice 3.15 (Graphe d’une fonction borélienne) Soit f une fonction mesurable
de R dans R (R est muni de sa tribu borélienne, notée 3(R)). On se propose de montrer
que le graphe de f est un borélien de R2. On admettra le résultat suivant que 1’on
verra au chapitre 7 :

A,Be B(R) = AxBe B(R?). (3.2)

On munit aussi R? de sa tribu borélienne. Pour x,y € R, on pose F(x,y) = f(x) et
H(x,y) =y.

1. Montrer que F et H sont mesurables de R? dans R.
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Corrigé — Soit A € B(R). On a F71(A) = f~1(A) x R. Comme f est mesurable,
f~1(A) € B(R). Comme R € B(R), (3.2) donne f~1(A)xR € B(R?) et donc F1(A) €
B(R?). On a donc F mesurable de R?* dans R.

Le fait que H est mesurable se démontre de maniere semblable en remarquant que
H'(A) =R x A (ou en utilisant la continuité de H).

2. On pose G(f) = {(x,y) € R?; y = f(x)} (G(f) est donc le graphe de f). Montrer
que G(f) € B(R?).

Corrigé — L’ensemble de fonctions mesurables est un espace vectoriel, on a donc
F — H mesurable. On en déduit que G(f) € B(R?) en remarquant que G(f) = (F —
H)~1({0}) et {0} € B(R).

Exercice 3.16 (Mesurabilité au sens de Lusin) Soit 7 une mesure sur B(RN), finie
sur les compacts de RN. On rappelle (cf. cours) que m est nécessairement réguliére
(c’est-a-dire que pour tout A € B(RN) et pour tout & > 0, il existe F fermé et O ouvert
telque FCACOetm(O\F)<e).

Soit f € RN — R. On dit que f est mesurable au sens de Lusin si pour tout compact
K et pour tout € > 0, il existe K; compact, K; C K, tel que m(K\ K;) < e et f|Kl €
C(KllR)

1. On suppose, dans cette question, que f = 1, avec A € B(RN). Montrer que f est
mesurable au sens de Lusin. [Construire K; avec K, F et O, ou F et O sont donnés
par la régularité de m appliquée a I’ensemble A.]

Corrigé — Soit K compact et € > 0. Par la régularité de m, il existe F fermé et O
ouvertt.q. FC A C O et m(O\ F) <e. Onprend K; = (KNF)U (KN O°).

Les ensembles KNF et KN O€ sont fermés (car 'intersection d’un compact et d’un
fermé est un compact). L’ensemble K est donc compact car il est ['union de deux
compacts. Comme Ky = K\ (O\F), on a bien K; CKet (K\K;)C(O\F). Onen
déduit m(K\K;) <m(O\F)<e

On montre maintenant que f|K1 € C(Ky,R). Soit x € K;. On distingue deux cas :

Premier cas. Si x € KNF, on a alors x € O. Comme O est ouvert il existe d > 0
tel que B(x,0) C O (o1t B(x, d) est la boule ouverte de centre x et de rayon d). On a
donc K1 NB(x,0) CKNF C A, ce qui prouve que f|K1 est constante et égale a 1 sur

Ky N B(x,d) et donc f|K] est continue en x (car constante dans un voisinage de x).

Deuxiéme cas. Si x € KNOS, on raisonne de maniére similaire. On a x € F¢. Comme
F€ est ouvert il existe & > 0 tel que B(x,d) C F¢. On a donc K;NB(x,0) c KNO® C A,
ce qui prouve que ﬁKI est constante et égale a 0 sur Ky N B(x, d) et donc f|K1 est
continue en X.
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2. On suppose, dans cette question, que f est étagée (c’est-a-dire f € E(RN, B(RN)).
Montrer que f est mesurable au sens de Lusin.

Corrigé —
Il existe n € N*, Ay,...,A, € B(RN) et ay,...,a,eRtq f = Y.i1aila,. On pose
fi =14, de sorte que f =} [, a;f;.

(1)

Soit K compact et € > 0. Par la quesnon 1, pour tout i € {1,...,n}, il existe K;
() K, tel que m(K\K ) <ée/net( ﬁ) | € C(K; K" ,R). On prend alors :

K, = ﬂ K\
On a bien K1 compact (car intersection de compacts) K; c K. Onaaussi (K\Ky) =
UL 1(K\K ) et donc :

compact, K;

m(K\K,;) < Zm (K\ K"

Enfin, f|Kl est continue car f|K1 =y, al-(fi Ik, € fi)|Kl est continue (puisque (fi)K‘)
est continue et K| C K(ll) ).
3. On suppose que f est mesurable (c’est-a-dire f € M(RN, B(RN)). Montrer que
f est mesurable au sens de Lusin. [On rappelle qu’une fonction mesurable est

limite simple de fonctions étagées. On pourra utiliser le théoreme d’Egorov, Théo-
reme 3.39, et la question précédente.

Corrigé — Comme f € M(RN,B(RN)), il existe (f,)pen C ERN, B(RY)) 1.q. f, —

f p.p.
Soit K compact et € > 0. Par la question 2, pour tout n € N, il existe K(ln) compact,
K(ln) c K, tel que m(K\ K( <e2Met f,, K" ),R). On prend tout d’abord :
K, = ﬂ Kl”
neN

On a bien Ky compact (car intersection de compacts), K, C K. On a aussi (K\K;) =
UneN(K\K(ln)) etdonc m(K\K,) <}, N m(K\K(ln)) < 2e. Enfin, (fn)le est continue
pour tout n € N.

Pour trouver Ky, on utilise maintenant le théoréme d’Egorov. Comme f,, — f p.p. sur
K et que m(K,) < oo, il existe A € B(R") tel que AC Ky, m(K,\A)<eet f, > f
uniformément sur A. En utilisant la régularité de m, on trouve aussi F C A, F fermé
et m(A\ F) <& On prend alors K| = F.

On a bien Ky compact (car K est fermé dans le compact K,), K; C K. On a
(K\K;) = (K\Ky))U(Ky \ A)U (A\ F) et donc m(K\ K;) < 4e. Enfin f|Kl est
continue car f|Kl est limite uniforme de la suite de fonctions continues ((f”)|K1 )neN-
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Exercice 3.17 (V.a. mesurable par rapport a une autre v.a.) Dans cet exercice,
on démontre le théoréme 3.31. Soit X et Y deux variables aléatoires réelles définies
sur un espace probabilisé (Q3,.4,P). On veut veut montrer que Y est mesurable par
rapport 2 la tribu engendrée par X (notée t(X)) si et seulement si il existe une fonction
borélienne f de R dans R telle que Y = f(X) (c’est-a-dire, plus précisément, que
Y = f oX).

1. Montrer que si Y est de la forme Y = f(X) ou f est une fonction borélienne de R

dans R, alors Y est t(X)-mesurable.

Corrigé — On rappelle que la tribu engendrée par X est 1(X) = {X~1(B), B € B(R)}.

Soit B € B(R), on a Y-1(B) = X"}(f1(B)). Comme f est borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, o1t R est muni de la tribu borélienne), on a f~'(B) € B(R) et
done X~ (f~1(B)) € ©(X). Ce qui prouve que T est ©(X)-mesurable.

On suppose maintenant que Y est t(X)-mesurable.

2. On suppose, dans cette question, qu’il existe une suite de réels (a;) tels que a; = ai
pour j # k et une suite d’événements (A;) disjoints deux a deux tels que

Y = Zﬂlej.
j

On suppose aussi que U]- A; = Q). Montrer que, pour tout j, A; € 7(X) et qu’il
existe une fonction borélienne f : R — R telle que Y = f(X).

Corrigé — Soit j € N. Comme les A; sont disjoints deux a deux, a; # ay si i # k
et | JiAi=Q,ona Aj = Y’l({a]-}). Comme {a;} € B(R) et Y est t-mesurable, on
en déduit que A;j € t(X). (On rappelle aussi que T(X) C A car X est une v.a. sur
(Q,A,P).)

Pour tout i, il existe B; € B(R) tel que A; = X~ 1(B;) (car A; € ©(X)). Comme les A,;
sont disjoints deux & deux, on a, si i # j, B; N B;N Im(X) = 0 (avec Im(X) = {X(w),
w € Q}). On peut donc supposer les B; disjoints deux a deux en remplagcant chaque
Bi (l > O)par Bi \ Uj<i B]
On pose f =) ;a;lg,. La fonction f est bien une fonction borélienne de R dans R.
Si w € Q, il existe i tel que w € A; (car Q =|J; A;), on a donc X(w) € B; et donc
f(X(w)) =a; = Y(w), ce qui donne bien f(X) =Y.
3. Soit n un entier. On définit la fonction ¢, : R — R par : ¢,(x) = %[nx] ou [-]
désigne la partie entiere. ([x] est le plus grand entier inférieur ou égal a x.)

(a) Montrer que, pour tout x € R, ¢,,(x) converge vers x, quand 1 — +oo.

Corrigé — Soit x € R. Pour tout n € N*, on a 0 < nx —[nx] < 1 et donc 0 <
x—¢u(x) < % ce qui prouve que ¢, (x) — x quand n — oo.
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(b) On pose Y,, = ¢,,(Y). Montrer que Y,, est T(X) mesurable.

Corrigé —  On remarque tout d’abord que ¢y est borélienne. En effet, pour p € Z,
ona c[)Il({p}) =[p,p+1[ € B(R). Puis, pour B € B(R), on a
U [p,p+1[€ B(R).
PEZNB
Soit n € N*. Comme x +— nx est continue, c’est une application borélienne. Par
composition (et produit par (1/n)), on en déduit que la fonction ¢, est borélienne.

On montre alors que Y,, est t(X)-mesurable, comme dans la premiére question car,
pour Be B(R), ona Y,;'(B) = Y~1(¢,,'(B)) € 1(X).

4. Terminer la preuve du théoréme.

Corrigé — Soit n € N*. Comme I’ensemble des valeurs prises par Y,, (définie dans la
troisieme question) est au plus dénombrable, on peut appliquer la deuxiéme question.
On obtient existence de f, : R — R, borélienne, t.q. Y, = f,,(X)

On note A I’ensemble des réels x pour lesquels la suite (f,,(X)),en+ est convergente. A
est donc aussi ’ensemble des réels x pour lesquels la suite (f,,(x)),en+ est de Cauchy.
On en déduit que A € B(R) car A peut s’écrire :

A=V U N 55
neN*NeN* p,q>N

On pose maintenant f(x) =1im,, ., f,(x) six € A et f(x) =0 si x € A®. La fonction
f est borélienne car f est limite simple des fonction boréliennes f,1 ac quand n — oo.

Enfin, si v € Q, on a Y,(w) = f,(X(w)). La troisieme quesnon donne que Y, (w) =
¢ (Y(w)) = Y(w). On a donc X(w) € A et donc f,,(X(w)) — f(X(w)). Ceci donne
Y(w) = f(X(w)). On a bien montré que Y = f(X) avec f borelzenne

Maintenant, on se demande dans quelle mesure la fonction f est unique. On note Px
la loi de X.

5. Soit f et g deux fonctions boréliennes t.q. Y = f(X) = g(X). Montrer que
x(f=g)=1.

Corrigé— Soit B = , f(x) =g(x)}. OnaB=(f-g)71({0}) € B(R )SiweQ,
ona f(X(w))=g(X ( )) Y(w) et donc X( ) € B. Ceci prouve que X1 (B) = Q et
donc que PX(B) P(X~Y(B)) = 1, c’est-a-dire Py (f = g) = 1.

Exercice 3.18 (Composition de v.a.) Soit ((,.4,P) un espace probabilisé. Soit N
une variable aléatoire a valeurs dans N* et (Y,,),en une suite de variables aléatoires
réelles. (c’est-a-dire a valeurs dans R, muni de la tribu des boréliens.) On définit Z par

YweQ, Z(w) = YN(w)(w)-

Montrer que Z est une variable aléatoire.
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Corrigé — Soit B € B(R). Pour n € N, on pose :
A,={N=n}={weQ,N(w)=n}etB, =Y, (B)={Y, € B} = {0 e Q, Y,(w) € B}.
(Noter que I’ensemble des A,,, n € N, forme une partition de Q3.) On va montrer que
Z_I(B) = UneN* (A, NB,).

En effet, pour tout w € Q), on a w € ANy et, Si w € ZY(B), ona Z(w) = YN (w)(w) € B.
On a donc w € AN(y) N BN(w) ce qui donne bien w € | J,cn: (A, N B,,).

Réciproquement, si w € |J,,en+ (A, N By,), il existe n € N* tel que w € A, NB,. On a
donc Z(w) = Y, (w) € B. On a bien montré que Z~'(B) = J, ey (A, N B,).

Comme N et Y, sont des v.a.r, on a A, B, € A, pour tout n € N*. On en déduit que
Z~1(B) € A. Ceci donne bien que Z est mesurable.

N.B. : Une autre démonstration possible est de remarquer que Z =), .« 1 Yy

Exercice 3.19 (Evénements, tribus et v.a. indépendantes) Soit (E, A, P) un espace
probabilisé.

1. (Indépendance de 2 événements) Soit A;, A, € A. Montrer que A; et A, sont
indépendants (c’est-a-dire P(A; N A,) = P(A)P(A,)) si et seulement si les tribus
T({A1}) et T({A,}) sont indépendantes (c’est-a-dire P(B; N B,) = P(B;)P(B,) pour
tout Bl € T({Al}) et B2 € T({Az}))

Corrigé — Onat({A}) =1{0,A;, A}, E} et T({A;}) = {0, A, AS, E}.
Comme les tribus T({A4}) et T({A,}) sont indépendantes on a donc :
P(By N B;,) = P(By)P(B,) pour tout By € {0, Ay, A, E} et tout {0, Ap, A5, E}. (3.3)

En prenant, dans (3.3), By = Ay et B, = Ay, on en déduit que Ay et A, sont indépen-
dants.

Réciproquement, on suppose que Ay et A, sont indépendants. Pour montrer que
T({A1}) et ©({A,}) sont indépendantes, il suffit de montrer (3.3). On remarque tout
d’abord que (3.3) est vraie si By = 0 ou E et si By = 0 ou E (I’hypothese d’indé-
pendance de Aq et A, est méme inutile). Puis, on remarque que I’hypothése d’indé-
pendance de Ay et Ay donne que (3.3) est vraie si By = Ay et B, = A,. Enfin, on
remarque que Cy et C, indépendants implique que C; et C5 sont indépendants. En
effet, ona :

P(C;NCH) =P(C; \(C; NCy)) =P(Cy)-P(C; N Cy).
Comme C; et C, sont indépendants, on en déduit :
P(C; NC5) =P(Cy) - P(C)P(Cy) = P(Cy)(1 = P(Cy)) = P(Cy)P(C)).

En appliquant cette propriété avec C; = Ay et C, = A,, on montre donc que A et
A sont indépendants. En prenant maintenant Cy = A§ et C, = Ay, on montre alors
que A et A, sont indépendants. Enfin, En prenant Cy = A, et C, = Ay, on montre
que A{ et A, sont indépendants. On a ainsi montré que (3.3) est vraie, c’est-a-dire
que les tribus t({A1}) et T({A,}) sont indépendantes.
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2. (Indépendance de n événements, n > 2) Soit n > 2, A4,...,A,, € A. Montrer que
les événements A4, ..., A,, vérifient la propriété

P(ﬂ A;) = ]_[P(Ai) pour tout I C {1,...,n}

i€l i€l

si et seulement si les tribus T({A{}),..., T({A,]}) sont indépendantes (c’est-a-dire
P(NiL, B;) =TT, P(B;) pour tout B; € t({A;}), i € {1,...,n}).

Corrigé —  Pour p €{0,...,n}, on introduit la propriété P, suivante :

P(ﬂ B;) = ]—[P(Bi) si B; e t({A;}) pouri <p et
i=1 i=1

B; € {0,A;,E} pour i > p.
1l est facile de voir que la propriété Py est équivalente a
P(ﬂAi) = ]_[P(Ai)pour tout 1C{1,...,n}.
i€l i€l
La propriété P, signifie que les tribus ©({A1}), ..., T({A,}) sont indépendantes.
Le fait que P,, implique Py est immédiat. On suppose maintenant que Py est vérifiée
et on va montrer que P, est vérifiée. Pour cela, on raisonne par récurrence sur p.
On suppose donc que P,_y est vérifiée pour un p € {1,...,n} et on doit montrer que
Py est vérifice. Pour montrer que P, est vérifiée, il suffit de prendre les B; tels que
B; € t({A;}) pouri<p-1,B, = A; et B, €{0,A;, E} pour i < p et de montrer que
P(N, Bi) =TT, P(B)) (car les autres choix de B, sont directement donnés par
Pp-1)- Or, on a, pour ce choix des B; :

P(ﬁ B;) = P(ﬁ Ci)- P(ﬁ D;),
i=1 i=1 i=1

avec C; =D; =B;sii#p, C, =Eet D, = A,. Enutilisant P,_1 ona P(NL,Ci) =
1 P(Cj) er P(N, D;) =TT1:L, P(D;) et donc :

n
P(()B) = (] [P(BIPE)-P(A,)
i=1 i#p
n
=([ [eBapag) = [r).

i#p i=1
On a ainsi montré que Py est vérifiée. Par récurrence (finie) sur p, on montre donc que
P, est vérifiée, ce qui prouve que les tribus T({A1}),..., T({A,}) sont indépendantes.

3. En donnant un exemple (avec n > 3), montrer que 1’on peut avoir n événements,
notés Ay,..., A,, indépendants deux a deux, sans que les événements A4,..., A,
soient indépendants.
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Corrigé — On prend, par exemple, E = {1,2,3,4}, A = P(E) et P donnée par
P({i}) = i, pour i € {1,2,3,4}. Puis, on choisit Ay = {1,2}, Ay = {1,3} et A5 =
{2,3}). Les trois événements Ay, Ay, Az sont bien indépendants deux a deux (car

P(A;NAj) =P(A;)P(A)) = %‘ sii, je{1,2,3}, i # j)mais ne sont pas indépendants

car 0=P(A; NAyNAz) = & =P(A])P(Ay)P(A3).

4. Soit A € A.

(a) On suppose que A € A; et A € A, etque A; et A, sont deux tribus indépendantes
(et contenues dans .A). Montrer que P(A) € {0, 1}.

Corrigé — Comme A € Ay, A€ A, et que Ay et A, sont deux tribus indépen-
dantes, on doit avoir P(AN A) = P(A)P(A), c’est-a-dire P(A)(1 —P(A)) = 0 et
donc P(A) €{0,1}.

(b) Montrer que P(A) € {0,1} si et seulement si A est indépendant de tous les
éléments de A.

Corrigé — Si A est indépendant de tous les éléments de A, A est indépendant avec
lui méme. On en déduit, comme a la question précédente que P(A) € {0,1}.

Réciproquement, on suppose maintenant que P(A) € {0, 1} et on distingue deux cas.

Premier cas. On suppose que P(A) = 0. On a alors pour tout Be A, ANBC A et
donc (par monotonie de P) 0 < P(ANB) <P(A) =0. On en déduit P(ANB) =0 =
P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant de tous les éléments de A.
Deuxieme cas. On suppose que P(A) = 1. On a alors P(A°) = 0 et, pour tout B € A,
P(ANB)=1-P((ANB)°) =1-P(A°UBF). Or (par monotonie et 6—sous additivité
de P) P(BF) < P(A° U BF) < P(A) + P(B°) = P(B). Donc, P(AS U BS) = P(B) et
donc P(ANB) =1-P(B°) = P(B) = P(A)P(B), ce qui prouve que A est indépendant
de tous les éléments de A.

5.Soitn>1etAy,..., A, €A Montrer que les événements Aq,..., A, sont indépen-
dants si et seulement si les v.a. 14 ,..., 15 sont indépendantes.

Corrigé — Si X est une v.a.r, la tribu engendrée par X est 1(X) = (X"1(B), B €
B(R)}. Pour A € A, on a donc t(1,) = {0, A, A% E}, c’est-a-dire t(1,) = T({A)}).
L’indépendance des événements Aq,..., A, correspond (par la définition 2.58) a
Uindépendance des tribus t({A1}),..., T({A1}). L'indépendance des v.a.r. 1 ,..., 15,
correspond (par la définition 3.29) ) a I'indépendance des tribus T(14,),...,T(14,).
Comme t({A;}) = T(14,), pour tout i, on en déduit que les événements A, ..., A,
sont indépendants si et seulement si les v.a. 1 Apreer 1 A, sont indépendantes.

Exercice 3.20 (Indépendance deux par deux et dépendance globale)

Trouver un espace probabilisé et 3 v.a.r. indépendantes deux a deux mais globalement
dépendantes.
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Corrigé — Un solution simple consiste a reprendre I’exemple donné a la question 3 de
Dexercice 3.19. On prend E = {1,2,3,4}, A ="P(E) et P donnée par P({i}) = zlL’ pour
i €{1,2,3,4}. Puis on choisit Ay = (1,2}, A, = {1,3} et A3 = {2,3} et X; = 1, pour
i =1,2,3. Les trois v.a.r. X1, X, et X3 sont bien indépendantes deux a deux (car les
événements A1, A,, Aj sont indépendants deux a deux) mais ne sont pas indépendantes
(car les événements Ay, A,, Az ne sont pas indépendants).

Exercice 3.21 (Indépendance et indépendance 2 a 2)

Soit (Q,.A,P) un espace probabilisé, et X;, X,, X3 trois v.a.r. indépendantes. On
suppose que chaque X; a pour loi la loi discréte uniforme sur {1,2,3,4,5, 6}. Pour
i#j,onpose A; ;i = {X; = X;}.

1. Pour i # j, calculer P(A; ;).

Corrigé —  Soit i # j. On a, en utilisant I’indépendance de X; avec X, puis le fait
que X; et X; ont pour loi la loi discréte uniforme sur {1,2,3,4,5,6},

6 6
11 1
P(A )= ) P(Xi=KN(X;=k)=) PUX;=kP(X;=k}=672 =
k=1 k=1
2. Montrer que A 5, Aj 3 et A, 3 sont indépendants 2 a 2 mais ne sont pas indépen-
dants.

Corrigé — Pour montrer 'indépendance 2 a 2 des trois événements Aj ), Aj3
et Ay 3, on utilise I'indépendance des trois v.a.r. Xy, Xy, X3 (et pour ce calcul
l’indépendance 2 a 2 des trois v.a.r. suffit) :

P(A12NA3)=P(A12NA3)=P(Ay3N A 3) =P({X; =X, =X3})
6
- ZP({Xl =k N {X, =k} n{X3 =k})
k=1

6
= ) P(X, = KR = KP(Xs = k) = .
k=1

Avec la premiére question, on en déduit bien I'indépendance 2 a 2 de A 5, A 3 et
Ay,

(On a, par exemple, P(A1 , N A;3) =P(A12)P(A3).)

Enfin, pour montrer que A 5, A} 3 et Aj 3 ne sont pas indépendants, on remarque
que

1 1
P(A1oNA13NAy3) =P({X; =X, =X3}) = rvid P(A;)P(A;3)P(Ay3) = &

Exercice 3.22 (De loi uniforme a loi donnée) Soit (E, A, P) un espace probabilisé,
X une v.a.r. et U une v.a.r. de loi ([0, 1]). Soit F la fonction de répartition de X (i.e.
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F(x) = P(X < x) pour x € R). Pour u € R, on définit G(u) de la maniére suivante :

G(u) = inf{x e R; F(x) > u}, si u €]0,1],
G(u)=0, siu €]0,1[.

On pose Y = G(U) (c’est-a-dire Y(w) = G(U(w)) pour tout w € E).
1. Soit u € ]0, 1[, montrer que {x € R; F(x) > u} # 0, inf{x e R; F(x) > u} e Ret

{x e R;F(x) > u} = [G(u), +oo].

Corrigé — Grdce a la propriété de continuité croissante d’une mesure (proposition
2.27) on sait que F(x) — 1 quand x — +oo. 1l existe donc x; € R tel que F(x) > u
pour tout X > x1, ce qui prouve que {x € R; F(x) > u} =z 0 (et G(u) < x1).
Grdce a la propriété de continuité décroissante d’une mesure (proposition 2.27) on
sait que F(x) — 0 quand x — —co. 1l existe donc x, € R tel que F(x) < u pour tout
x < xp, ce qui prouve que inf{x € R; F(x) > u} € R (et G(u) > x,).
Comme F est une fonction croissante, I’ensemble {x € R;F(x) > u} est donc un
intervalle dont les bornes sont G(u) et +co. Enfin, la continuité décroissante de F
donne la continuité a droite de F et donc le fait que G(u) € {x € R; F(x) > u}, ce qui
donne bien

{x e R;F(x) = u} = [G(u), +oo].

2. Montrer que Y est une v.a.r..

Corrigé — La fonction G est une fonction de R dans R, croissante sur 0, 1[ et nulle
sur le complémentaire de 10, 1[. Pour tout o € R, I’ensemble G~ ([a, +0oo[) est donc
un intervalle inclus dans 10, 1[ auquel on ajoute 10, 1[¢ si o < 0. On a donc

G ([a, +o0[) € B(R) pour tout « € R.

Ceci prouve que G est une fonction borélienne. Par composition de fonctions mesu-
rable, G(U) est donc mesurable de E muni de la tribu A dans R muni de la tribu
borélienne. Ceci montre que G(U) est une v.a.r.

3. Montrer que Y a la méme loi que X. [On pourra montrer que P(G(U) < x) =P(U <
F(x)), pour tout x € R.]

Corrigé — Soit x € R et u €]0, 1], la question 1 montre que
F(x) > u <= x = G(u).
On a donc, pour w € E,
U(w) €]0,1[ et F(x) = U(w) < U(w) €]0,1[ et x = G(U(w))
Comme U a pour loi U([0,1]), on a P({w € E t.q. U(w) ¢]0,1[}) = 0. L’égalité
précédente donne donc
P({w € E .. F(x) 2 U(w)}) = P(fw € E 1.4. x > G(U(w))}).
c’est-a-dire P(G(U) < x) = P(U < F(x)). Enfin, soit x € R. Comme U ~ U([0,1]) et
F(x) € [0,1] on a P(U < F(x)) = F(x). On a donc P(G(U) < x) = F(x) = P(X < x).
Les v.a.r. X et Y ont méme fonction de répartition et donc méme loi.

U
<
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Exercice 3.23 (Limite croissante d’une suite de v.a.r.) Soit (E, A,P) un espace
probabilisé, Y une v.a.r., (X,,),cy une suite de v.a.r. et X une application de E dans
R. On suppose que X,, T X, quand n — +o0, et que X,, et Y sont indépendantes, pour
tout n € N. Montrer que X est une v.a.r. et que X et Y sont indépendantes. (NV.B. La
conclusion est encore vraie sans la croissance de la suite X,,.)

Corrigé — La fait que X soit une v.a.r. découle des propriétés de stabilité des fonctions
mesurables (voir la proposition 3.19).

Rappel Soit A € B(R). On rappelle que X' (A) = {w € E t.q. X(w) € A}. Cet ensemble
est souvent noté, de maniere abrégée, {X € A}. On rappelle aussi que (par définition)
deux v.a.r, X et Y, sont indépendantes si 6(X) et o(Y) sont indépendantes, c’est-a-dire
Si

P(X1(A) N Y }(B)) = P(X"1(A))P(Y"1(B)) pour tout A, B € B(R).
La démonstration du fait que X et Y sont indépendantes se fait alors deux étapes. Dans
une premiere étape, on montre que X et Y sont indépendantes si et seulement si
P({X <a}n{Y <b}) = P({X < a})P({Y < b}) pour tout a,b € RU {+o0}. (3.4

Cette étape (un peu difficile a ce niveau du cours), tres intéressante, est une conséquence
de la proposition 2.31.

On conclut a lindépendance de X et Y dans la deuxiéme étape.

Etape 1 1l est clair que si X et Y sont indépendantes, on a bien (3.4). Ceci est dii au fait
que | — oo, c] est un borélien de R pour tout ¢ € R.

On suppose maintenant que X et Y sont deux v.a.r. satisfaisant (3.4) et on va montrer
qu’elles sont indépendantes.

On pose C = {]—oo,c], c € R}U{] — o0, +00[}. On sait que C engendre B(R). Il est clair
que C est stable par intersection finie et que R € C. La proposition 2.31 nous donne
donc que deux mesures finies sur B(R) égales sur C sont égales sur tout B(R). On va
utiliser deux fois cette proposition.

Soit b € RU {+o0}. pour tout A € B(R), on pose
m(A)=P({X e A}n{Y <b}), w(A) =P({X € A})P({Y < b}).

1l est facile de voir que m et y sont deux mesures finies sur B(R), égales sur C. La
proposition 2.31 donne alors m =y sur B(R). on a donc

P({X € A)N{Y < b}) = P({X € A)P({Y < b))

pour tout A € B(R) et tout b € RU {+00}. On fixe maintenant A € B(R) et on pose pour
B € B(R),

(B) = P({X € A}n{Y € B}), fi(B) = P({X € A)P({Y € B}).

11 est facile aussi de voir que 1 et i sont deux mesures finies sur B(R), égales sur C. La
proposition 2.31 donne alors 11 = fi sur B(R). on a donc finalement

P({X € A} N {Y € B}) = P({X € A})P({Y € B}) pour tout A, B € B(R),

ce qui prouve que X et Y sont indépendantes.
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Etape 2 Soit a,b € RU {+00}. On veut montrer que P({X < a}N{Y <b}) =P({X <
a})P({Y < b}). Comme X,, et Y sont indépendantes, on a, pour tout n € N,

P({X,, <a}n{Y <b}) =P({X,, <a})P({Y < b}). (3.5)
La suite X,, étant croissante, on a {X,,1 < a} C {X,, < a} pour tout n € N. Comme la
suite X,, converge simplement et en croissant vers X, on a {X < a} = (), en{X, < a}. La
continuité décroissante de P donne alors

P({X<a})= lirp P({X, < a}).
n—+o00
De méme, on a ({X,;1 <a}n{Y <b}) c ({X,, < a}n{Y < b}) pour tout ne N et
(X <aln{Y <b}) = N,enUXy < a}N{Y < b}). La continuité décroissante de P donne

aussi
P({X <aln{Y <b}) = lim P({X, <a}n{Y <b}).

n—+oo

En passant a la limite dans (3.5), on obtient donc P({X < a} N{Y < b}) = P({X <
a)P({Y < b}). Grace a l’étape 1, on a donc bien montré ’indépendance de X et Y.

Exercice 3.24 (Construction de v.a.i. de lois uniformes) Soit (E,.4,P) un espace

probabilisé.

1. Soit (Uy,),;en» une suite de v.a.r.i.i.d. avec P(U,, = 0) = P(U,, = 1) = 1/2. Montrer
que V, définie par V=), ., U,27" est une v.a. de loi 2/([0, 1]).

2. Soit Uy, ¢, n,k > 1, des v.arii.d. avec P(U, , = 0) = P(U, x = 1) = 1/2. Montrer
que les v. a. V,,, n > 1 définies par V,, = ) ;-4 Un,kZ‘k sont des v.a.r.i.i.d. de loi
U([o,1J).

Exercice 3.25 (Loi du produit de la loi exponentielle par +1) Soit (Q,.A,P) un
espace probabilisé et X, Y deux v.a.r. indépendantes. On suppose que X suit une loi
exponentielle de parametre A (avec A > 0), c’est-a-dire que la fonction de répartition de
X est donnée, pour tout a € R, par P({X < a}) = f_aoof(t)dt avec f définie par f(x) =
Aexp(=Ax)1g 4o0[(X). (comme f est continue, il s’agit ici de Iintégrale impropre
d’une fonction continue.) Nous verrons au Chapitre 4 que ceci signifie que Py est la
mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. On suppose que Y est t. .
P({Y =1}) = P({Y = —1}) = 1/2. Donner la loi de XY.

Corrigé — Compte tenu de la définition de Py donnée ci dessus, on a P({X <a}) =0
poura<0etP({X <a})=1-e"* poura>0.

On calcule maintenant la fonction de répartition de XY (ce qui détermine la loi de XY).
Soit a € R. Comme Y ne prend presque stirement que les valeurs 1 et —1, on a
PUXY <a})=P{Y=1}n{X<a})+P{Y =-1}Nn{X > -a}).
Comme X et Y sont indépendantes et que P({Y = 1}) = P({Y = —1}) = 1/2, on obtient
1 1
P({XY <a}) = EP({X <a})+ EP({X > —a}).

On en déduit que pour a < 0 ona P({XY < a}) = %e‘”‘ etpoura>0,onaP({XY <a})=
1- %e“”‘. Ceci montre que la fonction de répartition de XY est donnée, pour tout a € R,
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par P({XY < a}) = f_uoo g(t)dt avec g définie par g(x) = %exp(—XIxI). (c’est-a-dire que
la loi de la v.a.r. XY a aussi une densité, par rapport a la mesure de Lebesgue, et cette
densité est la fonction g.)

Exercice 3.26 (Convergence en mesure) Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en
une suite de fonctions mesurables de E dans R.

1. Montrer que s’il existe f et g fonctions mesurables de E dans R telles que (f,),en
converge en mesure vers f et g, alors f = g p.p..

[On pourra commencer par montrer que, pour tout 6 > 0, m({x € E; |f(x) — g(x)| >

0}) =0.]

Corrigé — Pourh : E— R et d> 0, on note toujours {h > 6} = {x € E; h(x) > o},
(h>6={xe€E; hix) 206}, (h<d ={x€E; h(x) <6 er{h<d ={xe€E;
h(x) < 8}.

Soit &> 0. Pour tout x e E et tout n € N, on a |f (x) — g(x)| < |f (x) — f, ()| + | f(x) —

g(x)|. On en déduit {|f — f,| < %} N{lf, —gl < %} C{lf — gl < d} et donc, en passant
au complémentaire,

(1 ~gl> 3 < (f = fl > 2V Ullfy —gl > 5} (6

Par sous additivité de m, on a donc m({|f —g| > 8}) < m({lf—fnl > %})+m({|fn—g| >
%}). En passant a la limite quand n — +co, on en déduit m({|f — g| > o}) =

On remarque maintenant que {x € E; f(x) = g(x)} = {|f — gl > 0} UneN If —
gl> = } et donc, par o-sous additivité de m, on obnent m({x € E; f gx)}) <
Z;":lm {If - g|> 1) =0etdonc f =g p.p.

2. Montrer que si (f,),en € M converge en mesure vers f € M et (g,,),en € M
converge en mesure vers g € M, alors (f,, + g,)uen C M converge en mesure vers

f+geM.

Corrigé — Soit d > 0. En reprenant la démonstration de (3.6), on montre que

(1 +8 (8l > 81 CIf £l > S} Ullg ~ gl > 5}

Par sous additivité de m, ceci donne m({|f + g — (fu + gu)| > &) < m({|f - ful >

3))+ mllg - gul > 3)) et donc que m({|f +g - (fn+gn)|>a}>e0quandne+oo

On a bien montré que f, + g, — f + g en mesure quand n — +oo.

3. On suppose maintenant que m est une mesure finie. Montrer que si (f,),eny C M
converge en mesure vers f € M et (g,),eny C M converge en mesure vers g, alors
(f £1)neny C M converge en mesure vers f g € M.
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[On pourra commencer par montrer que, si (f,),en C M converge en mesure vers
f € M, alors, pour tout € > 0, il existe ng et kg € N tels que, si n > ng et k > ko,
ona m({x € E; |f,(x)| > k}) < e.] Donner un contre-exemple au résultat précédent
lorsque m(E) = +c0.

Corrigé — Pour k € N et n €N, la démonstration de (3.6) donne ici {|f,| > k} C
{1f1> £)UlIfy— 1> &) et done

w1 > K < mllf1> S+ il 1> 51 X))

On pose Ay = {|f| > }.Ona (Ag)ken CT, Agy C Ay pour tout k € N et (eny Ax =
O (car f prend ses valeurs dans R). Comme E est de mesure finie, on a m(Ay) < oo
(pour tout k) et on peut appliquer la continuité décroissante de m. Elle donne :

m(Ay) — 0, quand n — +oo. (3.8)

Soit € > 0. Par (3.8), il existe kg € N tel que m(Ay,) < 5. Par la convergence en

mesure de f, vers f, il existe alors ny tel que m({|f, —f| > k20} < 5 pour tout
n > ng et 'inégalité (3.7) donne m({|f,| > ko}) < & si n > ngy. On en déduit (comme
{Ifal > K} CHIful > Ko} si k > ko) :

n>ng, k>ky = m({f,]> k) <. 3.9)

On montre maintenant que f,g, — f g en mesure.

Soit &> 0, on veut montrer que m({|f, g, — f gl > 8} — 0 quand n — +oo. Pour cela,
on remarque que |f,g, — gl < |fullg, — gl + |gllf, — f1. Pour k € N*, on a donc

il <K N llgu— 81 < aed sl <K A Ify 1< o) g~ 1 <)

et, en passant au complémentaire,

) )
(1fugn = £21> 0} {1ful > K1 U llgu — 81 > 51 U8l > K1 U 1fu = 1> 50},

ce qui donne

m({|fugn — f&l> 0} < m({|ful > k}) + m({lg, — g1 > -
+m({lgl > k}) + m({|f, — f1 >

Soit € > 0. Il existe kg et ng de maniére a avoir (3.9). En utlllsant (3.8) avec g au
lieu de f, il existe aussi ky tel que m({|g| > k}) < € pour k > ky. On choisit alors
k = max{kgy, k}. En utilisant la convergence en mesure de fn vers f et de g, vers
g, il existe ny tel que m({|g, — gl > 2k}) <eet m({l|f, - f|> 2k}) < & pour n = ny.
Finalement, avec ny = max{ng, n} on obtient :

%k (3.10)

n>ny = m({|f.g, - fgl > d}) < 4e.

Ce qui prouve la convergence en mesure de f,g, vers f g, quand n — +oo.



154 CHAPITRE 3. FONCTIONS MESURABLES, VARIABLES ALEATOIRES

Pour obtenir un contre-exemple a ce résultat si m(E) = oo, on prend (E,T,m) =
(R, B(R), \). Pour n > 1 on définit f,, par f,(x) = %pour tout x € R et on définit g,
par g,(x) = x pour tout x € R. Il est clair que f, — 0 en mesure, g, — g en mesure,
avec g(x) = x pour tout x € R, et f,,g, > 0 en mesure car m({|f,,g,| > d}) = co pour
tout n € N* et tout 6> 0.

Exercice 3.27 (Convergence p.u. et convergence p.p.) Soient (E, T,m) un espace
mesuré, (f,),en C M (c’est-a-dire une suite de fonctions mesurables de E dans R) et
f € M. On suppose que f, — f presque uniformément (c’est-a-dire que pour tout
e> 0 il existe A € T tel que m(A) < eet f, — f uniformément sur A°). Montrer que
fu— f p-p-» quand n — +oo.

Corrigé — Soit A,, € T tel que m(A,,) <
A = (Nen+ Ay, de sorte que A € T et m
ne N

Soit x € AS, il existe n € N* tel que x € AS, et on a donc f,(x) — f(x) quand n — +oo.
Comme m(A) = 0, ceci donne bien f,, — f p.p., quand n — +oo.

fn — f uniformément sur AS,. On pose

1
= et
n
(A) = 0 car m(A) < m(A,) < % pour tout

Exercice 3.28 (Théoréme d’Egorov) Soient (E, T, 71) un espace mesuré fini, (f,),en
une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une fonction mesurable de E dans
R. On suppose que f,, — f p.p., lorsque 1 — +co.

Pour j € N* et n € N, on définit :

;_n

An]:{xilf( — fulx = etBn] UAp]
] p>7’1
1. Montrer que a j fixé, lim m(B, ;) = 0.
n—+oo
Corrigé —  On remarque d’abord que A, ; = (|f — ful)” [ ,o0[) €T car|f - ful €

M. On a donc aussi B, ; € T.

D’autre part, comme f,, — f p.p., lorsque n — +oo, il existe C € T tel que m(C) =0
et f,(x) = f(x), quand n — +oco, pour tout x € C°.

On va montrer que m(B,, ;) — 0, quand n — +oo (on rappelle que j € N* est fixé),
en utilisant la continuité décroissante de m. On remarque en effet que m(B,, ]) < o0
(pour tout n € N) car m(E) < oo (et c’est seulement ici que cette hypothése est utile),
puis que B,y ; C B, j pour tout n € N. La continuité de décroissante de m donne

donc
m(B,,;) = m(( ) By)
neN

Or; si X € (eN B,,j, ona x € B, ; pour tout n € N. Donc, pour tout n € N, il existe
p=ntel que x € A, j, c’est-a-dire | f (x) = f(x)| > 1 . Comme j est fixé, ceci montre
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que f,(x) > f(x) quand n — +oo, et donc que x € C. On en déduit que (e By, j C
C et donc que m((,,en By, ;) = 0 et finalement que m(B,, ;) — 0, quand n — +oo.

2. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A tel que m(A) <eet f,, — f uniformément
sur A€ lorsque 1 — +o00. En déduire le théoreme d’Egorov (théoreme 3.39).

[On cherchera A sous la forme : U Bn},, j» avec un choix judicieux de n;.]
jeN*
Corrigé — Soit € > 0. Pour tout j € N*, la question précédente donne qu’il existe

n(j) € N tel que m(B,, ;) < z_g] On pose B = UjeN* By(j),j» de sorte que B €T et, par

o-sous additivité de m :
(o]

m(B) < Zm(Bn(]-),j) < 22—8] =&

j=1 j=1
On montre maintenant que f,, — f uniformément sur B¢ (ce qui conclut la question
en prenant A = B).
Comme B = UjeN*(UPZn(j) Ay, ]-) on a, en passant au complémentaire,

=) A

JEN* p>n(j

Soit 1> 0. Il existe j € N* tel que 7 < 1. Soit x € BY, comme x € (,5(j) AC
donc x € Am pour tout p > n(j), c’est-a-dire :

1
pZi’l :lfn f 5;511

Comme n(j) ne dépend que de j (et donc que de 1) et pas de x € B, ceci prouve la
convergence uniforme de f, vers f sur B.

3. Montrer, par un contre—exemple, qu’on ne peut pas prendre € = 0 dans la question
précédente.

Corrigé — On prend, par exemple, (E, T,m) = (]0,1[,B(]0, 1[, ) (plus précisément,

A est ici la restriction a B(]0,1[) de A, qui est une mesure sur B(R)).

Pour n € N*, on prend f,, = 1]07;[, de sorte que f,, — 0 p.p., quand n — +oo (et méme,

fn(x) = 0 pour tout x €]0,1]).

Soit maintenant B € B(]0, 1[) tel que A(B) = 0. On va montrer que f, ne peut pas

tendre uniformément vers 0 sur B (ceci prouve bien qu’on ne peut pas prendre € = 0

dans la question précédente, c’est-a-dire € = 0 dans le théoreme d’Egorov).

Soit n € N*, Il est clair que BN]0, L 2[# 0. En effet, sinon on a ]0, L +[C B et donc
=(]0, %[) < AMB) = 0. Il existe donc x € B¢ tel que f,(x)=1.Ona donc

sup [fu(x)l = 1,

xeB¢
ce qui prouve bien que f, ne tend pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — +co.
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4. Montrer, par un contre—exemple, que le résultat du théoréme d’Egorov est faux
lorsque m(E) = +oo.

Corrigé — On prend, par exemple, (E, T,m) = (R, B(R)A).

Pour n €N, on prend f,, = 1y, 11|, de sorte que f,, — 0 p.p., quand n — +oo (et
méme, f,(x) — 0 pour tout x € R).
Soit maintenant 0 < e < 1 et B € B(R) tel que AM(B) < €. On va montrer que f,, ne peut

pas tendre uniformément vers O sur B (ceci prouve bien que le théoreme d’Egorov
peut étre mis en défaut si m(E) = o).

Soit n €N, 1l est clair que B°N]n,n+ 1[= O (car sinon, |n,n+ 1[C B et donc 1 =
A]n,n+ 1[) < MB) < &, en contradiction avec € < 1). Il existe donc x € BE tel que
fu(x) =1. On a donc

sup|fu(x)| =1,

xeB¢

ce qui prouve bien que f, ne tend pas uniformément vers 0 sur B¢, quand n — +co.

Exercice 3.29 (Convergence en mesure et convergence p.p.) Soient (E,T,m) un
espace mesuré, (f,),cn une suite de fonctions mesurables de E dans R, et f une
fonction mesurable de E dans R. On rappelle que, par définition, la suite (f,),cn
converge en mesure vers f si:

Ve>0, nl_i)rilmm({x e E;|fu(x)— f(x)]>¢€}) =0.

1. On suppose dans cette question que m(E) < +oo.

(a) Montrer que si (f,,),cn tend vers f presque partout, alors (f,,),cn tend vers f en
mesure [Utiliser le théoreme d’Egorov.]

Corrigé — Soit € > 0, on veut montrer que m({|f, — f| > €}) = m({x € E;|f,(x) -
f(x)|>¢€}) = 0, quand n — +oo, c’est-a-dire que
V¥ >0, dny, t.q.

nxmng=m({|f, - fI>e}) <o. (3.11)

Soit donc 6 > 0. D’apres le théoreme d’Egorov (théoreme 3.39 page 132), il
existe A € T tel que m(A) < o et f,, — [ uniformément sur A°. La convergence
uniforme sur A° nous donne donc Iexistence de ny tel que, |f,(x)— f(x)] < e
pour tout x € AS, si n > ngy. On a donc, pour n > ny, {|f, — f| > e} C A, et donc
m({|f,, — f| > €}) < m(A) <. On a bien montré (3.11) et donc la convergence en
mesure de f, vers f, quand n — +oco.

(b) Montrer par un contre—exemple que la réciproque de la question précédente est
fausse.
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Corrigé — L’exemple donné ici sera repris au début de la section 4.7 pour montrer
que la convergence dans L' n’entraine pas la convergence presque partout.

On prend (E, T,m) = ([0, 1[, B([0,1[), A) (on a bien m(E) < o) et on construit ainsi
la suite (f,)nen -

Soit n € N. Il existe un unique p € N* et {e—Lp l)p <n< p(p+1)
(p=Lp 1)p

. On pose alors k =

(p+1) (p-1)p

n— et on prend f, = 1[k Bl Ilfautnoter ici que k+1 < BPr -5 =p

et donc k;;l <1.

Lorsque n — +o0, on a p — oo et donc m({|f,| > 0}) = 11—7 — 0, ce qui prouve, en
particulier, que f,, — 0 en mesure, quand n — +oo.

Enfin, on remarque que, pour tout x € [0,1], f,(x) /> 0 quand n — +oco. En effet,
soit x € [0,1]. Soit p € N*. Il existe alors (un unique) k € {0,...,p — 1} tel que

[Z k;l[ (p- 1p+k On a ainsi

construit f(p peN* sous-suite de (fy)nen (car @ est strlctement croissante de N*
dans N), t.q. f(p x) 7> 0 quand p — +oo (puisque fop)(x) =1 pour tout p). Ceci
montre bien que fn x) /> 0 quand n — +co.

de sorte que fo(p)(x) =1 en choisissant ¢(p) =

On ne suppose plus que m(E) < +co mais on suppose maintenant (pour la suite de
I’exercice) que la suite (f,),cn converge en mesure vers f.

2. Montrer que la suite (f,,),cn est de Cauchy en mesure c’est-a-dire que

Ye>0,¥6>0,dn € N;p,q > n= m({x € E;|f,(x) - fy(x)| > &}) < o.

Corrigé —
Notation : Pour g fonction de E dans R et a € R, on note toujours {g > a} I’ensemble
{x € E; g(x) >a}.
Soit £ >0 et 6> 0. Soit p,q € N. On commence par remarquer que |f,(x) - f,(x)| <
fp(x) = f ()| + | fg(x) = f (x)|. On en déduit que
{|fp _fql >2¢} C {|fp —fl>¢gu {|fq —fl>¢.
On a donc
m({lfp = fol > 2e}) < m({lfp = fI> &) + m({lfg = f1> &}).
Comme f, — f en mesure, il existe ng tel que
nznog=m({|f, - fl>€)<d
On a donc

p,q =ng = m({|f, — fgl > 2¢}) < 20.

Ceci montre bien que la suite (f,),en est de Cauchy en mesure.

3. Montrer qu’il existe une fonction mesurable g et une sous-suite de la suite (f,,),en,
notée (fo(n))nen (avec @ strictement croissante de N dans N), vérifiant la propriété
suivante :
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Pour tout ¢ > 0 il existe A € T tel que m(A) < ¢ et tel que (fo(n))nen converge
uniformément vers g sur A°.

[On pourra construire ¢ strictement croissante de N dans N et une suite (A,;) ey
d’éléments de T t.q. m(A,) < 27" avec A, = {x € E;|fo(ns1)(X) = fo(n)(x)] > 27"}
pour tout 7. Puis, chercher A sous la forme (i, Ak, ol p est convenablement
choisi.]

Corrigé — D’aprés la question précédente, la suite (f,,),en est de Cauchy en mesure.
Pour tout n € N, il existe donc (en prenant € = & = 27" dans la définition donnée a la
question précédente) \p(n) € N tel que

p,q =z ¥(n) = m({lf, = fol > 27" <27
Pour obtenir, a partir de \, une fonction strictement croissante de N dans N on choisit
alors @(0) = P(0) er @(n) = max{\P(n), (n—1)+1} pour n > 1. On obtient bien une
fonction @ strictement croissante de N dans N et, comme @(n+ 1) > ¢@(n) > P(n), on
a, pour tout n € N,

m(A,) < 27" avec A, = {|f<p(n+1) _f(p(n)| >27",.
Pour construire la fonction g, on pose maintenant B, = Ugs, Ay et B = NpenBy. On

va montrer que pour tout x € B la suite (fo(n)(x))nen converge dans R (et g(x) sera
alors défini comme étant la limite de cette suite).

Soit x € B®. Il existe donc p € N tel que x € By,. Ceci donne x € A pour tout k > p,
c’est-a-dire
k> p = |fo(in) (%) = foum () < 275, (3.12)

On en déduit que la serze de terme général f(P n+1)( fq, (n)(x) converge dans R et
donc que la suite ( f‘P (n)(X))nen converge dans R. En eﬁ‘et pour passer de la série a la
suite, il suffit de remarquer que

n—1
Fotm)() )+ Z Folks1)(%) = fo(io (%)): (3.13)

On a donc montré que pour tout x € B¢ la suite (fo(n)(X))nen converge dans R et on
pose alors

g(x)= lim_fo)(x)six €B".

La fonction g est ainsi définie sur BC. Pour qu’elle soit définie partout, on pose
g(x) = 0 sur B. La fonction g est bien mesurable car est la limite simple des fonctions
fq)(n) 1ge qui sont toutes mesurables (noter, en particulier, que B € T car les A,, sont
tous dans T).

Soit p € N. On remarque maintenant que sur By, la série de terme général fo(n41)(x)
= fo(n)(x) converge uniformément (grdce a (3.12)). La suite (fo(n))nen converge donc
aussi uniformément sur Bf, (grace a (3.13)). Or, par c-sous additivité de m, on a

+00 +00
m(B,) <) m(Ag <) 27k=27pt,
k=p k=p
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Soit ¢ > 0. En prenant A = B, avec p € N tel que 2Pt < e on a donc m(A) < ¢ et
( f(P(n)),,eN converge uniformément (vers g) sur A°.

Enfin, on peut aussi remarquer que (fo(n))nen converge p.p. vers g car (fo(n)(X))nen
converge vers g(x) pour tout x € B et la continuité décroissante de m donne m(B) =
lim,_, ;o m(B,) = 0.

4. Montrer qu’il existe une sous-suite de la suite (f,,),cn qui converge vers f presque
partout. [On pourra commencer par montrer que la suite (fo(n)nen construite a la
question précédente converge presque partout et en mesure.

Corrigé — On reprend les notations et résultats du corrigé de la question précédente.
On sait déja que la suite ( f(p(n))neN converge p.p. vers g. On montre maintenant qu’elle
converge en mesure vers g.

Soit € >0 et 6> 0. Il existe p € N tel que m(By) < 5. Comme (fo(n))nen converge
uniformément sur By, vers g, il existe ng € N tel que |fo()(x) — g(x)| < & pour tout
n > n et tout x € B,. On a donc

nzny= {|f(p(n) _gl 2 &} c Bp = m({lf(p(n) _gl 2 E} < m(Bp) <o.
Ceci montre bien que (fo(n))nen converge en mesure vers g.

Comme on a déja, par hypothese, que ( f@(n))neN converge en mesure vers f, on a
donc f = g p.p. (voir la premiére question de I’exercice 3.26). Finalement, on obtient
donc la convergence p.p. de la suite (fo(n))nen vers f.

Exercice 3.30 (Convergence en mesure et produit)

Soient (u,,),en une suite de fonctions boréliennes de R dans R (c’est-a-dire mesurables
de R dans R lorsque R est muni de sa tribu borélienne) et # une fonction borélienne
de R dans R.

On suppose que u,, — u en mesure, quand 1 — +oo.

1. Montrer que u2 (pour tout 7 € N) et u? sont des fonctions boréliennes de R dans R.

Corrigé —  On peut, par exemple, remarquer que les fonctions u> (pour tout n € N)
et u? sont des produits de fonctions boréliennes. Elles sont donc boréliennes (voir la
proposition 3.19).

2. On suppose, dans cette question, que u est bornée. Il existe donc C > 0 telle que
|u(x)| < C pour tout x € R.

(a) Soit & > 0. Montrer que, pour tout & > 0, {|u,, — u] < 8} C {Ju? — u?| < 5(2C + ).
En déduire qu’il existe 0 > 0 (ne dépendant que de C et ¢) tel que (pour tout
neN) {luz —u?| > e} C{lu,—ul>a).
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Corrigé — Soit 0 > 0. Soit x € R tel que |u,,(x) — u(x)] <o, on a alors |u,(x)| <
|14, (x) — u(x)| + |u(x)] < C+ 6 et donc
i3 (x) = 12 ()] = Lty () = 10 (0t () + 24 ()] < oty (30) = 2214y, ()| + |t ()]
<y (x) — u(x)|(2C+ 06) < 5(2C + o).
Ce qui donne bien {|u,, — u] < 8} C {|u2 — u?| < 5(2C +9).
En choisissant 6 > 0 tel que 6(2C + ) < € (ce qui est possible car limg_,( 6(2C +
0) = 0), on en déduit

{lu2 —u?| > e} c {|u? —u?| > 8(2C+ )} C {|u, — u| > d).

(b) Montrer que u% — u? en mesure quand 1 — +oo.

Corrigé — Soit ¢ > 0. On choisit & > 0 tel que {|u?—u?| > &} C {|u,—u| > 8} (pour
tout n). On a donc \({|u2—u?| > e}) < X({|u, —u| > 8}). Comme u,, — u en mesure,
on alim,_,, o M{|u, —u| > 8}) = 0 et donc lim,,_, .o, A\({Ju2 — u?| > €}) = 0. Ce
qui prouve que u’ — u? en mesure.

3. Dans cette question, on ne suppose plus que u est bornée mais on suppose qu’il
existe une partie compacte, notée K, de R telle que u(x) = 0 pour tout x € K¢ (une
telle fonction est dite “a support compact”).

(a) Donner un exemple d’une fonction u non bornée et & support compact.

[On pourra, par exemple, prendre K = [0,1].]

Corrigé — On peut, par exemple, choisir u définie par u(x) = 1/x si x €]0,1[ et
u(x) =0 si x )]0, 1[. La fonction u est non bornée et nulle hors de [0, 1] (qui est
bien une partie compacte de R).

(b) Montrer que A\(K) < +co0.

Corrigé — La partie K est compacte, elle est donc bornée. On choisit alors a > 0
tel que K C [—a, a]. On en déduit A\(K) < 2a < +oo0.

(¢) Montrer que lim,,_, o, A({lu[ > p}) = 0.

Corrigé —  Pour tout p € N, on pose C, = {|u| > p}. On a, pour tout p, C,,; C C,
et M(Cp) < MK) < +o0 (car C, C K) et NpenCp = 0. La continuité croissante de A
donne alors que

lim MCp) = MNpenCy) = AM0) = 0.

p—>+oo

(d) Montrer que u2 — u? en mesure quand 1 — +co.
[On pourra commencer par remarquer que, pour tout € > 0 et p € N, il existe 9,
ne dépendant que p et ¢, tel que (pour tout n € N) {ju| < p} N {ju? —u?| > ¢} C

{lun - u| 2 6}]
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Corrigé — Soit € > 0 et p € N. Le raisonnement fait a la question 2(a) montre
que pour tout 0> 0 on a
({u < py O {luy —u] <)) € ({u < p} N {lug —u?| < 3(2p +9))),
et donc qu’il existe d > 0 (ne dépendant que de p et €) tel que (pour tout n € N)
({u < pyn{luy - 2 ) € ({u < p} O {Ju, — ul 2 3)).
On en déduit en particulier que, pour tout n € N,
({lul < py O {lug = u?] > ) € {Juy — u] > 8). (3.14)

On va maintenant montrer que lim,,_,, o{|u2 —u?| > ¢} = 0.

Soit > 0. On choisit d’abord p € N tel que AM({|u| > p}) < 11 et on choisit & > 0 (ne
dépendant que de p et ¢ et donc que 1 et €) tel que (3.14) soit vraie pour tout n € N.

On a alors pour tout n € N

{lu2 —u?| > e} c{lul > p} U ({u < pyn{lud —u?| > &)  {lul > p} U {ju, —u] > &}

et donc
Ml =1 = ) < M({Jul > p)) + A({fu, = ul = 8)) <1+ A({Juy —ul = 3)).
Comme u,, — 1 en mesure, il existe ng tel que A{|u, —u| > 8}) < 1 pour n > ny et
donc
n>ng= M{ju2—u?|>¢€}) <2n.

Ce qui prouve que u*> — u? en mesure.

(e) On remplace maintenant I’hypothese u(x) = 0 pour tout x € K¢ par “Il existe
M > 0 telle que |u(x)] < M pour tout x € K. A t-on toujours u? — u? en

mesure quand 1 — +oco0 ?

Corrigé —  Oui, on a toujours u> — u? en mesure quand n — +co. Le raisonne-

ment des questions 3(c) et 3(d) est toujours juste en remarquant, pour la question
3(c), que M(Cp) < +oosip>M.

4. Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement u,, et
u), qu’on peut avoir u,% 4> u? en mesure.

[On pourra, par exemple, choisir pour u la fonction u#(x) = x pour tout x € R.]

Corrigé — On prend u(x) = x et u,(x) = x+ 1/n pour tout x e R et neN*. On a
bien u, — u en mesure. Pour tout x € R, on a u?(x) — u®(x) = 2x/n+1/n%. On en
déduit que

AM{u2(x)) — u?(x)) > €}) = +oo pour tout £ > 0 et tout n € N*.

: 2 2
Ce qui montre que u;;, /> u” en mesure.

Exercice 3.31 (Convergence en mesure et fonctions continues) Cet exercice géné-
ralise I’exercice 3.30. Soit (€2, A, m) un espace mesuré, (X,,),,cy une suite de fonctions
mesurables de () dans R et X une fonction mesurable de (O dans R. On suppose que
X, — X en mesure, quand n — +oco.
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1. Soit ¢ une fonction uniformément continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) —
¢@(X) en mesure, quand n — +oo.

Corrigé — Soit € > 0. Comme @ est uniformément continue, il existe 1) > 0 tel que
=yl<n=lpx)-e@)l<e
On a donc {|o(X,) — @(X)| > &} C{IX,, - X| > n} er
m({lo(Xy) —@(X)| > e}) < m({[X,, = X[ >n}).
Comme X,, — X en mesure, on a lim,,_, ., m({|X,, — X| > n}) = 0, on a donc aussi
Tim m({lp(X,) - p(X)| > e]) = 0.

Ce qui prouve que @(X,,) = @(X) en mesure, quand n — +oo.

2. On suppose, dans cette question, que m est finie (par exemple, la mesure m peut
étre une probabilité, on a alors m((2) = 1, les fonctions mesurables sont des v.a.r. et
la convergence en mesure est la convergence en probabilité). Soit ¢ une fonction
continue de R dans R. Montrer que ¢(X,,) — ¢(X) en mesure, quand 1 — +oo.
[On pourra commencer par remarquer que lim,_, ., m({|X| > a}) = 0.]

Corrigé — Le fait que lim,_,,, m({|X| > a}) = 0 est une conséquence de la conti-
nuité décroissante d’une mesure (on utilise ici que m est finie).

Soit e> 0 et 0> 0. Il existe a € R, tel que m({|X| > a}) < d. Comme @ est uniformé-
ment continue sur [—-a—1,a+ 1), il existe 1> 0 tel que
xyel-a-la+l]x-yl<n=lpx)-ey)<e
En posant 1| = min{n, 1} > 0, on a aussi
xe[-aa] lx-yl<i=lo(x) -y <e
On adone {|g(X,) ~ @(X)| > & € X, = X| > 7} U {IX] > a} ex
m({lo(X,,) — e(X)| > &}) <m({X,, = X| > 71}) + m({IX| = a})

<m({|X,, - X|>7}) +o.
Comme X,, — X en mesure, on a lim,_,, . m({|X,, — X| > 7|}) = 0, il existe donc ny
tel que

n=ng = m({|X, - X|>1}) <o.

on a donc
n>ng = m({|le(X,) - e(X)| > &}) < 26.

Ce qui prouve que @(X,,) = @(X) en mesure, quand n — +oo.

3. On prend ici (Q,.A, m) = (R, B(R), A). Montrer, en donnant un exemple (c’est-a-
dire en choisissant convenablement X,, et X), qu’on peut avoir X,, — X en mesure
(quand n — +00) et @(X,,) 7 @(X) en mesure pour certaines fonctions ¢ continues
de R dans R.
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Corrigé — On prend X(x) = x et X,;(x) = x+ 1/n pour tout x e Ret n e N*. On a
bien X,, — X en mesure. On choisit @ définie par @(x) = x2 pour tout x € R, on a
donc, pour x € R, @(X,,(x)) — @(X(x)) = 2x/n + 1/n%. On en déduit que

AM{e(X,(x)) — @(X(x)) > €}) = +o0 pour tout € > 0 et tout n € N*.
Ce qui montre que @(X,,) /> @(X) en mesure.

Exercice 3.32 (suite bornée et convergence en mesure) Soit (E, T, ) un espace
mesuré, (f,),en une suite de fonctions mesurable de E dans R et f une fonction
mesurable de E dans R. On suppose que f, — f en mesure, quand n — +oo.

On suppose aussi qu’il existe M € R t.q., pour tout n € N, |f,,| <M p.p.

1. Soit € > 0. Montrer que {|f| > M+ ¢} C {|f,, — f| = ¢} U{|f,| > M}. En déduire que
If| <M+ep.p..

Corrigé — Soit n € N. Pour tout x € E, on a |f (x)] < |f (x) — f,(x)| + |f.(x)|. On a
donc

{Ifs = fl<en{lful <M} C{IfI <M +}.
En passant au complémentaire, on en déduit
{If1=2M+e} c{lfy = fl = e U{lful > M}

Par monotonie de m, on en déduit

m({|f1=M+e} <m({|f, — f1 = &) + m({| ful > M}). (3.15)
Comme |f,| <M p.p., on a m({|f,,| > M}) = 0. En faisant maintenant n — +oo dans
(3.15), la convergence en mesure de f,, vers f nous donne que m({|f| > M+ ¢} =0,
et donc |[f| <M +ep.p..

2. Montrer que |f| <M p.p..
Corrigé — 1l suffit de remarquer que

(11> M) = Uy 1| = M + }9}.

La o-sous-additivité de m donne alors m({|f| > M}) < }_pene m({|f| > M +1/p}). La
question précédente donne m({|f| > M + 1/p}) = 0 pour tout p € N*. On en déduit
que m({|f| >M}) = 0, ce qui donne bien |f| <M p.p..

Exercice 3.33 (Mesurabilité d’une limite p.p.) Soient (E, T, m) un espace mesuré,
(fu)nen CM(E, T)et f : E— R. On suppose que f, — f p.p..

1. Montrer que f € M(E,T), ot (E, T, 71) est le complété de (E, T, m) (voir le théoréme
2.28).

2. En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m),
(fu)nen et f), montrer qu’on peut avoir f ¢ M(E, T).
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Exercice 3.34 (Convergence essentiellement uniforme et presque uniforme) Soit
(E,T,m) un espace mesuré. Pour f € M, on pose Ay = {C € R, |[f[ < Cp.p.}. Si
Af#0, on pose ||f|lo =infAr. Si Af =0, on pose ||f||o = oo.

1. Soit f € M t.q. Ay = 0. Montrer que ||f || € Af.

Corrigé — Comme Ay =0 et ||flloo = inf Ay, il existe une suite (a,,),en C Af 1.q.
ay LIf lleo quand n — +oo.

Soit n €N, de a, € Ay on déduit qu’il existe B, € T tel que m(B,) = 0 et |f (x)| < a,
pour tout x € B,

On pose B = J,en By On a donc B € T et, par o-additivité de m, m(B) = 0 (car
m(B) <Y ,enm(B,,)). Enfin, pour tout x € B¢ = (", BY, on a|f (x)| < a,, pour tout
n € N. En faisant n — +oo, on en déduit que |f (x)| < ||f|loo- On a donc |f| < ||f|leo
p-p., c’est-a-dire ||f ||, € Af.

2. Soient (f,)neny C Met f € M.

(a) On suppose, dans cette question, que ||f, — f|lcc = 0 quand n — +oco (on dit que
f, — f essentiellement uniformément). Montrer que f,, — f presque uniformé-
ment.

Corrigé — Pour tout n € N, il existe A, € T tel que m(A,) =0 et |(f, — f)(x)| <
lfu — flloo pour tout x € AS,. On pose A =J,,enAy- Onadonc AT, m(A)=0,
|(fi, — F)(x) < fs = flloo pour tout x € A°. Comme ||f,, - flloo = 0 quand n — +oo,
on en déduit que f, — f uniformément sur A°. Enfin, comme m(A) < & pour tout
e > 0, on a bien montré la convergence presque uniforme de f, vers f.

(b) En donnant un exemple (c’est-a-dire en choisissant convenablement (E, T, m),
(fu)nen et f), montrer qu’on peut avoir f, — f presque uniformément, quand

n— +oo,et||f, — flleo 7 0.

Corrigé — On prend, par exemple, (E,T,m)=(R,B(R),A), f =0et f, = Lo, 1
pour tout n € N*.
Soit € > 0. On choisit A = [0,¢], de sorte que m(A) = &. On a bien f, — 0

uniformément sur A, quand n — +oo, car f, = 0 sur A° pour tout n tel que % <&
Donc, f, — f presque uniformément quand n — +co.
Mais f,, ne tend pas vers 0 essentiellement uniformément, quand n — +oo, car
lfullo = 1 pour tout n e N* (en effet, f, < 1 sur tout R, f,, =1 sur [O,%]) et
A([O, %]) > 0, pour tout n € N¥),
Exercice 3.35 (Mesurabilité des troncatures) Soit (X,7 ) un espace mesurable et
f une fonction mesurable de X dans R (R est muni, comme toujours quand on ne
le précise pas, de la tribu borélienne). Pour a > 0, on définit la fonction tronquée
suivante :
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a si f(x)>a
fax) = f(x) silf(x)[<a
—-a sif(x)<-—

Montrer que f, est mesurable.

Corrigé — Soit a > 0. On définit T, de R dans R par :
a si s>a

T,(s)=4 s si [s|<a
—a si s<-a
La fonction T, peut aussi s’écrire T,(s) = max{—a, min{a, s}} pour s € R. On remarque
que la fonction T, est continue de R dans R. Elle est donc borélienne (c’est-a-dire
mesurable de R dans R, avec R muni de sa tribu borélienne).

Comme f, =T, o f, on en déduit que f, est mesurable car c’est la composée d’applica-
tions mesurables.

Exercice 3.36 (Mesurabilité de I’ensemble des points de convergence) Soit (E, T)
un espace mesurable. Soient ( f,,),cn une suite de fonctions mesurables de E dans R
(on munit R de Ia tribu des boréliens 5(R), comme toujours). On note A 1’ensemble
des points x € E tels que (f,(x)),en ne soit pas de Cauchy. Montrer que A € T.

Corrigé — Soitx€E.OnaxeAsiet seulement si il existe p € N* tel que pour tout
n € Nil existe i, j avec j > i > n tels que |f;(x) — f;(x)| > (1/p). Ceci montre que

+0o +00

A=Y U=tz seo.

peN*neNi=n j=i+1

Comme |f; - fil” L ] ,+00[) € T (car les fi sont mesurables), les propriétés de stabilité
de T par union et mtersectlon dénombrable donnent que A € T.

Exercice 3.37 (Tribu et partition) Soit () un ensemble. On appelle partition de (2
une famille finie ou dénombrable de parties non vides de () et disjointes deux a deux
et dont I’'union est égale a (). Les éléments d’une partition sont appelés atomes.

1. Soit a = {A;; i € I} une partition de Q) et soit 7 (a) la tribu engendrée par a. Montrer

ane UA ou] CI}.

En déduire qu’une v.a. réelle est 7 (a)-mesurable si et seulement si elle est constante
sur tous les atomes de a.

Une partition a est dite plus fine qu’une partition b si tous les atomes de b s’écrivent
comme union d’atomes de a.
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2. Montrer que si a est plus fine que b et si b est plus fine que a alors a et b sont égales.

3. Montrer que si a et b sont deux partitions telles que 7 (a) = 7 (b) alors a et b sont
égales.

Exercice 3.38 (Exemple de tribu engendrée) Dans cet exercice, on s’intéresse a la
tribu t(X) engendrée par la variable aléatoire X définie sur (), muni de la tribu A, a
valeurs dans R, muni de la tribu borélienne.

1. (Cas d’un lancer de dé) Dans cette question, () ={1,2,3,4,5,6}, A =P(Q)) et X
est la variable aléatoire définie par X(w) = 1 lorsque w est pair, X(w) = 0 sinon.
Montrer que T(X) est formé de 4 éléments.

Corrigé — Par la définition de la tribu engendrée (Définition 3.14) on a t©(X) =
(X"1(A), A € B(R)}. Soit A € B(R). Comme X~ (A) = {w € Q t.q. X(w) € A},
X~Y(A) ne peut prendre que 4 valeurs, selon que 0 et 1 appartiennent ou non a A.
Plus précisément, on distingue 4 cas possibles :

Cas 1:1,0 € A (c’est le cas, par exemple, si A ={0,1}). On a alors X 1(A) = Q.
Cas2:1€Aet0¢A(cestle cas, par exemple, si A = {1}). On a alors X"'(A) =
{2,4,6}.

Cas3:0€AetleA(cestle cas, par exemple, si A = {0}). On a alors X"1(A) =
{1,3,5}.

Cas4:1eAet0¢&A(cestle cas, par exemple, si A =0). On a alors X1 (A) = 0.

On a ainsi montré que ©(X) = {Q,{2,4,6},{1,3,5},0}.

2. (Cas de n tirages a pile ou face) Soit n e N*, Q = {0,1}", A = P(Q))) et k €
{1,---,n}. La variable aléatoire X représente le k—ieme tirage, X est donc 1’applica-
tion w = (wq,- -+, w,) — wi. Montrer que t(X) est ici aussi formé de 4 éléments.

Corrigé — Soit A € B(R). Comme & la question précédente X~'(A) dépend du fait
que 0 et 1 appartiennent ou non a A. On pose B = {w = (wy,-+-,w,) € Q tel que
wg = 1}. On a ainsi :

Q s5i 0,1 € A (c’est le cas, par exemple, si A ={0,1}),

BsileAet0eA (c’estle cas, par exemple, si A = {1}),

B¢siOe Aerl e A(c’estle cas, par exemple, si A ={0}),

DsileAet0eA(cestle cas, par exemple, si A = {2}).

X1(A) =

On a donc ici ©(X) = {QQ, B, B, 0}.

3. Dans cette question, on prend QQ = R, A = B(R) et, pour tout w € Q, X(w) = w—[w],
ol [w] désigne la partie entiere de w (c’est-a-dire [w] = max{n € Z, t.q. n < w}.
Si C est un borélien inclus dans [0, 1] (ce qui est équivalent a dire C € B([0, 1])),
on pose 9(C) = Upez Ci» avec Cy = {x + k, x € C}. Montrer que t(X) = {¢(C),
CeB([0,1])}.
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Corrigé — Soit A € B(R). La v.a. X prend ses valeurs dans [0,1]. On a donc
X~1(A) = X"Y(C) avec C = AN [0,1[. Comme B([0,1]) = {AN]0,1[, A € B(R)}
(ceci est démontré, par exemple, dans ’exercice 2.3) on a donc :

T(X) = {X"'(C), Ce B([0,1])}.
Pour terminer la démonstration, Il suffit donc de démontrer que X~'(C) = ¢(C) si
CeB([0,1]).

Soit C € B([0,1]). Pour w € Q on a X(w) € C si et seulement w—[w] € C, ¢’est-a-dire
si et seulement si w = n+z avec n € Z et z € C (on utilise ici le fait que C C [0, 1]).
Ceci montre bien que X(w) € C si et seulement w € ¢(C). On a donc X~1(C) = ¢(C),
ce qui termine la démonstration.

Exercice 3.39 (Fonctions constantes) Soit (€),.4,P) un espace probabilisé et X une
variable aléatoire (réelle). Pour a € R, on pose @(a) = P(X~!(] — o0,4])) (on note
souvent X~1(] — o0, a]) = {X < a}). La fonction ¢ est donc la fonction de répartition
de la probabilité Py.

1. Montrer que ¢ est une fonction croissante de R dans R et que lim,_,, ., ¢(a) =1,
lim, , . @(a)=0.
Corrigé — Ces propriétés ont été vues au paragraphe 2.6.3, théoréme 2.61, en

utilisant les propriétés de monotonie et de continuité croissante et décroissante d’une
mesure (proposition 2.27).

On suppose maintenant que, pour tout B € B(R), on a P(X"}(B)) = 0 ou 1.

2. Montrer qu’il existe o € R tel que X = o p.s..

Corrigé — On pose A ={a e R t.q. ¢(a) < %} L’ensemble A est non vide, car
lim, ,_ @(a) = 0. Il est majoré car lim,_, ., ¢(a) = 1. L’ensemble A admet donc
une borne supérieure que nous notons o.. Comme @ est croissante, on a

1 1
(p(a)sEsia<ocet(p(a)>§sia>a.

On utilise maintenant le fait que P(X~1(B)) = 0 ou 1 pour tout B € B(R), on en déduit
que @(a) = 0 ou 1 pour tout a € R et donc que @(a)=0sia<oet@(a)=1sia>a.
Par continuité décroissante de P, on montre alors que (o) = P({(X < a}) =1 (car
(X <a} =Nyen{X < a+ 1/n}) et, par continuité croissante de P, on montre que
P({X <a}) =0 (car {X <o} =U,en{X < a—1/n}). On a donc
P{X=0a})=P({X<a})-P({X<a})=1,

c’est-a-dire X = a p.s..

Exercice 3.40 (Condition suffisante pour la convergence p.s.) Soient ((),.4,P) un
espace probabilisé, (X,,),en une suite de v.a.r. et X une v.a.r.. On suppose que pour
tout 1> 0 la série ), P({|X,, — X| > 11}) est convergente. Montrer que X,, — X p.s..



168 CHAPITRE 3. FONCTIONS MESURABLES, VARIABLES ALEATOIRES

Corrigé — Soit p € N*. On pose Ay = Nyen UpS (X = X[ > 1/p}. Comme la série
T PU{IX, = X| = 1/p}) est convergente, le lemme de Borel-Cantelli (exercice 2.35

question 1) nous montre que P(A,) = 0.

On rappelle que la question 1 de l'exercice 2.35 consiste simplement a utiliser la

monotonie et la 6-sous-additivité de P pour avoir P(Ap) < Y i P({IXx—X| > 1/p}) —

0 quand n — +oo.

On pose maintenant A = {w € Q), X,,(w) ne converge pas vers X(w)}. Si w € A, il

existe p € N* tel que w € Ap. On a donc A C Upene A, et, comme P(UpenxAp) <

ZpeN* P(Ap) =0, ceci montre que X,, — X p.s..



Chapitre 4

Fonctions intégrables

Maintenant qu’on a construit un espace mesuré (E, T, m) (dont un exemple fondamen-
tal est (E, T,m) = (R, B(R), A), on voudrait généraliser la notion d’intégrale grice
a cet espace, c’est-a-dire introduire une application qui a f, fonction de E dans R,
associe un réel, dépendant de la mesure 1, que nous noterons f fdm, tel que :

— Sif=1, A€T, alorsjfdm:m(A),

— Lapplication ainsi définie soit linéaire, ¢’est-a-dire que pour toutes fonctions f
et g définies de E dans R,

J(af+[3g)dmz ocffdm+ﬁjgdm, V (a,p) € R

En fait, on ne peut pas définir une telle application sur foutes les fonctions de E dans R,
nous allons la définir seulement sur les fonctions que nous appellerons “intégrables”.

La construction de cette nouvelle intégrale se déroule, comme pour I'intégrale des
fonctions continues décrite au chapitre 1 en 3 étapes, que nous pouvons dans le cas
(non limitatif) des fonctions de R dans R, décrire ainsi :

1. Mesurer presque toutes les parties de R (et pas seulement les intervalles).

2. Définir I’intégrale des fonctions étagées, c’est-a-dire des fonctions de R dans R ne
prenant qu’un nombre fini de valeurs (et pas seulement des fonctions en escalier).

3. Par un passage a la limite, définir ’intégrale des fonctions limites (en un sens
convenable) de fonctions étagées.

Pour étre plus précis, dans I’étape 1 ci-dessus, on cherche une application

A:P(R)—R,,
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ou P(R) désigne I’ensemble des parties de R, telle que :

AM(Jo, B[) = p— o, pour tout o, f e R, o0 < B. 4.1)
X(U A,) = ZA(AH), V(A )uen CPR)tq. A, NA, =0sin=m.  (4.2)
neN neN

(Dans toute la suite de ce cours, la notation ), est identique a ) "*}.)

Une telle application sur P(R) n’existe pas (voir I’exercice 2.29), mais on sait qu’elle
existe si on se limite a une partie convenable de P(RR), par exemple, la tribu de Borel
définie précédemment.

Pour I’étape 2, on intégrera les fonctions prenant un nombre fini de valeurs et pour
lesquelles chaque étage est dans la tribu de Borel et est de mesure finie. De telles
fonctions seront dites étagées et intégrables.

Enfin, a I’étape 3, I’'idée principale est de définir I’intégrale des fonctions positives
qui sont limites croissantes d’une suite de fonctions étagées (on remplace donc la
convergence uniforme utilisée pour la définition de I’intégrale des fonctions réglées
par une convergence simple en croissant).

4.1 Intégrale d’une fonction étagée positive

Soit (E, T, m) un espace mesuré. On rappelle que £, est ’ensemble des fonctions éta-
gées de E dans R, ne prenant que des valeurs positives ou nulles. Si f € £, f non nulle,
le lemme 3.6 nous donne, en particulier, I’existence d’une famille (a;,A;);=1,. , C
RY xTtelleque A;NA;=0,sii=#j,i,je€{l,....n}etf= Y is1ai1,,. D’autre part,
le lemme 3.7 nous permet d’affirmer que, pour une fonction étagée positive qu’on
écrit sous la forme : f =) ", ailp,, oules A; sont deux a deux disjoints et les 4;
sont strictement positifs, la valeur )\, a;m(A;) est indépendante de la décomposition
choisie. On peut donc définir I’intégrale sur £, de la maniére suivante :

Définition 4.1 (Intégrale d’une fonction de £,) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
soit f de E dans R une fonction étagée positive non nulle (c’est-a-dire f € £, ). Soient
(Aj)i=1,...n C T une famille de parties disjointes deux a deux (i.e. t.q. A;NA; =0
n
sii#])etnréels ay,..,a, strictement positifs tels que f = Z“ilAi' On définit

i=1
n

Uintégrale de f, qu’on note Ifdm, par: dem = Zﬂim(Ai) (on a donc jfdm €
i=1
R, ). D’autre part, si f =0, on pose ffdm =0.
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Remarque 4.2 En adoptant la convention 0 x +co = 0, on peut aussi remarquer que

n
sif = Z“ilAi € &, ot la famille (A;);=y,. ., CTesttq. A;NA;=0sii=j, etol
i=1
les réels ay, ..., a, sont supposés positifs seulement, on a encore :

ffdm = iaim(Ai).
i=1

Proposition 4.3 (Propriétés de I’intégrale sur £,) Soient f et g€ &,, aet peRY,
alors :

— linéarité positive : of +pg €&, et j(af +pg)dm = ocffdm +[3Jgdm,
— monotonie : f >g= jfdm > fgdm.

DEMONSTRATION — Il est facile de montrer que si f € £, eta € Ry onaaf € £,
et foc fdm=a I f dm. Pour montrer la linéarité positive, il suffit donc de considérer le
cas a« =f =1et f et g non nulles. Soit donc f, g € £,, non nulles. D’apres le lemme
3.6 sur la décomposition canonique des fonctions étagées positives non nulles, on peut

écrire
n m
f = ZﬂilAi etg= ijlB]-’
j=1

i=1

avec 0 <ay <...<ay, A; =0 pourtouti, A;NA; =0sii=j 0<b <...<by,
B; # 0 pour tout j, B;NB; =0 si j #i. En posant ag = by = 0, Ag = (UL, Aj)F et
By = (U}q:l B;)¢, on a aussi

f= iailAi etg= ible].
j=0

i=0
et on peut écrire
n m
f+g= ZZ(%‘ +bj)l;B; = Z (@i +bj)1,08;,
i=0 j=0 (i,j)eK
avec K={(i,7) €{0,...,n} x{0,...,m} \ (0,0)}.
Onadonc f+ge€é&, et J(f +g)dm = Z(i’j)eK(ai +b;)m(A; N B;). On en déduit

n m n

J(f +g)dm = Ziaim(Ai NBj)+Y ) bjm(A;NB))
j=0

i=1j j=1 i=0

= |
3

i=1 j=1
(car (Ag,...,A,) et (Bg,...,B,,) sont des partitions de E). On a donc bien montré que

[+ iam={ gam [ gim
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I1 reste a montrer la monotonie. Soit f, g € £, t.q. f > g.Onadonc f —g €&,
(on rappelle que £ est un espace vectoriel sur R, voir la proposition 3.9); et comme
I( f —g)dm > 0, la linéarité positive nous donne que

[ sam= {1 -giam [ gm> [ gim

Remarque 4.4

1. Une conséquence directe de la linéarité positive de 1’intégrale sur &, est que, si f €

n
&, pour n’importe quelle décomposition de f : f = Z“ilAi €&, ay,..,a,>0et
i=1
(Aj)i=1,..,n C T (on ne suppose plus A; N A; =@ sii# j), on aencore, par lin€arité
positive :
n

ffdm = i’ai J Ia, = Zuim(Ai),

i=1
en posant a;m(A;) = 0sia; =0.

2. Une conséquence de la monotonie de I’intégrale sur £, est que, pour tout f € £,,
ona:

ffdm = sup{fgdm,g €&,8<f}

4.2 Intégrale d’une fonction mesurable positive

On donne maintenant un petit lemme fondamental qui va permettre de définir I’inté-
grale des fonctions de M,.

Lemme 4.5 Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en C E,, et g € E,, tels que :
* fui1(x) > fu(x), pour tout n € N, et tout x € E,
o lim f,(x)> g(x), pour tout x € E,
n—+oo

alors
lim andm > Jgdm. 4.3)
n—+o0o

Noter que la suite (f fdm),en est une suite croissante de R, donc sa limite existe
dans R,.

DEMONSTRATION —  Pour x € E, on pose f(x) = lim,,_, o, f,(x) (cette limite existe
et appartient 2 R, ). Il se peut que f ¢ £,, mais on a toujours f € M, et les hypotheses
du lemme donnent f,, T f quand n — +oo.
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Soit a €]0, 1[, on définit, pour n € N :
Ay = {x € E; ag(x) < fu(x)}.
On a donc
Ap=(fu=ag) ([0, +00)) €T, Ay C Apyy
(car f, < fyr1) et E = U, e Ay- En effet, si x € E, on distingue deux cas :

1. Si g(x) = 0, alors x € A, pour tout n € N donc x € |J,,en Ays
2. Si g(x) > 0, on a alors
ag(x) <g(x)< lim f,(x).

n—-+00

11 existe donc 1, (dépendant de x) tel que x € A, pour 1 > n,. Donc, x € | J,,cn Ay-

E:UAn.

neN

On a donc bien montré que

(Comme A, C A, 1, pour tout n € N, on peut aussi remarquer que la suite de fonctions
(ag1a,)nen converge simplement et en croissant vers la fonction ag.)

On remarque maintenant que agly, € &, f, € £, et que, grice a la définition de A,,
onaagly, < f,. Lamonotonie de Iintégrale sur £, donne donc :

J-aglAndm < Jﬁ,dm. 4.4)

En utilisant la décomposition canonique de g (lemme 3.6), il existe une famille
(bi,Bi)iz1,..p telle que 0 < by <... < by, B; # 0 pour tout i, B; N\B; =0 sii =]
etg= Zle b;1g,. On a donc

P
agla, = Zo‘bilBiﬂA”
i=1
et donc :
p
J agly dm= Zabim(Bi NA,).
i=1

Comme | J,,cn(Bi NA,) =B N (U, ey An) = Bi NE = B;, 1a continuité croissante de
m donne m(B; N A,,) — m(B;), quand n — +o0. On en déduit :

n—+oo n—+oco

P P
lim [ agly dm= lim Zabim(Bi NA,)= Zabim(Bi) = Jocgdm.
i=1 i=1

On peut donc passer a la limite, quand n — +o0, dans (4.4) et obtenir :

focgdm < nETmff”dm'

Enfin, la linéarité positive de I’intégrale sur £, donne focgd m= ocf gdm. On conclut
la démonstration du lemme en faisant tendre o vers 1. ]
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Remarque 4.6 Dans la démonstration précédente, on a besoin de o < 1 pour pouvoir
écrire ag(x) < f,(x) pour n > n,, avec n, € N pouvant dépendre de x. Un tel n,
pourrait ne pas exister en prenant o = 1.

Le lemme suivant est une conséquence simple du lemme 4.5.

Lemme 4.7 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,. Soient deux suites
(fi)nen €t (gn)nen d’éléments de £, convergeant simplement et en croissant vers f.
On a alors :

lim andm = lim | g,dm. (4.5)

n—+oo n—-+o0o

DEMONSTRATION —

On applique le lemme 4.5 avec ¢ = g, p fixé. On obtient jgpdm <lim,_,, o andm.
Puis, en passant a la limite quand p — 400, on obtient :

lim | g,dm< lirP andm.

p—+oo

On obtient enfin (4.5) en changeant les rdles de f,, et 8- ]

Le lemme 4.7 permet donc de définir I’intégrale sur M de la maniére suivante :

Définition 4.8 (Intégrale sur M, ) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et f € M,.
D’apres la proposition sur la mesurabilité positive, il existe une suite (f,),en C €y
telle que f, T f quand n — +oo, c’est-a-dire :

* Pour tout x € E, f,(x) — f(x), quand n — +oo,
* fui1(x) > fu(x), pour tout x € E, et tout n € N.

On définit I’intégrale de f en posant :

dem_ hm jfndm (eR,)

On a aussi la caractérisation suivante, parfois bien utile, de I’intégrale d’une fonction
mesurable positive a partir d’intégrales de fonctions étagées positives :

Lemme 4.9 Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M. Alors

J-fdm:sup{fgdm,ge&r,gsf}.

DEMONSTRATION —  Soit (f,,)en C &y telle que f, T f quand n — +oo.
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La monotonie de I’intégrale sur £, donne que f fodm = sup{f gdm,ge&,,8< ful
(voir la remarque 4.4). Comme f, < f, on a donc, pour tout n € N :

andm = sup{fgdm,g €&,8< fub < sup{fgdm,g efLg<f}

La définition de f fdm donne alors :

demﬁsup{jgdm,ge&,gﬁf}.

Pour montrer ’inégalité inverse, considérons une fonction g € &, telle que g < f.
Comme f,, T f, le lemme 4.5 donne

fgdm < nl—i}PooJ-ﬂldm = dem

sup{J‘gdm,geé},gSf}SJ-fdm.

On a donc

Proposition 4.10 (Propriétés de I’intégrale sur M,) Soient f et g € M,, o et
p e Ry, alors :

— linéarité positive : of +pge M,, et J(ocf +pg)dm = ocffdm +[3]gdm,
— monotonie : f >g= jfdm > fgdm.

DEMONSTRATION — La linéarité positive se démontre de maniere trés simple a partir
de la linéarité positive sur £, (proposition 4.3). et de la définition 4.8.

La monotonie est une conséquence immédiate du lemme 4.9. |

Remarque 4.11 (A propos de (+c0) x 0...) Soient (E, T,#) un espace mesuré et
A €T tel que m(A) = 0. On note 1, la fonction indicatrice de I’ensemble A. Cette
fonction est définie de E dans R, par : I5(x) = +cosi x € Aet Iy(x) =0six € A.
Cette fonction est souvent notée aussi (+o0)1 4. Il est clair que I, € M, et que I est
la limite croissante de la suite (f,,),eny C &, définie par f,, = nl,. On en déduit, en
utilisant la définition de I’intégrale sur M_, que jI adm =0.

Une conséquence de cette remarque est le lemme suivant :

Lemme 4.12 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f e M, et A€ T. Onnote 15 € M, la fonction définie par f1(x) = f(x) si
xe€Aet fl1x(x) =0six € A°. On définit fAfdm par JflAdm. On suppose que
m(A) = 0. Alors, fAfdm =0.
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2. Soit f, ge M, tq. f = gp.p.. Alors, ffdm = fgdm.
3. Soit f e M, t.q. f =0 p.p.. Alors ffdm =0.

DEMONSTRATION — 1. Soit f € M, et A€ T tel que m(A) = 0. Soit I, la fonction
indicatrice de I’ensemble A (définie dans la remarque 4.11). On a évidemment
f1a <I4 etdonc, par monotonie, jflAdm =0.

2.Soit f,ge M, tq. f =gp.p..Soit Aec Ttq. m(A)=0et f1ac = glac. Onadonc
flac, glac € M, et fflAcdm = jglAcdm. D’autre part, comme fflAdm =
f gladm =0, on a aussi, par linéarité positive

J-fdm = fflAcdm+ fflAdm = J-flAcdm

(et de méme pour g). Donc,
jfdm = fgdm.

3. Soit f e M, t.q. f =0 p.p.. Alors ffdm = IOdm =0. =

Ce lemme nous permet d’étendre la définition de I’intégrale a certaines fonctions non
mesurables :

Définition 4.13 (Intégrabilité sans mesurabilité) Soir (E, T,m) un espace mesuré
et f définie sur A, a valeurs dans R (resp. R, ), avec A € T, m(A) = 0 (on dit que f
est définie p.p., car f n’est pas définie sur A).

1. f est m-mesurable (resp. m-mesurable positive) s’il existe g € M (resp. g€ M,)
t.q. f = g p.p.. (c’est-a-dire qu’il existe Be T tel que m(B) =0, BD A et f = g sur
B).

2. Soit f m-mesurable positive. On pose Ifdm = Igdm, avecge M, tq. f =g p.p.
(noter que cette intégrale ne dépend pas du choix de g, grice au lemme 4.12).

Remarque 4.14 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Il est facile de montrer les résultats
suivants :

1. Soit f de E dans R ou R,. Alors, f € £, si et seulement si f € M., Imf CR, et
card(Imf) < +oo0.

2. Soit A € T tel que m(A) = 0 et f de A° dans R. Alors, f est m-mesurable si et
seulement s’il existe (f,),eny C € t.q. f, = f p.p. (voir I'exercice 4.18).

3. Soit A € T tel que m(A) = 0 et f de A dans R,. Alors, f est m-mesurable positive
si et seulement s’il existe (f,),en C €4 t.q. f = f p-p--

Le résultat suivant sera souvent utile par la suite. En particulier, les inégalités de
Markov et Bienaymé-Tchebychev (voir la section 4.9) en découlent facilement.
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Lemme 4.15 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € M, ett € R% ; alors :

t

m(f > 1)) <~ ffdm. (4.6)

DEMONSTRATION — On définit A; ={f >t} ={x€E; f(x) >t}.OnaA;eTet
f = t1,,. Par monotonie de I'intégrale sur M., on en déduit I'inégalité 4.6.
(]

4.3 Convergence monotone et lemme de Fatou

Théoreme 4.16 (Convergence monotone (1)) Soit (E, T, m) un espace mesuré et
soit (f,)nen une suite de M, t.q. f,.1(x) > f,(x), pour tout n € N et tout x € E. On

pose, pour tout x € E, f(x) = lirP fu(x) €R,. Alors f € M, et andm - ffdm
n—+0o0

lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —

Noter que si (f;)qen € &, le fait que andm — dem lorsque 1 — +o0, est donné
par la définition de I’intégrale sur M, . La difficulté est donc ici de travailler avec

(fu)nen € M, au lieu de (f,)nen € ;.

Comme (f,),en C M, converge simplement et en croissant vers f, la proposition 3.19
donne f € M,. Puis, par monotonie de I’intégrale sur M., on a

nlirpmjﬁ,dm < jfdm.

Il reste donc & montrer que :

lim fﬁ,dm > ffdm 4.7

n—+oo
Pour montrer (4.7), on va construire une suite de fonctions (g,),en € &4 t.q g, T f
quand p — oo, et g, < f,, pour tout p € N.

Pour tout n € N, f,, € M. ; il existe une suite de fonctions (f,, p)pen C &4 G- fyp T fu
lorsque p tend vers +co. On définit alors :

8 = Supfn,p

n<p

On note que :

1. g, € & car g, est le sup d’un nombre fini d’¢léments de £, (donc g, est mesurable,
Im(g,) C R, etcard(Im(g,)) < oo, ce qui donne g, € &,).
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2. gp+1 = gp, pour tout p € N. En effet, comme f,, ,,1 > f, , (pour tout 1 et p), on a

8p+1 = Sup{fp+1,p+115upfn,p+1} 2 Supfn,p+1 2 Supfn,p = &p-
n<p n<p n<p

On peut donc définir, pour x € E, g(x) = lim,,_,, g,(x) € R, (car la suite (8p(x))pen
est croissante dans R.,).

3. g = f. En effet, on remarque que g, > f, , si n < p. On fixe n et on fait tendre p
vers I’infini, on obtient ¢ > f,, pour tout n € N. En faisant # — +oo on en déduit
¢ > f. D’autre part, ona f,, , < f, < f pour tout n et tout p. On a donc g, < f pour
tout p. En faisant p — co on en déduit g < f. On a bien montré que f = g.

4.g, < f, pour tout p € N. En effet, f,, , < f, < f, si n < p. On a donc g, =
SUP,<p fn,p < fp-

Les points 1 a 3 ci-dessus donnent (g,)pen € &4 et g, T f quand p — co. Dong, la

définition de I’intégrale sur M, donne ffdm =lim,_, Jgpdm.

Le point 4 donne (par monotonie de I’intégrale sur M.,) f gpdm < f fpdm, on en

déduit

dem = lim [ g,dm< lim prdm.

p%o{) p*)OO

Finalement, on obtient bien f fdm=1lim, f fpdm. [

On utilisera souvent une légere extension (facile) du théoréeme de convergence mono-
tone, ol I’on suppose seulement une convergence en croissant presque partout de la
suite de fonctions :

Théoreme 4.17 (Convergence Monotone (2)) Soit (E, T,m) un espace mesuré et
50it (fu)nen C M. On suppose que f,, T f p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T
tel que m(A) = 0 et f,(x) T f(x) pour tout x € A°). La fonction f (définie p.p.)
est alors m—mesurable positive (c’est-a-dire que il existe § € M, t.q. f = ¢ p.p.)

et andm — dem. On rappelle que, par définition (voir la définition 4.13),
ffdm = jgdm avec geE M, tq. f =g p.p.

DEMONSTRATION —  Soit A € T tel que m(A)=0cet f,, T f sur A®, quand n — +oo.
On pose g, = f,1ac (c’est-a-dire g, (x) = f,(x) si x € A et g,(x) =0si x € A). On
ag,eM,etg,Tgavec g=flac (c’est-a-dire g(x) = f(x)six € A et g(x) =0si
x € A). Comme g € M, et f = g p.p., on a donc f m—mesurable positive. Puis, le
théoreme 4.16 donne fgndm - jgdm quand n — +oo. D’autre part, on a Jgndm =

ffndm (car f, = g, p-p-) et Jgdm = jfdm (par définition de ffdm), donc

[ = | g
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Corollaire 4.18 (Séries a termes positifs ou nuls) Soient (E, T, m) un espace mesuré,

+00
(fu)neny C M, ; on pose, pour tout x € E, f(x) = an(x)(e R, ). Alors f € M, et
n=0

[ pam- fffndm.

n=0

DEMONSTRATION —  On applique le théoréme de convergence monotone (théoreme
4.16) a la suite (g;,) ey définie par
n
81 =) I
p=0

Onag,eM,etg, T f.Donc f e M, et

;prdm = [ gutm— [ ram

Lemme 4.19 (Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C M.

On pose, pour tout x € E,

f(x) =liminff,(x) = lim (inff,(x)) € R,.

n—+oo n—+oo p>n

Alors f € M, et

jfdm < lirgigfjfndm = lim (infjfpdm).

n—+o0o0 p=>n

DEMONSTRATION —  Pour n € N, on pose g,(x) = inf,>, f,(x) (pour tout x € E),
de sorte que g, € M, (cf. proposition 3.19) et g, T f. Le théoréme de convergence
monotone (théoréme 4.16) donne que f € M, et j gpdm — I fdm.

Or, g, < f, si p > n. On a donc Igndm < jfpdm si p > n et donc (en fixant n)
jgndm <inf,s, prdm. On en déduit

J-fdm: lim J-gndmg lim (infffpdm):limian-fndm.
L]

n—+oo n—+oo p>n n—+00
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Le lemme de Fatou est souvent utilisé avec des suites (f,,),eny C M, telles que la suite
(I fndm),cn est bornée et la suite (f,(x)),en est convergente pour presque tout x € E.
Il permet alors de montrer que la limite (au sens de la convergence p.p.) de la suite
(f)nen est intégrable (voir les paragraphes suivants). On utilise pour cela le corollaire
(immédiat) suivant :

Corollaire 4.20 Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,) ey C M, t.q. fu(x) — f(x),
pour presque tout x € E, lorsque n — +oo. On suppose qu’il existe C > 0 tel que

fodm < C, pour tout n € N. Alors, f est m—mesurable positive et jf dm<C.

DEMONSTRATION — Comme (f,),eny € M, et f, = f p.p., on a bien f m-mesu-
rable positive. On pose ¢ = liminf,_,, ., f,; (c’est-a-dire g(x) = liminf,_,, ., f,(x)
pour tout x € E). On a donc g € M, et f = g p.p. donc dem = jgdm par définition
de I’intégrale des fonctions m-mesurables (définition 4.13).

Le lemme de Fatou donne ffdm = Jgdm <liminf, ,, Jf,,dm et donc Ifdm <C
carffndeCpourtoutneN. L]

4.4 Mesures et probabilités de densité

4.4.1 Définitions

A partir d’une mesure et d’une fonction mesurable positive, on peut définir une autre
mesure de la maniére suivante :

Définition 4.21 (Mesure de densité)  Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € M,.
Pour A €T, on rappelle que f 14 est la fonction (de E dans R, ) définie par f1(x) =
f(x)sixeAet fla(x)=0si x e A (cette fonction appartient a M, ) et on définit

IAfdmparfflAdm.
On définit alors p: T — R, par:
WA) = jflAdm: f fdm, YAeT.
A

L’application y ainsi définie est une mesure sur T (ceci est démontré dans I’exercice
4.26), appelée mesure de densité f par rapport a m, et notée p = fm.

Proposition 4.22 Soient (E,T,m) un espace mesuré, f € M, et p la mesure de
densité f par rapport a m. Alors, la mesure p est absolument continue par rapport a
la mesure m, c’est-a-dire que si A € T est tel que m(A) =0, alors p(A) = 0.
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DEMONSTRATION — Soit A € T tel que m(A) = 0. On a alors f1, = 0 m-p.p. et
donc u(A) = IflAdm = 0 d’apres le lemme 4.12. =

On déduit de cette proposition que la mesure de Dirac en 0, définie en (2.2), n’est pas
une mesure de densité par rapport a la mesure de Lebesgue (on peut montrer que ces
deux mesures sont étrangeres (voir définition 2.29 et proposition 2.30).

Notons que 1’on peut aussi définir des mesures signées de densité, voir la définition
6.74.

4.4.2 Exemples de probabilités de densité

Définition 4.23 (Probabilité de densité) Soit p une probabilité sur B(R), on dit que
p est une probabilité de densité (par rapport a Lebesgue) s’il existe f € M, t.q.
Ifd}\: letp(A)= jflAdX: fAfd)\pourtoutAe B(R).

Les lois de probabilité sur B(R), de densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
données dans la proposition suivante seront souvent utilisées dans le calcul des proba-
bilités. (On rappelle qu’une loi de probabilité est, par définition, une probabilité sur
B(R)).

Définition 4.24 (Quelques lois de densité sur 5(R)) On donne ici trois exemples de
lois de densité.

1. Loi uniforme, U(a,b) Soit a,b € R, a < b, la loi uniforme sur [a,b] est la loi de
densité 711,11 : p(A) = 3= [ 1[s5)1ad ), VA € B(R).

2. Loi exponentielle, £(t) Soit © > 0; la loi exponentielle est définie par la densité f
définie par :

0 si x<0,
X si o x>0.

3. Loi de Gauss, N (p,0?) Soit (4,0) € R xR’ ; la loi de Gauss de paramétre (j, o)
est définie par la densité f définie par :

2

f(x)= ! exp(—(xz_(;;) )pourxeR.
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4.5 L’espace L' des fonctions intégrables

Soit f € M, la proposition 3.23 donne que |f|, f*, f~ € M, et la monotonie de
I’intégrale sur M, donne

[reams [iruamen [ rams [ 1fiam

Ceci va nous permette de définir I’espace £! et I'intégrale sur £! a partir de I’intégrale
sur M, (définition 4.8 page 174).

Définition 4.25 (Espace £! et intégrale de Lebesgue)  Soient (E, T, m) un espace

mesuré et f € M. On dit que f est intégrable (ou intégrable au sens de Lebesgue) si
flfldm < +o00. Dans ce cas, on a aussi

Jf+dm<+oo et ff_dm<+oo.

ffdm:ff*dm—[fdm (ER).

On note [Z]%Q(E, T, m) (ou plus simplement L) I’ensemble des fonctions intégrables.

On pose alors :

Soit f € M, la linéarité positive de I'intégrale sur M, donne Jlfldm = jf*dm +
ff‘dm. On voit donc que f € £! si et seulement si ff+dm <ooet Jf‘dm < o0.

Proposition 4.26 (Propriétés de £! et de I’intégrale sur £')
Soit (E, T, m) un espace mesuré. On a alors :

1. LY est un espace vectoriel sur R.

2. L’application f +— dem est une application linéaire de L' dans R.

3. Monotonie : soient f et g € L' telles que f < g alors J.fdm < J.gdm.

4. Pour tout f € L, |jfdm| Sflfldm

DEMONSTRATION —

1. On sait déja que M est un espace vectoriel sur R (proposition 3.19). Pour montrer
que L' est un espace vectoriel sur R, il suffit de remarquer, en utilisant la linéarité
positive et la monotonie de 1’intégrale sur M., que flocf|dm = |oc|j|f|dm et

j|f+g|dmSIlfldm+f|g|dm,pourtoutf,ge./\/lettoutaeR.
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2(a) Soit « € Ret f € L. On veut montrer que

fafdm:ocffdm. 4.8)

Cas 1. Si a = 0, (4.8) est bien vraie.

Cas 2. Si a > 0, on remarque que (af)* = af* et (af)” = af . En utilisant la
linéarité positive de I’intégrale sur M., on en déduit J afdm= I(a f)rdm-

[(afydm=o(] frdm—[f~dm)=a| fdm.
Cas 3. Si a < 0, on remarque que (af)" = (—a)f~ et (af)” = (—a)f*. En uti-
lisant la linéarité positive de I’intégrale sur M, on en déduit Ja fdm =

[(afyrdm—[(af) dm=(-a)([ f~dm— [ frdm)=af fdm.

(b) Soit f,g € L!. On veut montrer que

[+ guam={ gam [ gam

On utilise les deux décompositionsde f+g: f+g=(f+g+*—-(f+g)~ =
ff=f"+g"—g .Onendéduit (f+g)"+f +g =(f+9) +f"+g". En
utilisant la linéarité positive de 1’intégrale sur M, on en déduit

;(f+g)+dm+ff‘dm+fg‘dm = f(f+g)‘dm+ff+dm+J-g+dm.

On en déduit (noter que tous les termes de 1’égalité précédente sont dans R, )

;(f+g)+dm—f(f+g)_dm:Jf+dm—Jf_dm+Jg+dm—jg‘dm,

et donc I(f +g)dm= dem+fgdm.
On a bien montré que I’application f j fdm est une application linéaire de £!

dans R.

3. Soit f,g € L! t.q. f < g.Onremarque que f*—f~ < g*—g¢~,donc fr+g~ < gt +f".
En utilisant la linéarité positive et la monotonie de I’intégrale sur M, on en déduit

que
jf*dm+ jgdm < jg*dm+jfdm
et donc que

dem:jf*dm—ffdejg*dm—jgdm:fgdm.
4.Soit fe LY. Onal fdm|=|[frdm—[f-dm|< [ ftdm+ [ f-dm= [|fldm.

On peut définir sur £! une semi-norme de la maniére suivante :
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Définition 4.27 (Semi-norme sur L) Soient (E, T, m) un espace mesuré et f € L.
On pose :

Il = [ 1f1dm
L’application de L' dans R, définie par f + ||f||, est une semi—norme sur L.

On a bien ||f]|; € R, pour tout f € £!. Le fait que f ~ ||f]|; est une semi—norme sur
L' découle alors de la partie 1 de la démonstration de la proposition 4.26, c’est-a-dire
du fait que

Jlafldmzlocljlfldmet f|f+g|dm§j|f|dm+f|g|dm,, Vf,ge M,VaeR

Par contre, || -||; n’est pas une norme sur £! car ||f||; = 0 n’entraine pas f = 0 mais
seulement f = 0 p.p., comme cela est démontré a la proposition suivante.

Proposition 4.28 Soir (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f € M,.. Alors dem = 0 si et seulement si f =0 p.p..
2. Soit f € LY. Alors ||f]l, = 0 si et seulement si f = 0 p.p..
3. Soit f,g€ L' t.q. f = g p.p.. Alors ffdm = fgdm.

DEMONSTRATION —
1. Soit f € M,.
(a) On suppose que f = 0p.p.. On a alors jfdm = IOdm = 0. (ceci est donné par
le troisieme point du lemme 4.12.)
(b) On suppose que dem = 0. Soit n € N*, le lemme 4.15 page 177 donne ffdm >
%m({f > %}) On a donc

mllf =) =0em(if > o)< Y milf >

neN*

déduit f =0 p.p..

2. Soit f € £!. La propriété démontrée ci-dessus donne ||f||; = O si et seulement si
|f| =0 p.p., et donc ||f||; = 0 si et seulement si f =0 p.p.

3.Soit f,g€ L' tq. f =gp.p..Ona

[ ram=[[gam=1 [ (5 -grmi< [ if ~glam =0

(on a utilisé le quatrieme point de la proposition 4.26 et |f — g| = 0 p.p.). Donc,

jfdm:fgdm.
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La derniere assertion de la proposition précédente nous permettra, dans la prochaine
section, de définir I’intégrale sur un espace appelé L!.

On conclut cette section par une proposition préliminaire au théoreme de convergence
dominée.

Proposition 4.29 Soit (E, T,m) un espace mesuré. Soit (f,)peny C LY, f € M et
g€ Ll tq. f, — f p.p., quand n — +co, et, pour tout n €N, |f,| < g p.p.. On a alors
fell fu-flli =0, quand n — +co etffndm - dem, quand n — +oo.

DEMONSTRATION — Comme f,, — f p.p. quand n — +o0, Il existe A € T tel que
m(A)=0et f,(x) = f(x) pour tout x € A°. Puis, comme |f,,| < g p.p., il existe, pour
tout n € N, B, € T tel que m(B,,) = 0 et |f,,| < g sur Bf,. On pose C = AU (e By)-
Par ¢-sous additivité de m, on a aussi m(C) = 0. On pose alors h,, = f,1cc, h= f1ce
G = glc, de sorte que h,, = f,, p.p., h = f p.p. et G = g p.p.. De plus les fonctions h,,,
h et G sont toujours mesurables et donc h,, € L1, he MetGe L.

Comme |h,(x)| < G(x) pour tout x € E (et pour tout n € N) et h,,(x) — h(x) pour tout
x € E. On a aussi |h| < G. Ceci montre que h € £! et donc que f € £L!.

On pose maintenant E, = 2G — |h,, — k|. Comme |h,, —h| < 2G, on a F,, € M, et
on peut donc appliquer le lemme de Fatou (lemme 4.19) a la suite (F,),,cy. Comme
liminf,_,, F, = 2G, on obtient :

—+00 p>n

fZde51iminff(2G—|hn—h|)dm: lim (inff(ZG—|h,l—h|)dm). (4.9)
n—+o0o n

La linéarité de I’intégrale sur £! donne j(ZG —|h,, —hl)dm = J2de - flh,1 — hldm.
Donc :

ing(2G— |k, — hl)dm = f 2Gdm —sup j |h,, — hldm

p=n

p=n
et
liminfj(2G —|h,, —h))dm = jZde —limsup j |h,, — hldm.

n—+oo n—+00

L’inégalité 4.9 devient alors (en remarquant que J2de eR):

n—+oo

limsup j |k, —hldm < 0.

On a donc ||k, — hl|; — 0 quand n — +oo et, comme h,, —h = f, — f p.p., on en déduit
Ilf: — flli = 0, quand 1 — +o0, et donc andm - dem quand 1 — +oo (grice au
quatrieme point de la proposition 4.26). |
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4.6 L’espace L!

Dans toute cette section, on travaille avec un espace mesuré (E, T, m).

On définit maintenant une relation d’équivalence, 1’égalité presque partout, notée
(= p.p.), sur L' par:
f (=pp) gsif=g pp-

Définition 4.30 (L’espace L') L’ensemble L' = L§(E, T, m) est I'ensemble des
classes d’équivalence de la relation (= p.p.) définie sur L', i.e. L' = L1/(= p.p.).

Dans la suite, L! désigne LE&(E, T, m) et L' désigne [ZIE(E, T, m).
Remarque 4.31

1. Un élément de L! est donc une partie de £!.

2.Sifell,onnote f ={geL';g=fpp.) f estdoncun élémentde L', c’est
1’élément de L' auquel f appartient (on I’appelle la classe de f).

Définition 4.32 (Structure vectorielle sur L') On munit L! d’une structure vecto-

rielle (faisant de L' un espace vectoriel sur R)

1. Soient F € L! et a € R. On choisit f € F et on pose oF = {ge€ L!; g = of p.p.}.

2. Soient F,G € L. On choisit f € F, g€ Getonpose F+G={heL';h=f+g
p.p-}

La définition précédente est bien cohérente. En effet aF (qui est la classe de o f ) ne
dépend pas du choix de f dans F car f = f; p.p. implique af = af; p.p.. De méme
F + G (qui est la classe de f + g) ne dépend pas du choix de f dans F et du choix de g
dans G car f = f; p.p. et g = g; p.p. implique f + ¢ = f; + &1 p-p..

Définition 4.33 (Intégrale sur L) Soit F € L! et f € F (on dit que f est un repré-
sentant de la classe F, noter que f € L'). On pose :

Jde = dem.

Ici aussi cette définition est bien cohérente car JFd m ne dépend pas du choix de
f dans F, grace au troisieme point de la proposition 4.28. Le troisieéme point de la
proposition 4.28 nous donne aussi ||f||; = ||g|l; si f,g € £! et f = g p.p.. Ceci nous
permet de définir une norme sur L! :
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Définition 4.34 (Norme sur L) Soit F € L!. On choisit f € F et on pose ||F||; = ||f|l;.

Proposition 4.35 L’application F — ||F||; est une norme sur L'. L’espace L' muni
de la norme || - ||| est donc un espace vectoriel normé.

DEMONSTRATION — 1l est facile de vérifier que || - ||; est bien une norme sur R
(sachant que c’est déja une semi—norme sur £1). Le seul point délicat est de remarquer
que ||F|l; = 0 implique que F = 0 (0 est ici I’élément neutre de L', c’est-a-dire {(h € £ ;
h =0 p.p.}). Ceci découle du premier point de la proposition 4.28. L]

Notation : Soit F € L! et A € T, on notera F1 laclasse de f1, si f € F et on a donc
F1, € L. Cette définition est cohérente car la classe de f1, ne dépend pas du choix
de f dans F. On notera alors, comme cela a été fait dans M, (voir le lemme 4.12),

j Fdm = JFlAdm.
A

On montrera plus loin que L' est complet, c’est donc un espace vectoriel normé
complet, c’est-a-dire un espace de Banach, voir le théoreme 4.48 page 193.

On rappelle que si f € £!, F € L! et que f € F, on dit que f est un représentant de
F. On introduit maintenant plusieurs notions de convergence dans L!. Il est facile de
vérifier que ces définitions sont cohérentes, c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas des
représentants choisis pour les éléments de L!.

La notion de convergence simple n’a pas de sens dans L', mais la notion de conver-
gence p.p., vue précédemment, se généralise aux éléments de L! ainsi que la notion
de convergence en mesure.

Définition 4.36 (Convergence p.p., en mesure et dans L') Soir (E, T, m) un espace

mesureé.

1. Soient (F,),en C L et F € LY. On dit que F, — F p.p. quand n — +oco si f,, — f
p.p., quand n — +oo, avec f, € F, et f € F.

2. Soient (F,)eny C LY et F € LY. On dit que F, — F en mesure quand n — +oo si
fu — f en mesure, quand n — +co, avec f, € E, et f € F.

3. Soient (F,),eny C L' et F € LL. On dit que ¥, — F dans L' quand n — +co si
||E, —Fl|ly — 0 quand n — +oo. (Ici aussi, noter que ||E,—F||y =||f,— fll1 si f, € F,
et f eF.)

4. Soient F,G e L. On dit que F > G p.p. si f > g p.p. avec f € F et g € G.
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On peut démontrer (s’inspirer de la démonstration du théoréme 4.49 et voir les
exercices du chapitre 3) que si une suite de fonctions de L! converge en mesure, alors
on peut en extraire une sous-suite qui converge presque partout. Dans le cas ou la
mesure 1 est finie, la convergence presque partout entraine la convergence en mesure.

Remarque 4.37 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient F,G € L'. F = Gest donc
équivalent a f = g p.p. si f € F et g € G. En général, on écrira plutét F = G p.p. au
lieu de F = G (voir la remarque 4.40).

Remarque 4.38 Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soient (F,),eny CLlet f : E—R
(ouf : E— R). On utilisera souvent la notation (Iégérement incorrecte), “F, — f p-p-
quand n — +o0”. Cette notation signifie “f,, — f p.p. quand n — +00” en choisissant
fn € F,. Ceci est cohérent car le fait que “f, — f p.p. quand n — +00” ne dépend pas
du choix de f, dans E, (voir aussi la remarque 4.40).

En fait, on écrira méme souvent “F, — f p.p. quand 1 — +oc0” (pour une suite (F,),cn
C L) sans préciser les espaces de départ et d’arrivée pour f. A vrai dire, en choisissant
fn € F,, f estau moins définie p.p. sur E et le changement du choix de f,, dans F, ne
change f que sur un ensemble de mesure nulle. D’autre part, en I’absence de précision,
f sera supposée étre a valeurs dans R.

Proposition 4.39 (Propriétés de I’intégrale sur L') Soit (E, T, m) un espace mesuré.
On a alors :
1. Soit F e L', Alors | [ Fdm| <||F||;.

2. Linéarité : F — IFd m est une application linéaire continue de L' dans R.

3. Monotonie : Soient F,Ge L! t.q. F> G p.p., alors dem > dem.

DEMONSTRATION — 1. Soit Fe L' et f € F, on a | [Fdm| = || fdm| <||fll; =
Il -

2. La linéarité de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la linéarité de I’intégrale
sur £! (proposition 4.26). La continuité est donné par le premier point ci-dessus.

3. La monotonie de I’intégrale sur L' découle immédiatement de la monotonie de
Iintégrale sur £! (proposition 4.26).

Remarque 4.40 soit (E, T, #) un espace mesuré.

1. On confondra dans la suite un élément F de L! avec un représentant f de F, c’est-a-
dire avec un élément f € £L! t.q. f € F.

2. De maniere plus générale, soit A C E tel que A° soit négligeable (c’est-a-dire
A°cBavec BeTetm(B)=0)etsoit f : A— R (lafonction f est donc définie
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p.p.). On dira que f est un élément de L! s’il existe une fonction g€ £L! t.q. f = ¢
p-p.. On confond donc, en fait, la fonction f avec la classe d’équivalence de g,
c’est-a-dire avec § = (h € L' ; h = g p.p.}. D’ailleurs, cet ensemble est aussi égal a
{he L£'; h = f p.p.}). En confondant ainsi f et § on a donc ffdm = jgdm. Noter
également que f est m-mesurable (voir la définition 4.13 page 176).

3. Avec la confusion décrite ci-dessus, si f et g sont des éléments de L!, f = g signifie
en fait f = g p.p..

Remarque 4.41 Soit (E, T, n) un espace mesuré et (E, T, 777) son complété (cf défi-
nition 2.26 et exercice 2.26). L’espace L%R(E, T, m) est “identique” a ’espace LIIR(E,
T, ), il existe une bijection évidente entre ces deux espaces en remarquant que si
fe [I]}Q(E, T, 71), alors il existe g € /.']%Q(E, T, m) t.q. f = g p.p. (voir & ce propos
I’exercice 4.11).

Pour montrer qu’une fonction est dans L! on utilise souvent le lemme de Fatou de la
maniere suivante (c’est en fait une conséquence facile du lemme de Fatou pour les
fonctions mesurables positives, cf lemme 4.19) :

Lemme 4.42 (Utilisation de Fatou) Soient (E, T, m) un espace mesuré, et (f,,),en C
LIIR(E, T, m). On suppose que :

1. f,>0pp,VneN,

2.3C, [ fudm<C VneN,

3. fu— f p.p., quand n — oo,

alors f € L%&(E,T,m) (au sens ou il existe g € E%&(E, T, m)tq. f =gpp.)et
j|f|dm <C

On peut également montrer qu’une fonction est dans L! en utilisant le théoréme
de convergence monotone. Ceci est précisé dans le théoreme 4.43 (dit théoreme de
Beppo-Lévi) (qui donne aussi un résultat de convergence dans L!).

4.7 Théorémes de convergence dans L'

Nous connaissons a présent trois notions de convergence pour les fonctions de L!, les
notions de convergence presque partout, convergence en mesure et la notion de conver-
gence habituelle dans un espace normé, c’est-a-dire ici la convergence pour la norme
L'. On peut montrer par des contre-exemples que la convergence presque partout n’en-
traine pas la convergence L', et que la convergence L! n’entraine pas la convergence
presque partout. Pour montrer que la convergence presque partout n’entraine pas la
convergence L!, on peut considérer I’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(RR), \) et la suite
(fu)nen+ C LY(R) définie par : f,(x) = n 1]0’%]. On a évidemment f, — 0 pp, alors

que ||f,ll; = 1. Pour montrer que la convergence L! n’entraine pas la convergence
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presque partout, on considere a nouveau 1’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R), A), et
on construit la suite (f;,),en+ € L' (R) (dite “bosse glissante”, voir figure 4.7) définie

par: f, x(x) = Lyt &y, pour = @, peNetl <k <n. On peut voir facilement
filx) falx) f3(x) fa(x)
1 1 1 — 1=
LA R N T A 1 .
f5(x) fox) f7(x) fs(x)
1 — 1 — I = 1 —
—TTrIrT T e T
3 3 33 1 13

FIGURE 4.1 — La bosse glissante
que ||full1 = Ill pour n € [@,@[, alors que f,, /> 0 pp (par contre, on peut
noter qu’il est possible d’extraire de (f,),cn Une sous-suite qui converge presque
partout vers 0). Le théoréeme de convergence dominée, énoncé ci-apres, donne une
hypothese suffisante pour qu’une suite (de fonctions) convergeant presque partout
converge aussi dans L.

On rappelle (voir la remarque 4.38) que I’hypothese “(F,),ey CL' et f : E—R
t.q. F, — f p.p.” signifie simplement que f,, — f p.p. en choisissant f, € E,. Cette
définition est bien cohérente car elle ne dépend pas du choix des f,, dans F,,. On rappelle
aussi que f, — f p.p. signifie qu’il existe A € T t.q. m(A) =0 et f,(x) — f(x) dans
R pour tout x € A€,

4.7.1 Convergence presque partout et convergence dans L'

Le théoréme suivant est une conséquence du théoreme de convergence monotone
et permet de montrer la convergence dans L' d’une suite monotone de fonctions
convergeant presque partout.

Théoreme 4.43 (Beppo-Lévi) Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,),en C Lﬂ{(E,
T, m). On suppose que :
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L fui1 = fupp, YneN, [ou f,.1 < f, p.p., YneNJ,
2. fu— f p.p., quand n — +oo.
On a alors :

1. fe Lﬁ{(E, T, m) (au sens oit il existe g € E]}Q(E, T, m)t.q. f = g p.p.) si et seulement
Si:

lim ffndm eR.

n—+oo

2. Si f € Lg(E, T, m), alors f,, — f dans L!.

La démonstration de ce théoreme fait 1’objet de 1’exercice 4.32.

Nous allons maintenant voir un résultat fondamental, conséquence du lemme de Fatou,
qui permet de prouver la convergence de suites dans L! sans hypothése de convergence
monotone.

Théoreme 4.44 (Convergence dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace
Lﬁg(E, T, m) est noté L' . Soit (f,,)neny C L! et f une fonction de E dans R telles que :

1. f,— f p.p.
2.AF e L! t.q., pour tout n €N, |f,| < F p.p..

Alors f € L! (au sens oiv il existe g € L (E, T, m) t.q. f =g p.p.) et f, > f dans L1,
c’est-a-dire

f|fn — fldm — 0 lorsque n — +oo.

Ceci donne aussi ffndm — ffdm, lorsque n — +o0.

DEMONSTRATION — Ce théoréme est essentiellement donné par la proposition 4.29.
La différence avec la proposition 4.29 tient dans le fait que f,, et F sont dans L! au lieu
de £! et que f n’est pas nécessairement mesurable. Il s’ agit toutefois de différences
mineures comme nous le voyons ci apres.

Pour tout # € N, on choisit un représentant de f,,, encore noté f,,. La premiere hypothese
du théoréme signifie que f,, — f p.p. (voir la remarque 4.38). Il existe donc A € T t.q.
m(A) = 0et f,(x) > f(x), quand n — +oo, pour tout x € A°. On remplace alors f,, par
fu1ac, encore noté f, (c’est toujours un représentant de la méme classe d’équivalence
car m(A) = 0). On définit aussi g par g = f sur A® et g = 0 sur A. Enfin, on choisit un
représentant de F, encore noté F. On obtient ainsi :

1. (fn)neN c ‘Cl’
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2. f,(x) = g(x) pour tout x € E, quand n — +oo,
3.FeL!et f, <Fp.p., pour tout n € N.

Les 2 premiers items donnent aussi g € M (par la proposition 3.19, on utilise ici le fait
que f,,(x) — f(x) pour tout x € E et pas seulement pour presque tout x). On peut donc
appliquer la proposition 4.29 page 185. Elle donne : g € £', ||f,, — glli — 0, quand
n— +oo et ffndm — fgdm, quand n — +co.

Comme g = f p.p.,onadonc f € L! (ausensohilexistegelll(E T, mtq. f=g

p-p.)- Puis [|f, = flly = Ifu — gl = 0, quand n — +oo, et [ f,dm — [ gdm = dem
quand n — +oo.

Dans le théoreme 4.44, I’hypothese de convergence p.p. de f,, vers f peut étre rempla-
cée par une hypothese de convergence en mesure (plus précisément, avec 1’hypothese
de domination donnée dans le théoréme 4.44, on a méme équivalence entre la conver-
gence en mesure et la convergence dans L1). On obtient ainsi le théoréme suivant (ou
seule la partie utile de cette équivalence est donnée).

Théoreéme 4.45 (Convergence en mesure dominée) Soit (E, T,m) un espace mesuré.
L’espace Lﬁg(E, T, m) est noté L' . Soit (f,)neny C L! et f une fonction de E dans R
telles que :

1. f, — f en mesure.

2.AF e L! t.q., pour tout n € N, |f,| < F p.p..

Alors f € L' (au sens oiv il existe g € Ly(E, T, m) t.q. f = g p.p.) et f, — f dans L1,
c’est-a-dire

J|fn—f|dm — 0 lorsque n — +oo0.

Ceci donne aussi ffndm — jfdm, lorsque n — +oo.

DEMONSTRATION —  En choisissant des représentants de f,, et f, la démonstration
de ce théoreme se ramene a celle de I’exercice 4.36. ]

4.7.2 Série absolument convergente

On va maintenant montrer que I’espace (L, ||.||;) est un espace de Banach, en mon-
trant que toute série absolument convergente dans L! (i.e. t.q. la série des normes
converge) est convergente dans L. On en déduira aussi un résultat trés important (le
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théoréme 4.49) qui permet d’extraire d’une suite convergeant dans L! une sous-suite
convergeant presque partout. On aura besoin au cours de la démonstration du petit
résultat (démontré dans 1’exercice 4.11) suivant :

Lemme 4.46 Soient (E, T, m) un espace mesuré et F € M. On suppose que Jde
< +00. Alors F < +o0 p.p. (c’est-a-dire que il existe A € T t.q. m(A) = 0 et F(x) <
+00 pour tout x € A°).

Théoréme 4.47 (Séries absolument convergentes dans L') Soit (E, T, m) un espace
mesuré. Soit (f,)peny C L' .q. Z||fn||1 < +o00; alors :

neN
1.IFell; |Z;zofp| < F p.p., pour tout n € N.

2. La série de terme général f,(x) est, pour presque tout x € E, convergente (dans R).

On définit f par f(x) = an(x) (de sorte que f est définie p.p.).
neN
3. f € L! (au sens ot il existe g € LL(E, T, m) t.q. f =g p.p. ) et Y p-ofp — f dans
L! et p.p., quand n — +co.

DEMONSTRATION — La preuve s’effectue en trois étapes :

1. On choisit un représentant de f,,, encore noté f,, et on pose F(x) = ZpeN Ifp(x)l € R,.
On a donc F € M, et le corollaire 4.18 du théoréme de convergence monotone

donne
[ram=y" [ifiam= Y 1g < oo

neN neN
Le lemme 4.46 donne alors F < +co p.p., c’est-a-dire il existe A € T tel que
m(A) = 0 et F(x) < +oo pour tout x € A°. En remplacant F par 0 sur A, on a donc
Fe £!. (Donc, FeL! au sens de la remarque 4.40).
La définition de F donne immédiatement |}_;_ f,| < F p.p., pour tout n € N.

2. Pour tout x € A€, la série de terme général f, (x) est absolument convergente dans
R, donc convergente. Comme m(A) = 0, f est donc définie p.p. car elle est définie
pour x € A par f(x) =lim,_, Z;:o fp(x).

3. On pose s, = ZZ:O fp- le premier point donne |s,| < F p.p., pour tout n € N et
F e L!. Le deuxiéme point donne s,, — f p.p.- On peut donc appliquer le théoréme
de convergence dominée (théoreme 4.44). Il donne f € Lletla convergence de la
suite (s,,)en (vers f) dans L. La convergence p.p. (vers f) de la suite (s,),en est
donné par le deuxieme point. |

Théoréme 4.48 (Riesz—Fisher) Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L' (E, T,
m) est un espace de Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.
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DEMONSTRATION —  On sait déja que L! est espace vectoriel normé. Une consé-
quence du théoréme 4.47 est que, dans L!, toute série absolument convergente est
convergente. Cette propriété est une caractérisation du fait qu’un espace vectoriel
normé est complet. On en déduit donc que (L', ||.]l;) est complet et donc que (L, ||.||;)
est un espace de Banach. ]

Dans la suite L! sera toujours muni de la norme || - ||; .

Théoreme 4.49 (Réciproque partielle du théoréme de convergence dominée)

Soient (f,)uen C L' et f € L! telles que f,, — f dans L', alors il existe une sous-suite
(fu ken, et F € L! telles que :

L fu, = f p-p-
2. |fu | < F p.p., pour tout k € N.

DEMONSTRATION —  En utilisant le fait que (f;),cn est une suite de Cauchy dans
L!, on construit par récurrence une suite (fuy Jken telle que ny g > ny et sip,q > ny,

Ifp = folli < 1. On peut alors appliquer le théoreme 4.47 a la série de terme général
8k = fupor — fik pour conclure. .

On donne maintenant le théoreme de Vitali, qui donne des conditions nécessaires et
suffisantes de convergence dans L! pour une suite convergeant p.p.. La démonstration
de ce théoreme ainsi que des petits résultats préliminaires qu’elle nécessite font 1’objet
des exercices 4.33 et 4.34.

Proposition 4.50 Soient (E, T, m) un espace mesuré, f € LIIK(E, T, m); alors :
1Y >0, 3 6>0tg. YVAeT,mA)<o= [, |fldm<e
2.V e>0, 4 CeTrg. m(C)<+ooetJCC|f|dm5£.

Théoreme 4.51 (Vitali) Soit (E, T, m) un espace mesuré. On note Ll ‘espace L%R(E,
T, m). Soit (f,)ney une suite de L' t.q. f, — f p.p., f prenant ses valeurs dans R
(voir remarque 4.38). Alors, f € L! et f, — f dans L! si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1. (Equi-intégrabilité) Pour tout € > 0, il existe &> 0 t.q.

AeT,nEN,m(A)Sé:J |fuldm <e,
A
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2. (Tension) pour tout € > 0, il existe C€ T t.q. m(C) < +c0 et

neN:J |fuldm <e.
CE

DEMONSTRATION — La démonstration de ce théoréme fait I’objet de ’exercice 4.34;
la démonstration du fait que les hypothéses 1 et 2 impliquent la convergence dans L'
ne nécessite pas le théoréme de convergence dominée : on utilise le théoréeme d’Egorov
(cf théoreme 3.39 et exercice 3.28). Le théoreme de convergence dominée peut étre vu
comme une conséquence du théoreme de Vitali (cf exercice 4.34). ]

Dans le théoreme 4.51, si m(E) < +o0, I’hypothese 2 est, bien siir, toujours vérifiée (il
suffit de prendre C = E).

4.8 Continuité et dérivabilité sous le signe d’intégration

Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonction de E xR dans R; a t € R fixé,
on définit I’application f(.,t) : E — R, qui a x associe f(x,t). On suppose que
I’application f (., t) ainsi définie vérifie I’hypothese suivante :

f(,t)eL =Ly(E, T,m), VteR, (4.10)

et on note F I’application définie de R dans R par :

F(t) = J-f(., tydm = Jf(x, t)ydm(x).

Théoreme 4.52 (Continuité sous f) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une fonc-
tion de E X R dans R vérifiant I’hypothese (4.10) et ty € R ; on suppose de plus que :

1. 'application f(x,.), définie pour presque tout x € E par : t — f(x,t), est continue
en to, pour presque tout x € E;

21 e>0erd Ge LllR(E, T, m) tels que |f (., t)| < G p.p., pour tout t €]ty — ¢, to+ g[.
Alors F, définie de R dans R par : F(t) = jf(, t)dm = Jf(x, t)dm(x), est continue

en ty.

DEMONSTRATION —  Soit (t,),en Clto — & to + €[, t.q. t,, — to lorsque n — +oo.
Soit f, définie par f,(x) = f(x,t,). Comme f, — f(-, o) p.p. et [f,] < G p.p.. On peut
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appliquer le théoreme de convergence dominée (théoréme 4.44) a la suite (f,;),en. Il
donne F(t,,) — F(tg) quand n — +co. L]

Théoreme 4.53 (Dérivabilité sous I) Soient (E, T, m) un espace mesuré, f une
fonction de E x R dans R vérifiant I’hypothese (4.10) et ty € R. On suppose de plus
qu’il existee >0, AcTetGe L%Q(E, T, m)tq. m(A)=0et:

1. L’application t v~ f(x,t) est dérivable pour tout t €|ty — &, ty + €[ et pour tout
x € A°;

af c

2. |§(X, t)] < G(x) pour tout t €|ty — ¢, ty + €[ et pour tout x € A°.

Alors F, définie de R dans R par : F(t) = Jf(, t)dm = jf(x, t)dm(x), est dérivable

entyet:

Jd
Fl(t) = fa—’;<x, )

DEMONSTRATION —  Soit (t,),ent Clto — & fo + €[, t.q. £, — to lorsque n — +oo et
t, # to pour tout n € N*. Soit f,, définie par

(x, ) = f (x, £)
) = Lt =S to),
n— 0
La suite (f;,),en est dans L! et on peut lui appliquer le théoréme de convergence
dominée (théoreme 4.44) car f, — ‘3—{(-, to) p-p., quand 1 — +o0, et, si x € A et
neN, il existe 0, , €]0,1[ t.q. f,(x) = %(x, Oy.nto + (1 =0, ,)t,) (grice au théoreme
des accroissements finis) et donc |f,,| < G p.p., pour tout n € N. Le théoreme 4.44

donne alors ‘3—{(~, to) e L et jfndm — f %—{(-, to)dm. Ceci étant vrai pour toute suite
(tu)nen Clto — & to + €[, t.q. t, — to lorsque n — +oo et t,, # tg pour tout n € N*, on
en déduit bien que F est dérivable en t et :

F'(ty) = J 3—]:(x, to)dm(x).

4.9 Espérance et moments des variables aléatoires
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Définition 4.54 (Espérance, moment, variance) Soient (QQ, A, p) un espace proba-
bilisé et X une variable aléatoire réelle.

1. Si X > 0 (c’est-a-dire X(w) = 0 pour tout w € ), on définit I’espérance E(X) de
la variable aléatoire X par E(X) = fX(w)dp(w).

2.85i X e L%{(Q, A, p) (c’est-a-dire E(|X|) < +00), on définit I’espérance E(X) de la
variable aléatoire X par :

E(X) = JX(w)dp(w).

On définit la variance de X par Var(X) = 0%(X) = E((X - E(X))?) (avec 5(X) > 0).

3. Pour r € [1,+00[, le moment d’ordre r de la variable aléatoire X est I’espérance de
la variable aléatoire |X|".

Définition 4.55 (Covariance) Soient (QQ, A, p) un espace probabilisé et X,Y deux
va.r. t.q. E(X?) < +o0 et E(Y?) < +co. On définit la covariance de X et Y par :
con(X,Y) = E((X=E(X)(Y =E(Y)). (Remarquer que (X —E(X)(Y —E(Y)) est une v.a.r.
intégrable car sa valeur absolue est majorée, par exemple, par X>+Y?+E(X)?+E(Y)?
qui est intégrable.)

On calcule rarement I’espérance d’une v.a. comme intégrale par rapport a la probabilité
p; en effet, I’espace (Q, A, p) est souvent mal connu. Le théoréme 4.58 montre qu’il
suffit en fait de connaitre la loi de la v.a. X pour calculer son espérance (ou, plus
généralement, I’espérance d’une fonction de X). On se ramene ainsi au calcul d’une
intégrale sur R.

Les deux inégalités suivantes découlent immédiatement du lemme 4.15 :

Lemme 4.56 (Inégalité de Markov) Soient (), A, p) un espace probabilisé, X une
variable aléatoire réelle positive sur () et A € R,. On suppose que 0 < E(X) < +o0.
Alors :

p({X = AE(X)}) <

>

DEMONSTRATION — Il suffit, par exemple, d’appliquer le lemme 4.15 avec f = X et
t = AE(X). L]

Lemme 4.57 (Inégalité de Bienaymé Tchebychev) Soit (QQ, A, P) un espace proba-
bilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q), intégrable et t.q. sa variance vérifie 0 <
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()‘Z(X) < +oo, et A € R}, Alors :

1

P{IX - EX)| 2 Aa(X))) < 35

DEMONSTRATION —  Appliquer le lemme 4.15 avec f = |X — E(X)|? et t = Ao(X).
|

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire réelle sur Q. La loi de X,
notée Py est définie par Px(A) = P(X~1(A)), pour tout A € B(R). Ceci est équivalent
a dire que pour tout A € B(R), on a, avec @ =1, :

J ¢ o X(w)dP(w) = J‘ @(x)dPx(x). 4.11)
Q R

On rappelle que ¢ o X est souvent improprement noté ¢@(X), ce qui s’explique par le
fait ¢ o X(w) = @(X(w)) pour tout w € Q. Le théoreme 4.58 montre que cette égalité
est vraie pour une large classe de fonctions boréliennes ¢ de R dans R ou R, (on
rappelle que borélienne signifie mesurable quand les espaces sont munis de la tribu de
Borel).

Théoreme 4.58 (Loi image) Soir (Q), A, P) un espace probabilisé, X une variable
aléatoire réelle sur Q) et Py la loi de la variable aléatoire X. On a alors :

1. L’égalité (4.11) est vraie pour toute fonction ¢ borélienne de R dans R, et toute
fonction borélienne bornée de R dans R.

2. Soit @ une fonction borélienne de R dans R, la fonction @ o X appartient a Lﬁ{(Q,
A, P) si et seulement si @ € L%R(]R, B(R), Px). De plus, si ¢ € Lﬁ%(R, B(R), Px),
L’égalité (4.11) est vraie.

DEMONSTRATION — On remarque que (4.11) est vraie pour tout ¢ = 1,, avec
A € B(R) (par définition de px). Par linéarité positive, (4.11) est encore vraie pour tout
@ borélienne étagée positive de R dans R. Par convergence monotone, (4.11) est alors
vraie pour tout ¢ borélienne de R dans R,. Ceci donne la premidre partie du premier
item. En utilisant la décomposition ¢ = ¢ — @, on montre alors le deuxiéme item.
Enfin, la deuxi¢me partie du premier item vient du fait que ¢ est intégrable pour la
probabilité px si @ est borélienne bornée. |

Un produit de v.a.r. intégrables et indépendantes est une v.a.r. intégrable (ce qui est,
bien siir, faux sans ’hypothese d’indépendance) et I’espérance de ce produit est égal
au produit des espérances. Ce résultat plus général est donnée dans la proposition
suivante.
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Proposition 4.59 Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xq,..., X, des v.a.r.
indépendantes.

1. Soit @q,..., @, des fonctions boréliennes de R dans EJr. On a alors :
d d
(| Joixin =] [B@ix). (“.12)
i1

i=1 i
(En convenant qu’un produit de termes est nul si [’'un des termes est nul.)

2. Soit @1,...,@ 4 des fonctions boréliennes de R dans R. On suppose que @;(X;) est in-
tégrable pourtouti =1,...,d. Lav.a.r. ]_[?:1 @;(X;) est intégrable et I’égalité (4.12)
est vraie.

3. Soit @q,...,¢ 4 des fonctions boréliennes bornées de R dans R. L’égalité (4.12) est
vraie.

N.B. Si X4,...,X; sont des v.a.r, le fait que (4.12) soit vraie pour toute famille
®1,..., 94 de fonctions boréliennes bornées de R dans R est donc une condition
nécessaire et suffisante pour les v.a.r. Xq,...,X  soient indépendantes.

DEMONSTRATION —  Si @y,..., @, sont des fonctions caractéristiques de boréliens
de R, I’égalité (4.12) est une conséquence immédiate de la définition de I’indépendance
des X; (Si @; = 1,, avec A; € B(R), on a E(;(X;)) = P({X; € A;}) = P(X71(A)))).

1
Par linéarité positive, on en déduit que (4.12) est vraie si les fonctions ¢; sont (boré-

liennes) étagées positives (c’est-a-dire ¢ € £,). Puis, par convergence monotone, on
en déduit le premier item de la proposition (car toute fonction borélienne de R dans
R, est limite croissante d’éléments de &.).

Pour le deuxiéme item, on utilise (4.12) avec la fonction x — |@;(x)| au lieu de la
fonction ¢; (pour tout 7). On montre ainsi que la v.a.r. ]_[?:1 @;(X;) est intégrable. Puis,
on montre (4.12) par linéarité (utilisant @; = @ — @;).

Le troisieme item est conséquence immédiate du deuxieme (car si X est une v.a.r. et @
est une fonction borélienne bornée, la v.a.r. @(X) est intégrable). ]

Une conséquence de la proposition 4.59 est que XY est intégrable et cov(X,Y) = 0 si
X,Y sont deux v.a.r. indépendantes et intégrables sur un espace probabilisé (CQ, A, p).

Pour montrer que des v.a.r. sont indépendantes, il est parfois utile de savoir qu’il
suffit de montrer (4.12) lorsque les fonctions ¢; sont continues a support compact
de R dans R. C’est I’objet de la proposition 4.61 qui se démontre a partir d’un
résultat d’unicité (proposition 4.60) sur lequel nous reviendrons au chapitre 5. On
note C,(R,R) I’ensemble des fonctions continues a support compact de R dans R (on
rappelle qu’une fonction ¢ de R dans R est a support compact s’il existe un compact
KdeRtq.@=0sur K.
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Proposition 4.60 Soit m et p deux mesures sur B(R), finies sur les compacts de R.
On suppose que :

J(pdm = J(pdu pour tout @ € C.(R,R).

Alors, m = .

DEMONSTRATION —  Puisque m et p sont des mesures sur 5(IR), finies sur les com-
pacts, on a bien C.(R,R) C L]E(R,B(R),m) et C.(R,R) c LI}&(R,B(R),M). On pose
maintenant C = {]a, b[, a,b € R, a < b} et on commence par montrer que m = p sur C.
Soit a,b € R, a < b. 1l existe une suite (¢, ),eny C Cc(R,R) t.q. @, T 1) 5[ En effet, il
suffit de construire @,;, pour n > 2/(b — a), de la maniére suivante :
@u(x)=0six<a,
©u(x)=n(x— )51a<x<a+—
Qu(x)=1sia+ <x<b——
a(x) = —n(x— b) sib-— <x<b
@u(x)=0sib<x
Puis, en passant a la limite quand 1 — +oco dans I’égalité J(pnd m= J(pnd 1, on obtient
(par convergence monotone ou par convergence dominée) m(]a, b[) = u(]a, b[).

On conclut enfin que m = p en utilisant, par exemple, la proposition 2.31. |

Proposition 4.61 Soit (Q), A, P) un espace probabilisé, d > 1 et Xy,..., X, des v.a.r.
Ces v.a.r. sont indépendantes si et seulement si on a, pour tout famille {¢1,..., ¢4} C

C.(R,R), , ,
B([ Joixan =] [Bl@:tXi)), (4.13)
i=1 i=1

(En convenant qu’un produit de termes est nul si I’'un des termes est nul.)

DEMONSTRATION — Le fait que la condition est nécessaire est une conséquence
immédiate de la proposition 4.59 car une fonction continue a support compact est
borélienne et bornée.

On montre maintenant que la condition est suffisante. On suppose donc que (4.13)
est vraie pour toute famille {¢;,..., @} C C.(R,R) et on veut montrer que les v.a.r.
X1,..., X4 sont indépendantes, c’est-a-dire que pour tout Aq,..., A, € B(R),ona:

d d
E[]_[lA,(X) = [ A X)), (4.14)
i=1 i=1

On rappelle en effet que

d
E(1a, (X)) = P (A7) et B(| [14,X0) = P(() X7 (A)).
i=1 i
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Pour montrer (4.14), on introduit, pour tout 1 <n < d + 1, la propriété suivante :
P, : (4.13) est vraie si @; = 14, avec A; € B(R), pour i <, et ¢; € C(R,R) pour
i>n,@; >0.

L’hypothese de la proposition donne que P; est vraie. On suppose maintenant que P, est
vraie pour un 7 € {1,...,d}. Soit A; € B(R) pour i <n (et ; = 15,) et ; € C.(R,R)
pour i > n. Pour A, € B(R), on pose, avec @, = 1, :

m(Ay) = E(TTL, 9i(X),

#(A) =TT E(@i(X;)).
Les applications m et u sont des mesures sur B(R). La propriété P, montre que
f(pdm = I(pd p pour tout ¢ € C.(R,R). La proposition 4.60 montre alors que m = p
ce qui donne la propriété P, ;. Par récurrence sur n, on montre ainsi que P;,; est vraie,
ce qui donne (4.14) et I’'indépendance de X4,..., X, . ]

4.10 Espace L(E, T, m) et espace L%N(E, T, m)

Définition 4.62 Soient (E, T, m) un espace mesuré et N > 1 (N € N).

1. Soit f : E— RN. Pour x € E, on pose f(x) = (fi(x),..., fin(x))} € RN. La fonction
f appartient a /.']%%N(E, T,m)si f, € [I]%%(E, T, m) pour tout n € {1,...,N}.

2.8ife KIEN(E, T, m), on note

J-fdm = (jfldm,...,ijdm)t eRN,

La caractérisation suivante de mesurabilité et intégrabilité est intéressante.
Proposition 4.63 Soient (E, T, m) un espace mesuré, N >1et f : E— RN,

On note fi,..., fx les composantes de f.

1. f, est mesurable (de E dans R) pour tout n € {1,...,N} si et seulement si f est
mesurable de E dans RN, ¢’est-a-dire si et seulement si f~'(A) € E pour tout
A € B(RN).

2. Si f est mesurable (de E dans RN). On munit RN d’une norme, notée || - ||. Alors,
fe E%N(E, T, m) si et seulement sij||f||dm < +oo (noter que ||f|| € M,).

DEMONSTRATION — On donne la démonstration pour N = 2.

1. On suppose d’abord f;, f, € M. On veut montrer que f est mesurable de E dans
R2. Comme B(R?) est engendré par {A x B, A, B € B(R)}, il suffit de montrer que
f~1(AxB) € T pour tout A, B € B(R).
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Soit donc A,B € B(R). Ona f~!(AxB) = fl’l(A) N fz’l(B) €T car f; et f, sont
mesurables. Donc f 1 (A x B) € T. On a bien montré que f est mesurable de E dans
RZ

Réciproquement, on suppose maintenant que f est mesurable de E dans R2. Soit
A € B(R). On remarque que fl_l(A) = f"Y(AxR). Or AxR € B(R?), donc
fl_l(A) = f"Y(AxR) € T, ce qui prouve que f; est mesurable. On prouve de
maniére semblable que f, est mesurable.

2. Soit f mesurable de E dans RN. On suppose que RN est muni d’une norme, notée
|| |]. Comme y — ||y]| est continue de RN dans R, I’application ||f]] : x — ||f (x)I|
est mesurable de E dans R (comme composée d’applications mesurables). Comme
cette application ne prend que des valeurs positives ou nulles, on a donc ||f|| € M,.

Comme toutes les normes sur RN sont équivalentes, on a donc I|| flldm < +oo
si et seulement si J||f||1dm < 400, avec ||f]l; = I,j:l |f.l. 11 est alors immédiat

de remarquer que J|| fllidm < +oo si et seulement f,, € Eﬁa(E, T, m) pour tout
ne{l,...,N}. Onadonc :

[1f1m< 00 o f e 2B

La définition de KE&N(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un espace
vectoriel sur R. De plus, si RN est muni d’une norme, notée || - ||, il est aussi immédiat
que I’application f fll flldm est une semi—norme sur £]§N(E, T, m). Pour obtenir
un espace vectoriel normé, on va considérer, comme dans le cas N = 1, I’espace
L']%QN(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”. On rappelle que f = g p.p. s’il
existe A€ T t.q. m(A)=0et f = g sur A.

Définition 4.64 (Espace L) Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L;QN(E, T, m) est I’espace L']}QN(E, T, m) quotienté par la relation “f = g
p.p.”.
2. On munit RN d’une norme notée || -||. Soit F € L]EN(E, T, m). On pose ||E||; =

f|| flldm, out f € F (cette définition est correcte car indépendante du choix de f
dans F).

Proposition 4.65 (L! est un espace de Banach) Soient (E, T, m) un espace mesuré et
N > 1. L’espace L]EN(E, T, m) est un espace de Banach (réel) c’est-a-dire un espace
vectoriel (sur R) normé complet (avec la norme définie dans la définition 4.64).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du
casN=1. |
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Définition 4.66 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. Soit f : E— C. On note Re(f) et Imi(f) les parties réelle et imaginaire de f. On
a donc, pour x € E, f(x) = Re(f)(x) + iIm(f)(x), avec Re(f)(x), Im(f)(x) € R.
La fonction f appartient a [:(%:(E, T, m) si Re(f), Im(f) € LL(E, T, m).

2.8ife ﬁ(lc(E, T, m), on note

dem:fRz(f)deJIm(f)dmeC

Ici aussi, on a une caractérisation de mesurabilité et intégrabilité.
Proposition 4.67 Soit (E, T, m) un espace mesuré et f une application de E — C.

1. Re(f) et Tmu(f) sont mesurables (de E dans R) si et seulement si f est mesurable
de E dans C, c’est-a-dire si et seulement f~1(A) € E pour tout A € B(C).

2. Si f est mesurable (de E dans C), f € E(lc(E, T, m) si et seulement si f|f|dm < 400
(noter que |f| € M,).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition se rameéne facilement a
la précédente démonstration (c’est-a-dire a la démonstration de la proposition 4.63) en
utilisant 1’application ¢ : C — R? définie par @(z) = (x,p)! si z = x + iy € C, qui est
une bijection continue, d’inverse continue. n

Ici aussi, la définition de ,C(IC(E, T, m) donne immédiatement que cet espace est un
espace vectoriel sur C. Il est aussi immédiat que 1’application f II fldm est une
semi—norme sur [}C(E, T, m). Pour obtenir un espace vectoriel normé, on va considérer
I’espace ﬁé:(E, T, m) quotienté par la relation “f = g p.p.”.

Définition 4.68 Soit (E, T, m) un espace mesuré.

1. L’espace L%:(E, T, m) est ’espace K%J(E, T, m) quotienté par la relation “f = g
p-p.”.

2. SoitF e L%:(E, T, m). On pose ||F||; = J|f|dm, ou f € F (cette définition est correcte
car indépendante du choix de f dans F).

Proposition 4.69 Soit (E, T, m) un espace mesuré. L’espace L<1C(E, T, m) est un espace
de Banach (complexe) c’est-a-dire un espace vectoriel (sur C) normé complet (avec
la norme définie dans la définition 4.68).
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DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition découle facilement du
fait que Lﬁ%(E, T, m) est un espace de Banach (réel). L]

4.11 Exercices

4.11.1 Intégrale des fonctions mesurables positives et espace £!

Exercice 4.1 (Sup de mesures) Soit (E, T) un espace mesurable et (1,,),,cy Une suite
de mesures sur T. On suppose que m,,,1(A) > m,(A) pour tout A € T et tout n € N.
On pose m(A) = sup{m,(A),n € N} pour A e T.

1. (Lemme préliminaire) Soit (a;,p)y pen C R, et (ap)pen C R, t.q. Anilp = Anps
pour tout n,p € N, et a,, , — a, quand n — +o0, pour tout p € N. Montrer que

+00 +00
Zan,p — ) ap, (dans R,) quand n — +oo.
p=0 p=0

. [On pourra utiliser le fait que

N 00 )
) tp<) aup<) apl

p=0 p=0 p=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que la suite (Z;O:o An,p)neN est croissante,

elle admet donc une limite dans EJr. Pour N € N, on passe a la limite quand n — +oo
dans les inégalités

p=0 p=0 p=0
On obtient
N 0 )
) < lim ) ap<) ap
p:O p:O p:()

On passe maintenant a la limite quand N — oo pour obtenir

(o] (o]

(o]
< lim ) ap<) ap
=0 p:() p:()

=

On a donc
(o]

lim a,, = Z a,.
n—-+o0o mp P
p=0 p=0

2. Montrer que m est une mesure.



4.11. EXERCICES 205

Corrigé —  On remarque tout d’abord que m(0) = sup, . 1, (0) = 0.
Puis, soit (Ap)pen C T 1.g. AyNA; =0 sip#q. Onpose A=,y Ay Ona

(o]
m(A) = sup my(A) = lim m,(A)= lim O My (Ap).
p:
En utilisant la question précédente avec a,, = my(A,), on en déduit m(A) =

Z;O:O m(Ap)~
3. Soit f € £,(E, T). (On rappelle que &, (E, T) est I’ensemble des fonctions étagées
de E dans R, .) Montrer que Ifdm = supneN(ffdmn).

Corrigé— Soit {ay,...,a,} CRY et {Ay,..., A} CTrq f=Y" a1,
Ona ffdmn = Zle a;my(A;), la suite (ffdmn)neN est donc croissante. Puis, en
passant a la limite sur n, on obtient :

=

p
’1liTw(Zaimn(Ai)) = Zﬂi lim (1m1,,(A;))
4 —

i=1

[ pam= tim ([ sam)=sop [ £am,).

neN

et donc

4. Soit f € M, (E, T). (On rappelle que M, (E, T) est I’ensemble des fonctions mesu-

rables de E dans R, .)
(a) Montrer que (J fdm,,),cn est une suite croissante majorée par f fdm.

Corrigé —  Soit f € M. Soit (f,)pen C €1 1.q. f, T f quand p — co. D’apres la
question précédente, on a (pour tout n et tout p)

jfpdmrz < prdmn+1 < ffpdm.

En passant a la limite sur p (avec n fixé) on en déduit que ffdmn < ffdmnﬂ <
ffdm. La suite (ffdmn)neN est donc croissante et majorée par Ifdm

(b) Montrer que ffdmn — ffdm lorgsue n — +oo0.
Corrigé — Onpose Ay ={g€&,, g < f} Onsait que
dem = sup jgdm et que J.fdmn = sup Jgdm,, pour tout n € N.
gEAf gEAf
La question 2 donne que [Jgdm = SUp,,eN fgdmn pour tout g € E... On en déduit
ffdm = sup(supjgdmn) = sup(sup jgdmn) = supffdmn,
g€As neN neN geAs neN

ce qui, avec la question précédente, donne bien jfdmn — ffdm quand n — +oo.
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5. Soit f € Kﬂ{(E, T, m). Montrer que f € E%R(E, T,m,) pour tout n € N et que
ffdmn —>ffdm quand n — +co.

Corrigé— Onalfle M N ZJIE(E, T, m). la question 4 donne Ilfldmn < Ilfldm,
on en déduit que f € L%(E, T, m,,) pour tout n € N. La question 4 donne aussi que

jf*dmn —>ff+dm et Jf_dmn —>ff_dm.

Les deux convergences ayant lieu dans R, on en déduit que j fdm, — f fdm quand
1 — +00.

Exercice 4.2 (Somme de mesures) Soient m; et m, deux mesures sur I’espace
mesurable (E, T).

1. Montrer que m = my + m, est une mesure.

Corrigé — (a) m(0) = m,(0) + m»(0) =0,
(b) Soit (A)penCT g Ay,NA,=0sinzm. Ona:
() An) = mu((_JAn)+ma((_JAn).
neN neN neN
Comme m;(|J, enyAy) =1imy, ZZ:O m;(Ap) pour i =1,2, on en déduit

n n

m((_JA) = lim ) (mi(Ap)+my(Ay) = lim ) m(A,),
neN p=0 p=0
ce qui prouve bien la 6-additivité de m.

Ceci montre bien que m est une mesure.

2. Montrer qu’une application f mesurable de E dans R est intégrable pour la mesure
m si et seulement si elle est intégrable pour les mesures 11 et 11,. Si f est intégrable
pour la mesure m, montrer que ffdm = ffdml + ffdmz.

Corrigé — Soit A €T, on pose @ = 14. La définition de m donne immédiatement

J(pdm:f(pdmlJrJ(pdmz. (4.15)

Par linéarité de l'intégrale, I’égalité (4.15) est aussi vraie pour @ € £,.

Soit maintenant ¢ € M. Il existe (¢,,)en C Ex 1.q. @, T @ quand n — +oo. On écrit
(4.15) avec @, au lieu de @ et on fait tendre n vers linfini. La définition de ’intégrale
sur M, donne alors (4.15).

On a donc montré que (4.15) est vrai pour tout ¢ € M,.

Soit f € M, en écrivant (4.15) avec ¢ = |f| on obtient bien que f € L' (E, T, m) si et
seulement si f € LY(E, T, m;) N LY(E, T, m,).

Enfin, si f € LL(E, T, m), on écrit (4.15) avec ¢ = f* et ¢ = £, la différence donne
bien [ fdm= [ fdmy + [ fdms.
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3. Soit (m,,),,en une famille de mesures (positives) sur (E, T) et (a,),,eny C R} . On
pose, pour A € T, m(A) = ), ey &M, (A). Montrer que m est une mesure sur T ;
soit f une application mesurable de E dans R et intégrable pour la mesure #1;
montrer que dem =) jeN O jfdmn.

Corrigé — Soit n € N, on définit 11,, par 1, (A) = o,,m,(A) pour tout A € T. Il est
facile de voir que 11, est une mesure sur T, que [:]%(E, T,m,) = Lﬁg(E, T, m,,) et que
Ifdnﬁn = anffdmn pour tout f € [lﬁQ(E, T, m,).

On pose maintenant, par récurrence sur n, jg = tig et fy, = Py, + 1, pour n € N*.,
La question précédente montre, par récurrence sur n, que W, est une mesure sur'T et
donne que f € Kﬁk(E, T, u,) si et seulement si f € ﬂpgn ﬁllR(E, T,m,) = ﬂpSn Kﬁ(E,
T, m,,). Enfin, la question précédente donne aussi, toujours par récurrence sur n,

[ £an - ;jfdm - ganffdmn.

Pour tout A €T, ona m(A) =} ey oy, (A) = sup,cn Pu(A). On peut donc uti-
liser les résultats de I’exercice précédent. On obtient que m est une mesure sur
T et que f € Eﬁ(E,T,m) implique f € £11{(E,T, W) pour tout n € N et jfdm =
lim,_, deyn. Sife E%{(E, T,m) on a donc f € EII{(E, T, m,,) pour tout n € N et
ffdm =lim,_, 0 ZZZO ap demp, c’est-a-dire

J-fdm =) J-fdmn.

neN

Exercice 4.3 (Intégrale pour la mesure de Dirac) Soit d; la mesure de Dirac en 0,
définie sur B(RR). (cf exemple 2.20.) Soit f € M_, calculer ffdéo.

Corrigé — On définit g de R dans R, par
g(x)=0six=0,
g(0) = f(0).
Ona ge M, et, comme 5¢({0}°) =0, ona f = g p.p., on en déduit

ffdéo - jgdéo ~ £(0)50((0}) = £(0)

Exercice 4.4 (Restrictions de la mesure de Lebesgue) Soit A et B deux boréliens
de R t.q. A C B. On note A4 [resp. Ag] la restriction a B(A) [resp. 5(B)] de la mesure
de Lebesgue sur B(R). Soit f € ﬁll[g(B,B(B), Ap). Montrer que f|, € ﬁ]ﬁ(A,B(A), Aa)
et que fﬁAd)\A = fflAd)\B. [Considérer d’abord le cas f € £, puis f € M, et enfin
feclt]

Corrigé — On rappelle que B(A) ={C e B(R); Cc A} et B(B) = {Ce B(R); CC B}
(voir ’exercice 2.3).
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Soit f € £,(B,B(B)). I existe donc ay,...,a, R, et Ay,..., A, € B(B) C B(R) t.q.
f=Xl aila,

La fonction f1, appartient donc aussi a £,(B,B(B)) (car A; N A € B(B)) et elle
s’écrit

de sorte que

14
J-flAd)\B = Zai)\(Ai ﬂA).
i=1

La fonction f|, (c’est-a-dire la restriction de f a A) est définie sur A, elle s’écrit
fiy = Zle a;i1,na- Cette fonction appartient a £, (A, B(A)) car A; N A € B(A) pour

tout i etona
p
JﬁAdAA - Zuik(Ai NA).
i=1

On a bien montré que

jflAde = JﬁAdxA, (4.16)

pour tout f € £,(B, B(B)).

. Soit f € M, (B,B(B)). il existe (f,)uen C E+(B,B(B)) t.q. f, T f, quand n — +oo.

On a donc aussi (fyla)nen T f1a et (fu), )nen T fiy, quand n — +oco. Comme f,), €
E. (A, B(A)), la caractérisation de la mesurabilité positive (proposition 3.17) donne
fiy € ML(A,B(A)). On a aussi f15 € M, (B,B(B)). Puis, en écrivant (4.16) avec f,
au lieu de f et en passant a la limite quand n — +oo, la définition de I'intégrale sur
ML (A, B(A)) et sur M (B, B(B)) donne (4.16).

On a donc montré (4.16) pour tout f € M, (B, B(B)).

. Soit f € ,CIIR(B,B(B), AB). On remarque d’abord que f|, € M(A,B(A)). En effet, si

CeB(R), ona (f|A)_1(C) = f~Y(C)N A € B(A). Puis, on applique (4.16) a |f|, qui
appartient a M, (B, B(B)), pour obtenir

flﬁAldxA = | e - j|f|1Ade < [ 1iarg <o

ce qui montre que f|, € ﬁﬁ{(A, B(A)), Ap)
Enfin, en appliquant (4.16) avec f™ et f~ au lieu de f, on obtient

Jf+1Ade = JerAdAA = f(ﬁArdxA <o

ot ff_lAdXBZJf_|AdXA:J-(ﬁA)—dXA<OO,

ce qui donne, en faisant la différence,
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J-flAd)\B = jﬁAdAA.

Exercice 4.5 (Intégrale des fonctions continues) Soit f € C([0, 1], R). Montrer que
f € £5((0,1], B([0,1]), ) et que

f FdA = Jol Fx)dx

(cette derniere intégrale est a prendre au sens de I’intégrale des fonctions continues vue
au Chapitre 1). On rappelle que 1’on note (un peu abusivement. .. ) par A la restriction
a B([0,1]) de la mesure de Lebesgue (aussi notée A...) sur B(R).

N.B. : Bien siir, un résultat analogue est vrai en remplacant [0, 1] par [4,b] avec
a,beR, a<b.

Corrigé — Soit g : [0,1] — R une fonction en escalier. Il existe donc p € N*, une
famille (at;)ieqo,..p), avec : g =0, o; < ajy1, pour tout i €{0,...,p—1}, ap =1, et une

g(x)=a;, VYx€la;,aiq], Yie{0,...,p—1}.

On sait que
1 p-1
| etmar= ) aitesa - ap.

0 i=0

D’autre part, cette fonction g est mesurable (c’est-a-dire g € M([0,1],B([0,1])) car,
pour tout C C R, g_1 (C) est une réunion (finie) d’intervalles du type |a;, o 1| @ laquelle
on ajoute éventuellement certains des points ;. On a donc g~*(C) € B([0,1]). On a
bien montré que g € M([0,1],B([0,1])). Enfin, comme les singletons sont de mesure

-1
nulle, on a |g| = Zf:o |ai|1)a;,a;,,[ P-P- €t donc

p-1
[1gar =Y laitai.1 -a <o
i=0

Donc, g € E]%%([O, 1],B([0,1]), A). Finalement, puisque g = Zf:é a;lja; 05, P-P- 0N G
aussi

On a donc montré que g € K]}%([O, 1], B([0,1]), A) et

1
jgd)\ = j g(x)dx. 4.17)
0
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Soit maintenant f € C([0,1],R). On remarque tout d’abord que f est mesurable (parce
que, par exemple, les ouverts de R engendrent B(R) et I'image réciproque, par f, d’un
ouvert de R est un ouvert de [0, 1], donc un élément de B([0,1])). Puis, on remarque
que f € L([0,1], B([0,1],A) car [|f|dX < max,e[o,1)|f (x)] < +oo.

On compare maintenant J fd\et JOI f(x)dx.

11 existe une suite de fonctions en escalier, (f,)nen, 1.9 f — f uniformément sur [0, 1],
c’est-a-dire ||f,, — fll, = 0, quand n — +oo.

. . . . 1 1
La définition de U'intégrale des fonctions continues donne JO fu(x)dx — fo f(x)dx

quand n — +oo.

D’autre part, on a aussi and)\ - ffd)\, quand n — +co, car |ffnd)\ - Ifd)\l <
J|fn = fldax <y = fll, = 0, quand n — +oo. En passant a la limite quand n — +oo
dans (4.17) avec f,, au lieu de g, on obtient bien

f fdx= Ll f(x)dx.

Exercice 4.6 (Fonctions continues et fonctions intégrables) Soit 7 une mesure
finie sur B([0, 1]). Montrer que C([0,1],R) C [ZIlR([O, 1], B([0,1]), m).

Corrigé — Soit f € C([0,1],R). On montre tout d’abord que f est mesurable.

Soit O un ouvert de R. Comme f est continue, I’ensemble f~1(0) = {x €[0,1], f(x) €
O} est une ouvert de [0,1] et donc f~1(O) € B([0,1]). Les ouverts de R engendrant
la tribu borélienne de R, on en déduit que f est mesurable de [0, 1] (muni de sa tribu
borélienne) dans R (muni de sa tribu borélienne).

On montre maintenant que | est intégrable. Comme la fonction f est continue sur le
compact [0,1], elle est bornée. 1l existe donc M € R, t.q. |f| <M sur [0,1]. On a donc,
par monotonie de l'intégrale sur M, :

jlfldm <Mm([0,1]) < o0.
On adonc f € ﬁﬁk([O,l], B([0,1]), m).

Exercice 4.7 (Intégrale d’une fonction continue non bornée) Soit f € C(]0,1[,R)
et F une primitive de f (on a donc F € C!(]0,1[,R)).

On pose L = K%{{(]O, 1[,B(]0, 1]), A).

1. Montrer que f est borélienne c¢’est-a-dire mesurable quand on munit ]0, 1[ et R de
leur tribu borélienne.

2. On suppose maintenant que f(x) > 0 pour tout x €]0, 1[ (on a donc f € M,).

(a) Montrer que lim,_,;- F(x) existe dans R U {+o0} et que lim,_,y+ F(x) existe dans
R U {-c0}.



4.11. EXERCICES 211

(b) On suppose dans cette question que lim,_,;- F(x) € R et que lim,_,o+ F(x) € R.
Montrer que f € L1 [On pourra utiliser les exercices 4.4 et 4.5.]

(c) On suppose maintenant que lim,_,;- F(x) = +oco ou que lim,_,o+ F(x) = —c0.
Montrer que f ¢ £' (on a donc jfdx = 400).

Exercice 4.8 (f, g€ L! # fg e L£!) Soit f, g € £L£(]0,1[, B(]0,1[), A). Donner un
exemple pour lequel fg ¢ £]§(]0, 1[, B(]0,1[), A). [On pourra utiliser I’exercice 4.7.]

Corrigé — On pose L' = Eﬁ{(]o,l[, B(]0,1[), A). Un exemple consiste a prendre
1

f(x)=g(x) = T pour x €]0,1]. Selon ’exercice 4.7, on a bien f, g € LY car une
X

primitive de f et g est la fonction F définie par F(x) = 2+/x, et fg & L' car une primitive

de f g est la fonction G définie par G(x) = Inx.

Exercice 4.9 (Majoration d’une fonction intégrable décroissante) Soit f une fonc-
tion de R dans R, nulle sur R_ et positive décroissante sur RY.

1. Montrer que f est borélienne (et donc borélienne positive).

Corrigé —  Soit o > 0. comme f est décroissante sur R et nulle sur R_ I’ensemble
Y[, +00[) est un intervalle du type 10,p[ ou 10,p] (avec p > 0), c’est donc un
borélien. Si a < 0, on a f~'([a, +oo[) = R, qui est aussi un borélien. Comme I’en-
semble des intervalles [o, +oo[, avec o € R, engendre B(R), on en déduit que f est
borélienne.

2. On suppose que ffd)\ < +o00. Montrer qu’il existe C € R t.q. f(x) < C/x pour tout
x> 0.

Corrigé — Soit x> 0. Comme f est décroissante sur R on a f(y) > f(x) pour tout
vy €]0,x[ et donc |f| = f(x)1)o,x]. En intégrant cette inégalité sur R, on en déduit
xf(x) <|Ifll1, ce qui est I’inégalité demandée avec C = ||f||;.

3. Montrer que le résultat de la question précédente est faux si on retire I’hypothese de
décroissance de f sur RY (méme si f est continue sur RY).

Corrigé — 1 suffit de prendre une fonction f intégrable, positive, nulle sur R_ et
qui ne tend pas vers 0 en +co. Un tel exemple est f =) ., @, avec

1 1

(pn(x):nz(x—n+ﬁ)sin—ﬁ <x<mn,

1
(pn(x):—nz(x—n—m)sin<x§n+ﬁ,
o 1 1
(pn(x)_OSIxE[n—ﬁ,[n+ﬁ].
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Exercice 4.10 (Caractérisation d’une fonction caractéristique) Soit (E, T, m) un
espace mesuré et f € E]%Q(E, T, m). On suppose que 0 < f <1 p.p. et que ff dm =
f f2dm. Montrer qu’il existe un ensemble mesurable fini A tel que f = 14 p.p..

Corrigé — On remarquequeff(l—f)dm =0.Comme0< f <lpp,onaf(l-f)>
0 p.p., on en déduit que f(1—f)=0p.p.. On pose A={f =1}, onaalors f =0 p.p.
sur AS, ce qui donne bien f =14 p.p..

Exercice 4.11 (f positive intégrable implique f finie p.p.) Soit (E, T, m) un espace

mesuré et f € M, . Montrer que si dem < +00, alors f < +oo p.p..

Corrigé — Cet exercice a été vu dans ce chapitre. On redonne une preuve ici.
Soit A = f~({+c0}). Ona A €T car f est mesurable et {+co} € B(R,).

Pour tout n € N*, on a f > nl,, donc, par monotonie de ’intégrale, ffdm > nm(A),
ou encore

1
m(A) < ;dem

En passant a la limite quand n — +oo, on en déduit m(A) = 0. On a donc f < +oo p.p.
car f(x) < +oo pour tout x € A°.

Exercice 4.12 (Une caractérisation de I’intégrabilité) Soient (E, T, m) un espace
mesuré fini, # une fonction mesurable de E dans R. Pour n € N, on pose A,, = {x €
E|lu(x)|>n}etB,={xeEn<|u(x) <n+1}.

1. Montrer que :

+00 +00
J|u|dm <40 & Zn m(B,,) < +c0 & Zm(An) < 4o00.
n=0 n=0

Corrigé — On remarque tout d’abord que B,,, A, € T pour tout n € N et que :

Z”an SIuISZ(n+1)1B”.

neN neN
On en déduit (en utilisant le théoréeme de convergence monotone et la monotonie de

lintégrale) que :
an(Bn)SJIuldms ) (4 1)m(B,). (4.18)

neN neN
Si J |uldm < +o0, on a donc ),y nm(B,,) < +oo.

Réciproquement, si ) ,.nnm(B,) < +oo, on a aussi )_,n(n+ 1)m(B,;) < +oo car
Y weny M(By,) < m(E) < +o0 (remarquer que B,, N B,,, = 0 si n = m). On déduit donc
de (4.18) que Jluldm < 400.
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On a ainsi montré que :

+00
J-|u|dm <too & an(BH).
n=0

On peut utiliser le méme raisonnement en remplacant B,, par C,, = {x € E,;n <
|u(x)| < n+1}. On a donc aussi :

+00
J-|u|dm<+ooc> an(cn). (4.19)
n=0
Pour terminer la question, il suffit de montrer que :
+00 +00
an(cn) <too o Zm(An) < +o0. (4.20)
n=0 n=0

Pour montrer (4.20), on remarque que C,, = A, \ A, .1 pour tout n € N et donc,
comme A, 1 CA, et que m(A, 1) <m(A,;) <m(E)<+oo:
m(C,) =m(A,) —m(A,41).

On en déduit que, pour tout n e N, ona :
n

iop m(Cy) = iop m(Ap) =) pm(Ap)
p= p=

p=0
n n+1 n
=Y pmlAy) =) (p=1)m(Ay) =) m(Ay)=nm(A.y)
p=0 p=1 p=1
On a donc :
Zp m(C,) < Zm(Ap), (4.21)
p=0 p=1
et: ; ;
Y mAy) =) pm(Cp)+nm(Ay) (4.22)
p=1 p=0

Si Y 1Sym(A,) < +oo, on déduit donc de (4.21) que Y ;5 nm(C,,) < +oo.

Réciproquement, si ) 15 nm(C,) < +oo. On a, par (4.19), f|u|dm < +o0 et donc,

comme nly < |ul, on a aussi nm(A,;) < J|u|dm < +o0. On déduit donc de

(4.22) que Y 1 m(A,) < +oo0. Comme m(Aq) < m(E) < +oo, on a bien finalement
Tom(A,) < +oo.

On a bien montré (4.20), ce qui termine la question.
2. Soit p €]1, +oo[, montrer que |u|P est une fonction mesurable et que :

+0o +00
Jlulpdm <to0o & Zn” m(B,) < +o0 & an_l m(A,;) < +oo.
n=0 n=0
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Corrigé — La fonction |u|P est mesurable car composée d’une fonction mesurable
et d’une fonction continue.

On reprend maintenant le raisonnement de la question précédente. On remarque que :

Zn”m( n) < Jlulpdm<Zn+lpm(B) (4.23)

neN neN
Sij|u|1’dm < 400, on adonc ) ,cxnP m(B,) < +oo.

Réciproquement, si '), . nP m(B,,) < +oo, on a aussi

(o]

Z(n+1 Ym(B Zan”m ) < 400

n=1
et m(Bg) < m(E) < +00. On a donc ano(”+ 1)Pm(B,,) < +oo. Ceci donne flulpdm
< +oo par (4.23).

On a ainsi montré que :

+0o0
f|u|pdm <+o0 & an m(B,;) < +oo.
n=0

Ici aussi, on peut utiliser le méme raisonnement en remplacant B, par C,, = {x €
E, n < |u(x) <n+1}. On a donc aussi :

+0o
Jlulpdm<+oo=> anm(C,,)<+oo. (4.24)
n=0
Pour terminer la question, il suffit donc de montrer que :
+00
Zn” m(C,) < +too & Zn” Um(A,,) < +oo. (4.25)
n=0

Pour montrer (4.25), on utilise, comme dans la question précédente que C,, = A, \
A1 pour tout n € N et donc :

m(C,) = m(Ay,) —m(Apy1).

On en déduit que, pour tout n € N,
N N N

Y P m(Cy) =) P m(Ay) =) 0P m(Au)

n=0 n=0 n=0

On a donc : N N
Y Pm(C,) <) (1P - (n=1)P)m(A,), (4.26)
et:

N N
Y (P —(n=1)P)m(A,) = ) 1P m(Cy)+ NP m(Ax,1). 4.27)
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nP—(n—-1)F
np-1

o,p>0tg anP™t <nP —(n—1)P < pnP~! pour tout n € N*.

Si Y & nPtm(A,) < co, on déduit alors de (4.26) que Y| nm(C,,) < +oo.

Réciproquement, on suppose que Y ;54 nP m(C,) < +oo. On a alors, par (4.24),

I|u|pdm < oo et donc, comme N1, | <|ul, on a aussi NP m(A, ;) < f|u|pdm <
co. On déduit alors de (4.27) que

Pour conclure, on remarque que — p quand n — +oo. Il existe donc

[e¢]

anflm(An) < o0,

n=0

On a bien montré (4.25), ce qui termine la question.

Exercice 4.13 (Sur la convergence en mesure) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit
(fi)nen et () nen deux suites de fonctions mesurables de E dans R. Soit f et g deux
fonctions mesurables de E dans R. On suppose que f, — f en mesure et g, — g en
mesure, quand 1 — +oco.

1. On suppose, dans cette question, que f € KIE(E, T, m)etque g € [ZIE(E, T, m).
(a) Montrer que pour tout € > 0 il existe k; e Nt.q. :

k>ki = m({xeE;|g(x)|>k}) <e

Corrigé — Pour k € N*, on pose Ay = {x € E; |g(x)| = k}. On a donc (jen- Ak =
0. Comme g est intégrable, on a m(Ay) <||gll1/k < +c0. On peut donc appliquer
la continuité décroissante de m, on obtient que m(Ay) — 0 quand k — +oo, ce qui
donne le résultat souhaité.

(b) Montrer que pour tout € > 0 il existe ng et kg € N t.q. :

n>ng, k= ko= mi{x € E; [f,(x)] = k) <

Corrigé — SoitkeN*etneN. Ona

{Iful =k} cHlf1 2k =1} U{If - f1 2 1},
et donc
m({|ful = k} < m({lf| = k = 1}) + m({| f, - f1 = 1}).
Soit € > 0. Comme f est intégrable, il existe (comme a la question précédente) k
tq.
k>ko=>m({|f|>k-1})<e
Puis comme f, — f en mesure, il existe ng t.q.
nzng=>m({lf,-flz1}) <e
On a donc
k >k, n>ny= m({|f,| > k} < 2e.

Ce qui donne le résultat souhaité.
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(c) Montrer que fg € M et f,g, — fg en mesure, quand # — +oo. [On pourra
remarquer que f,8, ~ f& = fu(gn &) +&(fu—f).]
Corrigé — Soit 0> 0 et € > 0. On remarque que

(fygn—£212 81 < fy (82— 2 S Ullg(fu— I 21

Pour tout k > 0, on a donc

)
(fygo /812 81 {2 K U llgy —gl = 21 Ullgl 2 K U f12 5]

Grdce aux deux questions précédentes, il existe donc ky, kg et ng t.q. avec k =

max{kq, ko),
} ) )
n 2> ny = m{{fugn ~ f81 2 0}) < 2e+ m({lgy — g1 = ) + m({lfu = f12 5}).
En utilisant les convergences en mesure de f, et g,,, on obtient alors ’existence de
ni t.q.

nxny = m({|f,8, - gl > 9}) < 4e.
Ce qui prouve que f,g, — fg en mesure.
(d) En prenant (E, T, m) = (R, B(R), A), Donner un exemple pour lequel f g ¢ K%&(E,
T, m).

Corrigé —  On peut, par exemple, prendre f et g définies par f(x) = g(x) = 1/4/x
pour x €]0,1[ et f(x) = g(x) =0si x ]0,1[. (Et on prend f, = f et g, = g pour
toutn e N.)

2. En prenant (E, T, m) = (R, B(R), ), Donner un exemple pour lequel f,g, 7~ fg
en mesure, quand n — +oo (pour cet exemple, on a donc f ¢ £]§(E, T, m) ou
g ¢ Ly(E T, m)).

Corrigé — On peut prendre par exemple,
f(x X
" n(x2+1)

u(x) = x%+1, pour tour n € N et x € R.

, pour tout n € N et x € R.

Exercice 4.14 (Sur I’inégalité de Markov) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f €
LL(E, T, m).

1. Montrer que pour tout a > 0, on a am({|f| > a}) < J |f|dm.
{IfI>a}

Corrigé — Comme |f| € M., la méthode pour faire les questions 1 et 2 a déja été
vue (voir I'inégalité (4.6)).

Soit a > 0. On remarque que |f|l{|f|>a} 2 alyf|>a). Par monotonie de I'intégrale, on
en déduit :

m({If|> a)) = fa1“f|>a}dm < f|f|1{|f.>a}dm - f{m»} \fldm.
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2. Montrer que pour tout a > 0, on a m({|f| > a}) < (I |fldm)/a. (Ceci est I'inégalité
de Markov.)

Corrigé — Comme f |fldm < J |fldm, cette question découle immédiatement
{If1>a}

de la précédente.

3. Montrer que
lim am({|f|>a}) = 0. (4.28)
a—o0

Corrigé — Soit (a,),en C R 1.q. a,, > +00, quand n — +oo. On pose

S = f 1L f15a,)-
Ona g, — 0 p.p. quand n — +oo et, pour tout n €N, |g,| < |f| p.p.. Grace au
théoreme de convergence dominée, on en déduit que f g,dm — 0 quand n — +oo et
donc, avec la question 1, a,m({|f| > a,}) — 0 quand n — +co.

4. Donner des exemples de fonctions non intégrables qui vérifient la propriété (4.28)
dans les 2 cas suivants : (E, T,m) = (R, B(R), A) et (E, T, m) = (]0, 1[, B(]0, 1[), A).

Corrigé — Dans le cas (E, T,m) = (R, B(R), \), il suffit de prendre f = 1.

Dans le cas (E, T, m) = (]0,1[, B(]0, 1{), \), on peut prendre, par exemple, f définie par
f(x)= m pour x €]0,1[. La fonction f est mesurable mais n’est pas intégrable.
Pour a > 0, on a am({|f| > a}) = ax, avec x, > 0 t.q. x,|In(2x,)| = % Onax, —>0

quand a — oo et donc am({|f| > a}) = ax, = i — 0 quand a — oo.

1
|In(2x,)

Exercice 4.15 (Sur la positivité presque partout.) Soit (E, T, m) un espace mesuré
etfe [IIE(E, T, m). Montrer que :

fZOp.p.<:>JfdmZOpourtoutAET.
A

Corrigé — On suppose d’abord que f > 0 p.p.. Soit A€ T, onaalors f15 >0 p.p.
et donc, par monotonie de 'intégrale sur L' (proposition 4.26 page 182), IAfdm =

[ f1adm>o0.

En fait, pour étre tout a fait précis, la proposition 4.26 est énoncée avec I’hypothese
“f > g” et non seulement “f > g p.p.”. Toutefois il est clair que cette proposition est
aussi vraie avec seulement “f > g p.p.”. Il suffit de remarquer que, si f > g p.p., il
existe B€ T t.q. m(B) =0 et f > g sur BC. On a donc flpe > glge. Si f,g € L}, la
proposition 4.26 donne alors Ilecdm > fngcdm. On en déduit ffdm > fgdm car
dem = flecdm et Igdm = Ingcdm (voir la proposition 4.28 page 184).
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On suppose maintenant que JAf dm > 0 pour tout A € T. Soit n € N*, on choisit
A=A,={f< —%} ={xeE: f(x)< —%}, de sorte que f1, < —%1An. La monotonie
de lintégrale sur L (proposition 4.26 page 182) donne alors

1
JflA dm < ——m(A,).
" n
Comme J f1a,dm >0 par hypothése, on a donc nécessairement m(A,,) = 0.

Par o-sous additivité de m, on en déduit que m({f < 0}) = m(Uen-{f < -1} =0, et
donc f >0 p.p..

Exercice 4.16 (Intégrale sur des ensembles “petits” et “petitesse a I’infini’’)

Soient (E, T, 7) un espace mesuré et f € L1 (= ﬁﬁ{(E, T, m)).

1. Montrer que : Ye>0,30>0tq. YAe T, mA)<d=> J |fldm < e. [Introduire
f, = inf(lf], n).] !

Corrigé — On pose f,, = inf(|f|,n). Comme f,, 1T |f| quand n — +oo (c’est-a-dire
que f, tend vers |f| simplement et en croissant), on peut appliquer le théoréme de
convergence monotone (théoréme 4.16) a la suite (f,,),en. 1l donne

Jim [ o= [ 17t

et donc, comme I|f|dm < o0, lim,_, o j(lfl = fu)dm=0.

Soit € > 0, il existe donc n € N t.q. J(|f| — fu)dm < e Pour A €T, onadonc :

[ vpvam < { a1 frdm [ g
< [[01=fodme [ fdm e mmia)

En prenant 6 = %, on en déduit :

A€eT, m(A)Sé:J |fldm < 2e.
A

2. Montrer que : Ye > 0,3Ce T tq.:

() m(C)<+oo0, (i) | |fldm<e, (i) sup|f] < +oo.
Ce C

. 1
[Considérer C,, = {x € E; — <|f(x)| < n}, et montrer que pour 1 > 1y ol 1y est
n

bien choisi, C,, vérifie (i), (ii) et (iii).]

1
Corrigé — Pour n e N, on pose C,, = {x € E; — <|f(x)| < n}. Soit n e N*, on a
n

|f| < nsurC, et %m(Cn) < f|f|dm < oo. Les conditions (i) et (iii) sont donc vérifiées
si on prend C = C,,.
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Soit € > 0. On va maintenant montrer qu’on peut choisir n de maniére a avoir aussi
(ii). Pour cela, on pose g, par g, = |f|1c,, de sorte que g, 1 |f|. Le théoreme de
convergence monotone (théoreme 4.16) appliqué a la suite (g,),en donne alors
lim,_,, j gndm = fl fldm et donc, comme a la question précédente,

lim | (If]-g,)dm = 0.

n—+oo

En remarquant que I(|f| —gy)dm = Icf |fldm, Il existe donc n € N* t.q. (ii) soit
vérifiée. En prenant C = C,,, on a donc (i), (ii) et (iii).

Exercice 4.17 (Intégration par rapport a une mesure image) Cet exercice est une
généralisation a un espace mesuré quelconque du théoréeme de la loi image (théoreme
4.58) qui est restreint a un espace probabilisé. Soit (E, T, m) un espace mesuré, (F,S)
un espace mesurable et f de E dans F. On suppose que f est mesurable, c’est-a-dire
que f1(B) € T pour tout B € S. Pour tout B € S, on pose (B) = m(f ~!(B)) (On note
souvent p = f,m).

1. Montrer que p est une mesure sur S (on I’appelle mesure image de m par f).

Corrigé — On remarque tout d’abord que W est bien application de S dans R, et
que p(0) = 0 (car f~1(0) = 0 et m(@) = 0).
On montre maintenant la 6-additivité de . Soit (B,,),cn une suite d’éléments de S
disjoints deux a deux. On pose B = U, cNB,,. On veut montrer que w(B) = ), . (B;,).
La suite (f1(B,,)),en est une suite d’éléments de T, disjoints deux a deux. La o-
addivité de m donne alors
-1 _ -1
m(Upenf " (B) = ) m(f~'(By)).
neN
Comme UneNf71 (By) = f71 (UnenBy) = f71 (B), on a donc
_ -1 _ -1 _ -1 _
#(B) = m(f ' (B)) = m(Unenf ' (B)) = ) m(f(B,) =) w(B,)
neN neN

Ceci prouve bien que W est o-additive et donc que W est une mesure (sur S).

2.  est-elle finie (resp. o-finie, diffuse) lorsque m est finie (resp. o-finie, diffuse)?
Corrigé — On a w(F) = m(f "1 (F)) = m(E). La mesure w est donc finie si la mesure
m est finie,
Par contre, si la mesure m est o-finie, la mesure y n’est pas nécessairement o-finie. Un
exemple simple est obtenu en prenant E=F =R, T=S=B(R), m=Xet f(x) =0
pour tout x € R. On a alors, pour tout A € B(R),

+oosi 0 €A,
wA) = :
0si0¢A.
La mesure m est bien o-finie mais la mesure y n’est pas c-finie.

Le méme exemple montre que m peut étre diffuse sans que w soit diffuse. En effet,
dans I’exemple précédent, la mesure m est diffuse alors que u({0}) = +o00 > 0.
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3. Montrer qu’une fonction @ mesurable de F dans R est p—intégrable si et seulement
si D o f est m-intégrable et que dans ce cas

f@ofdmzj@du. (4.29)
E F

Corrigé — On raisonne ici en commencant par considérer @ = 1y (avec B € S) puis
© €&, (F,S) er® e M,(F,S).

Soit Be S et © = 1. On a alors

— (B = i £-L(RY) = 1
J-FchM =u(B)=m(f"(B) = J Lp-1(gydm

E
= f 1g(f(x))dm(x) = f Do fdm. (4.30)
E E

On suppose maintenant que ® € £, (F,S). Il existe donc p € N*, ay,...,a €R, et
Ay, A €SLg D= Zle a;D; avec D; = 1,,. Par linéarité positive de w et m, on
en déduit, avec (4.30),

p P
chdM: Z%’J didp = Z%‘J diofdm
F -1 JF i-1 JE
p
:J ZociCD,-ofdm:jCDofdm.
B4 E

On peut maintenant considérer le cas © € M (F,S). Il existe alors une suite (D,,),.cn
d’éléments de £,(F,S) t.q. D, T @. Comme IF Gudp = JE &y, 0 fdm pour tout n €N,
le théoréme de convergence monotone (ou simplement la définition de l’intégrale
sur M) donne alors fF bdp = JE b o fdm. L'égalité (4.29) est donc vraie pour tout
P e M, (ES).

Enfin, soit ® mesurable de F dans R (c’est-a-dire © € M(F,S)). En utilisant (4.29)
avec ©F et O~ (et en notant que (P o f)* =D o f et (Do f)” =D o f) on obtient
que D est p-intégrable si et seulement si @ o f est m-intégrable et que, si P est
p-intégrable, (4.29) est vraie.

Exercice 4.18 (m—mesurabilité) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit A € T t.q.
m(A) =0 et f une application de A° dans R. Montrer que :

il existe ¢ mesurable de E dans R t.q. f = g p.p. si et seulement s’il existe (f,,),en.
suite de fonctions étagées, t.q. f, — f p.p., quand n — +oo.

Corrigé — On suppose d’abord qu’il existe g mesurable de E dans R t.q. f = g p.p.. 1l
existe donc Be T t.q. m(B) =0 et f = g sur B (et B C A, i.e. ACB).

Comme g € M, la deuxiéme caractérisation de la mesurabilité (proposition 3.20 page
125) donne ’existence d’une suite (f;)uen C € 1.q. f,(x) = g(x) pour tout x € E. On a
donc aussi f,(x) — f(x) pour tout x € B¢. Comme m(B) = 0, on a bien f, — f p.p..
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On suppose maintenant qu’il existe (f,,)neny C € t.q. f, — f p.p.. Il existe donc B e T
t.q. m(B) = 0 et f,(x) = f(x) pour tout x € B¢ (on a donc aussi B¢ C A®). On pose
Sy = fulpe et on définit g par g(x) = f(x) si x € B¢ et g(x) = 0 si x € B. Avec ces
choix de g, et g, on a (£,)nen € € et g,(x) — g(x) pour tout x € E. On a donc, par la
proposition 3.20, g € M. On a aussi f = g p.p. car f = g sur B et m(B) = 0.

Exercice 4.19 (Mesure compléte, suite de l’eyﬁarcice 2.33) On reprend les notations
de I’exercice 2.33 page 108. On note donc (E, T, #1) le complété de 1’espace mesuré
(E, T, m).

Montrer que EﬁQ(E, T,m) C ﬁi(E,T,m). Soit f € Eﬁq{(E, T, 1), montrer qu’il existe
g€ /.'ﬁQ(E, T, m) t.q. f = g p.p. et que jfdm = J-gdm.

Corrigé — 1. On commence par montrer que L']}Q(E, T,m)C l:IE(E, T, m).
Comme T C T, ona M(E,T) C M(E,T), M,(E,T) C M,(E,T), £(E,T) CEE,T)
et E.(E, T) c £.(E,T). Puis, comme m = m sur T, on a Ifdm = deﬁpour tout
fe&,(ET).Sif e M,(ET), il existe une suite (f,,)nen C E4+(E, T) t.q. f, T f quand

n — +oo, la définition de I’intégrale sur M, donne alors :
dem = jfdﬁ, pour tout f € M, (E,T). (4.31)

Soit f € ﬁﬂ{{(E, T, m), on a donc f € M(E, T) C M(E,T) et (4.31) donne J|f|dm =

I|f|dm < oo. Donc, f € Eé&(E,T,W). En appliquant (4.31) a f*, on montre aussi

que [ fdm = [ fdm.

2. On va montrer la deuxieme partie de la question en raisonnant en trois étapes :

(a) Soit C € T. Il existe donc A€ T, N e N,, t.q. C= AUN. Il existe BE T 1.q.
NcCBetm(B)=0.0na{ly#1c} CNCB. Donc, {15 # 1c} € N,,, = Ny,
c’est-a-dire 1 5 = 1¢ m-p.p. et m-p.p.. En fait, comme N, = N, il est identique
de dire “m-p.p.” et “m-p.p.”, on dira donc simplement “p.p.”.
(b) Soit f € E(E,T). ll existe ay,...,a, €RetCy,...,C,€Ttq f=Y", ailc,.
D’apres (a), on trouve Ay,..., A, €T 1.q. 15, = 1¢,; p.p., pour tout i. On pose
alors g =Y I a;l,,, de sorte que g € E(E,T) et g = f p.p..
(c) Soit f € L%(E,T,W). Comme f € M(E,T), il existe (d’apreés la proposition
3.20) (fu)pen C E(E,T) t.q. fu(x) — f(x) pour tout x € E. D’apres (b), pour
tout n €N, il existe g, € E(E,T) t.q. f,, = g, p.p.. Pour tout n €N, il existe
A,eTtqg mA,)=0etf, =g, sur Al,. Onpose A =J,,cyA,. Ona AeT,
m(A) = 0et f, = g, sur A, pour tout n € N. On définit alors g par § = f sur A°
et g=0sur A. Ona g € M(E,T) car g est limite simple de (g,1c) € E(E, T)
(cf- proposition 3.20) et f = g p.p. (car f = g sur A°).
Comme |f|,|g] € M. (E,T) et |f| = |g| p.p., on a co > Ilfldm = flgldm. Puis,
comme |g| € M, (E,T), (4.31) donne J|g|dﬁ = I|g|dm. On en déduit donc que
g€ LL(E T, m).
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Enfin, en utilisant le fait que f* = ¢* p.p., f~ =g p.p. et (4.31) (avec g* et g~)

ffdﬁ: J.f+dﬁ—J.f_dm: fg+dm—fg_dm
= Jg*dm—jgdm = jgdm.

On a bien trouvé g € Ly (E, T, m) t.q. f = g p.p. et ffdﬁ = fgdm.

Exercice 4.20 (Petit lemme d’intégration) Soit (E, T, ) un espace mesuré et f €
M(E,T). (On rappelle que M(E, T) est I’ensemble des fonctions mesurables de E
dans R.)

1. On suppose (dans cette question) que f € £I§(E, T, m). Montrer que

(An)neN cT, mA,) -0 = jflA”dm — 0. (4.32)

Corrigé — Comme f € [lllR(E, T, m), la question 1 de ’exercice 4.16 page 218
donne : ¥Ye > 0,dn > 01tq (Ae T m(A) <1n) = jflAdm < & Ceci donne
(4.32)...

2. On prend (dans cette question) (E, T,m) = (R, B(R), A). Donner un exemple pour
lequel f € M(E,T), f >0 (de sorte que f € M, (E, T)) et (4.32) est faux.
Corrigé — On prend f(x) = x1g, (x) et A, =]n,n+1/n[. Ona m(A,) — 0 (quand
n— +oo) et JflA”d)\ > 1 pour tout n € N. Donc, fflAndX 4 0.

3. On suppose (dans cette question) que m(E) < oo et que f > 0 (c’est-a-dire f(x) >0
pour tout x € E). Montrer que

(A)en C T, JflAndm —0 =m(A,)— 0. (4.33)

[On pourra utiliser le fait que, pour p e N*, A, C {f < %} U{xeA,; f(x)> %}.]

Corrigé— Ona{f < [%} cif< %}, Nper{f < 11-,} =0erm({f < %}) < oo, pour
tout p € N* (car m(E) < o0). La propriété de continuité décroissante de la mesure m
donne alors que m({f < %}) — 0 quand p — oo.

Soit € > 0. Il existe donc p e N* t.q. m({f < %}) <e Onaalors m(A,) <e+m({x e
A f(x) > I%}) <e +pjf1Andm. Comme fflA”dm — 0, il existe donc ny t.q.
m(A,,) < 2e pour n > ny, ce qui prouve (4.33).
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4. On prend (dans cette question) (E, T, m) = (R, B(R), A) (de sorte que m(E) = +00).
Montrer que si f € L']}Q(E, T, m) et f > 0, alors (4.33) est faux. Donner un exemple
de f € LL(E, T, m)tq. f > 0.

Corrigé — On prend A, =|n,n+ 1[. En appliquant la proposition 4.29 page 185
(ou le théoreme de convergence dominée) a la suite (f1,, )yen, on obtient que
fflA”d)» — 0 (quand n — +o0). D’autre part M(A,;)) =1 /> 0. La propriété (4.33)
est donc fausse.

On obtient un exemple de f € .C[E(]R,B(R), A) t.q. f >0 en prenant f(x) = exp(—|x|).

Exercice 4.21 (Fatou sans positivité) Soit (E, T, m) un espace mesuré. Soit (f,,),,en C
[Iﬂ%(E, T, m), f € E]}%(E, T, m) et h € M(E, T). (On rappelle que M(E, T) est I’en-
semble des fonctions mesurables de E dans R.)

1. On suppose que f,, — h p.p. quand n — +oo, f, > f p.p. pour tout n € N, et on
suppose qu’il existe C € R t.q. Ifndm < C pour tout n € N.

(a) Montrer qu’il existe (g,,),eny C ﬁ%R(E, T, m)etge ﬁll[g(E, T, m) t.q.

i. f,=g,p.p-pourtoutneN, f =g p.p.,
ii. g,(x) — h(x), quand n — +o0, pour tout x € E,

iii. g, > g pour tout n € N.

Corrigé — Soit A€ T t.q. m(A)=0 et f,(x) = h(x) pour tout x € A°. Pour tout
neN, soit A, €T t.q. m(A,) =0 et f,,(x) > f(x) pour tout x € (A,)°. On pose
B=AU(U,eyAn) OnaBeT mB)=0, f,(x) = h(x) pour tout x € B® et
fu(x) > f(x) pour tout x € BC.

On pose, pour n €N, g, = f,lpc + hlg et g = flge + hlp. On a bien (g,),en C
KI]R(E, T,m), g€ Kﬁx(E, T, m) et les 3 conditions demandées sont vérifiées.

(b) Montrer que h € [Iﬂg(E, T, m).
Corrigé — On applique le lemme de Fatou a la suite (g, — §),en C M, (noter
aussi que (h—g) e M,).
On obtient [(h—g)dm <liminf, ., [(g, - g)dm < C— [ gdm < co.
On en déduit que (h—g) € £]§(E, T, m)etdonch=h-g+ge€ ﬁﬁg(E, T, m).

2. (question plus difficile) On reprend les hypotheses de la question précédente sauf
“f, > f p.p-, pour tout n € N” que 1’on remplace par 1’hypothese (plus faible) “il
existe D € R t.q. I fndm > D pour tout n € N”. Donner un exemple pour lequel

he L4(E, T, m). [Prendre (E, T, m) = (R, B(R), A).]

Corrigé—  On prend f,, = 1[1/nne1/m) — " 1[0, 1/n €t h = 1g,. Ona fy, — h pp.,
ffndm =0ethe E]}Q(E, T, m).
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Exercice 4.22 (Application du théoréme de convergence monotone)

Soit f € £' = £1([0,1],B([0,1]),A) (A désigne donc ici la mesure de Lebesgue sur
B([0,1)).

1. Soit n € N. Montrer que la fonction x > e f (x) appartient a L£!.

Corrigé — La fonction x + e"* est continue donc mesurable (de [0,1] dans R, tous
deux munis de la tribu borélienne). La fonction x +— e" f(x) est donc mesurable
comme produit de fonctions mesurables.

On remarque ensuite que f|e”xf(x)|dk(x) < e"||f|l; < co. On en déduit que la
fonction x + ™ f(x) appartient a L*.

On suppose, dans la suite de 1’exercice, que f > 0 p.p. et qu’il existe M € R, t.q.
que fe”xf(x) dA(x) < M pour tout n € N.

2. Montrer que f = 0 p.p.. [Appliquer le théoreme de convergence monotone.]
Corrigé — Onpose A={f >0} ={xe€E; f(x) >0} er B=A\{0}. Comme f est
mesurable, on a A,B € B([0,1]).

Pour n €N, on pose g,(x) = e"|f (x)| pour x € [0,1]. Ona g, € M, et g, T g avec
g définie par :

g(x) =00, six€B,

g(x)=0, six€]0,1]\B,

g(0)=1£(0)l.
Le théoreme de convergence monotone donne que g € M, et f gndm — f gdm
quand n — +oo. Comme g, = € f p.p., ona fgndm = Je”"f(x) d\(x) < M et donc,
en passant a limite quand n — +oo, fgdm <M.
On a aussi hy, T g avec h,, = nlg+|f(0)[1g).
La définition de ’intégrale sur M_. donne alors fgdm = lim,,_,, o nA(B) et donc

fgdm = oo si A(B) > 0. Comme Jgdm < M, on a donc AM(B) = 0 et donc aussi
MA) =0, ce qui donne f =0 p.p..

3. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f(x) = 0 pour tout x € [0, 1].

Corrigé — On pose toujours A = {f > 0} = {x € E; f(x) > 0}. Comme f est
continue, I’ensemble A est un ouvert de [0,1]. Si A = 0, il existe un intervalle ouvert
non vide inclus dans A et donc AM(A) > 0 en contradiction avec le résultat de la
question précédente qui donne M(A) = 0. On a donc A =0, c’est-a-dire f = 0 sur
tout [0,1].

Exercice 4.23 (Distance associée a la convergence en mesure) Soient (E, T, m) un
espace mesuré fini. On pose, pour f et g fonctions mesurables de E dans R (c’est-a-dire

fes i f-gl
_ —8
d(f:g)—fmdm-
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1. Montrer que d est bien définie et prend ses valeurs dans R, (c’est-a-dire que %

€ £]§(E, T, m) pour tout f,g € M) et que d est une semi—distance sur M (c’est-
a-dire que d(f,g) =d(g, f). pourtout f,g € M, etque d(f,h)<d(f,g)+d(g h),
pour tout f,g,h € M).

2. Soient (f,)eny C M et f C M. Montrer que f,, converge en mesure vers f lorsque
n — +oo0 si et seulement si lir}rn d(fu f) = 0. [1l est probablement utile de considé-
n—-+00

rer, pour &€ > 0, les ensembles A, = {x € E;|f,(x) — f(x)| > €}.]
Exercice 4.24 (Lemme de Fatou et convergence en mesure)

Soit (E, T, m) un espace mesuré, (f,),cn une suite de fonctions mesurables (de E dans
R) et f une fonction mesurable (de E dans R). On suppose que f,, tend vers f en
mesure quand 1 — +oco.

1. Soit € > 0.

(a) Soit k € N*. Montrer qu’il existe 1 € N tel que m({|f, — f| > €}) < 1/2* pour
tout 1 > 1. En déduire qu’il existe une sous suite (fo(n))nen (12 fonction ¢ est
donc strictement croissante de N dans N) telle que

Y mllfpun = f12 &) < +oo.

neN

Corrigé — Selon la définition de la convergence en mesure, définition 3.40, on a
lim, . m({|f,, — f| > €}) = 0. On en déduit I’existence de ny.

Il suffit, par exemple, de prendre ©(0) = ng, puis, pour tout k > 1, @(k) =
max{ng, @(k — 1)+ 1}. La fonction @ est strictement croissante et

Y mlllfyn—f12 6 <Y 50 <o

neN neN

Pour nn € N, on pose g, = fo(n), An = {lgn — fl 2 €}, et B, = UL A
(b) Montrer que lim,,_,, ., m(B,;) = 0.

Corrigé — Par o-sous additivité de m, on a
+00
m(B,) <Y m(A,) = 0 quand n — +oo
p=n
car la premiére question donne que ), .y m(A,) < +oo.

(c) Soit n € N. Montrer que {|f| > 2¢e} N AS, C {|f] < 2|g,|}. En déduire que

J Ifldm < J Ifldm < ZJIgn|dm. (4.34)
B[22 Asf122¢)
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Corrigé — Soit x € {|f| > 2e} N AL. Comme x € AS, on a |g,(x)— f(x)| < € et
donc |g,(x)| > |f (x)| — &. Comme |f (x)| > 2¢& on a donc |g,,(x)| > &. On en déduit
que

GO 1F () = a0l +1gn()] < &+ Ia(x)] < 21 ().
On a bien montré que {|f| > 2e} N AS C {|f] < 2|g,l}-
Comme A, C By, ona B, N{|f| > 2¢e} C AS N{|f| = 2¢}. Cette inclusion donne la

premiére inégalité de (4.34). Puis comme |f| < 2|g,,| sur A5, N{|f| > 2¢}, on obtient
la seconde inégalité de (4.34).

2. On suppose qu’il existe M € R t.q., pour tout € N, f|fn|dm <M.
(a) Soit € > 0. Montrer que

|fldm < 2M. (4.35)
{If1=2¢}

[On pourra noter que fl g,ldm < M, utiliser (4.34) et faire tendre n vers +oo.]

Corrigé — En reprenant les ensembles B,, de la question précédente on a

J|f|1Bﬁn{|f|>2£|dm < 2_[ |guldm < 2M.

La suite d’ensembles (B,,),cn est décroissante. La suite (BY,),cn est donc crois-
sante. On pose B = N, cNB,,, de sorte que U, cnBS, = BC. La suite de fonctions
(If 11Be (i f=2¢) )nen converge donc (simplement) en croissant vers |f|1pen(f|>2¢)-
Le théoréme de convergence monotone donne alors que

J|f|1ch{|f|22£}dm <2M.

On utilise maintenant la continuité décroissante de m et la question 1(b). On obtient
que m(B) =lim,,_,, ., m(B,) = 0. On en déduit que

J|f|1{|f|>2e}dm = f|f|1BCm{|f|>2a}dm <2M.

(b) Montrer que
j|f|dm <2M. (4.36)

[On pourra utiliser (4.35) avec € = 1/n et faire tendre n vers +co.]

Corrigé — Soit n € N*, la question précédente donne

Quand n — +oo, |f|1{|f|22} T|f|. On peut encore appliquer le théoréme de conver-
gence monotone, il donne (4.36).

(c) En modifiant 1égérement la technique utilisée a la premiere question, montrer que
(4.36) reste vrai avec aM au lieu de 2M deés que o > 1.
En déduire que (4.36) reste vrai avec M au lieu de 2M.
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Corrigé — Soit 1> 0. A la question 1(c), on remplace I’ensemble {|f| > 2¢} par

{112 (1 +n)el.

Soit x € {|f| =2 (1 + n)e} N Af,. Comme x € AS, on a |g,(x)— f(x)| < € et donc
|g.(x)] > |f (x)| — &. Comme |f (x)| = (1 + 1)e on a donc |g,(x)| > ne. On en déduit
que

1= 1) 8,0+ g0 £+ g, 0 = L= o),

On adone {|f| > (1+m)e) N AG C {If] < 22 g, ).
On obtient ainsi, au lieu de (4.34),

1
f fldm < 1L f lgaldm.
BGN{If1>(1+7)e} "

On reprend alors les questions 2(a) et 2(b) en appliquant toujours le théoreme de
convergence montone. On obtient J |fldm < %M

Si o> 1, il est possible de choisir > 0 pour que (1 + 1)/1 = a. On obtient donc
f| fldm < oM. Enfin, comme o est arbitrairement proche de 1, on en déduit bien

quej|f|dm§M.

NB. Une autre méthode pour démontrer (4.36) (avec M au lieu de 2M) consiste
a remarquer qu’il existe une sous suite (fo(n))nen 9. fo(m) — f P-p. (ceci est une
conséquence de la convergence en mesure de f,, vers f, exercice 3.29). Il suffit alors
d’appliquer le lemme de Fatou pour conclure.

Exercice 4.25 (Convergence p.p. et convergence vague)

On note £! I’espace ﬁﬁ(R,B(R), A). Pour n € N*, on pose B,, = U;-’:_Ol
définit la fonction f,, de R dans R par f, = le].Bn.

i1 1
ﬁ,z+n—3[eton

1. Montrer que f, € £! et que ||f,|l; = 1.

Corrigé — L’ensemble B, est un borélien et donc f,, est borélienne positive. on a
ensuite, par 6- additivité de A,

n-1

-1
9 i 1_
jfndx n*\MB,)=n A] ;; — 2—3_ .

i=0 i=0
On adonc f, € L' et ||f,ll, = 1 (ce qui est équivalent a dire \(B,)) = n?).

2.SoitpeN"etC, = U;"‘I’,Bq Soit x € CC Montrer que f,,(x) — 0 quand n — +oo.

Corrigé - C = ﬁ;ﬁ"prI. Pour tout q > p, on a donc x € By et donc fy(x) = 0. On
en déduit bien que lim_, o, f;(x) = 0.

3. Montrer que f,, — 0 p.p., quand n — +oo.
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Corrigé —  Avec les notations de la question précédente, on a lim,,_, o fs(x) =0
pour tout x € UpeN*C;, c’est-a-dire pour tout x € C° avec C = Nyen+Cp,. Pour en
déduire que f,, — 0 p.p., il suffit de montrer que A\(C) =0

Soit p € N*. En utilisant la monotonie et la 6-sous-additivité de A\, on a

MO NGy < ) A(By) < Ziz
q=p q=p q

Comme Z;ﬁ‘; ql—z — 0 quand p — +o0, on en déduit \(C) = 0 et donc f,, — 0 p.p..

4. Soit @ € C(R,R). Montrer que

1

n—1 . ig .
an@dX—Z% Z f " (n))dx—>0quandn—>+oo.

En déduire que an(pdx — J x)dx quand n — +oo.

Corrigé — Soit n e N*.

et

On en déduit bien que | f,pdX—Y !~} Lo(L)=Y "] zjn ”3 —¢(5))dx.

On pose maintenant d,, = max{|@(x) - o(y)|, x,y € [0 1], |x yl < l/n} de sorte que
lp(x) — (L) < 8, si i/n <x<i/n+1/n% Onadonc
n-l it i
|ffn<pdx Lothi< Y 2 [ g - e x <,
1= n
Comme ¢ € C(R,R), la fonctton @ est uniformément continue sur [0,1] et donc
lim,,_, ;o 0, = 0. Ceci donne bien

i
n

Comme @ est continue sur [0,1], il est bien connu que lim,,_, ., ) ;" & }1({)(%) =
fo x)dx (voir le Chapitre 1). On a donc lim,,_, , o, ffn(pd)\ Jo x)dx.

5. Peut-on appliquer le théoreme de convergence dominée a la suite (f,,),en ?

Corrigé — Le théoreme de convergence dominée ne s’applique pas a la suite
(fi)nen+- En effet, on a f,, — 0 p.p.. Si le théoréme de convergence dominée pouvait
étre appliqué a la suite (f,,),env, il donnerait, en particulier, lim,,_, o, ||full1 =0, ce
qui est faux.
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4.11.2 L’espaceL!
Exercice 4.26 (Mesure de densité) Soit (E, T, m) un espace mesuré et f € M, . Pour
A €T, onpose p(A fAfdm
1. Montrer que p est une mesure sur T.
Corrigé — On rappelle que, par définition, pour tout A € T, on a IAfdm =
fflAdm avec flpn =0 sur A et fl1a = f sur A (on a bien f1, € M, et donc
IAfdm est bien définie).
On montre maintenant que p est une mesure.

1l est clair que w(0) = 0 car f15 = 0 (sur tout E) si A = (. Pour montrer que y est un
mesure, il reste a montrer que W est o-additive.

Soit (Ay)pen C T 1.q. AyNA, =0sin=m. Onpose A=\J,cnA, et on remarque

que 1 (x) =} e 1A, (x) pour tout x € E et donc f15(x) =} ,en f 14, (x) pour tout
x € E. Le premier corollaire du théoréme de convergence monotone (corollaire 4.18)

donne alors
jflAdm ZJflA dm,

neN

c’est-a-dire p(A) =), .nA,,). Ceci prouve que | est 6-additive et donc que | est
une mesure.

2. Soit g € M. Montrer que g € Elﬁ(E, T, u) si et seulement si fg € Lﬂ%(E, T,m) (on
pose fg(x) = 0 si f(x) = oo et g(x) = 0). Montrer que, pour g € Eﬂ%(E, T, ),

Jgdp= [ fgdm.
Corrigé — On raisonne en trois étapes :

(a) Soit g € £,\{0}. ll existe donc ay,...,a, € R} etAl, oA, eTrg g= Zf 18ila;
On a alors (en posant f g(x) =0 si f(x) = oo et g(x O)fg ZZ 18if1a, € My

et:
J-fgdm J-flA dm = J-gdpl

(Ce qui, bien siir, est aussi vrai pour g = 0.)

(b) Soit g € M. Il existe alors (g,)nen C €4 1.q. 8, 1 g. L’item précédent donne que
f fg,dm = I gqdp. Avec le théoréme de convergence monotone (pour W et pour
m, puisque f g, T g en posant toujours fg(x) =0 si f(x) = oo et g(x)=0), onen

déduit que fge M, et :
Jfgdm = Jgdp. (4.37)

(c) Soit maintenant § € M. En appliquant (4.37) a |g|l € My, ona:

[ vrgtam = [ sigiam = [ ilan,
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et donc :
fgely(E T, m) o ge Ly(E T, p).

En fait, on peut ne pas avoir fg € ﬁ%(E, T, m) car f g peut prendre les valeurs
+o0. L’assertion “f g € L%R(E, T,m)” est a prendre, comme d’habitude, au sens “il
existe h € ﬁ]ﬁ(E, T, m)tq. fg=hp.p.”. Ceci est vérifié car si j |fgldm < oo, ona
|f gl < o0 p.p.. Il suffit alors de changer f g sur un ensemble de mesure nulle pour
avoir une fonction mesurable prenant ses valeurs dans R.

Sige ﬁﬁk(E, T, p), en écrivant (4.37) avec g* et g~ (qui sont bien des éléments de
M, ) et en faisant la différence on obtient bien que ffgdm = Jgdpl.

Exercice 4.27 (Suite bornée convergeant dans L') Soit (E, T, m) un espace mesuré,
(fn)nen C LIIR(E, T, m)et f € le(E,T,m). On suppose que f, — f dans LIIR(E,
T, m) et qu’il existe C > 0 tel que |f,| < C p.p. et pour tout n € N. Montrer que

|f, — f1?dm — 0 lorsque 1 — +oco.

Corrigé — Comme la suite (f,),en converge vers f dans L%&(E, T, m), elle contient
une sous-suite qui converge p.p.. c’est-a-dire qu’il existe application @ strictement
croissante de N dans N t.q. fo(n) — f p.p.. Comme, pour tout n € N, |f(P(n)| <Cp.p., on
en déduit que |f| < C p.p..

Pour conclure, on remarque maintenant que

0§J|fn_f|2dm5 J(|fn|+|f|)|fn_f|dmﬁ 2CJ|fn—f|dm—> 0 quand n — +oo.

Exercice 4.28 (Comparaison de convergence dans L') On considére ici I’espace
mesurable (R, B(RR)), ou B(R) est la tribu des boréliens sur R. On note A la mesure de
Lebesgue et, pour a € R, on note 0, la mesure de Dirac en a. On pose p = d; +9, +3A
(noter que p est une mesure sur 3(IR)). Soit f ’application de R dans R définie par
f(x)=x3. On pose f, = f1{=,n) pour tout n € N. On pose L(p) = L]ﬁ(R,B(R), ).

1. Montrer que, pour tout 1 € N, f,, € L!(), et calculer a,, = ffndy.

2. A-t-on convergence simple, convergence uniforme, convergence en mesure, conver-
gence dans L (p) de la suite (f,,),en 2.

Exercice 4.29 (Convergence uniforme et convergence des intégrales)

Soient (E, T, m) un espace mesuré et (f,) ey C L' (= LﬂQ(E, T, m)); on suppose que

f, converge uniformément vers f quand n — +oco (plus précisément : il existe des

représentants des f,,, encore notés f,, t.q. f, converge uniformément vers f).

1. A-t-on f € L! (plus précisément : existe-t-il F € L' t.q. f = g p.p. si g € F)?
[Distinguer les cas m(E) < +oo et m(E) = +00.]
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2.Sifellet jfndm )nen converge dans R, a-t-on : hm andm ffdm"

Exercice 4.30 (Convergence dans L! de fonctions positives) Soit (E, T, m) un es-
pace mesuré. On note L! I’espace L]}Q(E, T, m). Soit (f,)yeny C L! et f € LL. On sup-

pose que, pour tout n €N, f, > 0 p.p., que f, — f p.p. et que ffndm - dem
lorsque # — +oco. Montrer que f, — f dans L!. [On pourra examiner la suite

(f =fu)"

Corrigé — On pose h,, = (f — f,)*. On a donc (h,),en C Li(E, T,m) et h,, —> 0 p.p..
De plus, comme f,, > 0 p.p.,ona 0<h, < f* p.p.. En effet, soitertq h a(x )¢0.
On a alors, si f,,(x) > 0 (ce qui est vrai pour presque tout x), 0 < h,(x) = f(x)— f,(x

f(x)=f"(x).
Comme f* € L%&(E, T, m), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a
cette suite (h,),en, il donne que h,, — 0 quand n — +oo, c’est-a-dire

J(f — fu)tdm — 0, quand n — +oo. (4.38)
On remarque ensuite que

[r=fram={r=pram- [ (s - goam,

et donc, comme ffndm — ffdm lorsque n — +oo,

J(f — fu)"dm — 0, quand n — +oo. (4.39)
De (4.38) et (4.39), on déduit

flf ~ fuldm — 0, quand n — +co,

c’est-a-dire f,, — f dans L]}Q{(E, T, m), quand n — +oo.

Exercice 4.31 (Exemple de convergence)

On pose (E, T,m) = ([-1,1], B(R), A). Pour n € N, on pose f,, = nl[Tl 1.

1. Montrer que la suite (f;,) e est bornée dans L et que la suite (f fnd),en converge.

2. Peut-on appliquer le théoréme de convergence dominée ?

3. A-t-on convergence de la suite ( f,),en dans Lﬂ@(E, T, m)?

4. Montrer que pour toute fonction ¢ continue de [—1,1] a valeurs dans R, I fa@dX
— J(pdéo lorsque n — +o0.

Exercice 4.32 (Théoreme de Beppo-Lévi)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),eny C L! (= LI1R(E, T,m))et f : E— R, tels
que
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(i) f, — f p-p. lorsque n — +oo.

(ii) La suite (f,;) ey €st monotone, ¢’est-a-dire :

fus1 = fu P-p-» pour tout 7 € N,
ou

fus1 < fu p-p-, pour tout n € N.

1. Construire (g,),eny C L(= Kﬂ{(E, T,m))etge Mtq. f, =g, p-p. f =g pP-p-
gu(x) = g(x) pour tout x € E, et g1 > g, pour tout n € N (ou g,,41 < g, pour tout
n € N).

Corrigé — Pour tout n € N, on choisit un représentant de f,,, que I’on note encore
fn-

L’hypotheése (i) donne qu’il existe A € T t.q. m(A) = 0 et f,(x) — f(x) pour tout
x € A“.

L’hypothése (ii) donne que la suite (f,),enest monotone. On suppose que cette suite
est monotone croissante (le cas monotone décroissante est similaire). 1l existe alors,
pourtoutn €N, A, €T r.q. m(A,)=0et f,11 > f, sur AS,.

On pose B=AU (U,enAy)- On adonc BeT et m(B) = 0. Puis on pose g, = f,1pc
et on définit g par g(x) = f(x) si x € B¢ et g(x) = 0 si x € B. On a bien f = g
P-P-» (8uhnen C LE(B,T,m)), fui = gu p-p. €t gui1 = gu (pour tout n € N). Enfin
gn(x) — g(x) pour tout x € E, et g € M car g est limite simple d’éléments de M (voir
la proposition 3.19 sur la stabilité de M).

On remarque aussi que, pour tout n € N, f,, et g, sont deux représentants du méme
élément de L]}Q(E, T, m) et ffndm = fgndm.

2. Montrer que f € L! & lim andm eR.

n—+oo

Corrigé — On reprend la suite (g,),eN et la fonction g construites a la question
précédente et on distingue maintenant les 2 cas de I’hypothese (ii).

Cas 1 : La suite (g,),en St supposée monotone croissante.

Dans ce cas, on a (g, — g0) T (g — o) quand n — +oo et, comme (g, — &) € M,
pour tout n € N, on peut utiliser le théoréme de convergence monotone dans M,

(théoréme 4.16). 1l donne ((g — o) € M, et)
J-(gn —go)dm — J-(g - go)dm quand n — +oo. (4.40)

On sait déja que (§—go) € M et que Ilg—goldm = f(g—go)dm car(g—go) € M,.
La propriété (4.40) donne alors que (g — gy) € [l]k(E, T, m) si et seulement si la

limite de la suite (croissante) (I(gn —go)dm),en est dans R (c’est-a-dire différente
de ).
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Comme g,,,80 € 6]%%(}3, T, m), ona I(gn —go)dm = fgndm - fgodm et donc (g —
g0) € [l]%(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (croissante) (fgndm)neN
est dans R.

Enfin, comme g = (g — go) + 9o et que gy € ﬁl}Q(E, T,m), onage L']%{(E, T, m) si
et seulement (g — go) € llﬁ%(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € [l]%(E,
T, m) si et seulement la limite de la suite (croissante) (I g,dm),cn est dans R.

On conclut en remarquant que ffndm = jgndm pour tout neNet f =g p.p.
Plus précisément :

— Si la limite de la suite (croissante) (ffndm)neN est dans R, on obtient que
g€ LY et donc que f € LI}Q(E, T, m) au sens o il existe g € L%(E, T, m) t.q.
f = g p.p- (on confond donc f et la classe de g, c’est-a-dire {h € KI}Q(E, T,
m); h=gpp.)).

— Réciproquement, si f € LIIR(E, T, m), cela signifie qu’il existe h € E%&(E, T, m)
t.q. f =hp.p. (on a donc confondu f et la classe de h). Comme f = g p.p., on
a aussi h = g p.p.. Comme g € M, on obtient donc que g € ﬁﬁk(E, T, m) et
donc (§—go) € ,CIIR(E, T, m) ce qui donne, par (4.40), que la limite de la suite
(croissante) (andm)neN est dans R.

Cas 2 : La suite (g,),en st supposée monotone décroissante.

La démonstration est trés voisine de la précécente. On remarque que (3o — g,) T
(20 — g) quand n — +oo et, comme (g9 — g,) € M, pour tout n €N, on peut
utiliser le théoreme de convergence monotone dans M (théoréme 4.16). 1l donne

((80—8) € M, et)
f(go —gn)dm — J(go — g)dm quand n — +co. (4.41)

On sait déja que (§—go) € M et que I lg—goldm = f(go —g)dm car (gp—g) € M,.
La propriété (4.41) donne alors que (g — Qo) € [Iﬁ%(E, T, m) si et seulement si la
limite de la suite (croissante) (f(go —g,)dm),cN est dans R (c’est-a-dire différente
de o).

Comme g,,8) € El}{(E, T, m), on a I(go —gy)dm = Jgodm - fgy,dm et donc
(g—90) € [I%R(E, T, m) si et seulement si la limite de la suite (décroissante)
(Igndm)neN est dans R (c’est-a-dire différente de —).

Enfin, comme g = (g —g0) + Qo et que o € [l]}%(E, T, m),onage Li(E, T, m) si
et seulement (g — go) € ﬁ]ﬁ(E, T, m) et finalement on obtient bien que g € Kﬂ%(E,
T, m) si et seulement la limite de la suite (décroissante) (I g,dm) ey est dans R.

On conclut en remarquant que Ifndm = jgndm pour tout neNet f =g p.p,
comme dans le premier cas.

3. On suppose ici que f € L!, montrer que f, — f dans L', lorsque 7 — +co.
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Corrigé — On utilise toujours la suite (g,),en et la fonction g construites a la
premiére question.

Comme f € Lﬁ%(E, T,m)onage ‘C%Q(E, T, m) et la propriété (4.40) (ou la propriété
(4.41)) donne jgndm — Igdm quand n — +oo et donc

J-Ign —gldm — 0 quand n — +co.

(On a utilisé ici le fait que (g, — ) a un signe constant et que g € Kﬁk(E, T, m).)

Comme ||f, - fll = f|gn —gldm, on en déduit que f,, — f dans Lﬂ%(E, T, m), quand

n — +00.

Exercice 4.33 (Préliminaire pour le théoreme de Vitali)

Soit (E, T, 7) un espace mesuré et soit f € L! (= L%R(E, T, m)).
1. Montrer que pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que :

A€eT, m(A)SE):»j |fldm < e.
A

[Choisir un représentant de f et introduire f,, = inf(|f], n)].

Corrigé — En choisissant un représentant de f, cette question est démontrée a la
question I de I’exercice 4.16.

2. Soit € > 0, montrer qu’il existe C € T t.q. m(C) < +oo et |fldm <e.
CC

1
[Choisir un représentant de f et considérer C,, = {x € E; " <|f ()]

Corrigé — Ici aussi, en choisissant un représentant de f, cette question est démon-
trée dans l’exercice 4.16 (question 2).

(Dans ’exercice 4.16, on choisit C,, = {1/n < |f| < n} car on souhaite avoir aussi,
pour ce représentant, supc, |f]| < +00.)

Exercice 4.34 (Théoreme de Vitali)

Soient (E, T, m) un espace mesuré, (f,),en C L(= LIIR(E, T,m))et f : E— R tq.
fo = f pp..

1. On suppose m(E) < +oco. Montrer que f € L! et f,, — f dans L! lorsque 1 — +co
si et seulement si (f,),cn est équi—intégrable i.e. : Pour tout € > 0, il existe 0 t.q.
(AeT,neN,mA)<o= [, |fyldm <e).

[Pour montrer le sens =, utiliser la question 1 de I’exercice 4.33. Pour le sens <,
remarquer que jlfn —fldm = JA |f — fldm + IAC |f, — fldm, utiliser le théoréme
d’Egorov et le lemme de Fatou...]
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Corrigé — Sens(=) Soit € > 0. D’apres ’exercice 4.33 (premiere question), il existe,
pourtoutneN, o, >0tq. :

AeT, m(A)<o, ﬁj |[fuldm < e. (4.42)
A
On ne peut pas déduire de (4.42) I’équi-intégrabilité de (f,),en car on peut avoir
inanN 611 =0.

Comme f € L1, il existe aussi > 0 t.q. :
AeT, m(A)Sé:»J‘ |fldm <e. (4.43)
A

On va déduire I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en en utilisant (4.42) et (4.43).
SoitAeT, ona:

Lmum < Lvn —fldm+L|f|dm <[, —fldm+L|fIdm- (4.44)

Comme f,, — f dans L' quand n — +co, il existe ny € N t.q. ||f,, — fll1 < e sin>n.
Pour n > ngy et m(A) <6, (4.44) et (4.43) donne donc JA |fuldm < 2e. On choisit

alors & = min{dy, ..., 04y, 0} > 0 et on obtient, avec aussi (4.42) (pour tout n < ng) :
neN,AeT, m(A)SS:J- |fuldm < 2e.
A
Ce qui donne I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en-

Sens (<)

on veut montrer ici que f € L' et ||f, — f|l; — 0 quand n — +co.

Soit € > 0. L’équi-intégrabilité de la suite (f,) ey donne ’existence de 6> 0 t.q. :

neN,AeT, m(A)<é= f fuldm < 2e. (4.45)
A

Pour tout n € N, on choisit maintenant un représentant de f,,, encore noté f,,. Comme
fu— f pp., il existe BET t.q. m(B) =0 et f,, — f sur BS. En remplagant f par
f 1gc (ce qui ne change f que sur un ensemble de mesure nulle, donc ne change pas
les hypothéses du théoréme), on a alors f € M car f est limite simple de la suite
(fulpe)nen C M (noter que f est bien a valeurs dans R). Comme m(E) < +o0, on
peut utiliser le théoreme d’Egorov (théoreme 3.39); il donne ’existence de A € T
t.q. fu — f uniformément sur A°, c’est-a-dire sup,cac|fy(x) — f(x)| = 0 quand
n — +oo. On a donc aussi, pour ce choix de A,

|f — fldm <m(E)sup|f,(x) - f(x)| = 0, quand n — +oo.
AC

xeAC

1l existe donc ngy(e) € N t.q. IAC |f; — fldm < & pour tout n > ngy(g). Avec (4.45), on
en déduit, pour tout n > ny(e) :

flfn—fldms Lc|fn—f|dm+L|fn|dm+L|f|dm§ 2€+L|f|dm.
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Pour majorer le dernier terme de ’inégalité précédente, on utilise le lemme de Fatou
sur la suite (|fu|1 A)nen (qui est bien dans M, ). Comme liminf, ., |ful1a =|f|1A,
il donne avec (4.45),

J |fldm < liminff|f,,|1A <e
A n—+oo

On a donc, finalement,
n2n0(8)2f|fn—f|dm§3s. (4.46)

En choisissant n = ny(1), on déduit de (4.46) que f, — f € L! et donc que f =
(f = fu) + fu € LL. Cette appartenance étant, comme d’habitude & prendre au sens ot
il existe g € L t.q. f = g p.p. (en fait, ici, comme nous avons remplacé f par f1ge
ci-dessus, on a méme f € Lh.

Puis, (4.46) étant vraie pour tout € > 0, on a bien montré que ||f, — f|l; — 0 quand
n — +oo.

2. On suppose maintenant m(E) = +co. Montrer que : f € L! et f, — f dans L!
lorsque n — +co si et seulement si (f,),en est équi-intégrable et vérifie : Ve >
0,ACeT, m(C) < +oo et fcc |fuldm < & pour tout n.

[Pour montrer le sens =, utiliser 1’exercice 4.33. Pour le sens <, utiliser 1’exer-
cice 4.33, le lemme de Fatou et le résultat de la question 1.]

Corrigé — Sens (=)
(a) L’hypothese m(E) < +o0o n’a pas été utilisée a la question précédente. La méme
démonstration donne donc ici I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en
(b) On utilise maintenant la deuxieme question de I’exercice 4.33.
Soit € > 0. Pour tout n €N, il existe C,, € T t.q. m(C,,) < +oo et JC” fodm < e
n

Comme f € LY, il existe aussi D € T t.q. m(D) < +c0 et JDC fdm < e. Enfin, comme
fu — f dans L' quand n — +oo, il existe ng t.q. ||f,, — fll; < & pour tout n > ny.

no
n=0

On choisit maintenant C=DU (| J, 2, C,,), de sorte que

m(C) < m(D) + Zm(Cn) < t00,
n=0

C c D€ et C¢ C C¢, si n < ny. Ce choix de C nous donne, pour tout n > ny,

J;E |fuldm < JDC |f|dm+f|fn ~ fldm < 2e,

et, pour tout n < n,
f ol < f foldm <
Ce C5

On a donc m(C) < +oo et JCE |fuldm < 2& pour tout n € N.
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Sens (<)
on veut montrer ici que f € L' et ||f, - f|l; — 0 quand n — +co.

Soit € > 0. La deuxiéme hypothese donne [’existence de C € T t.q. m(C) < +oo et
|fuldm < € pour tout n € N. (4.47)
CL‘
Comme dans la question précédente, on peut supposer (en changeant éventuellement
f sur un ensemble de mesure nulle) que f € M. En appliquant le lemme de Fatou

a la suite (|f,|1ce)neny C My, on déduit de (4.47) que
J fldm <e. (4.48)
CL‘

La premiére hypothése (c’est-a-dire I’équi-intégrabilité de la suite (f,),en) donne
Pexistence de 6> 0 t.q.

neN,AeT, m(A)gé::»J |fuldm < e (4.49)
A

On peut maintenant utiliser le théoreme d’Egorov sur la suite (f”|c)"€N (qui converge
p-p. vers fi.) dans I’espace mesurable (C, Tc) ou Tc est la tribu {B€ T; BC C}. 1l
donne existence de AC C, A€ T, t.q. m(A) < det f,, > f uniformément sur A°NC.
On en déduit que

J lfu — fldm <m(C) sup |f,(x)—f(x)| = 0 quand n — +oo.
ANC xeANC

1l existe donc ny t.q.

n>ny= Ifu—fldm <e. (4.50)
A°NC

Enfin, en appliquant le lemme de Fatou a la suite (|f,|1a)nen C M, on déduit de
(4.49) que

J |fldm <e. (4.51)
A

11 suffit maintenant de remarquer que

J1t=rms | i flame [ igjam e | 1fiam

+f|an+f|ﬂmm
Ce Cc

pour déduire de (4.50), (4.49), (4.51), (4.47) et (4.48) que
n>ny= flfn—f|dm§ 5¢.

On conclut comme a la question précédente. En prenant d’abord € = 1, on montre
que f € LY puis, comme ¢ > 0 est arbitraire, on montre que f,, — f dans L' quand
n — +oo.

3. Montrer que le théoreme de convergence dominée de Lebesgue peut étre vu comme
une conséquence du théoreme de Vitali.
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Corrigé — Soient (f,)peny CL! et FeL! t.q. |f,| < F p.p., pour tout n € N.

En utilisant I’exercice 4.33 sur F, on montre facilement I’équi-intégrabilité de la suite
(fu)n et Uexistence, pour tout € > 0, de C € T t.q. m(C) < +co et JCC |fuldm < € pour
tout n € N (noter que si m(E) < +oo cette propriété est immédiate en prenant C =
E). 1l est alors facile de montrer le théoréme de convergence dominée a partir du
théoreme de Vitali.

Exercice 4.35 (Théoreme de ‘“Vitali-mesure”) Soit (E, T, #) un espace mesuré. On
note £! = E]%Q(E, T, m). Soit (f,)ueny C L1 et f € M(E, T).

1. On suppose que m(E) < +c0. On se propose ici de montrer que [f € L et||f, — fll;
— 0 quand n — +o0] si et seulement si on a les deux propriétés suivantes :

pl. f, = f en mesure, quand n — +oo,

p2. La suite (f,,),en est équi-intégrable.

(a) Montrer le sens direct (c’est-a-dire que la convergence pour la norme de L!
implique p1 et p2).

Corrigé — On montre tout d’abord la convergence en mesure. Soit 11> 0. On a
alors :

m({lf, — fl=n}) < %flfn — fldm — 0, quand n — +oo.

Ce qui donne que f, — f en mesure, quand n — +oo.

Pour montrer I’équi-intégrabilité, il suffit de remarquer que, pour tout A€ T, ona:
[ tgddm < [, flams | 1f1am
A A

Soit ¢ > 0. Comme f € LY, il existe (voir la proposition 4.50) &> 0 t.q.

m(A)S6:>J |fldm <e.

A

Comme ||f, — fll1 = 0, quand n — +oo, il existe ny t.q.

n>ng zflfn—fldeS.

On en déduit :
(n>ngetm(A)<d) = J |fuldm < 2e. (4.52)
A

Puis, pour tout n € N, il existe (voir la proposition 4.50) d,, > 0 t.q.
m(A) <o, = Llfnldm <e (4.53)
En posant & = min{®, dg,...,0,} on adonc, avec (4.52) et (4.53) :
(neNetm(A)<d) = L|f,,|dm < 2.

Ce qui montre 1’équi-intégrabilité de (f,),en-
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(b) Pour montrer la réciproque, on suppose maintenant que f,, — f en mesure, quand
n — +oo, et que (f,),en est équi-intégrable.

i. Montrer que pour tout 8> 0 et 11> 0, il existe n € N t.q. : p,g > n = m({|f, -
fo znt<o.

Corrigé —  On remarque que, pour tout p,q € N et tout x € E, |f, — f|(x) < 3

et |fy = fI(x) < 3 implique |f, - fyl(x) < n. On adonc (|f,— fyl = n}  {If, - f1 2
g} Ullf, - fl= g} ce qui donne :

mlIfy = fol = ) < mlllfy ~ 12 TN+ {fy = 12 3.
Comme f, — f en mesure, il existe n € Nt.q. :

p2n=milf,~fl= <3,

N =

on en déduit :
pgzn= m({lfp _fq| >np) <o
ii. Montrer que la suite (f,,),cy est de Cauchy dans L!.

Corrigé — Soitp,qeNetn>0,0na:

lfp = £l :f |fp|dm+-[ |f;ldm +nm(E). (4.54)
{Ifp—folzn} {Ifp—fql2n}

Soit € > 0. D’apres I’équi-intégrabilité de (f,),en, il existe >0 t.q.
(AeT,m(A)SéetneN):I Iful <e. (4.55)
A

On commence a choisir v > 0 t.q. nm(E) < e. Puis, la question précédente donne
Uexistence de n t.q. m({|f, — fgl =2 n}) < 0 5i p,q > n. On a donc, par (4.55) :

J IfPISeetJ Ifyl<esip,qg=n.
{lfpffq|21’|} {|fp7fq|2"[}

Finalement, (4.54) donne :

pgzn= “fp _qul < 3e

La suite (f,),en est donc de Cauchy dans L.

iii. Montrer que f € £! et que ||f,, — fll; — 0 quand 7 — +co.

Corrigé — Comme L' est complet, il existe g € L' t.q. f,, — g dans L', quand
1 — +00. On peut supposer g € L1 (en confondant g avec I'un de ses repré-
sentants). La question (a) donne alors que f, — g en mesure, quand n — +co.
Comme f,, — f en mesure, on a donc nécessairement f = g p.p., ce qui donne
bien f € LY et ||f, — flli = |If, — glli — 0, quand n — +co.
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2. On ne suppose plus que m(E) < +co. Montrer que “f € L' et ||f, — fll; — 0 quand
n — +oo si et seulement si on a les propriétés suivantes :

pl. f, = f en mesure, quand n — +oo,
p2. la suite (f,,),en est équi-intégrable,
p3. pour tout € > 0, il existe A € T t.q. m(A) < +oo et, pour tout # € N, IAC |fuldm
<e
Corrigé — Etape 1 On montre tout d’abord le sens direct.

Les propriétés pl et p2 ont déja été démontrées dans la question 1-(a) (car I’hypothese
m(E) < +oo n’avait pas été utilisée).

Pour démontrer la propriété p3, on utilise la proposition 4.50 du cours. Soit € > 0.
Pour tout n € N, 1l existe B, € T t.q. m(B,,) < +oo et

(B
f |fuldm < e (4.56)
Bj,
1l existe aussi Be T t.q. m(B) < +oo et

fldm < e. (4.57)
BC

LC |fuldm < J|f,, — fldm+ LC \fldm,

on obtient, en utilisant le fait que ||f,,— f|l1 — 0, quand n — +o0, et (4.57), Iexistence
de ny t.q.

En remarquant que

n>ng :>J |fuldm < 2e.
BL‘

n

En prenant A = BU (Up

%0 B,), on obtient alors (avec (4.56)) m(A) < +oo et :

neN:»j |fuldm < 2e.
AC

Etape 2 On montre maintenant la réciproque.
On reprend la méme méthode que dans le cas m(E) < +oo.

On remarque tout d’abord que pour tout > 0 et > 0, il existe n € Nt.q. : p,q > n =
m({|f, — fgl = n} < d. La démonstration est la méme que précédemment (I'hypothese
m(E) < +oo n’avait pas été utilisée).

On montre maintenant que la suite (f,,),cy est de Cauchy dans L'. Soit p,q € N,
AcTetn>0,0na:

o=l < [ QfleIflams | I Ifhmem(a) @59

{lfp=fglzn)

Soit € > 0. D’aprés I’équi-intégrabilité de (f,),en, il existe 5> 0 t.q.

(BET,m(B)SéetnEN):J-|fn|£s. (4.59)
B
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D’apres la propriété p3, il existe A€ T t.q. m(A) < +oo et
neNzJ |fuldm < e. (4.60)
AC

On commence a choisir | > 0 t.q. Wm(A) < e. Maintenant que 3 et 1| sont fixés, il existe
neNweg m({|f, - fyl =n}) < dsip,q=n Onadonc, par(4.59), Llfp_fqlzﬂ} Ifpl <e

et I{lfp*quZﬂ} |fsl < €sip,q=n. Avec (4.58) et (4.60), on obtient alors :

p.a=zn=|lf, - fll <5e

La suite (f,)nen est donc de Cauchy dans L'

On conclut, comme dans le cas m(E) < +oo, que f € L1 et ||f,, — flli — 0, quand
n — +oo (car I’hypothése m(E) < +oo n’avait pas été utilisée pour cette partie).

Exercice 4.36 (Convergence en mesure dominée) Soit (E, T, m) un espace mesuré,
(f1)nen une suite de fonctions intégrables de E dans R et f une fonction mesurable de
E dans R. On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées :

e f, — f en mesure quand 17 — +oo.

e Il existe g, fonction intégrable de E dans R, t.q., pour tout n € N, |f,,| < ¢ p.p..

1. Soit p € N*. En remarquant que |f| < |f — f,,| +|f,|. montrer que, pour tout n € N,

m({lf]—g > %}) <m({lfy— f1> %n.

Corrigé — Soit n € N. Comme |f,| < g p.p., ona
IfI=g<If = ful +1ful =g <If = ful P-p--
A un ensemble de mesure pres, on a donc {|f|-g > 11—7}) inclus dans {|f, - f| > 11_7} et

donc ) )
m({lf1-g = 1_7}) <m({lf,-fl= E})' 4.61)

2. Soit p € N*. Montrer que m({|f|—-g > %}) = 0. En déduire que |f| < g p.p. et que f
est intégrable.

Corrigé — Comme f,, — f en mesure, on obtient, en passant a la limite dans (4.61)
quand n — +oo, que m({|f|— g > %}) =0.

Comme {|f|-g > 0} = Upen-{If|-g = 11—7} etm({|f]-g = Il—,}) = 0 pour tout p, on obtient
(par o-additivité de m ou par convergence croissante de m) que m({|f|—g > 0}) =0
et donc que |f| < g p.p..

Comme g est intégrable, on en déduit bien que f est intégrable (et f |fldm < fgdm).
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3. On suppose, dans cette question, que #(E) < +oo.

(a) Soit 1> 0. Montrer que, pour tout 1 € N,

J|fn—f|dm£nm(E)+J 2gdm.
{lfi=f>n}
Corrigé — Comme |f, - fI <|ful +|f1 < 2¢ p.p., ona
[vg=am={ = plams | 1= flam
{Ifu=fl=n} {lfu=f1>n}

Snm<{|fn—f|sm>+j”f s
n=J]1>N

Snm(E)+J 2gdm.
{lfu=f 1>}

(b) Montrer que lim,,_, . o, J |f, — fldm = 0.
[On rappelle que si, & est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il
existe 0 > 0 t.q.

AeT, m(A)§6:>J- |hldm < e.]
A

Corrigé — Soit € > 0. D’apres le rappel, il existe 0> 0 t.q.
AeT, m(A)§6:>J‘ 2gdm <e. (4.62)
A
Pour majorer lim,,_, , o J |fu— fldm, on choisit d’abord v > 0 t.q. nm(E) < e. Puis,
pour ce choix de 1), la convergence en mesure de f, vers f donne ’existence de

ny € N t.q.
' 0> ng = m({lf, — f1> ) <.

En utilisant I’inégalité montrée a la question 3(a), on obtient alors, grdce a (4.62),
n>ny= lim jlfn—fldm <2e
n—-+oo

Ce qui montre bien que lim,,_, , o f If—fldm=0.

4. On ne suppose plus que #(E) < +o00. Montrer que lim,,_, o, f |f, — fldm = 0.
[On rappelle que si, h est une fonction intégrable de E dans R, pour tout € > 0 il
existe Ce T t.q. m(C) < +o0 et Icc |hldm < e.]

Corrigé — On remarque d’abord que pour tout C € T, tout > 0 et tout n €N, on a

- fldm < - _fld - _fld - fldm
Jibsams |l plame | psane i

<nm(C)+ J 2gdm+ f 2gdm. (4.63)
¢ {Ifu=f1>n}
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Soit € > 0. D’apres le rappel, il existe C € T t.q. m(C) < +o0 et JCC 2gdm <& On
choisit donc un tel ensemble C. On choisit maintenant 1> 0 t.q. ym(C) < € et on peut
conclure comme a la question précédente, c’est-a-dire que la convergence en mesure
de f, vers f donne l’existence de ny € N t.q.

nxng=m({|f, - fI>n}) <9,
avec O satisfaisant (4.62). En utilisant ’inégalité (4.63), on obtient alors

n>nyg= lim J|fn—f|dm§3s,
n—+oco

ce qui montre bien que lim,,_, , ., J |fu — fldm =0.

Exercice 4.37 (Continuité de p — || - ||,) Soient (E, T, ) un espace mesuré et f €
M(E,T).

1

1. Pour p € [1,+0o[, on pose ||f||, = (jlflpdm)p (noter que |f|P € M,) et on dit

que f € LP si|f]|l, <+oco.Onpose I = {p € [1,+oo], f € LP}.
(a) Soient py et py € [1,+o0[, et p € [p1,p2]- Montrer que si f € LP1 N LP2, alors

f € LP. En déduire que I est un intervalle.

[On pourra introduire A = {x;|f (x)| < 1}.
Corrigé — Soita e R:. On remarque que o < aP?2 sil <aetaf <aPlsia<1.
On en déduit que |f|P <|f [P +|fIP? (en fait, on a |fIP < |f|Pt sur A={|f| <1} et
[fIP < |fIP2 sur A€) et donc que f € LP si f € LP1 N LP2,
On suppose que 1 # 0. On pose a =infl et b =supl. Onadonc1 <a<b< oo
et 1 C [a,b]. On montre maintenant que la,b[C I (ce qui donne que 1 est bien un
intervalle dont les bornes sont a et b).
Soit p €la, b[. La définition de a et b permet d’affirmer qu’il existe p; € 1t.q. py <p
et qu’il existe py €L t.q. po > p. On a donc f € LPY N LP2 et p €]py,pa[, d’oi I'on
déduit que p € 1. on a donc bien monté que |a, b[C I et donc que 1 est un intervalle.

(b) On montre sur des exemples que les bornes de I peuvent étre ou ne pas étre dans I.
On prend pour cela : (E, T, m) = ([2,+00[, B([2,00[), A) (A est ici la restriction a
[2, o[ de la mesure de Lebesgue sur 5(R)). Calculer I dans les deux cas suivants :
i. f(x)= %,x €[2,+0].
i. f(x)= 2,xe[Z +o9].

Corrigé — i f(x) = %,x € [2,400][. Soit 1 < p < co. Pour savoir si f € LP ou
non, on utilise le théoreme de convergence monotone et l’intégrale des fonctions
continues sur un intervalle compact de R.

Pour n € N, on pose f, = |fIP12,,. On a donc (f,)nen € My et f, TIfIP ce qui
donne, grdce au théoreme de convergence monotone,

jfnd)» — J|f|pd)\, quand n — +oo.
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Les intégrales ci-dessus sont des intégrales sur [2,+oo[, muni de la mesure
de Lebesgue sur les boréliens. La comparaison entre l’intégrale des fonctions
continues et l'intégrale de Lebesgue (voir les exercices 4.4 et 4.5) donne que

ffndx J —dx.

On distingue maintenant les cas p =1 et p > 1.

*Sip>1,0na

1 1 1 1 1
J‘f”d)‘:p—l(zp—l —np_l)—>p_12p_1 < oo quand n — +oo.
Onadonc f € LP.
*Sip=1,o0na

jfndk =1In(n) —1In(2) — oo quand n — +oo.

Onadonc f ¢ L.

On adonc1=]1,00].
i. f(x) Tx),x € [2,+00[. Pour 1 < p < o0, on a clairement f € LP car la
fonction f est positive et majoree par 578 ou g est la fonction de I’exemple

précédent, c’est-a-dire g(x) = ;. Pour p =1, on utilise la méme méthode que
pour ’exemple précédent :

Pour n €N, on pose f, =|f|1[2,y), de sorte que f, T|f| = f et donc

J-fnd)\ — J|f|d)\, quand n — +oo.

On a ici, quand n — +oo,

an j ———dx=In(2)"' -In(n)™' - In(2)"! < co.
» x(Inx)?
On en déduit que f € L1, donc 1=1,00[.

(c) Soit (p,)ueny C I et p € I, (I désigne I’adhérence de I dans R), t.q. p, T p (ou
p» | p). Montrer que ijIp"dm — jlflpdm quand 1 — +oo.
[On pourra encore utiliser I’ensemble A.]
Corrigé — Onutilise ici A={|f| <1} eT.

(a) On suppose d’abord que p,, T p quand n — +oo. On pose g, = |f|Pr1a et h, =
|fIPr1 ac, de sorte que g, € L1, h,, € L1 et

J-gndm + J.hndm - J|f|P'fdm.

On remarque alors que h,, T h =|f|P1ac, quand n — +oco. Comme (h,,),en C M,
le théoreme de convergence monotone donne

Jhndm - jhdm, quand n — +oo. (4.64)
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Noter que ceci est vrai méme si p € 1 (dans ce cas, on a, en fait, fhdm =00).

On remarque maintenant que g, — ¢ = |f|P1 p.p., quand n — +oo, et que 0 <
gn < |fIP0 car la suite (g,)nen est ici décroissante. Comme py €1, on a |f|Po € L1
et on peut appliquer le théoreme de convergence dominée (ou la proposition 4.29).
1l donne

jgndm — Jgdm, quand n — +oco. (4.65)

Avec (4.64) et (4.65) on obtient, quand n — +oo,

f'flp”dm = Jgndm-y J‘hndm — Jgdm-i—fhdm = Jlflpdm;

(b) On suppose maintenant que p,, | p quand n — +oo et on reprend la méme méthode
que ci-dessus. On pose g, = |f|Pr14 et h, = |f|Pr1c, de sorte que g, € L1,

h, €L et
J.gndm+ Jhndm = J-|f|p”dm.

les roles de g, et h,, sont inversés par rapport au cas précédent : On remarque
que ¢, T g = |fIP1a, quand n — +oco. Comme (g,),eny C M., le théoréme de
convergence monotone donne

fgndm — jgdm, quand n — +oco. (4.66)

Ceci est vrai méme si p €1 (dans ce cas, on a, en fait, fgdm =00).

On remarque que h,, — h = |f|P1c p.p., quand n — +oo, et que 0 < h,, < |f|Po
car la suite (h,),cy est ici décroissante. Comme pg € 1, on a |f|Po € L et on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée (ou la proposition 4.29). 1l donne

Jhndm - fhdm, quand n — +oo. 4.67)

Avec (4.66) et (4.67) on obtient, quand n — +oo,

f|f|p"dm:‘J'gndm+Jhndm—>fgdm+fhdm:f|f|pdm.

La conséquence de cette question est que I’application p v ||f ||p est continue de

dans E+, oit 1 est Uadhérence de 1 dans R. Dans la suite de I’exercice, on va introduire
le cas p = oo et montrer la continuité de p — ||f||p sur l’adhérence de 1 dans R,.

2. Onditque f € L= s’il existe C e R t.q. |[f| < C p.p.. Onnote ||f||o, = inf{C e R t.q.
|f| < Cp.p.}.Sif &L, onpose||fllo =+o0.

(a) Montrer que f <||f|lc p-p-- A-t-on f <||f|leo p-P-?

Corrigé —  Si ||f|leo = +o0, on a, bien sir, f < ||f|le p-p-- On suppose donc
maintenant que ||f|lc < +oo. Par définition d’une borne inférieure, il existe
(Clneny C{CeRrq. |fl <Cpp}tg C,l|lflle guand n — +oo. Pour tout
neN, il existe A, €T t.q m(A,)=0et|f| <C, sur Af.
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Onpose A =J,enyAy. Onadonc A€ T, m(A)=0et|f(x)| <C, pourtout n € N,
si x € AC. Comme C,, | ||f|loo quand n — +oo, on en déduit |f| < ||f||eo sur A€ et

donc que |f| < ||flloo P-P--

En prenant (E,T,m) = (R, B(R),A) et f(x) =1 pourtout x e R. On a||f|lc =1 et
Passertion f <||f|le p-p- st fausse.

Noter aussi que ||f|lc = inf{C e R t.q. |[f| < Cp.p.}.

Onpose ] = {p € [1,+c0]; f € LP} CR,.
(b) Remarquer que ] =T ou J = T U {+o00}. Montrer que si p € I et +oo € ], alors
[p,+o0] CJ. En déduire que J est un intervalle de R, .

Corrigé — Soit p €1 et on suppose que oo €. Soit q €]|p, oo[. Comme |f| < ||f oo
p.p., Onalfll< ||f||zo_p|f|p p.p.. On en déduit que f € L4, c’est-a-dire g € 1. On a
ainsi montré que |p,oo[C 1 et donc [p, 0] C]J.

On raisonne maintenant comme dans la question 1. On pose a =inf] et b = sup],
de sorte que ] C [a,b]. Puis, soit p t.q. a < p <b. On a nécessairement a < co et il
existe p; €1 t.q. py <p. Onab < oo et il existe py €] t.q. p<py. Sipy €l, on
utilise la question I pour montrer que p € 1 et si p, = co la premiére partie de
cette question donne que p € 1. On a bien ainsi montré que la,b[C]. ] est donc un
intervalle dont les bornes sont a et b.

Noter aussi que inf] = inf] et supI = sup].

(¢) Soit (p,)neny C L t.q. py T +00. On suppose que ||f||o > 0 (noter que f = 0 p.p.
& Iflleo = 0).
i. Soit 0 < ¢ <||flco- Montrer que liminf||f||,, > c. [On pourra remarquer que
n—+oo "

[1flPdm > cPm({x, |f (x)| > c}.]
Corrigé —  Comme |f|P > P17}, la monotonie de I'intégrale donne bien
[rrpam= sz,
et donc, comme j|f|Pdm #0,
Ifllp = em({lf]=c})P. (4.68)

1
Comme ¢ < ||f|loo, on a m({|f| = c}) > 0, d’oit I’on déduit que m({|f| > c})? — 1
quand p — oo (p € [1,00]).

==

En passant a la limite inférieure quand n — +oo dans (4.68) pour p = p,,, on
obtient alors

liminf >c.

n—+00 ”f”p” -

Comme c est arbitrairement proche de ||f||oo, on en déduit :

HminflIfll,, = l1f lleo- (4.69)
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ii. On suppose que ||f|o < +o0. Montrer que : limsup||f||,, <I|f|le. [On pourra

n—+oo
|/

11/ llo

Corrigé — Comme Hf% <1 p.p. et que p,, > py (car la suite (p,)neN est

Pn
considérer la suite g, = ( ) et noter que g, < go p-p-. |

croissante), on a g, < g p.p. et donc Igndm < Igodm, d’ou I’on déduit (en
notant que toutes les normes de f sont non nulles) :

1full, < ||f||oo(fgodm)”l”-

En remarquant que J godm # 0, on obtient bien, en passant a la limite supérieure
dans cette inégalité,
timsupl|fll, < Ifle- (4.70)

n—+o0

iii. Déduire de (a) et (b) que ”f”pn — ||Iflleo lorsque 1 — +oo.
Corrigé — On distingue deux cas :
Cas 1 On suppose ici que ||f||lo = co. (4.69) donne alors que ||fl|,, — oo et donc
Ifllp, = lIflleo quand n — +oo.

Cas 2 On suppose ici que ||f||o < o0, de sorte que 0 <||f||o < co. Les assertions
(4.69) et (4.70) donnent alors

limsup||fll, <[Ifllo <liminf|Ifll,,

n—+oo

et donc ||fllp, = |lflleo quand n — +oo.

3. Déduire des deux parties précédentes que p — |[|f||, est continue de ] dans R,
ol J désigne ’adhérence de J dans R (c’est-a-dire ] = [a,b] si ] = |a, b, avec
1 <a<b<+oo,et|désigne | ou ).
Corrigé— Si f=0pp,ona)]=7]=[l,00] et lfll, = O pour tout p € J. Donc,
p = lIfl, est continue de J dans R,.

On suppose maintenant que f n’est pas nulle presque partout. On a donc ||f||, > 0
pour tout p € [1,00].

On pose ] =[a,b] (si ] #0). On distingue 3 cas :
* Cas 1 - Soit p €a,b|, de sorte que p € 1.
(a) Soit (py)nen C 1 2.q. py T p. La question 1-c¢ donne que ||f||§Z — ||f||5
quand n — +oo. On en déduit que ||fll,, — |If|l, quand n — +oo (pour s’en
convaincre, on peut remarquer que In(||fll,,) = piln(||f||5:i) — ;—)ln(||f||§)

=1In(||fllp)). Ceci donne la continuité a gauche de q — ||fll, au point p.

(b) Soit (p;)nen C 1.9 p,y | p. La question 1-¢ donne aussi ||f||5:§ - ||f||5 quand

n — +oo et on en déduit, comme précédemment, que ”f”pn — ||f||p quand
n — +oo. Ceci donne la continuité a droite de q — ||f ||, au point p.
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* Cas 2 —On prend ici p = a et on suppose a # oo (sinon a = b et ce cas est étudié
au Cas 3). Soit (p,)neny C12.9. p, | a.

(a) On suppose d’abord que a € 1. Ici encore, la question 1-c donne ||f |, — |If1I7
quand n — +oo et on en déduit que ||fll,, — |lflls quand n — +oo. Ceci
donne la continuité a droite de q — || f ||, au point a.

(b) On suppose maintenant que a ¢ 1, de sorte que ||f ||, = co. La question 1-c
donne alors ||f ||, — oo quand n — +oo et donc ||f ||, — oo quand n — +oco.
Ceci donne la continuité a droite de q — ||fl|; au point a.

* Cas 3—Onprendicip=b. Soit (p,)pen C12.q. p, T a.

(a) On suppose d’abord que b € 1. Ici encore, la question 1-c donne ||fl|, — ||f||£
quand n — +oco et on en déduit que ||fll,, — ||flly quand n — +oo. Ceci
donne la continuité a gauche de q — ||f ||, au point b.

(b) On suppose maintenant que b & 1.

Si b # oo, onadonc||f||, = oo. La question 1-c donne alors ||f||5: — oo quand

n — +oo et donc ||fllp, — oo quand n — +oo. Ceci donne la continuité a
gauche de q — ||f|l; au point b.

Si b = oo, la continuité a gauche de q — ||fll, au point b a été démontré a la
question 2-c-iii.

Exercice 4.38 (Exemple de continuité et dérivabilité sous le signe f)
Soit f : RxR, — R, définie par f(t,x) =ch(t/(1 +x))—1.
1. Montrer que pour tout ¢ € R, la fonction f(t,.) appartient a L' (R, B(R,), ).
2. Pour t € R, on pose F(t) = IR f(t,x)dx. Montrer que F est continue, dérivable.
Donner une expression de F’.

Exercice 4.39 (Contre-exemple a la continuité sous le signe j)
Soit f de | —1,1[x[0,1] dans — R, définie par f(t,x) = 0si t €] —1,0], puis, pour
t €]0,1[, par

4 t

fx sixe [0,5];

ft,x) = t—z(t—x) six E]E’t]'

0sixelt1].

1. Montrer que la fonction f(¢,-) est continue sur [0, 1] pour tout t €] — 1, 1[.

1
Pour t €] -1, 1[, on pose F(t) = f(t,-)dA= f f(t,x)dx.
10,1] 0

2. Montrer que f(t,x) — 0 lorsque t — 0, pour tout x € [0, 1].

3. Montrer que F(t) /& F(0) lorsque t — 0, t > 0. Pourquoi ne peut on pas appliquer
le théoreme de continuité sous le signe f?
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Exercice 4.40 (Continuité d’une application de L! dans L!) Soient (E, T, m) un
espace mesuré fini et soit g une fonction continue de R dans R t.q. :

dCeRY; |g(s)| < Cls|+C, Vs e R. 4.71)

1. Soit u € /L]}Q(E, T, m). Montrer que gou € £]§(E, T, m).

Corrigé — u est mesurable de E (muni de la tribu T) dans R (muni de la tribu B(R))
et g est borélienne (c’est-a-dire mesurable de R dans R, muni de la tribu B(R)). On
en déduit que g o u est mesurable (de E dans R).

Puis, comme |g o u(x)| = |g(u(x))| < Clu(x)|+ C pour tout x € E, on a
J-|g ouldm < Cl||lu|l; + Cm(E).

Donc, gou € Eﬁ%(E, T, m).

On pose L! = Lﬁ%(E, T,m) et L = /L]}Q(E, T,m). Pour u € L, on choisit v € £!
tel que v € u. D’aprés la question précédente, on a g ov € L. On pose alors
G(u)=1he £§(E, T,m); h=gov p.p.}. On a donc G(u) € L.

2. Montrer que la définition précédente a bien un sens, ¢’est-a-dire que G(u) ne dépend
pas du choix de v dans u.

Corrigé — Soient v,w € u. Il existe A€ T t.q. m(A) = 0 et v = w sur A°. On a donc
aussi gov = gow sur A° et donc gov = gow p.p.. On en déduit que {h € L}, (E, T, m);
h=govpp}={he [Z]%Q(E,T,m); h=gowp.p.}

G(u) ne dépend donc pas du choix de v dans u.

3. Soit (14,,) ey € L. On suppose que u,, — u p.p. et qu’il existe F e L! t.q. |u,,| <F
p.p., pour tout # € N. Montrer que G(,,) — G(u) dans L.

Corrigé — Pour tout n € N, on choisit un représentant de u,,, encore notée u,. On
choisit aussi des représentants de u et F, notés toujours u et F. Comme u,, — u p.p.
quand n — +oo et que g est continu, il est facile de voir que gou, — gou p.p.. On
a donc G(u,) — G(u) p.p..

On remarque aussi que |g o u,| < Clu, |+ C < CF + C p.p. et donc |G(u,,)] < CF+C
p.p-, pour tout n € N,

Comme CE+C € LY, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée, il donne
que G(u,) — G(u) dans L' quand n — +co.

4. Montrer que G est continue de L' dans L.

[On pourra utiliser la question 3. et le théoreme appelé réciproque partielle de la
convergence dominée. ]
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Corrigé — On raisonne par I’absurde. On suppose que G n’est pas continue de L!
dans LY. Il existe donc u € L' et (u,)) ey € L t.q. u,, — u dans L' et G(u,,)) £ G(u)
dans L' quand n — +oo.

Comme G(u,) /> G(u), il existee>0et @ : N— Nt.q. @(n) — oo quand n — +co
et:
IG(ttg(ny) — G(u)lly > € pour tout n € N. 4.72)

(La suite (G(tg(n)))nen est une sous-suite de la suite (G(u,))nen.)

Comme ug(;) — u dans L, on peut appliquer le théoréme de réciprogue partielle de
la convergence dominée (théoréme 4.49). Il donne I’existence de \p : N — N et de
FeLl! t.q. P(n) — oo quand n — +co, Ugop(n) = U P-P- et [ugop(n)| < F p.p., pour
tout n € N. (La suite (Ugpop(n))neN et une sous-suite de la suite (1)) nen)-

On peut maintenant appliquer la question 3 a la suite (”q)oq)(n))neN- Elle donne que
Glugoy(n)) — G(u) dans L! quand n — +co, ce qui est en contradiction avec (4.72).

Exercice 4.41 (Paris groupés) Soit (€, A, p) un espace mesuré tel que p(Q) = 1.
On se donne une suite (A,),cn déléments de A telle que A,,; C (UzzlAp)C et
p(A,)=1/2", pour tout n € N*.

1. En prenant (), A, p) = (]0,1[, B(]0, 1]), A), ou A est la mesure de Lebesgue sur les
boréliens de ]0, 1[, donner un exemple d’une suite (A,,),en+ Vérifant les hypotheéses
demandées.

Corrigé — 1l suffit de prendre A, :]%, 2,,%1[

On se donne aussi une suite (o, ),y de R avec a; = 0. Pour n € N*, on pose
Gy =(-a, - 1)1An + Uyt 1An+1-

2. Montrer qu’il existe une unique suite (o;,),en: telle que JGndp = 1 pour tout
n € N*. Avec ce choix de (a;,),eny, on pose, pour n € N*, H, = Y ' | G;. Montrer

que, pour tout n € N*,
andp = .

Corrigé — On construit la suite (o) en par récurrence.
Soitn e N*. Si G, = (o, = 1)1p, +@y11p,,,, 0na

n+1’
-o,-1 «

J‘Gndp = (= = D)p(Ap) + a1 p(Apsr) = # 2:‘[—3

On choisit donc, pour n > 1, o1 = 2(a, + 1) + 21, On a bien fGndp =1 pour

tout n € N*.

On a alors, pour tout n € N*, JHndp =y fG,-dp =n.
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3. Pour x € Q, on pose H(x) = ), Gy, (x). Montrer que H(x) est bien défini pour
tout x € Q etque H=-1 p.p..

Corrigé — Les ensembles A, sont disjoints deux a deux, on a donc p(U,en+A,) =
Ynent P(A) =Y e 172" = 1. On en déduit que p((Uyen+A,)¢) = 0. Pour montrer
que H = =1 p.p., il suffit donc de montrer que H(x) = —1 pour tout x € U, A,,.
Soit x € U, en+ A, il existe un unique n € N* tel que x € A,,.

Sin=1, onaalors Gy(x) = -1 et G,,(x) = 0 pour n> 1. Donc H(x) = —1.
Sin>1,onaalors G,(x)=-a,-1,G,_.1 =0, et G(x)=0sim=netm=n—1.
On en déduit bien que H(x) = —1.

On a bien montré que H = -1 p.p..

4. On choisit la suite (o, ),cn pour que JGnd p =1 pour tout n € N*. Peut-on appli-
quer le théoreme de convergence dominée a la suite (H,,),,cn définie a la question
27

Corrigé — On a H,, —» H p.p. mais JHndp + fHdp. Ceci montre que la suite
(H,,) e ne vérifie pas les hypotheses du théoréme de convergence dominée (c’est,
bien siir, I’hypothése de domination qui est manquante).

N.B. Cet exercice a une interprétation probabiliste un peu inattendue. Il permet de
montrer que le fait de faire une infinité de paris favorables peut étre défavorable.

4.11.3 Espérance et moments des variables aléatoires

Exercice 4.42 (Espérance et variance de lois usuelles) Soient (E, T, p) un espace
probabilisé et X une variable aléatoire réelle, de loi de probabilité py. Calculer
I’espérance et la variance de la variable aléatoire X dans les cas suivants :

1. px est la loi uniforme sur [4,b] (a,b e R, a < b);

2. px est la loi exponentielle ;

3. px estlaloi de Gauss.

Exercice 4.43 (Inégalité de Jensen) Rappel : Une fonction f de R dans R est convexe

si et seulement si pour tout a € R il existe ¢, t.q. f(x)— f(a) > c,(x — a) pour tout
xeR.

Soit f une fonction convexe de R dans R et X une v.a. sur un espace de probabilité
(Q, A,P). On suppose que X et f(X) sont intégrables. Démontrer 1’inégalité de
Jensen qui s’écrit

ff(X)dP > f(fXdP).

[Utiliser le rappel avec a bien choisi.]
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Corrigé — On utilise le rappel avec a = E(X) = fXdP. On obtient pour tout w € QQ
f(X(w)) = f(a) 2 c;(X(w) —a).

Comme les fonctions f(X)— f(a) et X — a sont intégrables, la monotonie de I’intégrale
donne alors

_f(f(X) ~ fla)dp 2 ¢, j(x _ 4P,

Comme IXdP = a, on en déduit f(f(X) — f(a))dP > 0, ce qui donne le résultat
demandé.

Exercice 4.44 (Sur I’équi-intégrabilité ) Soit (E,.A,P) un espace probabilisé et
(X,1)en une suite de v.a. (réelles). On rappelle que la suite (X,,),,cn est équi-intégrable
si JA |X,,|dP — 0, quand P(A) — 0 (avec A € A), uniformément par rapport a n € N.
Montrer I’équivalence entre les deux propriétés suivantes :

1. lim supJ |X,|dP =0,
{IX,|>a}

a—o0 neN

2. sup f |X,|dP < +o0 et (X,,),en équi-intégrable.

neN
Corrigé —
Démonstration de 1 = 2

Pour montrer que la suite (X,,) ,en est bornée dans L]ﬁ(E, A, P), on remarque simplement

qu’il existe ag € R, t.q.
supJ |X,|dP < 1.
neN J{|X,[>ao}

On a alors, pour tout n € N,

JIX,MP - J IX,,|dP + J IX,,|dP < 1+ ag.
{IXM|>“0} {|X,,,|S(10}

Ce qui donne bien une borne pour ||X,,||;.

On montre maintenant I’équi-intégrabilité. Soit € > 0, il existe a € R} t.q.

supf |X,,|dP < e.
neN J{|X,,[>a}

On choisit & = ¢/a, on a alors pour tout A € A t.q. P(A) < 0 et tout n € N,

J. IX,,|dP = f IX,,|dP + J- IX,,|dP < ¢ + ad = 2.
A AN{X,,|>a} ANn{|X,,|<a}

Ce qui prouve I’équi-intégrabilité de la suite (X)), eN-
Démonstration de 2 = 1

On pose M = supneNJ|Xn|dP. On a donc M < +oo et pour tout a € R et pour tout
n € N (par (4.6)),

P(IX ] > a)) < 2
a
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Soit € > 0. D’apres I’equi—intégrabilité de la suite (X,;),ey il existe & > 0 tel que
neN,Ae AP(A)<o= IA |X,|dP < €. On choisit alors ay = M/d. On a pour tout
a > ag et pour tout n € N, P({|X,,| > a}) < M/a <9, et donc

f |X,|dP < e.
{IXyl>a)

On a bien ainsi montré la propriété 1.

Exercice 4.45 (Caractérisation de I’indépendance) Soit (), A4, P) un espace proba-
bilisé, n > 2 et X1, X,,...,X,,, n variables aléatoires réelles. Montrer que I’indépen-
dance de (X1, X>,...X,,) est équivalente a la propriété suivante :

n
Y(ay,...,a,) €] - 0o, +oo[", P[X; < ay,..., X, < a,] = HP[Xi <a)  (473)
i=1

(La notation P[X < a] est identique a P({X < a}), elle désigne la probabilité de
I’ensemble {w € Q, X(w) < a}.)

Corrigé — Le fait que 'indépendance de (X1,X5,...X,,) entraine la propriété (4.73)
est immédiat car I’ensemble {X; < a;} appartient a la tribu engendrée par X; (pour tout
a;eReriell,..., n})

On montre maintenant la réciproque, c’est-a-dire que (4.73) entraine I’indépendance
de (X1,Xy,...X,,). Onnote D ={]—o00,a], a€ R} et C = DU{R} (on a donc A € C si et
seulement si A € D ou A = R). L’hypothese (4.73) donne

n n
P(ﬂ{Xi eA)) = I_[P({Xi € A;}) pour tout A; € D.
i=1 i=1
Mais, comme R = | J,,cn] — 00, 11| une conséquence facile de la continuité croissante de

P est que
n

P(ﬂ{Xi €A} = I_[P({Xi € A;}) pour tout A; € C. (4.74)
i=1 i=1

Nous allons, a partir de (4.74), montrer, par récurrence sur q (q allantde 1 an+1), la
propriété suivante :

P(ﬁX €A, I_[P (IX; € A;) “75)
i=1

pour tout A; € B(R )tq A;eCsii>qg.
Par définition de v.a.r. indépendantes (définition 3.29), la propriété (4.75) pour ¢ = n+1
donne 'indépendance de (X1,X,,...,X,).
Pour q =1, la propriété (4.75) est donnée par (4.74). Soit maintenant g € {1,...,n} t.q.
(4.75) soit vraie. On montre maintenant que (4.75) est encore vraie pour q+ 1 au lieu de
q (ce qui termine la récurrence).
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Soit A; € B(R) donnés pour i # q, avec A; € C si i > q. Pour tout Ay € B(R), on définit
m(Ag) et w(A,) de la maniere suivante :
n
m(Aq):P(ﬂ{X cA;) ]_[P (IX; € A;)

i=1
La o-additivité de P donne que m et y sont des mesures sur B(R). L’hypothése de
récurrence (c’est-a-dire le fait que (4.75) est vraie) donne que ces deux mesures sont
égales sur C. On peut alors appliquer la proposition 2.31 (car C engendre B(R), C est
stable par intersection finie et R € C, m(R) < o0). Elle donne que m = p (sur tout B(R)),
ce qui montre que (4.75) est encore vraie pour q + 1 au lieu de q.

On a bien terminé la récurrence et montré ainsi I’indépendance de (X1,X,,...,X,).

N.B. Une démonstration (probablement plus directe) de cette derniere implication peut
se faire en utilisant une généralisation de la proposition 2.31 a R". Cette méthode
permet d’éviter la récurrence sur q.

2

Exercice 4.46 (Sign(X) et |X| pour une gaussienne) On définit la fonction “sign
par :

1 sis>0,
sign: R —{-1,0,1}, st>sign(s)=4-1 sis<0 (4.76)
0 sis=0.
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et X une v.a.r. gaussienne centrée (c’est-a-dire
P
Py = fX avec, pour x € R, f(x) = ﬁe 22, olt 0 > 0 est la racine carré de la

variance de X). Montrer que sign(X) et |X| sont indépendantes et préciser leurs lois.
Méme question avec sign(X) et X?.

Corrigé — Onpose Y =sign(X) et Z = |X|. Pour montrer que Y et Z sont indépendantes
il suffit de montrer que E(Q(Y)P(Z)) = E(@(Y))E(P(Z)) pour toutes fonctions @ et
boréliennes bornées de R dans R (en fait, par définition de I'indépendance, il suffit de
considérer @ = 1 et P = 1g avec A, B € B(R)).

Soit @, b boréliennes bornées de R dans R. On a, en utilisant f(—x) = f(x) :

= J @(sign(X))p(IX|)dP = J @(sign(x))b(lx)f (x)dx
Q R

=) [ 9ot [ wif s

= (1) 91 | wf e,
En prenant { = 1y, on a E(@(Y)) = %( (1 )+(p( 1)) car JR+f(x)dx: %
En prenant ¢ = 1, on a E({(Z)) = j (x)dx.

On en déduit que E(@(Y)(Z)) = E(¢ ( ))E(l])(Z)) pour toutes fonctions @ et | boré-
liennes bornées de R dans R et donc que Y et Z sont indépendantes. On obtient aussi
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que Py = %(61 +0_1) et Pz = g\ avec g = 2f 1y (c’est-a-dire que Py est la mesure
de densité g par rapport a la mesure de Lebesgue). Noter que E(p(Y)) = J]R @dPy et
E(p(Z2)) = IR @dPy si @ est borélienne bornée de R dans R, ce qui caractérise Py et
Py (voir (4.11) ou le théoreme 4.58, par exemple).

Pour montrer I'indépendance de sign(X) et X?, on remarque que X* = Z?. Comme Y
et Z sont indépendantes, les v.a.r. Y et Z? sont aussi indépendantes (voir la proposi-
tion 3.30) et donc sign(X) et X? sont indépendantes.

1l reste a trouver la loi de X?. On a, pour @ borélienne bornée de R dans R, en utilisant

f(ox) = f(x),
E(g(X?)) = f

R

f\p)
—\/? dy.

Ce qui donne Px2 = h\ avec h(x) = f\/[) pour x >0 et h(x) = 0 pour x < 0.

2 _ 2 _
() f (x)dx = 2 fR () f (x)dx = fR o)

Exercice 4.47 (V.a. gaussiennes dépendantes) Soit (€, .4, P) un espace probabilisé,
01 >0, 0, > 0 et Xq, X, deux variables aléatoires réelles indépendantes et telles que :

X1~ N(0,07) et X5~ N(0,03).

@

(le signe “~” signifie “a pour loi”.) Construire deux v.a. Y; et Y, t.q. X; ~ Y1, X, ~ Y,
et Yy et Y, soient dépendantes.

Exercice 4.48 (V.a. gaussiennes dépendantes, a covariance nulle) Soit (Q, .4, P)
est un espace probabilisé et X, S deux v.a. réelles, indépendantes, t.q. X ~ N (0,1) et
S a pour loi Pg = %61 + %6_1. (I1 est possible de construire un espace de probabilités
et des v.a. indépendantes ayant des lois prescrites, voir le Chapitre 7.)

1. Montrer que SX ~ N(0,1).

Corrigé — Pour x € R, on pose f(x) = \/%?e‘%xz de sorte que la loi de X est de

densité f par rapport a la mesure de Lebesgue. Soit A € B(R), on note —A = {—x,
x € A}. Comme f est paire, on a :

Jf dx_Jf dx_ff )dx = P(X € A).

On remarque maintenant que P(SX € A) = =1,XeA)+P(S=-1,X € (-A)).
Comme S et X sont indépendantes, on a :

PS:LXEM:PS:UHXGM:%NXGM,
P@:—LXGGA”:P@:—UHXE@A»:%HXGPA»

Comme P(X € (—A)) = P(X € A), on en déduit P(SX € A) = P(X € A). Les v.a.r. SX
et X ont donc méme loi, et donc SX ~ N'(0,1).
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2. Montrer que SX et X sont dépendantes.

Corrigé — On raisonne par I’absurde. On suppose que SX et X sont indépendantes.
La proposition 4.59 donne alors E(|SX||X|) = E(|ISX|)E(|X|) (noter que la fonction
s > |s| est borélienne positive). Comme |S| = 1 p.s., on a donc :

E(X?) = E(ISX]IX) = E(ISX])E(IXI) = E(IX])”.
Comme E(|X|) < +oo, on en déduit que Var(|X|) = 0, ce qui est impossible car |X|
n’est pas égale p.s. a sa moyenne (sinon, la loi de |X| serait une masse de Dirac et
non pas une loi de densité par rapport a la mesure de Lebesgue).

3. Montrer que Cov(SX, X) = 0.

Corrigé — Comme SX ~ N (0,1) et X ~ N'(0,1), on a E(SX) = E(X) = 0. Comme
S et X sont indépendantes (et S et X? intégrables), on a (proposition 4.59) SX? inté-
grable et E(SX?) = E(S)E(X?) = 0. On en déduit Cov(SX,X) = E([SX — E(SX)][X -
E(X)]) = E(SX?) = E(S)E(X?) = 0.

4. (Question subsidiaire.) On ne suppose plus I’existence de S, mais on suppose qu’il

existe Y v.a. gaussienne indépendante de X. Montrer que si Y ~ N (0,5?), avec

0 > 0, il est possible d’utiliser Y pour construire S, v.a. indépendante de X et telle

que Pg = %61 + %6_1.

Corrigé — Il suffit de prendre S = sign(Y) ot la fonction sign est définie par (4.76) ;
noter que sign 'est une fonction borélienne de R dans R. Les variables aléatoires
X et S sont indépendantes (par la proposition 3.30, mais la preuve est facile ici car
la tribu engendrée par ©(Y) est incluse dans celle engendrée par Y dés que ¢ est
borélienne). Enfin, ona P(S=1)=P(Y > 0) = % =P(Y<0)=P(S=-1), ce qui
donne bien Py = %61 + %6_1.

Exercice 4.49 (Limite p.s. et indépendance) Soit ((),.4, P) un espace probabilisé,

(X;1)nens une suite v.a.r. et X, Y deux v.a.r.. On suppose que, pour tout n € N*, X, et
Y sont indépendantes et on suppose que X,, — X p.s., quand n — +oco. Montrer que
X et Y sont indépendantes.

Corrigé — Soit ¢, P € C.(R,R). Comme X,, et Y sont indépendantes, on a (voir la
proposition 4.59), pour tout n € N,

E(@(X,)d(Y)) = E(@(X;,))E(P(Y)). (4.77)
Comme @ est continue, on a ©(X,) = @(X) p.s. et (X;))P(Y) = @(X)P(Y) p.s.. les
convergences sont dominées car |@(X,;)| < sup{@(x), x € R} (et [{(Y)| < sup{P(x),
x € R}). On peut donc utiliser le théoreme de convergence dominée, il donne

TimE(@(X,)9(Y)) = E(@(X)b(Y)) et lim E(@(X,) = E(@(X).
En passant a la limite dans (4.77), on en déduit que

E(@(X)(Y)) = E((X))E(b(Y)).

La proposition 4.61 permet de conclure que X et Y sont indépendantes.
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Exercice 4.50 (Exponentielle d’une v.a. gaussienne) Soit (Q, A, P) un espace pro-
babilisé et X une v.a.r. t.q. X ~ M (0,1). Soit Y = exp(X). Calculer la moyenne, la
variance et la densité de Y (si elle existe).

Corrigé — On calcule tout d ’abord la moyenne et la variance de Y.

xl)

E(Y)—fQ eXdp = J;R \/_Ke 2dx_mf626 7 dx =+e.

1 K2
E(Y?) = J e?Xdp = J e ——e Tdx = f = e’
Q R V2m V21
On a donc Var(Y) = E(Y?)—E(Y)? =e? —e=e(e—1).
On cherche maintenant la loi de Y.

Soit @ une fonction borélienne bornée de R dans R. On a
1 <2
E(p(Y ):f (e¥)——=e 7 dx.
o(Y) Ry~

Le changement de variable y = e* donne alors

E(@(Y)>=JO o) \,;_we-l"‘z”dy.

Lav.a.r. Y a donc une densité. Cette densité est donnée par la fonction g définie par :

| _hn?

g(y):\/ﬁye Tysiy>0etg(y):OsinO.

Exercice 4.51 (Loi du x?) Soit (Q,.4,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. t.q.
X ~ N(0,1). Calculer I’espérance, la variance ainsi que la densité de la v.a.r. X2,
(Remarque : cette loi s’appelle loi du x? a 1 degré de liberté.)

Exercice 4.52 (Conséquence du lemme de Borel-Cantelli) Soit (Q, .4, P) un espace
probabilisé et (X,,),,en+ une suite de v.a.r.i.i.d. de loi normale centrée réduite (c’est-a-
dire que la loi de X; est la mesure de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue

avec f(x) = \/%T‘( exp(—x—;) pour tout x € R).

1. Montrer que pour tout x > 0, P(|X,,| > x) < \/g% exp(‘sz).
Corrigé — Soit x>0, ona
© ] g [2 (> 2 |2
xP(IX,| > x) = ZXJ e Tdt< —j teT = [Ze
x V21 T Jx T

. X |
2. Montrer que limsup,,_,,  ——=2= Kl 1ps..
V2In(n

N‘*,\,

Corrigé — Soit a > 1. Pour n € N, on pose A, , = {|X,,| > ay/2In(n)} et A, =
MNien Uksn Ak,a- On va montrer les deux propriétés suivantes :
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(p1) P(A,)=0sia>1.
(p2) P(A1) =1

La propriété (p2) donne que P({limsup,_,,  ——2= Xl

\2In(n

: Xl
A; c{limsup————2>1
L J2n(n)
Xl 1)) =
\/21nn

X
{limsupi >1}cC U A1,
n—+00 2111(11) peN P

>1}):1car

La propriété (p1) donne que P({limsup,_,,  —=2= 0 car

et P(UpeN* Aa+;) < Zp 1 P(A ﬂ+p) 0. Il reste a montrer (pl) et (p2). Ce que I’on
fait ci apres en reprenant la démonstration du lemme de Borel-Cantelli (exercice
2.35).

Démonstration de (p1). On a P(Uys, Ak.a) < X iey P(Ak o). La lere question donne
alors, avec b = a2 > 1

Ag ) ‘[ — 0, quand n — +oo,
U ‘ a\/21n kb

k>n

car c’est le reste d’une série convergente. Par continuité décroissante de P on a donc

P(A,) =0.
Démonstration de (p2). On a
m
_1_ c 1 1; c
P(U Agp)=1 P(ﬂ AS ) =1 A%P(Q(Ak,l)). (4.78)
k>n k>n k=n

(On a utilisé ici la continuité décroissante de P). On utilise maintenant I’indépendance
des X,,, on obtient, pour m > n,

by = P ﬂ AS ) ]_[P AS ).
k=n
Si on montre que lim,,_,, b, ,, = 0 (pour tout n), on aura, par (4.78),

P JAr) =1

k>n

pour tout n et donc, par continuité décroissante de P, P(Aq)=1, ce qui montre (p1).

Il reste donc a montrer que lim,,, ., b,, »,, = 0. Pour cela, on remarque que, si b,, ,,, # 0,

ona
(bum) = ) _In(P(AL ;)= ) In(1-P(Ay)))
k=n k=n

Comme In(1 —u) < —u pour u € [0, 1], on en déduit

m m 2 1 1
- ;P(Ak,l) < —I;\/;—mz,
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et donc In(b,, ;) = —o0 quand m — oo car la série de terme général 1/(k+/In(k)) est
divergente. On a donc finalement lim,,_,, b, ,, = 0 ce qui termine la démonstration
de (pl) (et termine ’exercice).

Exercice 4.53 (Sur la somme de v.a.r.i.i.d. intégrables) Soit (Q,.4,P) un espace
probabilisé, (X,,),en+ une suite v.a.r.i.i.d. et N une v.a. a valeurs dans N*. On pose

N{w) X, (w)). Pour

SNy = X; +... + Xy (c’est-a-dire que, pour w € Q, Sn(w) =}, )

neN*, onpose A, ={w e Q, N(w) = n}.

1. On suppose, dans cette question, que les v.a.r. N, Xy,...,X,,,... sont indépendantes.
Pour n € N*, on pose Y,, = Z;Zl XyetZ, = ;71:1 Xpl.

(a) Soit n € N*. Montrer que 1, etY, sont des v.a.r. indépendantes et que 1, et Z,
sont des v.a.r. indépendantes. [On pourra utiliser la proposition 3.30.]

Corrigé — On utilise la proposition 3.30. Comme fonction borélienne de R
dans R on choisit ¢ = 1(,) et comme fonction borélienne de R" dans R on
choisit P(xy,...,%,) = Yg_, Xi. La proposition 3.30 donne alors que @(N) et
U(Xy,...,X,) sont des v.a.r. indépendantes. Ceci montre que 1, et Y, sont indé-
pendantes car @(N) =15 et P(Xy,...,X,) =Y,

. n .
En prenant maintenant P(x1,...,X,) = Y i_; |x;|, on montre aussi que 15 et Z,,
sont indépendantes.

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et
calculer E(Syy) en fonction de E(N) et E(X;). [On pourra remarquer que Sy =

Zflozl 1A,1Yn et |SN| < Z;l.ozl 1AnZn.]

Corrigé — Sy est bien une v.a.r. (SN prend ses valeurs dans R et est mesurable
comme limite de fonctions mesurables). Comme |Sx| < ) 721 15 Z,,, on a grdce a
Pindépendance de 1 et Z,, (et le théoreme de convergence monotone)

[ee) (o)

E(ISnl) = ) E(1a,)B(Zy) = ) nP(N = mE(X;]) = B(N)E(X,]).

n=1 n=1
Ceci prouve que Sy est intégrable. Cela prouve aussi que la série de terme général
1A, Y, est absolument convergente dans L]ﬁ(Q, A, P). Cette série est donc aussi
convergente dans le méme espace et on obtient ainsi (grdce a l'indépendance de
1An et Yn)

E(Sn)= ) E(1a,)E(Y,)= ) nP(N=mE(Xy) = E(N)E(X;).
n=1

n=1

2. On suppose maintenant que A, € 6(Xy,..., X,,) pour tout n € N* (o 6(Xy,...,X,,)
est la tribu engendrée par Xq,...,X,,).

(a) Montrer que 1(,<\) et X, sont des v.a.r. indépendantes.
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Corrigé — On pose B,, = {N > n}. On a donc B, = Z;% Ay. Comme Ay €
o(Xy) Cco(Xq,...,X,—1) pour 1 <k <n-1, onadonc B, € 6(Xy,...,X,_1) et
donc o(1g,) Co(Xy,..., X;_1).

Enfin, comme 6(X1),...,0(X,,) sont des tribus indépendantes, la proposition 2.60
donne 'indépendance de 6(X,,) et 6(X1,...,X,_1)- On a donc l'indépendance de
o(X,) et o(1p,), c’est-a-dire I'indépendance de X,, et 1y, .

(b) On suppose que N et X; sont intégrables . Montrer que Sy est intégrable et calcu-
ler E(Sy) en fonction de E(N) et E(X ). [On pourra écrire Sy = ¥ 721 11<n)Xi-]

Corrigé — On reprend la démonstration de la question 1(b). On a
ISND < ) Tpueng Xl
n=1

Avec le théoréme de convergence monotone et I'indépendance de 1(,<ny et |X,,|, on

a donc
(o)

E(ISn]) < ) E(Lnen E(XaD) = ) P({n < NDE(Xy]) = BN)E(Xy]),
n=1 n=1

car Y 321 P({n < N}) = Y2, kP(N = k) = E(N). Comme a la question 1(b),

ceci montre que Sy est intégrale et que la série de terme générale 1(,<N)X,, est

absolument convergente (et donc convergente) dans L%R(Q,A, P). On obtient ainsi

E(Sn)= ) E(Lpuen)B(X,) = ) P(n < N)DE(X,) = E(N)E(X,).
n=1 n=1

Exercice 4.54 (Dés pipés) Soit (Q),.4,P) un espace probabilisé et X,Y deux v.a.r.
indépendantes, bornées et prenant leurs valeurs dans N*.
1. Soit t € R. Montrer que

E(tXY) = E(#)E(tY).

Corrigé — Comme X et Y sont des v.a.r. indépendantes, on a E(o(X)P(Y)) =

E(p(X))E()(Y)) pour toutes fonctions @ et \p boréliennes bornées de R dans R.
On peut alors choisir ¢ et ) t.q.

Q(s)=UP(s) =t sis e Im(X)UIm(Y) UIm(X +Y)

et, par exemple, @(s) = P(s) = 0sis ¢ Im(X)UIm(Y)UIm(X +Y) (la fonction ¢ est
bien borélienne bornée de R dans R). On obtient alors pour tout w € (),

X()) = X, P(Y (@) = ) et (X)) P(Y (@) = X1 = X@)Yi0),
On en déduit que
E(*Y) = E(@(X)¥(Y)) = E(@(X))E(P(Y)) = E(t*)E(tY).

2. On suppose maintenant que Im(X) = Im(Y) ={1,2,3,4,5,6} et que P({X =i}) =
pi>0,P({Y=1i})=¢q; >0pourie{l,23,4,5,6}.

On pose P({X+Y =1i})=r; pouri ={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.
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Montrer qu’il est impossible que r; soit indépendant de i (c’est-a-dire r; = 1/11 pour
tout 7 entre 2 et 12). [On pourra raisonner par 1’absurde et montrer que si r; = 1/11
pour tout i entre 2 et 12, on a alors (1 —t'1) =11(1 - t)(ZiS:opiﬂti)(Z?:o girit!)
pour tout t € R, ce qui est impossible. .. ]
Corrigé — Comme X + Y ne peut prendre que des valeurs entiéres comprises
entre 1 et 12, on a bien sir 23:22 r; = 1. On suppose que r; ne dépend pas de

i (quand i € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}). On a donc r; = 1/11 pour tout i €
{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}. On utilise alors la premiere question. Soit t € R, t = 1,

ona
12 12 11
. —t )
EY) =) nt'= —tl— =
( );’ [ 112 111—t
1= =2

6 5
E(t%) = Zpit’ = fZme’; E(tY) = Zqit’ = qumt’-
i=1 i=0 i=1 i=0

La premiére question donne alors

(1—t1) = 11(1 - £)( met Zq,Ht (4.79)

On a démontré (4.79) pour tout t = 1, mais elle aussi trlwalement vraie pour t = 1.
On a donc bien (4.79) pour tout t € R.

L’égalité (4.79) donne I’égalité de deux polynémes (de degré 11) sur R. Mais, cette
égalité est impossible. En effet, le polyndme au membre de gauche ne s’annule (dans
R) que pourt = 1. Oy, Z?:o Pis1 t' est un polynome de degré impair; il s’annule donc
au moins une fois dans R. On note ty un nombre réel annulant ce polynéme. On a
to =1 car Z?ZO pi+1 = 1. L’égalité (4.79) est donc impossible au point t,.






Chapitre 5

Intégrale sur les boréliens de R

5.1 Intégrale de Lebesgue et intégrale des fonctions conti-
nues

Nous commengons par comparer I’intégrale de Lebesgue (définie sur (R, B(R), 1))
a I'intégrale classique des fonctions continues (et plus généralement des fonctions
réglées).

Soit I un intervalle de R (borné ou non). On rappelle que B(I) = {A € B(R), A C I}.
On peut donc considérer la restriction a 3(I) de la mesure de Lebesgue définie sur
B(R). On notera en général (un peu incorrectement) aussi A cette mesure sur B(I).

Proposition 5.1

Soit —co < a < b < +c0. Soit f € C([a,b],R). Alors, f € Eﬁ([a,b],b’([a,b]), A) et

b e, N s s
Ifd}\ = L f(x)dx (cette derniere intégrale est a prendre au sens de l’intégrale des
fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION — La démonstration de cette proposition fait I’objet de 1’exercice
4.5 page 209. En fait I’exercice 4.5 s’intéresse au cas [0, 1] mais s’adapte facilement
pour le cas général [a, b]. [

Remarque 5.2
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1. Si I est un intervalle de R dont les bornes sont a,b € R (I peut étre fermé ou ouvert
enaetb)etsi f e LY(I,B(I),\) ou L(I,B(I),\), on notera souvent :

Jron o s

Cette notation est justifiée par la proposition précédente (proposition 5.1) car, si I
est compact, ’intégrale de Lebesgue contient I'intégrale des fonctions continues (et
aussi I’intégrale des fonctions réglées et aussi I’intégrale de Riemann, voir I’ exercice
5.2).

2. Soient —c0o <a<b<+coet f € C([a,b],R).

La proposition 5.1 donne que f € ﬁ]ﬁ([a, b], B([a,b]), A)). En fait, on écrira sou-
vent que f € Lﬁg([a,b], B([a,b]), A)), c’est-a-dire qu’on confondra f avec sa
classe dans Lﬁg([a, b],B([a,b]),\), qui est I’ensemble {g € £11R([a, b], B([a,b]), A
g = f p.p.}. On peut d’ailleurs noter que f est alors le seul élément continu de
{ge Qﬁ([a, b],B([a,b]),\); g = f p.p.} comme le montre la proposition suivante
(proposition 5.3).

Proposition 5.3 Soient I un intervalle de R de longueur strictement positive et f,g €
C(LR). On suppose que f = g A-p.p.. On a alors f(x) = g(x) pour tout x € 1.

Cette proposition est démontrée a 1’exercice (corrigé) 3.11 page 138 pour I = R. La
démonstration pour I quelconque est similaire.

Proposition 5.4 Soit f € C.(R,R) (c’est-a-dire que f est une fonction continue
a support compact). Alors f € ﬁ]%{(]R,B(]R), A). (Ici aussi, on écrira souvent f €
Ly(R B(R),A).)

De plus, si a,b € Rsontt.q. a<bet f =0 sur[a,b]° (de tels a et b existent). Alors,

b LN . 7 ye N . z
j fdx= Ja f(x)dx (cette derniére intégrale étant a prendre au sens de l'intégrale des
fonctions continues vue au Chapitre 1).

DEMONSTRATION —  On remarque d’abord que f est borélienne car continue. Puis,
pour montrer que f est intégrable, on utilise la proposition 5.1. Comme f est a support
compact, il existe a,b e Rt.q. a < b et f = 0 sur [4,b]°. On a alors, par la proposition
5.1,

fiam € Cl[a,bLR) Ly ([a,b),B([a,b]),\)

[110r= {1, ir< s

etdonc f € K]}Q(R, B(R), A). Enfin, la proposition 5.1 donne aussi :

J fiuy @A = Lb f(x)dx

On a donc
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D’oti I’on conclut bien que Ifd)\ = Lbf(x)dx. L]

Le résultat précédent se généralise a I’intégrale de Riemann des fonctions Riemann-
intégrables (construite a partir des sommes de Darboux). Ceci fait 1’objet de 1’exercice
5.2.

5.2 Mesures abstraites et mesures de Radon

Remarque 5.5 Les propositions 5.1 et 5.4 donnent les résultats suivants :

1. Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = f fd\. L’application L est une application
linéaire (de C.(R,R) dans R) positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. (On
rappelle que f > 0 signifie que f(x) > 0 pour tout x € R.)

Plus généralement, soit 7 une mesure sur (R, B(R)), finie sur les compacts. Il est
facile de voir que C.(R,R) C Lﬁg(R, B(R), m) (en toute rigueur, on a plutét C.(R,R)
C L(R, B(R), m)). Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = ffdm L’application L est
une application linéaire (de C.(R,R) dans R) positive (ou encore une forme linéaire
positive).

On peut montrer une réciproque de ce résultat (théoreme 5.6).

2. Soit —co < a < b < oo. Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = ffd)\. L’application L
est une application linéaire (de C([a, b],R) dans R) positive.

Ici aussi, plus généralement, soit m une mesure finie sur ([4,b], B([a,b])). Il est
facile de voir que C([a,b],R) C Lﬁ([a,b],[j’([a,b]),m) (ou plutdt C([a,b],R) C
./.'IlR([a, b, B([a,b]), m)). Pour f € C([a,b],R), on pose L(f) = dem L’ application
L est une application linéaire (de C([4, b],R) dans R) positive (ou encore une forme
linéaire positive).

Ici aussi, on peut montrer une réciproque de ce résultat (voir la remarque 5.15).

On énonce maintenant des résultats, dus a F. Riesz, qui font le lien entre les applications
linéaires (continues ou positives) sur des espaces de fonctions continues (applications
que nous appellerons mesures de Radon) et les mesures abstraites sur B(R) (c’est-
a-dire les applications c—additives sur les boréliens de R, a valeurs dans R ou R,
non identiquement égales & +o0). Le théoreme 5.6 donné ci apres est parfois appelé
“Théoreme de représentation de Riesz en théorie de la mesure”. Dans ce livre, nous
réservons I’appellation “Théoreme de représentation de Riesz” pour le théoreme 6.56
de représentation de Riesz dans les espaces de Hilbert.
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Théoreme 5.6 (Riesz) Soit L une forme linéaire positive sur C.(R,R), ¢’est-a-dire
une application linéaire positive de C.(R,R) dans R. Alors il existe une unique mesure
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m sur (R, B(R)) t.q. :

De plus, m est finie sur les compacts (¢’est-a-dire m(K) < +oo pour tout compact K

V fecC, L(f):dem.

deR.)

DEMONSTRATION — La partie unicité de cette démonstration est assez facile et est
donnée dans la proposition 5.8. La partie existence est plus difficile, on en donne
seulement le schéma général, sous forme d’exercice détaillé.

Soit L une forme linéaire positive sur C (R, R).

1.

Montrer que L est continue au sens suivant : pour tout compact K de R, il existe
Ck € R t.q. pour toute fonction continue a support dans K, |L(f)| < Ckl|f|lco-
[Considérer une fonction P € C.(R,R) t.q. Px(x) =1 si x € K et Pg(x) > 0 pour
tout x.]

. Montrer le lemme suivant :

Lemme 5.7 (Dini) Soient (f,),eny C C.(R,R)et f e C.(R,R)t.q. f, Tfouf,lf
lorsque n — +co. Alors f,, converge uniformément vers f .

. Déduire des deux étapes précédentes que si (f,;)eny € C.(R,R) et f € C.(R,R) t.q.

fu 1 fouf,l florsque n — +o0, alors L(f,) — L(f).

. Soient (f,)nen et (gn)nen € Cc(R,R) des suites telles que f, T f et g, T g (ou

et , ou et ¢ sont des fonctions de ans IR. Montrer que s1
fol fetgul g oufetg des fonctions de R dans R. M que si
f < g alors limn_>froo L(f,) <lim,_,,, L(g,) (et dans le cas particulier o1 f =g,
limy, 400 L(fn) = im0 L(g0))-

[On pourra, par exemple, considérer, pour n fixé, h, = inf(g,, f,) et remarquer que

hy T ful

. On définit :

A, = {f:RoRIA(f)uen CCARR); £, T f et hm Lf,, < +00},(5.1)
Al = {f:Ro>RIA(f)ueny CCARR); £, L f et hm Lfn ) > —o00},(5.2)

Si f € A", on pose L(f) = i, oo L(fy) ol (fy bt € Ce(R R, 1 £

Si f € A7, on pose L(f) = 1im71*>+00 L(fn .ol fn neN C Cc R'R lfn l/f

Vérifier que ces définitions sont cohérentes (c’est-a-dire qu’elles ne dépendent pas
des suites choisies et que si f € A* N A7, les deux définitions coincident). Montrer
les propriétés suivantes :

() Si f € A" (resp. A7) alors —f € A~ (resp. A*)et L(—f) = —L(f).

(b) Si f,g€ A" (resp. A7) alors f + g€ A* (resp. A7) et L(f + g) = L(f) + L(g).
(c) Si f € A* (resp. A7) et € R, alors af € A" (resp. A7) et L(af ) = aL(f).
(d) Si f € A" (resp. A7) et ¢ € A* alors sup(f,g) € A* etinf(f, g) € A*.
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(e)Sif,ge A" (resp. A7) et f > g, alors L(f) > L(g).
() Si (fy)neny C Ay (resp. A7) et f,, T f € AT (resp. f,, | f € A7), alors L(f;,) = L(f).

(g) Soit (f;) ey C Ay (resp. A7) t.q. f, T f (resp. f,, | ), ot f est une fonction de
R dans R.

Silim,_, o L(f,;) < +o0o0, alors f € A*.

Remarquer aussi que A* contient toutes les fonctions caractéristiques des ouverts
bornés et que A~ contient toutes les fonctions caractéristiques des compacts.

6. On pose :
E={f:R>R;YVe>0,dgec AT ethe A;h< f <getL(g)-L(h) <¢}
et pour f € E, on définit :

L(f)= sup L(h)= inf L(g).
f heA*,I}:z)sf ") geA™ g2f (@)

Montrer que cette définition a bien un sens, c’est-a-dire que d’une part :

sup L(h)= inf L(g),
heA h<f geA™,g2f

et d’autre part la définition de L sur E est compatible avec la définition sur A* et A~

(apres avoir remarqué que A* C E et A~ C E). Montrer les propriétés suivantes sur
E:

(a) E est un espace vectoriel et L une forme linéaire positive sur E.
(b) E est stable par passage a la limite croissante ou décroissante.

(c) E est stable par inf et sup, i.e. si f € Eet g € E, alors sup(f,g) € Eetinf(f,g) €
E.

7. Soit (@)peny CCet.q. 0< @, <letq, T1.0npose T ={AePR);1rp, €
EVn € N}. Montrer que T D B(R).

8. Pour A € T, on pose : m(A) =lim,_,,, L(15o9,) € R U {+c0}. Montrer que m est
une mesure o-finie.

9. Montrer que L' (R, T, m) = E et que [ fdm =L(f),Yf € E.

Proposition 5.8 Soit d > 1, m et p deux mesures sur B (RY), finies sur les compacts.
On suppose que ffdm = jfdpl, pour tout f € C.(R%,R). Alors m = M.

La démonstration de cette proposition peut se faire en utilisant la proposition 2.31.
Elle est faite pour d = 1 au chapitre 4 (proposition 4.60). Sa généralisation au cas
d > 1 est laissée en exercice.

Remarque 5.9 Le théoréme 5.6 donne un autre moyen de construire la mesure de
Lebesgue que celui vu au chapitre 2 :

Pour f € C.(R,R), on pose L(f) = Lbf(x)dx, ou a,b € R sont choisis pour que
f =0sur [a,b]° (on utilise ici I'intégrale des fonctions continues sur un compact de
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R). L’application L est clairement linéaire positive de C.(R, R) dans R. Le théoréme
5.6 donne donc I’existence d’une mesure m sur 5(R) t.q. ffdm = L(f) pour tout
f € C.(R,R). Cette mesure est justement la mesure de Lebesgue (elle vérifie bien
m(]a, b[) = b—a pour tout a,b € R, a < b).

Définition 5.10 On définit les espaces de fonctions continues (de R dans R) suivants :

Cp(R,R) = {f € C(R,R); sup |f (x)] < +e0},

Co(R,R) ={f € C(R,R); f(x) = 0 quand |x| — +oo},
CR,R) ={f € C(R,R);AK C R, K compact, f = 0 sur K}.

Pour f € Cy(R,RR), on pose ||fl, = sup, g |f (x)|. La norme || ||, s’appelle norme de
la convergence uniforme (elle est aussi parfois appelée norme infinie.)

I est clair que C.(R,R) € Cy(R,R) ¢ Cy(R,R) et on rappelle que C,(R,RR) et
Co(R,R) sont des espaces de Banach (e.v.n. complet) avec la norme || - ||,. Ces
espaces seront parfois notés, en abrégé, C., C, et Cp,.

Remarque 5.11 Soit 7 une mesure finie sur 5(RR), alors Cy(R,RR) C L%R(IR,B(R), m)
(en toute rigueur, on a plutét C;, C Eﬁg(R,B(R),m)). Pour f € Cy(R,R), on pose
L(f) = f fdm. Lapplication L est alors une application linéaire sur C,(RR,R). On
munit Cy(IR,R) de la norme de la convergence uniforme, L’application L est alors
continue (car L(f) < m(R)||f||,, pour tout f € C,(RR,R)). L’application L est aussi
positive, c’est-a-dire que f > 0 = L(f) > 0. On donne ci-apres des réciproques
partielles de ces résultats.

Théoreme 5.12 (Riesz) Soit L une application linéaire positive de Cy(R,R) dans R,
alors il existe une unique mesure m finie sur (R, B(R)) t.q. :

V feCy L(f):dem.

DEMONSTRATION — La démonstration consiste d’abord & montrer que L est continue

(quand Cy(RR,R) est muni de sa norme naturelle, c’est-a-dire de la norme || - ||,,). C’est
la premiere étape ci-dessous. Puis a appliquer le théoreme 5.6, c’est le deuxieme étape.
Etape 1

On montre, dans cette étape, que L est continue.
On raisonne par I’absurde. Si L n’est pas continue, il existe (f,),en+ suite de Co(R,R)
t.q. L(f,) = n et ||f,ll, = 1 pour tout n € N*. En posant g, = |f,|/(n?), on a g, €
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Co(R,R) et en utilisant la linéarité et la positivité de L, on obtient

1 1 1 1
L(gn) = EL(lfnl) 2 ﬁL(fn) > —et “gn“u = ﬁ

n
+00

La série Z g, est absolument convergente dans Cy(IR, R), elle est donc convergente
n=1

(car Cy(R, R) est un espace de Banach). On note g la somme de cette série. On a donc
g € Cy(R,R), et comme les fonctions g, sont positives,

n n

1

L(g)> ) L(gy)= — pour tout n € N.

Zl . Zl p
p= p=

En passant a la limite quand # — +o0 on obtient L(g) = +co, ce qui est absurde.

On a donc bien montré que L est continue. Il existe donc M t.q. L(f) < M||f]|,, pour
tout f € Cy(R,R).

Etape 2

La restriction de L a C (R, R) est linéaire positive. Le théoréme 5.6 donne 1’existence
d’une mesure m sur B(R) t.q.

L(f)= jfdm pour tout f € C.(R,R) (5.3)
Pour n € N* on pose
O =1pu + (X + 1+ D)1 pe1)-n)+ (1+1=2)1 001
et on prend f = ¢, dans (5.3). On obtient m([—n,n]) < L(¢,) < M|l@,|l, =M. On a
dong, en faisant 1 — +oo, m(R) < M, ce qui prouve que # est une mesure finie.
Enfin, si f € Cy(R,R) on pose f, = f@,. On remarque que f, tend vers f dans

Co(R,R) et est dominée par |f|. On a donc lim,,_,,, L(f,) = L(f) car L est continue
etlim,_,, ffndm = dem par convergence dominée. Comme L(f,) = ffndm (car

fn € C.(R,R)), on obtient finalement L(f) = ffdm. [

Le résultat du théoréme 5.12 est faux si on remplace C( par Cj. On peut, par exemple,
construire une application linéaire continue positive sur Cy, non identiquement nulle
sur C,, et nulle sur Cy. Si on note L une telle application (nulle sur C mais non
identiquement nulle sur C;) et si m est une mesure finie sur (R, B(R)) t.q. L(f) =
f fdm pour f € Cp, on montre facilement (en utilisant J fdm =0 pour tout f € Cy)
que m = 0 et donc L(f) = 0 pour tout f € Cy, en contradiction avec le fait que L n’est
pas identiquement nulle sur Cy,.

Pour construire une application linéaire continue positive sur Cp, non identiquement
nulle et nulle sur C, on peut procéder de la maniere décrite ci apres. On note F le sous
espace vectoriel de C;, formé des éléments de C;, ayant une limite en +oco0. On a donc
feFsifeCyets’ilexistel e Rt.q. f(x) — [ quand x — +o0. Pour f € F on pose
L(f) = limy_,, f (x). On a ainsi défini une forme linéaire positive sur F (car, pour
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f €F, f(x) > 0 pour tout x € R implique bien L(f) > 0). En utilisant le théoréme
5.14 donné ci apres, il existe donc L, forme linéaire positive sur Cy, t.q. L = L sur
F. L’application L est donc linéaire continue positive sur C; (pour la continuité, on
remarque que [L(f)| < ||f]l,), elle est bien nulle sur Cy (car lim,_, ., f(x) = 0 si
f € Cy C F) et non identiquement nulle sur C;, car L(f) = 1 si f est la fonction
constante, égale a 1 en tout point.

Remarque 5.13 Soit E un espace de Banach réel, F un s.e.v. de E et T une application
linéaire continue de F (muni de la norme de E) dans R. Le théoréme de Hahn-Banach
[1] donne alors 1’existence d’une application linéaire continue T de E dans R (i.e.
T € E’)tq. T = T sur F. (Si F est dense dans E, le théoréme de Hahn-Banach est
inutile et on peut montrer aussi 1’unicité de T. Si F n’est pas dense dans E, T n’est pas
unique.) L’ objectif du théoréme 5.14 est de remplacer 1’hypothese de continuité de T
par une propriété de positivité.

Théoreme 5.14 (Hahn-Banach positif) Soit F un sous espace vectoriel de Cj, =
{f € C(R,R); sup,p|f(x)| < +oo} et T une application linéaire de F dans R. On
suppose que F contient les fonctions constantes et que T est positive (c’est-a-dire
que, pour f € F, f(x) > 0 pour tout x € R implique T(f) > 0). Il existe alors T,
application linéaire positive sur Cy, t.q. T = T sur F.

DEMONSTRATION — La démonstration n’est pas détaillée ici. Elle peut se faire en
utilisant une technique tres similaire a celle donnant la démonstration du théoreme
de Hahn-Banach (qui permet aussi de montrer le théoréme de prolongement d’une
application linéaire continue définie sur un sous espace vectoriel d’un espace de
Banach). Elle peut aussi se faire en se ramenant a la version du théoreme de Hahn-
Banach donné, par exemple, dans le livre d’analyse fonctionnelle de H. Brezis [1].

Il est intéressant de noter que le résultat du théoréme peut étre faux si on retire
I’hypothese F contient les fonctions constantes. |

On peut maintenant faire la remarque suivante :

Remarque 5.15 Soit K une partie compacte de R. On note C(K,R) = {f}, f € Cp}.
Si m est une mesure finie sur (K, 5(K)) I’espace fonctionnel C(K, R) est inclus dans
L%{(K,B(K),m), et I’application qui a f € C(K,R) associe j fdm est linéaire po-
sitive (et continue, si C(K,R) est muni de la norme de la convergence uniforme).
Réciproquement, soit L une application linéaire positive de C(K,R) dans R. Le théo-
reme précédent permet de montrer qu’il existe une unique mesure finie, notée m, sur
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(K,B(K)) t.q.:
L(f)= jfdm, VfeC(KR).

Considérons maintenant le cas des mesures signées : si m est une mesure signée sur
(R, B(R)) (ou sur (K, B(K))), I’application qui a f € C (ou € C(K), K étant une partie
compacte de R) associe f fdm est linéaire continue (pour la norme de la convergence
uniforme). Réciproquement, on a aussi existence et unicité d’une mesure (signée)
définie a partir d’une application linéaire continue de C; (ou de C(K)) dans R :

Théoreme 5.16 (Riesz, mesures signées) Soit L une application linéaire continue de
Co(R, R) dans R (ou de C(K, R) dans R, ot K est un compact de R). Alors il existe
une unique mesure signée, notée m, sur B(R) (ou sur B(K)) t.q. :

L(f) = jfdm, Vf € Co(R,R)( ou C(K,R)).

Les éléments de (Cy(R,R)) (ou (C(K,RR))’) sont appelés mesures de Radon sur R
(ou K). On rappelle que, pour un espace de Banach (réel) E, on note E’ son dual
topologique, c’est-a-dire I’ensemble des applications linéaires continues de E dans R.

DEMONSTRATION — Elle consiste a se ramener au théoréme de Riesz pour des
formes linéaires positives. Elle n’est pas détaillée ici. On rappelle seulement que si m
est une mesure signée sur T (tribu sur un ensemble E). il existe deux mesures finies
m* et m~ sur T, étrangeres (c’est-a-dire qu’il existe A € T t.q. m*(A) = m~(A°) = 0)
ett.q. m=m* —m~. On a alors (par définition)

LL(E,T,m)=LL(ET,m")NLy(E, T, m"),

et,si f € Ly(E, T, m),
ffdm = dem*—ffdm.

Définition 5.17 (Mesure de Radon) Soir () un ouvert borné de R, alors on appelle
mesure de Radon sur Q) un élément de (C(Q),R))’, ¢’est-a-dire une application linéaire

continue (pour la norme infinie) de C(Q,R) dans R.

Remarque 5.18 Soit T une forme linéaire sur C.(Q2, R).

1. Si T est continue pour la norme ||.||o,, on peut montrer qu’il existe une et une seule
mesure signée, notée i, sur les boréliens de () telle que

T(f) = jfdp pour tout f € C.(Q),R).
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Pour montrer I’existence de y, on peut commencer par se ramener au théoréme 5.16
en prolongeant T (de maniére non unique) en une application linéaire continue sur
C(Q,R) (ceci est possible par le théoréme de Hahn-Banach). Le théoréme 5.16
donne alors une (unique) mesure sur 3(Q) correspondant 2 ce prolongement de T.
La restriction de cette mesure a B(€) est la mesure p recherchée. Il est intéressant
de remarquer que cette mesure p est unique, sans que celle donnée par le théoreme

5.16 soit unique (car cette dernidre dépend du prolongement choisi de T 2 C(QQ, R)).

2. Si T est continue pour la topologie naturelle de C.(Q, R), (c’est-a-dire que, pour tout
compact K C 2, il existe Ci € R tel que T(f) < Ckl|f ||, pour tout f € C.(Q),R)
avec f = 0 sur le complémentaire de K) alors le résultat donné dans le premier item
(c’est-a-dire I’existence de ) peut étre faux ; par contre on peut montrer qu’il existe
deux mesures (positives) p; et p; sur les boréliens de () telles que

T(f) = ffdm - ffduz, Vf e CUQR);

on peut noter que p; et p, peuvent prendre toutes les deux la valeur +co (exemple :

N=1,Q=]-L1[ T(f) = Lpen-1f (1 = 1) = ¥, nf (=1 + 1)), et donc que
(p1 — p2)(€2) n’a pas toujours un sens.

Soit maintenant T une forme linéaire sur C°(C2, R), continue pour la norme || - ||,
alors il existe une et une seule mesure signée, notée p, sur les boréliens de () telle que

T(f) = _ffdw VfeC(QR).

5.3 Changement de variable, densité et continuité

On montre dans cette section quelques propriétés importantes de 1’espace L&Q(R, B(R),
A) (et éventuellement de L]E(]R, B(R), ) si p est finie sur les compacts).

Proposition 5.19 (Changement de variable affine) Soient a €e R*, fe R et f €
L1(R, B(R), \). On définit
g : R—>Rparg(x) = f(ax+p) pour x e R.

Jgd}\:%lffd)\.

Le méme résultat reste vrai en remplacant L' par L.

Alors, g € EI(R,B(R), A) et

DEMONSTRATION — 1. On pose ¢@(x) = ax + f, pour tout x € R, de sorte que g =
f o@. Comme f et ¢ sont boréliennes (noter que ¢ est méme continue), g est aussi
borélienne, c’est-a-dire g € M.
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2. Pour montrer que g € L}(R, B(R), \) et

1
J-gd)\: mffdx, (5.4)

on raisonne en plusieurs étapes :

(a) On suppose que f =14 avec A € B(R) tel que A(A) <+oco.Onaalorsg=1,, p

1 B _ 1 B i
(avec SA— L ={5x—5,x€A}).Onadonc g€ LY(R, B(R), \) et (5.4) est vraie
(car on a déja vu que X(éA - %) = L A(A), dans la proposition 2.48).

e

(b) On suppose que f € £, N LY(R, B(R), \).
Il existe donc ay,...,a, > 0 et Ay,...,A, € T t.q. f = }Y[_;a;1,,. Comme
f € LY(R,B(R),\), on a aussi A(A;) < +co pour tout i. On conclut alors que
g=Y",a1 1ab» CE qui donne que g € £, N L1(R,B(R),\) et que (5.4) est
vraie.

(c) On suppose que f € M,NLY(R, B(R), A). Il existe une suite (f,,) ey € E.NLH(R,

B(R), A) telle que f, T f quand n — +o0. On a donc Ifnd)\ T de)\ quand
n — +oo. On définit g, par g,(x) = ax + f, pour tout x € R. On a alors

g, €E,NLYR,B(R),A), g, T get jgnd)\ ) Jgd)» quand 1 — +oo.

Comme (5.4) est vraie pour f = f, et g = g, on en déduit que g € M, N L (R,
B(R), A) et (5.4) est vraie.

(d) On suppose enfin seulement que f € £'(R, B(R), \). Comme
f=ft=f,avec f*e M, NLYR,B(R),N),

on peut utiliser I’étape précédente avec f* et on obtient que g € L!(R, B(R), )
et que (5.4) est vraie.

3. Le résultat obtenu est encore vrai pour L! au lieu de £'. Il suffit de remarquer que

fi=fapp. =& =g pp.,avecg(-) = fila-+p),i=1,2.
En fait, lorsque f décrit un élément de L! (qui est un ensemble d’éléments de Kl),
la fonction g(a - +p) décrit alors un élément de L!.

Le résultat de densité que nous énongons a présent permet d’approcher une fonction de
L%{(R, B(R), A) aussi pres que I’on veut par une fonction continue a support compact.
Ce résultat est souvent utilisé pour démontrer certaines propriétés des fonctions de
L! : on montre la propriété pour les fonctions continues, ce qui s’avere en général plus
facile, et on passe a la limite.
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Théoréeme 5.20 (Densité de C.(R,R) dans L]%{(R,B (R),\))  On note L' =
L]}Q(]R,B (R),A). L’ensemble C.(R,R) des fonctions continues de R dans R a sup-
port compact, est dense dans LY, c’est-a-dire :

Vf e Ly(R,B(R),A), Ve>0, @ € C(R,R); |If —@ll; <&

DEMONSTRATION —  On a déja vu que C.(R,R) ¢ L!. En toute rigueur, on a plutdt
C.(RR)C £ = L} (R, B(R),\). L’objectif est donc de montrer que pour tout f € £
et tout € > 0, il existe @ € C.(R,R) telle que ||f — ¢|/; < e. On va raisonner une
nouvelle fois en plusieurs étapes (fonctions caractéristiques, £,, M, et enfin £1).

Etape 1. On suppose ici que f = 1, avec A € B(R) et AM(A) < +oo.

Soit € > 0. Comme A est une mesure réguliere (proposition 2.43), il existe un ouvert O
etun fermé F tels que F C A € O et \(O\F) < €. Pour n € N*, on pose E, = FN[-n, 1],
de sorte que F, est compact (pour tout 1) et F = |, o F;. La continuité croissante de
A donne alors A(F,) T A(F), quand n — +c0. Comme A(F) < A(A) < 400, on a aussi
MF\E,) = M(F) = A(E,) — 0 quand 1 — +oco. Il existe donc n tel que A(F\F, ) <e.

On pose K = F,, et on obtient donc K € F C A C O, ce qui donne
AMO\K) < MO\ F)+ AMF\K) < 2e

On a donc trouvé un compact K et un ouvert O tels que KC A c O et A(O\ K) < 2e.
Ceci va nous permettre de construire ¢ € C.(R,R) telle que ||f — ¢||; < 2e.

On pose
d =d(K, 0% =infl{d(x,v),x € K,y € O°}.

Montrons que d > 0; par caractérisation de I'infimum, il existe des suites (x,)yeny C K
et (yn)neN c OF€ telles que

d(x, V) = %, — 9| — d quand n — +oo.

Par compacité de K, on peut supposer (apres extraction éventuelle d’une sous-suite)
que x, — x, quand n — +oo0. Si d = 0, on a alors aussi y,, — x quand n — +oo et
donc x € O° N K (car K et O sont fermés), ce qui est impossible puisque Kc A c O
et donc O° N K = 0. On a donc bien montré d > 0.

On définit maintenant la fonction ¢ par
VxeR,@(x)= %(d —d(x,K))" avec d(x,K) = inf{d(x,v), vy € K}.

La fonction ¢ est continue car x — d(x,K) est continue (cette fonction est méme
lipschitzienne, on peut montrer que |d(x,K) — d(y,K)| < [x — y|). Elle est a support
compact car il existe A > 0 tel que K C [-A, A] et on remarque alors que ¢ = 0 sur
[-A—d,A+d]°. On adonc ¢ € C.(R,R). Enfin, on remarque que ¢ = 1 sur K, ¢ =0
sur O¢ et 0 < ¢ < 1 (partout). On en déduit que f —@ = 0 sur KUO et 0 < |f —¢| <1,
ce qui donne

If - lly < AMO\K) < 2,
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et termine donc la premiere (et principale) étape.

Etape 2. On suppose ici que f € &, N L. Tl existe donc ay, ..., a, > 0et Ay, ..., A,
eTtelsque f=)", a;jl,,. Comme f € L', on a aussi A(A;) < +oo pour tout i.

Soit £ > 0, I’étape 1 donne, pour tout i, I'existence de ¢; € C (R, R) telle que |14, -

@;ll; <& On pose
n

¢=) ai¢;€C(RR)

i=1

et on obtient
n

If =@l <() aie

i=1

(ce qui est bien arbitrairement petit).

Etape 3. On suppose ici que f € M, N L.

Soit € > 0. D’apres la caractérisation de I’intégrale dans M, (lemme 4.9), il existe
ge&, telleque g < f et

jfdk—asfgdmsjfdm,

g~ £l :J(f—g)dxsa

L’étape 2 donne alors I’existence de ¢ € C.(R,R) telle que ||g — ¢||; < e. D’olt I’on
déduit

de sorte que

If = elli < 2¢,

ce qui termine 1’étape 3.

Etape 4. On suppose enfin que f € £!.
Soit € > 0. Comme f* € M, N L', I’étape 3 donne qu’il existe @1, @, € C.(R,R) telle
que

If" =il <eetllf —@all <e

On pose alors @ = @1 —@,. Ona @ € C.(R,R) et ||f —¢|l; < 2¢, ce qui prouve bien la
densité de C.(R,R) dans L!. "

Le résultat de densité que nous venons de démontrer n’est pas limité & la mesure de
Lebesgue. Il est vrai pour toute mesure sur B(IR), finie sur les compacts. Il est aussi
vrai en remplacant C. par C°. Enfin, il n’est pas limité a R, il est également vrai
dans R, d > 1. Tout ceci est montré dans 1’exercice 7.16. Par contre, le résultat de
continuité en moyenne que nous montrons maintenant n’est pas vrai pour toute mesure
sur B(R), finie sur les compacts (voir 1’exercice 7.16).
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Théoreme 5.21 (Continuité en moyenne) Soient f € LﬂQ(R,B(R), A)etheR. On
définit fy, (translatée de f) par : fy(x) = f(x + h), pour presque tout x € R. Alors :

lfn—fll = Jlf(x+ h)— f(x)|dx — 0 lorsque h — 0. (5.5)

DEMONSTRATION — Soient f € ﬁi(R, B(R), A) et h € R. On remarque que fj
=f(-+h)e ,C]%(R, B(R), A) (d’apres la proposition 5.19). D’autre part f = g p.p.
implique f, = g5, p.p.- On peut donc définir f, comme élément de Lﬁg(R, B(R), A) si
f eLL(R, B(R), M.

La démonstration de (5.5) fait I’objet de I’exercice 5.10. (]

5.4 Intégrales impropres des fonctions de R dans R

On considere ici des fonctions de R dans R, et I’espace mesuré (R, B(R), A).

Définition 5.22 (Intégrabilité a gauche) Soient f : R > R, a e Reta e RU
{+oo},a > a; on suppose que ¥ B €]a,af, f1), [5[ eLl(=L} »(R,B(R), ). On dit que

est intégrable a gauche en a (ou encore que existe) si Lia,p(d A a une limite
Joo B

a

dans R lorsque p — a. Cette limite est notée f f(t)dt.

[od

Remarque 5.23 Ceci ne veut pas dire que f 14,4 € L!. I suffit pour s’en convaincre
de prendre a = +o0, a = 0, considérer la fonction f définie par f(0) = 1 et, pour x > 0,

Flx)= sinx

Par contre, des que la fonction f considérée est de signe constant, on a équivalence
entre les deux notions :

Proposition 5.24 Soient f :R > R,, a € Retae RU {+oo},a > «; on suppose que
Y Beloal, flng € Li(= L%R(R,B(R), A)). Alors f est intégrable a gauche en a si
et seulement si f1yq 4 € LL

DEMONSTRATION —  Ce résultat se déduit du théoréme de convergence monotone
en remarquant que f 1yop( T f1)q,q quand B T a. [
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5.5 Exercices

Exercice 5.1 (La mesure de Dirac n’est pas une fonction...) Soit (¢,,),cx la suite
de fonctions de | — 1, 1] dans R définie par ¢,(x) = (1 —n|x|)". On note A la mesure
de Lebesgue sur la tribu des boréliens de | — 1, 1[, et L' = Ly (] 1,1[, B(] - 1,1[), A).
Soit T I’application de C([—1,1],R) dans R définie par T(¢) = ¢(0).

1. Montrer que T € (C([—l, 1], R)), (on rappelle que (C([—l, 1], R))’ est le dual de
C([-1,1], R), c’est-a-dire I’ensemble des formes linéaires continues sur C([-1,1],
R) muni de la norme uniforme).

2. Soit @ € C([-1,1],R). Montrer que @ € L]i(] —1,1[,B(]-1,1[),99), ot & est la
mesure de Dirac en 0, et que T(¢p) = f(pdéo.
3. Soient g € L. Montrer que Ig(pnd)\ — 0 lorsque 11 — +oo.

En déduire qu’il n’existe pas de fonction g € L! telle qu’on ait, pour toute fonction
@eC([-1,1,R), T(¢) = Jg(pd)\ (et donc que 0y n’est pas une mesure de densité).

Exercice 5.2 (Intégrale de Riemann) Soient a,b des réels,a<bet f : [a,b] > R
une fonction bornée, i.e. telle qu’il existe M € R tel que |f ()| <M, Vt € [a, ]].

Soit A une subdivision de [a,b], A = {xg,X1,...,XN4+1)} aVeC Xg = a4 < x7 < ... <
XN4+1 = b. On pose
N N

$8=) ( sup f(N))(xia-x) et Sa=) (inf  f(0)(xip - i)

im0 X€[xixi] =0 x€[x;Xi41]

On note A I’ensemble des subdivisions de [a,b], S* = infpcp SAetS, = SUPAcp SA-
On dit que f est Riemann intégrable si S* = S,.

On pose alors Rfabf(x)dx =S5

1. Soient A; et A, € A tels que Aj C A,. Montrer que Sy, < Sp, < S%2 < SA1 En
déduire que S, < SA" pour tous A, A’ € A, et donc que S, < S*.

2. Montrer qu’il existe une suite de subdivisions (A,),en telle que Sy — S, et
S — S* quand 1 — +o0.

3. Montrer que si f est continue, f est Riemann-intégrable.

4. On suppose maintenant que f est Riemann-intégrable. Montrer qu’il existe une
suite de subdivisions notée (A,,),en telle que A, C A, 1, pour tout n € N, S, —
S, et S® — S* quand 1 — +o0.

Pour n € N, on note A, = {x(()n), ceey xgzﬂ} et on pose :

gulx) = inf{f (v}, v e [ 2 )x"” <x<ai=0. N, (5.6)
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ha(x) = suplf () p € [ ) <x<xli=0,N,  5)

gn(b) = hy(b) = 0. (5.8)

(a) Montrer que g,,,h,, € [Iﬁg({[a,b],B([a,b]), A}) et que J(hn - g,)d\x — 0 quand
n — +00.

(b) Montrer que g, < g41 < f <h,.1 <h,,VneN.

(c) Pour x € [a,b], on pose g(x) =1lim,_,,, £,(x) et h(x) = lim,,_,, ., h,,(x); mon-
trer que ¢ = hp.p.. En déduire que f € Lﬁg([a,b],B([a,b]), A) et que ffd)\ =

b
RL f(x)dx.
5. Soit f définie par :

-
ka3
[l

1sixeQ, (5.9
O0sixeQ. (5.10)

~—
Kad
Il

Montrer que f n’est pas Riemann intégrable, mais que f € L5 ([a,b], B([a,b]), \).

Exercice 5.3 (Convergence de la dérivée) Soit (f,),cy € C'(]0,1[, R) conver-
geant simplement vers la fonction f :]0,1[— R; on suppose que la suite (f,),en
(c C(]0,1[,R) ) converge simplement vers la fonction constante et égale a 1.

1. A-t-on f e C1(]0,1[, R) et f/ =17

Corrigé — La réponse est non. La fonction f peut méme ne pas étre continue, comme
le montre I’exemple suivant :

Pour n €N, n > 4, on définit g,, de [0,1] dans R par

1 si0<x<i,
) L+n?(x—3) sitz<x<i+l
8n\X) = 2 12 21,1 1,2
1-n (x—i—z) Slj+z<XS7 n
1 sit+2<x<l

1l est facile de voir que g, € C([0,1],R) et que g,,(x) — 1 pour tout x € [0,1].
Pour n > 4, on définit f,, par :

fulx) = J- g, (t)dt, pour tout x €]0,1],
0

de sorte que f, € C1(]0,1[, R) et f, = g, sur ]0,1[. On a donc bien que (f,))nex
converge simplement vers la fonction constante et égale a 1. (On prend n’importe
quelles fonctions C! pour fr 0<n<3).

On remarque maintenant que, pour n > 4, f,(x) = x pour tout x €]0, %] et que
fu(x) = x+1 pour tout x e]% + %, 1[. On en déduit que (f,) ey converge simplement
vers la fonction f :]0,1[{— R définie par f (x) = x pour tout x €]0, %] et fy(x)=x+1
pour tout X e]%, 1[. Cette fonction n’est pas continue en %, donc f 2 C1(]0,1[, R).
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2. On suppose maintenant que la suite (f,),en converge dans LﬂQ(]O, 1[,5(]0,1[),A)
vers la fonction constante et égale 4 1. A-t-on f € C'(]0,1[, R) et f/ =17

Corrigé — La réponse maintenant est oui. En effet, soit 0 < x < 1. Comme f, €
C'(]0,1[, R), on a f,(x) = fn(%) + ﬁcfn’(t)dt, c’est-a-dire
2

1 ’
fn(x):fn(i)"'sxffnllxdxy (5.11)
avecsy=1etl, =], x[six> %, s, =-1et], =]x, i[six< 3.

Quand n — +o0, on a
[ an- [ an<ig - o
et f,(x) — f(x) (ainsi que f,(3) = f(%)). On déduit donc de (5.11), quand n — +co,
F)= F) s [ 10

c’est-a-dire f(x) = f(%) +x— %

On a bien montré que f € C'(]0,1[, R) et f' = 1.

N =

Exercice 5.4 (Intégrale impropre) On définit I’application f de R dans R par :

f(x)=0,six<0,
f(x):xzsin%, six>0.

1. Montrer que f est continue et dérivable en tout point de R.

Corrigé — La fonction f est continue et dérivable en tout point de R* et on a
f(x)=0pourx<0erf’(x)= 2xsinxl—2 - %cos% six>0.

Pour montrer la continuité et la dérivabilité de f en 0, il suffit de remarquer que, pour
tout x > 0, on a |f (x)| < x? et donc |%| < x. On en déduit que f est continue et
dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

2. Soit 0 <a < b < +co. Montrer que f'11,[ € [I%R(R,B(R), A). On pose Lbf’(t)dt =
ff’l]a,b[d)». Montrer que :

b
F6)-fla)= [ £

Corrigé — La fonction f’ est continue sur ]0,+00|. La restriction de f’ a [a, b] est
donc continue (on utilise ici le fait que a > 0). On a donc, voir la proposition 5.1 (ou
l’exercice 4.5) :

Fap) € £'([a,6],B([a,6]), M),
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ol M) désigne la mesure de Lebesgue sur les boréliens de [a, b] (c’est-a-dire la
restriction a B([a, b)) de la mesure de Lebesgue sur B(R)) et I’intégrale (de Lebesgue)
de f|[/a b coincide avec l'intégrale des fonctions continues, c’est-a-dire :

b
Jfl[’a,b]dx[a,b) = J f/(x)dx.
a

Le terme de droite de 1’égalité précédente est a prendre au sens de l'intégrale des
fonctions continues. Comme f est de classe C' sur un intervalle ouvert contenant
[a,b), il est alors classique que :

b
f F(x)dx = f(b)~ f(a)

Pour se convaincre de cette derniére égalité, on rappelle que f et x — fax f'(t)dt
sont deux primitives de f’, leur différence est donc constante sur [a, b].

Enfin, comme f|[,a,b] € L' ([a,b),B([a, b)), Nab)), il est facile d’en déduire que f'1),
€ L(R,B(R),\) et que

Jfl[’a,b]d)‘[ﬂ»b) = Jf "1a,pdA

Plus précisément, on pose f’ = g et on considére d’abord le cas g|[4p) € E4([a,b],
B([a, b)) puis g4, € M, ([a,b), B([a,b]) et enfin g1 € L' ([a,b], B([a,b]), Ajap)),

comme dans ’exercice 4.4. Ceci termine la question.

Un autre moyen de montrer 1y, € [:IE(R, B(R), \) est de procéder de la maniére
suivante :
La fonction ' est la limite simple, quand n — +oo, de la suite (f,)en+ 00 [, est
définie, pour n € N*, par :

1

fulx) = M, pour tout x € R.

n
La fonction f est mesurable (c’est-a-dire borélienne car R est muni de la tribu de
Borel). Grace a la stabilité de I’ensemble des fonctions mesurables (voir la proposition
3.19), on en déduit que f,, est mesurable pour tout n € N* et donc que f’ est mesurable
(comme limite simple de fonctions mesurables). La fonction f’ Lya,p] est donc aussi
mesurable (comme produit de fonctions mesurables). La mesurabilité de f’ Lyg,p[ st

donc vraie pour tout a,b € R (noter cependant que f’ n’est pas continue en 0).

Pour montrer que f'1,y est intégrable, il suffit de remarquer que f’ est bornée
sur la,b[, car f’ est continue sur [a,b] (on utilise ici le fait que a > 0) et que
A(la, b[) < +co. On a donc bien montré que f'13, | € ,CIIR(]R,B(]R), A).

3. Soit a > 0.
(a) Montrer f'1g o € £]§(R,B(R), A).

Corrigé — La restriction de f’ a 10,a[ est continue, c’est donc une fonction
mesurable (c’est-a-dire borélienne) de 0, a| dans R. On en déduit facilement que
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f'110,q[ est borélienne de R dans R. (On a aussi vu a la question précédente que
f’ est borélienne. Ceci montre également que f’ 1y0,q4 est borélienne.)

Ona f’l]O,a[ =g 1]0’,1[ - gzl]o’a[, avec :

( )_ in t ( ) L i ] [
X 2xsin X COsS X € 0,&1 .
&1 2 ergn P St

1l est clair que g1 119 4] € ﬁIlR(R, B(R), \) (car g1 est continue et bornée sur 10, a|).
Pour montrer que 119 4 € [IIlR(R, B(R), \), il suffit donc de montrer que g51)0 4 €
K]%{(]R, B(R), A). Pour cela, on remarque maintenant que :

|92 ()| > V2, 7~ n>ng, (5.12)

1
,SZW S—m,

avec ngy € N* tel que \/”0“7 < a. On déduit alors de (5.12), par monotonie de
4

Uintégrale, que, pour tout N > n :

1
J|g2|10a[dA>ZV§\/nn 2 \/”“_Z \/nn+%)

n=mngpy

B \/n"n+ \/m(— I
= i+ §

et donc :

J| I, dx>Z Vom
8217104l 2ynm+ F(nm+ §+\nm—F)

n=ng

>Z4nn+

En faisant tendre N vers +oo, on en déduit que J|g2|1 0,a[4\ = +00 et donc que
821104 € L5 (R B(R), ) et f 11,4 & L3(R,B(R), ).

(b) Pour 0 < x < a, on pose g(x f f’(t)dt. Montrer que g(x) a une limite (dans
R) quand x — 0, avec x > 0, et que cette limite est égale a f(a) — f(0). (Cette
limite est aussi notée Joaf’(t)dt, improprement. .. car 1o 4 € ,C]%(R,B(R), A),
la restriction de f” a ]0,a[ n’est donc pas intégrable pour la mesure de Lebesgue
sur ]0,4a[.)

Corrigé — Ona g(x) = f(a)— f(x), pour tout x > 0. Comme f est continue en 0,

on en déduit bien que g(x) a une limite (dans R) quand x — 0, avec x > 0, et que
cette limite est égale a f(a) — f(0).

Exercice 5.5
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Soit f € L ( ]R,B(R) A). On définit F: R — R par : F(x) = [ f1(oyd\(= [, f(t)dt).

pour x > 0, et F(x) = —ffl[x, d\(= j f(t)dt) pour x < 0. Montrer que F est
uniformément contmue

Corrigé — On remarque que, pour tout x,y € R, x <7y,

x):J\fl]x,y[d)‘:J\ fd)x.
Jeyl

Soit £ > 0, comme f € Eﬁg(R,B(R), A), lexercice 4.16 (ou ’exercice 4.33) montre qu’il
existe 0 > 0 tel que

AeB(R), A <a:~j|f|dx<e

Soit x,y € R, x < y. On a donc, comme M]x,y[) =y —x,

|y—x|ses:»|F<y>—F<x>|sf] Ifdrse
X,y

ce qui montre bien la continuité uniforme de F.

Exercice 5.6 (Intégrabilité et limite a ’infini) Soit f € ,Cﬁg(]R,B R),\) =L

1. On suppose que f(x) admet une limite quand x — +oo. Montrer que cette limite est
nulle.

Corrigé — On pose | =lim,_,, ., f(x) et on suppose | # 0. Il existe alors a € R tel
que |f(x)| = 2 pour tout x > a. On en déduit, par monotonie de I'intégrale sur M.,

J|f|dkzj Mg = voo,
Ja,+oo] 2

en contradiction avec I’hypothése f € L.

2. On suppose que f € C(R,R); a-t-on: lim f(x)=07?
X—+00
Corrigé —
La réponse est non, comme le montre I’exemple suivant. On définit, pour n € N, n > 2,
fqpar:
0 six<n—-,
n
n*(x—n+-5)  sin—h<x<mn,
Julx) = —n?(x - n—i) sin<x<n+-%
n? = n2’
0 Six>n+ %
n
Puis, on pose f(x) =) _,5, f,(x) pour tout x € R. On remarque que, pour tout x € R,
la série définissant f(x) a au plus un terme non nul. Plus précisément, il existe n
(dépendant de x) tel que f = f,, dans un voisinage de x. On en déduit que f prend
ses valeurs dans R et que f est continue (car les f,, sont continues). Comme f,, € M,
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FIGURE 5.1 — La fonction f,

pour tout n, le premier corollaire du théoreme de convergence monotone (corollaire
4.18) donne que f € M, et

jfdm: ijndm: Z% < +oo.

n=>2 n>2

On a donc f € C(R,R) ﬂﬁé&(R,B(R), A) et f(x) A 0 quand x — +oo car f,(n) =1
pour tout n €N, n > 2.

3. On suppose que f est uniformément continue. A-t-on lim,_, ., f(x) =0?
[On pourra commencer par montrer que, pour tout 1] > 0 et toute suite (x,,),cx de
réels telle que lim,,_,, ., x,, = +00, on a

Xpt1
lim |f (x)|dX(x) =0.]
n—+00
Xp—M
Corrigé — On commence par montrer le résultat préliminaire suggéré.
Soient 1> 0 et (x,),en C R une suite telle que. lim,,_, , o, X, = +c0.

On pose f = |f111x,—nx,+n[- On @, pour tout x € R, f,(x) — 0 quand n — +oo (on a

méme f,(x) = 0 pour n tel que x,, —1 > x). On a aussi |f,| < |f| € L'. On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée (ou la proposition préliminaire 4.29).
1l donne que andm — 0, c’est-a-dire :

f|f|l]xn—n,xn+ﬂ[dA — 0, quand n — +oo. (5.13)

On montre maintenant que f(x) — 0 quand x — +co.

On raisonne par I’absurde. On suppose que f(x) /> 0 quand x — +oo. Il existe donc
€> 0 et une suite (x,),en C R telle que x,, — 0 quand n — +oo et |f (x,)| > € pour
tout n € N.

La continuité uniforme de f donne I’existence de 1> 0 tel que

€

nyeRx—yl<n=If(x)-f@)<.

On a donc |f (x)| > 5 pour x €]x, —1,x, + 1| et tout n € N. On en déduit que
>

Ilfll]x,,—q,x,,+n[d)‘ en > 0 pour tout n € N, ce qui est en contradiction avec (5.13).
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On a donc bien finalement montré que f(x) — 0 quand x — +co.

4. On suppose que f € C'(R,R) et f’eL';a-t-on: lim f(x)=0?

X—+00
Corrigé — Comme f € C', on a, poury > x, f(y)—f(x) = ij’(t)dt = I]X y[f'dh.

Comme f’ € LY, Iexercice 5.5 donne que f est uniformément continue. La question
précédente donne alors que f(x) — 0 quand x — +oco (c’est seulement pour ce
dernier point qu’on utilise f € L).

Une autre démonstration possible est : Comme f € C!, ona f(x) = f(0) +f]0 x[f’d)"
Comme f’ € L', on en déduit que f(x) a une limite (dans R) quand x — +co. En effet,
le théoréme de convergence dominée donne que j]o x[f’dx — I]o +Oo[f’d)‘ (dans

R) quand x — +co. Enfin, la premiére question donne que la limite de f(x) quand
X — +oo est nécessairement 0 (et ici aussi, c’est seulement pour ce dernier point
qu’on utilise f € L1).

Exercice 5.7 (Intégrabilité de certaines fonctions) On s’intéresse dans cet exercice
a ’intégrabilité de fonctions classiques.

1. On considere I’espace mesuré (E, T, m) = (]0,1[, B(]0,1[, A). Soit 0 < o < +c0 . On
1

pose, pour x €]0, 1[, f(x) = (—)%. Pour quelles valeurs de « a-t-on f € L]é(E, T,m)?
X

2. On considere I’espace mesuré (E, T, m) = (R, B(R%), A). Soit f définie, pour x €
10, +oo[, par : f(x) = SIZX. Montrer que f ¢ L]}Q(E,T,m). On pose f, = f1)0,u-
Montrer que f,, € Llﬁ(E, T,m), que f, — f p.p. (et méme uniformément) et que

f fndm a une limite dans R lorsque #n — +co.

Exercice 5.8 (Egalité presque partout de fonctions continues) On munit RN de la
tribu borélienne B(RN) et de 1a mesure de Lebesgue Ay . Cette mesure, dont I’existence
sera prouvée au chapitre 7, vérifie :

N
[ [
i=1

Soient f et g € C(RN,R) telles que f = g p.p.. Montrer que f = g partout. [On dira
donc que f € LY(RN, B(RN), Ay) est continue s’il existe ¢ € C(RN,R) telle que f = g
p-p- (plus précisément on devrait écrire g € f). Dans ce cas on identifie f avec g.]

AN

N
= ]_[)\(Ai),VAl,...AN € B(R);M(A;) < +00,i=1,...,N.
i=1

Corrigé — On raisonne par ’absurde. Soit x = (xq,...,xx)" € RN. On suppose que
f(x) = g(x). Comme f et g sont continues, il existe o> 0 tel que f(y) = g(y) pour tout
RS ]_[fil]xi — o, x; + af. On en déduit que \({f = g}) > )\N(]_[?il]xi —o,x;+af) =
(20)N > 0, en contradiction avec f = g p.p..
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Exercice 5.9 (Un sous espace de H'(R)) (Notation : Soit f une fonction de R dans
R, on note f? la fonction de R dans R définie par f?(x) = (f(x))%.)

On note L! I'espace L (R, B(R), A). Soit E= {f € CH(R,R); f e L' et f> € L1}
Pour f € E, on définit [|f|| = [ |fldA+ ([ |f’[2d))z

1. Montrer que (E, ||.]|) est un espace vectoriel normé. E est-il un espace de Banach ?

Corrigé— Pour g € C(R,R), on note |lglly = [ 1f (x)ldx, ligll, = ([ §2(x)dx)? et
F = {g € C(R’ R), “g”l < +°°}r F= {g € C(R,R), ”gHZ < +OO}'

L’espace By, muni de || - ||| est un espace espace vectoriel normé (on ne détaille pas
ce point ici, assez simple a démontrer). 1l est un peu plus difficile de montrer que
Pespace By, muni de || - ||, est aussi un espace vectoriel normé. Sig € F, et A€ R, il
est clair que \g € F, et ||Agll, = |M|gllo. Puis, si g, h € Fy, on montre que g+h e F,
en remarquant, par exemple, que |g(x) + h(x)|> < 4(|g(x)|* + |h(x)|?). Enfin, pour
montrer ’inégalité triangulaire (ce point est le plus délicat), on montre tout d’abord
que, pour tout g, h€ F,, on a

f|g(x>h<x>|dx < lglallAll,

ce qui peut se montrer en remarquant que j|ocg(x) +h(x)|?dx > 0 pour tout o € R.
On en déduit que

lg+hll3 = ||g||§+||h||§+2fg<x>h(x)dx < llgll3 + 1IR3 +2ligl2 1Rl = (gl +11kll)%,

et donc ||g + hll> <|igll> + Il
On remarque maintenant que B = {f € C}(R,R); f € F, et f’ € F,} et que, pour

FeE Nfll=Ifli +Ifll2. On déduit que E, muni de || - ||, est un espace vectoriel
normé.
On va montrer maintenant que E, muni de || - ||, n’est pas un espace de Banach. Pour

cela, on va construire une suite de Cauchy de E, non convergente (c’est-a-dire non
convergente dans E muni de la norme || - ||).
Pour n € N*, on définit g, par

1
gn(x)zosixg—l—g,
(x) n(x+1+1)s' 1 1<x<1
= —_— l— —_—— -
&n n no -
u(x)=—xsi —1<x<1,

L. 1
gl)=nlx—1-—)sil<x<l+-,

1
gn(x):0Si1+E<x.

Puis, pour x € R, f,(x) = f_x2 21 (v)