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GEOMETRIE ALGEBRIQUE ELEMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS
NON COMMUTATIF

CEDRIC MILLIET

RESUME. On consideére un analogue de la topologie de Zariski sur un corps non commuta-
tif K. Un fermé de base est donné par les zéros d’'un polynéme en la conjugaison par un
élément de K fixé a coeflicients a droite dans K. Cela nous permet de développer des notions
de géométrie algébrique élémentaire : variété algébrique affine, morphisme, comorphisme, une
dimension de Zariski, un théoreme de Chevalley pour les ensembles constructibles et un Null-
stellensatz. On applique ces résultats a la théorie des modeles des corps non commutatifs, en
considérant un corps non commutatif K dont la théorie dans le langage (+, x,0,1) n’a pas
la propriété d’indépendance de Shelah. Si K est de caractéristique p, on montre qu’il est de
dimension finie sur son centre.

L’histoire des corps non commutatifs commence en 1843 avec la découverte du corps des
quaternions (voir [Hamb50]). Le premier exemple de corps non commutatif de dimension infinie
sur son centre est donné en 1903 : le corps des séries de Laurent F'((x,0)) a coefficients
dans F' = R(t), muni de la multiplication « tordue » par la regle ax = zo(a), ou o est
I'automorphisme ¢ — 2t (voir [Hil03]).

En géométrie algébrique classique, on étudie les solutions d'un systeme S d’équations
polynomiales en n variables x4, .. ., x, a coefficients dans un corps commutatif k. On recherche
les solutions de & dans k™, ou plus souvent dans k", pour une cloture algébrique k. Si I'on
autorise le corps k a étre non commutatif, des problemes élémentaires surgissent, & commencer
par savoir ce que l'on entend par polynome en n variables. Dans un tel corps, le nombre de
racines d’un polynéme

p(2) = ag + ag_1x + - - - + apz?

de degré d en une variable a coefficients a gauche dans k est soit inférieur ou égal a d soit
infini (voir [Her56]). Les racines de p se répartissent en d classes de conjugaison, au plus (voir
[GM65]). Le corps k est algébriqguement clos (a droite) si chaque polynéme p non constant
a une racine dans k. Les corps algébriquement clos non commutatifs de dimension finie sur
leur centre sont les corps de quaternions dont le centre est un corps réel clos (voir [Niv4l]
et [NE44]). Chaque corps se plonge dans un corps algébriquement clos de méme centre (voir
[Coh95, Theorem 8.5.1]). Si I'on veut considérer des polyndémes en deux variables et évaluer
chaque variable, il faut bien s’autoriser a considérer des monoémes en une variable de la forme
axb, et plus généralement de la forme agzxa; ...xay. Dans ce cas, 'équation linéaire la plus
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simple
ar —zb=rc

peut n’avoir de solutions dans aucune extension de k (voir [Coh95, Theorem 8.1.3]). A I'autre
extréme, il existe un corps non commutatif £ tel que toute équation polynomiale en une
variable a coefficients dans k

Qg + (CL101ICL111 + -+ alonl’aun) + -+ (admx ... XAgdl + 4 aqgonl - - - Iaddn) =0

ait une solution dans k (voir [ML&5]). Plus généralement, on peut considérer un polynéme en
n variables a coefficients dans k comme étant une somme finie de produits finis de constantes
de k et de variables zq, ..., x, ne commutant qu’avec les éléments du centre. On peut définir
que k est existentiellement clos si pour tout systeme S d’équations a coefficients dans k
possédant une solution dans une quelconque des extensions de k, S possede une solution
dans £ ; on peut montrer que tout corps k se plonge dans une cloture existentielle k de méme
centre et de méme cardinal que k si k est infini (voir [Coh95, Theorem 6.5.3]). Cette notion
de polynome ne semble pourtant pas propice a définir une notion d’indépendance algébrique
satisfaisant I'axiome de transitivité (voir [Coh95, p. 406]). Pas de dimension donc.

Motivé par une question de théorie des modeles, nous proposons une approche différente
réduisant autant que faire se peut le role de la multiplication.

1. DISTORSIONS LINEAIRES

1.1. L’algebre des distorsions linéaires K![z]. Soit K un corps, commutatif ou non, et
soit ¢ un symbole de fonction unaire. On considere I’ensemble des polynomes formels en o
a coefficients a droite dans K, sans terme constant, qu'on appelle espace des distorsions
linéaires de K.

KlMz] = { S 2Tk (koo k) € K™Y ne N}.
=0

L’ensemble K} [x] est un K-espace vectoriel a droite engendré par , 27, 27, ete. Le o-degré
d’une distorsion ¢ est la plus grande puissance de o apparaissant avec un coefficient non nul
dans ’écriture de . On le note deg, d, et on convient que le o-degré de la distorsion nulle
est égal a —oo. Par définition, une distorsion est nulle si tous ses coefficients sont nuls.

On suppose que o : K — K est aussi un morphisme additif de K, vérifiant la propriété
multiplicative suivante : il existe un morphisme injectif de corps 7, : K — K telle que pour
tout (a,b) € K?, on ait

o(ab) = o(a)1,(b).

On appelle ¢ un 7-morphisme. On considérera par exemple les cas ot ¢ est un morphisme
de corps, avec 7, = o, ou encore la multiplication a gauche par un élément de K, auquel cas
T, est 'identité. Dans tous les cas, la somme

n ) n ) n

Zx"i(/ﬂi + hy)
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et la composée
n ) n ] n n i
<Z.CEU ]Q) Z.ﬁlfajhj = Z ZZ’J ]T;(hj)ki
=0 =0 i=0 \j=0
munissent K![z] d'une structure d’anneau associatif unitaire, intégre. Les seuls éléments
inversibles sont les homothéties. Si § et v sont deux distorsions linéaires, on a également

deg, (07) = deg, d + deg, 7, et
deg, (6 + 7) < max(deg, 9, deg, 7).

Lemme 1.1 (Division euclidienne & droite dans K[z]). Pour tout § et v # 0 dans K}|x],
il existe un unique couple q et r dans K}[x] tel que

d=q(y)+r et deg,r <deg,".

Démonstration. Par récurrence sur deg, 6. Si deg,d = —oo, on pose ¢ = 0 et r = 0. Si
deg,d =n+1 et deg, v = d, soient 27" kst et 27" ky les termes dominants de & et 4. Si
d>n+1,onposegq=0etr=9.Sid<n+1.0Ona

deg, (5 — (vk; ")

En posant ¢;(z) = (:ck;l)""H*dan, on applique I'hypothese de récurrence a § — ¢i(7) : il
existe g2 et 7 tels que deg, r < d et

O.n+17d

k’n+1) <n+1.

6 —qi(7) = q(y) +r
On pose alors ¢ = ¢; + ¢o. O

Corollaire 1.2. Kl[x] est un anneau principal d gauche et noethérien d gauche.

Démonstration. Soit I un idéal & gauche non nul, et v € I\ {0} de degré minimal. Si § € I,
on a d = q(y) + r avec deg, r < deg, v. Mais q(y) € I, donc r =0 et I = (v). O

Corollaire 1.3 (Identité de Bézout). Soient § et v deux distorsions et o leur plus grand
facteur commun a droite. Il existe deux distorsions u et v telles que

uy + v = a.

Démonstration. L’idéal a gauche K}[z]y + K1[z]d étant principal, il est égal a Kl[z]m pour
une distorsion 7, et 7 divise v et d & droite. On a donc 1'égalité K![z]r = K}[z]a. O
1.2. Evaluation dans K, racines et factorisation. A une distortion § = Z:U"iki, on

i=1
associe I'application évaluation dx : K — K définie par

O 1 g+ Zai(g)ki.
i=1
Pour toutes distortions 9 et ~, on a
(0+7)k = 0k + VK, et

(57)1( =Jk o TK

de sorte que l'opérateur évaluation eval : § — dx est un morphisme d’anneaux.
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Lemme 1.4 (Factorisation a l'aide d’une racine non nulle). Soit § une distorsion de o-degré
n+ 1. Si a est une racine non nulle de d, il existe une distorsion v de o-degré n telle que

§=v(z7 —ra'a%).
Démonstration. On divise ¢ a droite par x° — za~'a” : il existe ¢ € K![x] et r € K tels que
§ =v(z7 — ra"ta”) + 7.

Puisque Jx et 2° —za~'a’ s’annulent en a, et du fait que § — dx est un morphisme d’anneaux,
on déduit que r est nul. O

Le lemme précédent est inutile pour factoriser une distorsion qui ne s’annule qu’en zéro.
Lorsque o est la conjugaison par un élément a € K, on donne une condition suffisante (et
nécessaire lorsque a est transcendant sur k) pour factoriser une distorsion de degré n.

Lemme 1.5. Soit 0 la conjugaison par a. Une distorsion de degré n se factorise en produit
de distorsions de degré un dés que tout polynome ag + a1x + - -+ ap_ 12" 1 + 2" de degré au
plus n a coefficients dans K a une racine a droite dans K.

Démonstration. Soit a’x — axa + 3 une distorsion de degré 2. Pour tout b et ¢ dans K, on a

2

(ax — zc)(ax — xb) = a*x — ax(b+ ¢) + xbe.

2_ax+B=0,eton pose b= a—c, de sorte

On choisit pour ¢ une solution de ’équation x
que l'on a

b+c=a e be=ac—c=p.
Soit a®*x — a’xa + axB — xy une distorsion de degré 3. Pour tout b, ¢ et d dans K, on a

(ax — xd)(ax — zc)(ax — 2b) = a’x — a*x(b+ c + d) + ax(be + bd + cd) — wbed.

3

On choisit pour d une solution de I’équation 23 — ax? + Bz — v = 0, pour ¢ une solution de

'équation z? — (o — d)x + B+ ad — d* = 0 et on pose b = a — ¢ — d, de sorte que I'on a
0=(—(a—d)c+B+ad—d*) xd=c*d— (a—d)ed+~ =y —bed, et
be+bd+cd = (b+c)d+bc= (o —d)d +bc = ad — d* +yd™ = 5.

Le cas des degrés supérieurs est similaire. 0
Lemme 1.6 (Structure de I'ensemble des racines). Soit o un morphisme de corps, et § une

distorsion de degré n. L’ensemble des racines de § dans K est un Fix(o)-espace vectoriel a
gauche de dimension au plus n.

Démonstration. Sin = 1, et si 0 est unitaire, §(x) = 27 + xko. D’apres le lemme 1.4, si a et
b sont deux racines non nulles de dx, on a nécessairement

(1) ata” =b"1.

Ceci se traduit par ab™! € Fix(o), donc a et b sont liées & gauche. On conclut immédiatement
par récurrence avec le lemme 1.4 sachant que 0 étant Fix(o)-linéaire a gauche, si § = d109,
la dimension du noyau de dx ne peut excéder la somme des dimensions des noyaux de ses
facteurs. 0
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Ezemples 1.7. (1) Si K est commutatif de caractéristique p > 0 et si o est I'application de
Froebenius, x +— 2P, on retrouve qu'un polynéme en x” de degré p™ n’a pas plus de p™
racines.

(2) Si K est un corps non commutatif, et o la conjugaison par un élément a € K hors du
centre (ou la multiplication a gauche par a), on obtient que les racines dans K d’une
distorsion de degré n forment un C'(a)-espace vectoriel & gauche de dimension au plus n.

1.3. L’algebre des distorsions n-linéaires K} [z1, ..., z,]. On définit le K-espace vectoriel
a droite K}[xy,...,,] des distorsions n-linéaires de K™ en posant

KMoy, wn] = KMoy @ -+ @ KL,

On le munit d’une structure d’anneau associatif non-commutatif en posant

n n n n
(Z %(M) (Z 53'(%')) =3 (Z %5j(517j)) :

i=1 j=1 i=1 \j=1
Cet anneau est dépourvu d’unité si n > 1. Les éléments x4, ..., x, sont des unités a gauche,
mais pas a droite. On voit aisément qu’il ne possede pas de diviseurs de zéros. Son centre est

réduit a {0}.
Théoréme 1.8 (de Hilbert, version faible). Kl[z1,...,z,] est un anneau noethérien a gauche.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si Kl[zi,...,r,| n’est pas noethérien & gauche, il
existe un idéal & gauche I C Kl[xy,...,x,] qui n’est pas finiment engendré. On construit par
induction une suite (g, dy, 8y, ...) d’éléments de Kl[zy,...,x,] en posant I, = (dy,...,d),
de telle sorte que pour tout entier ¢, I’élément &y, 1 soit de o-degré minimal en x,, vérifiant

dor1 €I\ Iy.
Posons
dy = deg, . 0.
La chaine des degrés dy, d;,ds . .. est croissante. Puisque K![z1,...,z, 1] est un sous-anneau

noethérien a gauche par hypothese de récurrence, d, est positif a partir d'un certain rang N.
d
Les termes de plus haut degré en x,, de dy,;1 et oy sont de la forme z7 YNy et xng k.
On pose
d —d
g = (5N]{7K/1)U vt N/{?N_H S IN7

de sorte que degg7xn(5N+1 —9g) < dyt1. Mais 0y — g € I\ Iy, contredisant le caractere
minimal de dy ;. ]

2. 0-ESPACE ET ALGEBRE LINEAIRE TORDUE
On considere un corps K muni d’un 7-morphisme o : K — K.

Définition 2.1 (o-Espace). On appelle o-espace tout K-espace vectoriel a droite £ muni
d’un morphisme additif o : F — E vérifiant la propriété multiplicative suivante. Pour tout
eecFetke K,ona

op(ek) = op(e)T(k).
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Ezemples 2.2. (1) E = K, avec o = ¢ est un g-espace.

(2) E = K}[z], avec pour o la multiplication & gauche par 7, est un o-espace.

On définit un morphisme de K-espaces vectoriels eval : Kl[x] — E¥  §— dp, en posant

(z7)p(e) = op(e)
pour les éléments de la base canonique de K}[z] et en étendant eval & K}[z] par linéarité.

Lemme 2.3. Si E est un o-espace, l'opérateur 6 — dg est multiplicatif.

Démonstration. On a pour tout e € F,
(@ B)(270) (&) = (777 (O)k) _(e)
=og’ (e)T'(Ok
= op(op(e)O)k
= (27 k)g o (7 0)p(e).
L’opérateur § — dp étant additif par définition, on en déduit I'égalité (0v)p = dpovye. O
Lemme 2.4. Un ensemble E est un o-espace si et seulement si c’est un K![z]-module a

gauche.

Démonstration. Un o-espace E a une structure naturelle de K![z]-module & gauche obtenue
en posant pour tout § € Kl[x] et e € E,

0-e=0g(e).
Réciproquement, tout K![z]-module & gauche E a une structure de K-espace vectoriel a
droite, en posant ek = (zk) - e, et de o-espace, ce que 'on voit en posant og(e) = 27 - e, d’ou
op(ek) =z - ek = ((x7)(zk)) - e = (2°7(k)) - e = op(e)T(k). O

Lemme 2.5. Supposons que o(x) = ax ou o(x) = x% pour un élément a ¢ k. L’opérateur
Kz, ... 2, = KE" § — 0k est injectif si [K : C(a)] est infini.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1.6 U

2.1. Algebre linéaire tordue, indépendance algébrique, algébricité. Etant donné un
o-espace E, un o-sous-espace de E est un sous espace vectoriel stable par og. Pour toute
partie A C E, on note (A), 'intersection de tous les o-sous-espaces contenant A. Une famille
(€1,...,e,) de E est o-liée 8'il existe une distorsion non nulle § € Kl[zy,...,z,] telle que

dp(er,...,e,) =0,

Dans le cas contraire, elle est o-libre. Elle est g-génératrice si pour tout élément f de FE, il
existe § € K}[zy,...,z,] telle que

f = (5]_«7(61, e ,en).

C’est une o-base si elle est o-libre et maximale ayant cette propriété.
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Lemme 2.6 (0-Base incompléte). Soit E un o-espace non nul, G une partie o-génératrice
et L C G une partie o-libre. Il existe une o-base B de E telle que L C B C G.

Démonstration. Si B = {B; : i € 1} est une réunion croissante de familles o-libres de E, leur
réunion [J*B l'est également, ce qui permet d’appliquer le lemme de Zorn. O

Corollaire 2.7. Tout o-espace posséde une o-base.

Si B est une o-base de E, alors, pour tout élément e de E'\ B, la famille BU{e} est o-liée :
il existe by,...,b, dans B, un élément § € K}[xy,...,z,] et h € K![z] non nul tels que

hE(e) = 5E(bla c. ,bn).

L’ensemble des h € K}[z] tels que hg(e) € (B), est un idéal & gauche non nul de K}|z]
engendré par une unique distorsion unitaire . de degré d que l'on appelle la distorsion
minimale de e. On dit que e est o-algébrique de degré d sur B.

Définition 2.8 (Algébricité). Soit E un o-espace, B C E une partie, et b € B. On dit que
b est o-algébrique sur B s'il existe une distortion i € K![z] non nulle telle que

he(b) € (B),.
Une partie A C E est o-algébrique sur B si tout a € A est g-algébrique sur B.

Lemme 2.9 (Transitivité du caractére algébrique). Soient A, B, C trois parties de E. Si
A est g-algébrique sur B et si B est o-algébrique sur C, alors A est o-algébrique sur C.

Démonstration. Soit a € A. 1l existe des éléments non nuls h, v, ..., 7, dans K}[z] et deux
familles dy,...,0, de Kl[x] et By,..., 0, de Kl[xy, ..., x,], des éléments by, ..., b, dans B et
C1y ...y 0 de C tels que pour tout ¢ € {1,...,n},

hi(a) = 01p(b) + - 4+ 0ne(bn) et Yip(b) = Bip(cr, ..., cm),

En particulier, en posant ¢ = (¢, ...,¢p), il y a une expression de la forme

ep(a) = Be(c) + Y mir(bi),

i€l

avec ¢ € K![z] non nulle, et on en choisit une de telle sorte que 'ensemble I C {1,...,n} soit
de cardinal minimal possible. Montrons que I est nécessairement vide. S’il contient 1 disons,
alors 7 est non nul. On appelle « le plus grand diviseur commun & droite de m; et v, et il
existe deux distorsions u et v telles que um; + vy, = . Si u = 0, alors v, divise a a droite,
donc v; divise m; a droite : m = m}y;. En remplacant dans ’égalité ci-dessus, cela contredit
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le caractére minimal de /. On a donc u # 0. En posant v; = 7|, on a alors

(ta(0) = fud)e(@) + 2t (s (S ) )

i€l

ie\{1}

(71 Uﬁ + 71E

= (vjupf)E +71E(u7r1 (b1) + Z um;) (bz))

ag(b) — (on)e(b) + > (UWz)E(bz)>

ieN\{1}
= (MuB)e(©) + Bie(@) — (Vvf)e(@) + D (num)e(b)
iel\{1}
avec yjue non nulle puisque 71, u et £ sont non nulles, une contradiction avec le caractere
minimal de I. ]

2.2. o-Dimension.

Théoréme 2.10 (de Steinitz, o-dimension). Soit E un o-espace. Toutes les o-bases de E
ont méme cardinal, que ['on appelle o-dimension de E.

Démonstration. On traite le cas particulier o £ possede une o-base finie (by,...,b,). Soit
(c1,...,¢m) une famille o-libre de E. Par maximalité de la famille B = (by,...,b,), on peut
écrire vg(c1) = 6(b) pour une certaine distorsion v non nulle. En particulier, § est non nulle,
donc x; par exemple y apparait. Dans ce cas, by est algébrique sur (¢, bs ..., b,), mais puisque
E est algébrique sur B, d’apres le lemme précédent, E est algébrique sur (¢q,by ..., b,), donc
(¢1,by...,by,) est bien une o-base. On conclut de la méme fagon que (cq,co,bs3,...,b,) est
une o-base, et de proche en proche, on peut rajouter tous les ¢;. Si m < n, on arrive a la
conclusion que ¢, est algébrique sur ses prédécesseurs, une contradiction, d’ou m < n. On
conclut par symétrie que n = m. O

On note dim, FE la o-dimension d’un o-espace E. Le corps K est de o-dimension nulle :
si a € K est un élément non nul, 27 — ra~'a’ est non nul, et annule a. L’algebre K![xz] est
engendrée par x; sa o-dimension est égale a 1.

Lemme 2.11 (Somme). Soient E et F' deuzx o-espaces, alors la somme E @ F est naturel-
lement munie d’une structure de o-espace en posant cpar(e + f) = op(e) + or(f), et

dim,E & F = dim,F + dim, F.

Démonstration. ogar est additive, et pour tout e + f dans £ @ F et tout k dans K, on a

oper((e+ f)k) = op(ek) + or(fk) = op(e)T(k) + or(f)T(k) = oper(e + f)T(k),

ce qui montre que E @ F' est un g-espace. Si B et C' sont deux bases respectives de E et F,
on montre sans peine que B U C' est une famille o-libre maximale de ¥ & F. O

En particulier, K![zy,...,z,] est un o-espace. Les vecteurs (r1,...,z,) en forment une
o-base, et sa o-dimension est égale a n.
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Lemme 2.12 (Quotient). Soit E un o-espace et F C E un o-sous-espace. Le quotient E/F
est muni d’une structure de o-espace en posant op/p(e+ F) = og(e) + F, et l'on a

dim,E/F = dim, E — dim, F.

Démonstration. o/ est bien définie, additive (et injective si F' est o-algébriquement clos).
D’autre part, on a pour tout e € F et k € K,

op/r((e + F)k) = ogp(ek + F) = op(e)T(k) + F = og/p(e+ F)7(k),

donc E//F est bien un o-espace. Soit (by + F,...,b, + F) une o-base de E/F et (c1,...,¢n)
une o-base de F. Montrons que A = (by,...,b,,¢1,...,¢p) est une o-base de E. S’il existe
une distorsion 7(z,y) qui annule A, alors il existe deux distorsions 6(z) et y(y) telles que

m(z,y) = 6(z) —v(y) et
Op(bi,...,by) =7vr(c1,...,cm) € F.

En particulier, on a
5E/F(b1+F,,bn+F) =0,

donc 0 = 0, et yr(c1,...,cm) = 0, d'ot v = 0, et # = 0. La famille A est donc o-libre.
Montrons que E est algébrique sur A. Sie € E\ A, alors par maximalité de (b;+F, ..., b,+F),
il existe une distorsion § non nulle, et une autres h telle que

(SE(€> — hE(E) e F.

Mais par maximalité de (cy,...,cy), I'élément dg(e) — hg(b) est algébrique sur (¢, ..., ¢p) :
il existe une distorsion non nulle v telle que

’}/E(5E(€) — hE<b)) c <Cl, ce ,Cm>g.

Puisque 6 est non nulle, e est algébrique sur A. l

Lemme 2.13 (Cloture algébrique). Pour toute partie A C E, l'ensemble cl(A) des éléments
de E qui sont o-algébriques sur A est un o-sous espace de E, et

dim,cl(A) = dim, (A).

Démonstration. Soient a et b deux éléments o-algébriques sur A. Alors, pour tout k € K,
les éléments a + b, ak et a” sont c-algébrique sur {a,b}, lesquels sont algébriques sur A,
donc a + b, ak et a” sont algébriques sur A d’apres le lemme 2.9. Puisque (A) C cl(A), on a
dim, (A) < dim,cl(A). Réciproquement, il suffit de montrer d’apres le lemme précédent que
I'on a dim,E/cl(A) > dim,E/(A), et méme que pour tout a € cl(A), on a dim,E/(A,a) >
dim, E/(A). Supposons que a est dans la cloture de A. Soient by + A, ..., by + A o-libres.
Montrons que by + (A, a),,...,bs + (A, a), sont o-libres. Soit h(xy,...,z4) une distorsion
linéaire telle que hg(by,...,bs) € (A, a),. Il existe donc une distorsion g € K*'[z] telle que

hE(bly ey bd) + gE(CL) S A

La cloture de A étant un module, elle contient gg(a) : soit gg(A) = 0, auquel cas h = 0
par liberté de la famille b; + A, ..., by + A, soit il existe une distorsion non nulle v telle que
vge(a) € A, dou yhg(by,...,by) € A, ce qui implique vh = 0, et donc h = 0. O
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2.3. Morphismes de o-espaces. Soient deux o-espaces E et F. Une application o : £ — F
est un morphisme de o-espaces si a o 0 = 0 o  pour tout ¢ dans Kl[zy,..., x,].

Lemme 2.14. Soit a : E — F un morphisme de o-espaces.
(1) Si v est injectif, on a dim, F < dim, F.
(2) Si a est surjectif, on a dim, F' < dim, E.
(8) Si dim, E est fini, on a dim, Kera + dim, Ima = dim,, E.

Démonstration. (1) Si la famille (e, ..., e,) est o-libre dans E, et s'il existe une distorsion 0
telle que dp(aey, ..., ae,) = 0, alors

dr(aler, ... en)) =0poaler,...,e,) =aodg(er,...,e,) =0.
a étant injective, on a dg(eq,...,e,) = 0, ce qui implique § = 0 par liberté de la famille e;.
La famille (cey, ..., ae,) est donc o-libre.
(2) Sila famille (fy, ..., f,) est o-libre dans F', et si (e, ..., e,) en sont des antécédents par

a dans E, on montre que (ey,...,e,) est o-libre : si on a dg(eq,...,e,) = 0, en composant
par «, on déduit que 6p(fi,..., fn) =0, d’ou 6 = 0 par liberté de la famille (f1,..., f,)-

(3) Kera et Ima sont des o-espaces. L’application induite E/Kera — Ima définit un
morphisme de o-espaces bijectif. On conclut avec (1), (2) et le lemme 2.12. O

3. CORPS 0-ALGEBRIQUEMENT CLOS ET THEOREME DE CHEVALLEY-COHN

Soit K un corps non commutatif de centre k, soit a € K un élément hors du centre fixé,
et 0 : K — K la multiplication a gauche par a.

Lemme 3.1 (de Brauer). L’extension de corps commutatifs k(a)/k est algébrique de degré n
si et seulement si [K : C(a)]gauche €t €gal & n. En particulier, on a

(K C(a)]gauche = [K : C(a)]aroite-

Démonstration. On a [k(a) : k] = [K : C(a)|gquche d’apres un résultat de Brauer (voir
[Coh95, Corollary 3.3.9]). Remarquer que si a satisfait I’équation a™ + - -+ + ak; + ko = 0,
alors C'(a" + - - -+ ak;) = K, mais appartenir & C'(a" + - - - + ak;) est équivalent a étre racine
d’une certaine distorsion de degré n, donc [K : C(a)]gjquche < n d’apres le lemme 1.6. O

Géométriquement, la situation ou k(a)/k est algébrique est étrange puisque les ensembles
de dimension 0 et 1 sont tres similaires. Nous supposerons donc a transcendant sur le centre k.

Définition 3.2 (corps o-algébriquement clos). K est o-algébriquement clos si pour tout (b, c)
dans K?, I'équation ax — xb = ¢ a une solution dans K, et si toute distorsion de Kl[z] se
factorise en produit de distorsions de degré 1.

Théoréme 3.3 (de Cohn). K a une extension o-algébriquement close K/K de centre k.

Démonstration. Le corps K se plonge dans une cloture existencielle K de centre k& d’apres
[Coh95, Theorem 6.5.3] et [Coh95, Corollary 6.5.6] (voir aussi et [HW75]). D’apres [CohT73,
Theorem 2], cela suffit pour que pour chaque (b,c) dans K?, 1'équation ax — zb = ¢ ait
une solution dans K. D’aprés [Coh95, Theorem 8.5.1], cela suffit également pour que tout
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polynome a coefficients dans K ait une racine a droite dans K. On conclut avec le lemme 1.5.
OJ

Etant fixé un langage du premier ordre, et une théorie T dans ce langage, on dit que T

élimine les quantificateurs si toute formule ¢(xq,...,z,) de L est logiquement équivalente
modulo T & une formule ¢(x1, ..., z,) sans quantificateurs, i.e. si pour tout modele M de T,
et tout uplet (ay,...,a,) extrait de M, on a

olay,...,an) ET <= 9Y(a1,...,a,) =T

Théoréme 3.4 (de Tarski, élimination des quantificateurs). Si K est o-algébriquement clos,
la théorie de K, exprimée dans le langage (+, {ak }rek, 0, O) ot chaque «y, est un prédicat de
fonction unaire interprété par la multiplication a droite par k, élimine les quantificateurs.

Démonstration. Soit T la théorie de K dans ce langage, et A et B deux modeéles suffisamment
saturés de T. Soient aq,...,a, des éléments de A, et by,...,b, des éléments de B tels qu’il
existe un isomorphisme local 7w entre aq,...,a, et by,...,b,, c’est-a-dire que 7 est une bijec-
tion entre (ay,...,a,) et (by,...,b,) telle que pour toute formule sans quanteurs p(zxq, ..., x,)
en n-variables, p(ay, ..., a,) soit satisfaite dans A si et seulement si p(by, ..., b,) est satisfaite
dans B. Soit a,1 un élément de A. Montrons que 'on peut prolonger 7 en un isomorphisme
local de domaine de définition {ay, ..., a,41}. Clest suffisant d’apres [Poi85, théoreme 2.02].
Remarquons que A et B sont des K-espaces vectoriels a droite, et des o-espaces, puisque ces
propriétés sont exprimables par des formules du premier ordre.

Si a,41 est o-transcendant sur (aq,...,a,), on choisit pour b,,; un élément transcendant
sur (by,...,b,), ce qui est possible par hypothese de saturation.
Si a,.1 est o-algébrique sur (ay,...,a,), alors il existe une unique distorsion minimale

unitaire § et une autre distorsion -, telle que

dal(ani1) = valay, ... a,).

On choisit alors pour b,,1 une solution dans B de I’équation d(z) = vg(b1,. .., by), ce qui est
possible puisque B satisfait la théorie de K, et en particulier la formule Yy3z(d(z) = y).

Reste a vérifier que (aq,...,a,41) et (by, ..., b,y1) satisfont les mémes formules sans quan-
tificateurs, c¢’est-a-dire combinaisons booléennes de formules de la forme

(5([61, PN ,:Un+1) - 0

Il suffit de le faire pour la formule ci-dessus, que 'on peut mettre sous la forme

a(Tpy1) = Bz, .0, 2).

Si «v est la fonction nulle, alors il n’y a rien a démontrer. Si « est non nulle, et si as(a,41) =
Balai,...,ay), alors a,.; est o-algébrique sur (ay,...,a,), et 'on sait que o = &/J ot 4 est la
distorsion minimale de a,1; et que d4(an11) = va(aq,...,a,) pour une certaine distorsion +.
On a donc par construction de b, .1, et d’apres le lemme 2.3,

ap(bps1) = (/) p(bnt1) = ap(ya(br, ..., bn)).
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Mais on a également (&/'v)a(as,...,a,) = falaq,...,a,), qui est exprimable par une formule
sans quanteur, donc par hypothese, on a également (/v)g(by,...,b,) = Bp(b1,...,b,), dou
ap(byy1) = Bp(by, ..., by). La réciproque est symétrique. O

Corollaire 3.5. Soit S un systéme fini de o-équations et de o-inéquations a coefficients dans
un corps o-algébriquement clos K. Si S a une solution dans une extension L/ K de centre k,
il a une solution dans K.

Démonstration. Soit M une extension o-algébriquement close de L. Par élimination des quan-
teurs, toute formule & parametres dans K qui est vraie dans M l'est aussi dans K, donc K
possede une solution de S. 0

On définit sur K™ une topologie dont les fermés de bases sont de la forme {x € K" :
0k (Z) = 0} pour une distortion affine 4. Un sous ensemble C' C K™ est constructible si C est
une combinaison booléenne finie de fermés et d’ouverts de K. Une application f : K™ — K™
est un o-morphisme si ses applications coordonnées sont des distortions affines.

Théoréme 3.6 (de Chevalley-Cohn). Si K est o-algébriquement clos, f : K* — K™ un
o-morphisme et C' C K" une partie constructible, f(C) est une partie constructible de K™.

Démonstration. On a f(C) = {y € K™ :(3z € K") f(Z) =y}, un sous-ensemble de K™
définissable dans le langage étudié précédemment. D’apres le théoreme 3.4, il existe une
formule p(y) sans quantificateurs telle que f(C) ={y € K™ : o(y)}. O

Corollaire 3.7. Soit K un corps o-algébriqguement clos, I C K" un fermé et f : G — K"
un o-morphisme. L’image f(F) est un fermé de K™.

Démonstration. On peut se restreindre au cas ou F' est un ensemble g-algébrique, et méme
un groupe, quitte a translater G et a composer f par une translation. On peut également
supposer que f(0) = 0 quitte a retrancher a f une translation et a translater f(F). L’image
f(F) est constructible d’apres le théoreme de Chevalley-Cohn. Elle contient donc un ouvert
dense de son adhérence f(F') (voir [TY05, Proposition 1.4.6]). Le groupe f(F') est donc fermé
(voir [TY05, Proposition 21.2.2]). O

4. GEOMETRIE ALGEBRIQUE ELEMENTAIRE SUR K"

On considére un corps non commutatif A muni de 'application ¢ : K — K qui est
soit la multiplication a gauche par un élément a € K, soit la conjugaison par a. On note
K}xy,...,1,, K] Uensemble des distorsions affines, que l'on considére comme un K}[z]-
module a gauche.

4.1. Ensemble algébrique, module d’un ensemble. On appelle ensemble o-algébrique
'ensemble des racines dans K™ d’une famille S C Kl[zy,...,z,, K] de distorsions affines.
On le note

V(S) = {i € K" : 0g(Z) = 0 pour tout ¢ € S}.

L’application V' est décroissante, et 'on a V(0) = K™ et V(1) = 0.
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Réciproquement, étant donné un sous-ensemble V' C K", on appelle module de V' et 'on
note (V') I'ensemble des distorsions affines qui s’annulent sur V/,

I(V) = {5 € Kiay,...,2,, K] : 0g(Z) = 0 pour tout = € V}.

L’ensemble I(V) est un K![z]-sous module & gauche de K}[xy, ..., z,, K|. L’application I est
décroissante. On a I(Q) = Kl[zy,...,x,, K], ainsi que I[(K™) = 0 dés que [K : k| est infini
d’apres le résultat d’Amistsur, et

V(I (V(S))) = V(S).

Remarquer que 1 appartient a I(V') si et seulement si V' est vide, si et seulement si 1(V') est
égal & Kl[xy, ..., 2,, K]

4.2. Irréductibilité. Un espace topologique est irréductible s’il n’est pas la réunion de deux
fermés propres.

Lemme 4.1. Les fermés irréductibles sont précisément les ensembles o-algébriques.

Démonstration. Soit V(S) un ensemble o-algébrique. Si V/(S) = V(S;)U---UV(S,,), espace
affine & gauche V() sur le corps C(a) est recouvert par une réunion finie de sous-espaces
affines. Puisque C(a) est infini d’apreés [Lam91, Theorem 13.10], on en déduit que V'(S) est
inclus dans 1'un des V/(.S;), donc V' (.S) est irréductible. Réciproquement, un fermé irréductible
est un ensemble g-algébrique. 0

Corollaire 4.2 (Densité). Si 6 € Kl[zy,...,z,, K] s’annule en dehors d'un ensemble o-
algébrique V' (S) propre de K™, alors 6 est nulle.

4.3. Nullstellensatz.

Théoréeme 4.3 (Nullstellensatz faible). Si K est o-algébriquement clos, un module mazimal
de K.[xy,...,2n, K] qui ne contient pas 1 est de la forme (x, — a1,Ty — a2,..., Ty — p)o
pour un point (ay,...,a,) € K".

Démonstration. On s’inspire de [Art10] et [Per01]. Sin = 1, et si I est un module maximal
ne contenant pas 1, alors il existe une unique distorsion affine unitaire de degré minimal
appartenant a I, qui s’écrit d —b; ou ¢ est une distorsion linéaire unitaire et b € K. Montrons
que [ est engendré par cet élément. Soit v 4 by un autre élément de I, on a v = qd + r avec
deg,(r) < deg, (), puis v+ by = q(d — by) +r + by + q(b1), donc r + by +¢q(by) € I et r =0
par minimalité de 6. On a donc by + ¢(by) = 0 puisque 1 ¢ I, et I = (§ — by). Mais puisque
K est o-algébriquement clos, by = §(a;). Par maximalité de I, on a [ = (x — ay).

Sin > 1, et si x1,...,2, sont tous o-algébriques sur I U K, alors pour tout 7, on a
di(x; — a;) € I pour un certain §; de degré minimal et a; € K, et I est donc contenu dans le
module de la forme voulue, auquel il doit étre égal par maximalité. Supposons au contraire
que z; par exemple soit o-transcendant sur / U K. On fixe un b € K, etona 1 € (x1 — b, 1)
par maximalité de I : il existe h, € K:[2] non nul tel que

h(l’l—b)—lel,
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i.e. z1 — b est « inversible & gauche » dans K’ [zy,...,2,]/I. On peut supposer h, de degré m
constant indépendant de b (sans quoi I'on peut trouver b et ¢ tels que h.(z1 — ¢) — hy(z1 — b)
est non nul et appartient & I'). Posons

hy(x) = Zx”il@,
=0
d’ou . . .
ho(z1 —b) = (21— b)7 ki => 2T ki — > b7 k.
=0 =0 =0

Si tous les coefficients sont constants en b, on a nécessairement pour tout b € K,

S bk =0,
1=0

ce qui est impossible si a est transcendant sur k. 0

Corollaire 4.4. Supposons K o-algébriquement clos et soit I un module ne contenant pas 1.
Alors V(I) nest pas vide.

Démonstration. (1) D’apres le lemme de Zorn, I est contenu dans un module maximal M
qui ne contient pas 1, et V(M) C V(I) contient un point d’apres le Nullstellensatz. O

4.4. Cloture d’un module, composante radicale d’'un ensemble algébrique. Pour
tout module I de K}[xy,...,z,, K], on définit la cléture de I par :

c(I) = {f € Klay,...,2,, K] : il existe g € K}[x] non nulle telle que g(f) € I}.

On a l'inclusion I C cl(1), et cl{0} = K. On dit que [ est clos si I + K = cl(I), et que V(1)
est radical si I est clos.

Lemme 4.5. cl(I) est un module de Kl[zy,...,x,, K] et cl(cl(I)) = cl(I).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.13 puisque cl(!) est préci-

sément U'ensemble des éléments de K[z, ..., x,, K] qui sont g-algébriques sur I. U
Si I est un module de Kl[zy,...,x,], le quotient K}[zy,...,z,, K]/I est naturellement
muni d’une structure de K}[zy,...,z,]-module a gauche. On dit que le quotient est simple
si ses seuls sous-modules sont {0} et Kl[z1,...,z,]/1.
Lemme 4.6. Soit I un module de K}[z1, ..., z,, K].
(1) I est mazximal si et seulement si K:[zy, ... x,, K]/I est simple.
(2) I est clos si et seulement si pour tout 6 € K xy, ..., x,)/I non nul et v € K}a] non

nul, v(6) est non nul.

Démonstration. (1) Si I est maximal, soit 7™ : Kl[zy,...,x,] — Klzy,...,2,]/I la pro-
jection canonique, et M un Kl[zy,...,z,]-sous-module de K}[zy,...,2,]/I non nul. Alors
7Y (M) est un idéal & gauche de K![z,...,x,] contenant I proprement, donc 7~ (M) =
Kllzy, ... z,), dou M = K}[xy,...,x,]/I. Réciproquement, si I n’est pas maximal, soit .J
un idéal a gauche proprement compris entre I et Kl[zy,... z,]. Dans ce cas, J/I est un
sous-module de K}[xy,..., z,]/I non trivial. O
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Théoréme 4.7 (Nullstellensatz). Si K est o-algébriquement clos, on a pour tout module J
qui ne contient pas 1, on a

I(V(J)) C cl(J).

Si I C J est une inclusion propre de modules clos ne contenant pas 1, linclusion V (J) C V(I)
est propre.

Démonstration. K[z, ..., z,, K] est un module & gauche de type fini sur 'anneau noethé-
rien & gauche K}[z], donc J est finiment engendré. Soit dy,...,d, une famille génératrice
finie de J. Soit 6 € I(V(J)). On pose L = (01,...,0,,0 + 1),. Si x € V(L), alors = € V(J),
donc §(x) = 0. Mais on a aussi 6(z) + 1 = 0, une contradiction, donc 'ensemble V(L) est
vide. D’apres le corollaire 4.4, L contient 1 et il existe hq,..., h, et h tels que

1:h(6+1)+h161+"+hr(5r

h est non nul puisque J ne contient pas 1. En appliquant 1’égalité & un point de V(J), qui
est non vide puisque J est propre et d’apres le corollaire 4.4, on a nécessairement h(1) = 1,
d’ou ho € J, c’est-a-dire 0 € cl(J).

Si J est un module clos ne contenant pas 1, on en déduit I(V(J)) C J + K et donc
I(V(J))=J. O

4.5. Morphismes, comorphismes. Etant donné un ensemble o-algébrique V C K", on
définit

L,[V] =Ky, ..., 2., K]/I(V)
le K![z]-module quotient.
Définition 4.8 (o-Morphisme, o-comorphisme). Soient U C K™ et V' C K™ deux ensembles
algébriques. On appelle o-morphisme toute application f : U — V dont les applications coor-

données f1, ..., fn sont des distorsions affines. On appelle o-comorphisme de f le morphisme
de K}[x]-modules

[T V] — TL[UL 64 1(V) = 60 f + I(U)

Remarque 4.9. Un o-comorphisme f* : I',[V] — T',[U] est un morphisme de o-espaces au
sens de 6.5 : pour toute distortion 6 de Kl[zy,...,z,] et e1,... e, de K}[zy,...,2,, K], on a

[roorpler +I(V),....en +I(V)) = f*(0(e1,...,en) +I(V)) =b(e1,...,en)0 f+I(U), et
(SF[U}Of*(€1+[(V),...,€n+I(V)):5F[U](61Of+I(U),...,€nOf+[(U))

Définition 4.10 (o-Morphisme dominant). Un o-morphisme est dominant si son image
f(U) C V est dense dans V' pour la topologie de Zariski. C’est un o-isomorphisme s'il est
bijectif et si son inverse est un o-morphisme.

Lemme 4.11. Un morphisme f : U — V est dominant si et seulement si son comorphisme
[ To[V] — T, [U] est injectif.

Démonstration. On a

I(f(U)) ={v € T IK™ : qc(f(U) = 0} = {3 : FF(NOU) =0} = {7: f(v) € I(V)},
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donc I(f(U))/I(V) est égal a Ker f*. Donc f* est injective si et seulement si I(f(U)) c I(V),
c’est-a-dire si et seulement si V(I (f(U))) =f(U)="V. O

5. TOPOLOGIE TORDUE DE ZARISKI SUR K"

Soit K un corps non commutatif de centre k tel que [K : k| soit infini, soit @ un élément
hors du centre, et o la conjugaison par a. On appelle fermé de base de K™ un sous-ensemble

V() = {(xl,...,xn) € K" :0g(x1,...,2,) = 0}

oud € Klzy,...,x,, K] est une distorsion affine de K. On considére sur K™ la topologie 7,
dont les fermés de base constituent une base de fermés. Nous 'appellerons topologie tordue
de Zariski. Dans le cas particulier ou K est commutatif et algébriquement clos, 7, correspond
a la topologie de Zariski sur K, mais par sur K™ pour n > 2, puisque 1’on ne considére pas
les variétés définies par des polynomes irréductibles non linéaires. Cette topologie est en ce
sens assez grossiere. Une distorsion étant C'(a)-linéaire a gauche, un fermé de base non vide
a une structure de C'(a)-espace affine a gauche.

5.1. Topologie sur la droite K'. Si K est commutatif, ses fermés sont les ensembles finis
de points. Il en va différemment si K est non commutatif et a hors du centre. Les fermés
propres irréductibles sont de deux types, donnés soit par

xr =0,
qui correspond au singleton {b}, soit par une équation
whe+27ke 1 4+ 2% kg = b,
Un cas particulier, I’équation
(2) ahe+ 17 = b,

qui correspond & I'ensemble vide ou a I'espace affine a + C(a’) de C(a)-dimension finie au
plus ¢, le point a étant une solution particuliere de (2), et 5 une solution particuliéere non
nulle de ’équation homogene associée zk; + 27 = 0 (voir aussi [Coh95, p. 408]).

Lemme 5.1 (Fermés de K). Un fermé propre de K est une réunion finie de C(a)-espaces
affines a gauche de dimensions finies. Si K est o-algébriquement clos, les fermés propres
de K sont les réunions finies de Ck(a)-espaces affines a gauche de dimension finie.

Démonstration. La premiére assertion est une conséquence immédiate du lemme 1.6.(1). Ré-
ciproquement, pour tout kg € K, ’ensemble C(a)kq est 'ensemble des racines de x* —xk, lkg ,
donc c’est un fermé de K. L’application de ag : K™ — K définie par

Cla)ky x -+ x Cla)k, = Cla)ky + - + C(a)ky, (x1,...,2n) = 21 + -+ T,

est un o-morphisme de groupes, donc, si K est o-algébriquement clos, I'image de ag est
fermée d’apres le corollaire 3.7, de méme que chacun de ses translatés. O

Corollaire 5.2. La topologie tordue de Zariski sur K est noethérienne.
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5.2. Topologie sur K"™. Au dessus d’'un corps commutatif, un fermé de Zariski ne coupe
une droite propre qu’en un nombre fini de points. Ici :

Corollaire 5.3 (Intersection d’une droite et d'un fermé de K™). Soit F' un fermé de K" et
L une droite affine a gauche de K™, propre dans F'. Alors L coupe F' en une réunion finie
de C(a)-espaces affines de dimensions finies.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour un fermé de base V(§) défini par application

1 ) ¢ .
(3) 1,0y xy) :Zx‘fzkl,,;—i-'--—l—Zlekn’i:a,
i=0

i=0
soit I'espace vectoriel V() N L est de dimension finie sur C'(a), soit L C V(§). Supposons
V(0) N L non vide. La droite L est une intersection de n — 1 hyperplans a gauche d’équation
du type zia1 + -+ + Tp, = apy1 avee (aq,...,0p, apyq) dans K™ de sorte que 'on
peut exprimer chaque coordonnée d’un point (xy,...,x,) de L comme x; = 15; + B,11. En
remplagant dans (3), on obtient une équation de la forme

£
xcp+x%co g+ -+ 2% g =0,
et on conclut comme précédemment. O

Lemme 5.4. Tout K-espace affine a gauche est fermé.

Lemme 5.5. L’espace topologique K™ est noethérien.

Démonstration. A une suite décroissante d’ensembles o-algébriques V(I;) D V(L) D V(I3) - - -
correspond une suite croissante de modules I} C Iy C I3--- de K}[zy,...,z,, K], qui est un
module noethérien, donc les deux suites stationnent. Un fermé de Zariski étant une réunion
finie d’ensembles g-algébriques, on conclut facilement. O

6. DIMENSION DE ZARISKI

6.1. Dimension et hypersurface. On considere K un corps o-algébriquement clos.
Définition 6.1 (Dimension de Zariski). On définit la dimension de Zariski d’un ensemble
algébrique V. C K" par dim(V') = —1 si V est vide, et sinon
-1 si V est vide
dim(V) =
im(V') { dim, I',[V] = n — dim, I(V) sinon.
Remarques 6.2. (1) K est de dimension 1. Si a n’est pas dans le centre, C'k(a) ainsi que
tous les fermés propres de K considérés précédemment sont de dimension 0.
(2) L’espace K" est de dimension n et ses singletons de dimensions 0.
(3) La dimension est croissante : si F' C G sont deux fermés irréductibles, dim F' < dim G.

Théoréme 6.3 (Section par une hypersurface). Soit V- C K" un ensemble o-algébrique, et
§ une distorsion de K-[x1, ..., 2, K].

Si 6 est dans la cloture de I(V'), et si V NV (0) n'est pas vide, alors
dimV NV() =dimV.
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Si § n'est pas dans la cloture de I(V'), et si VNV () n'est pas vide,
dimV NV() =dimV — 1.

En particulier, si § ¢ K,
dimV(§) =n— 1.

Démonstration. Sid € cl(I(V)), et si VNV(J) n’est pas vide, 1 n’appartient pas a (I(V),0),.
D’apres le Nullstellensatz et le lemme 4.5, on a donc
IV)cI(VnV(©6)=1V(I(V),6) Ccl(L(V)U{d}) =cl(L(V)).

D’apres le lemme 2.13, on a dim, (V') = dim, cl(I(V)), d’ou la premiere égalité.

Supposons § ¢ cl(I(V)) et posons dimV = d. Supposons dimV N V(§) > d et soient
61,...,0, dans KL [zy,... 2., K] tels que 6, + I(V NV (), 64+ I(V NV (5)) soient o-
libres. La famille (61 +I(V),..., 04+ 1(V),0 + I(V)) est o-liée donc il existe une distorsion
g € K'[z1,...,2441] non nulle telle que g(dy,---,dq4,0) € I(V). Si g ne met en jeux que la
variable 2441, elle est du type h(z441) pour une certaine distorsion h € K*[z4,1] non nulle,
et dans ce cas h(d) € I(V) d’ou d € cl(I(V)), une contradiction. La distorsion g(z1, ..., z4,0)
est donc non nulle, mais on a également

g(01,...,64,0) € —g(0,...,0,6)+I(V) Cc I(VNV())
ce qui contredit la liberté de 6; + I(V NV (9)),...,d, + I(V NV(F)). On a donc montré
dimVNV(©) <d-—1.

Réciproquement, si VNV () n’est pas vide (en particulier, 1 n’appartient pas a (I(V'),d),),
on considere une famille 6y + I(V), ..., 04+ I (V') o-libre et on cherche a montrer qu’il existe
un entier i € {1,...,d} telle que la seule distorsion 7 vérifiant

’}/((51, . ,51',1, 5i+17 e ,(Sd) € [(V N V((S))
soit la distorsion nulle (on en déduit alors que 61 +I(V NV (9)),..., 0,1+ I1(VNV(0)), 01+
I(VNV(d)),...,04+ I(VNV(3)) est o-libre d’on dim V(I) NV () = d — 1). Supposons au
contraire que pour tout i € {1,...,d}, il existe une distorsion non nulle ~; telle que

’}/i((sl, Ce 75i717(5i+17 ce ,(Sd) € [(V N V((S))

Etant non nulle, v1 met en jeu au moins un 9;, disons ds, qui est o-algébrique sur
{03,...,04y UIV(I(V),d), donc sur {ds,...,04} Ucl(I(V)U{d}) d’apres le Nullstellensatz.
Mais 9 nous indique qu’il existe v # 0 telle que

772(517 537 s 75d) € <I(V)7 5>U
. On en déduit que § est algébrique sur {01, 3, . . ., 04 }UI (V). Par transitivité, d, est algébrique
sur {01, 03,...,04} U I(V), une contradiction, ce qui montre la deuxieme égalité.

Sid ¢ K, alorsd ¢ cl{0}. D’autre part, V() n’est pas vide puisque K est g-algébriquement
clos. On conclut avec I'égalité précédente appliquée a V = K" et I(V) = {0}. O
Corollaire 6.4. Soient VC W deuz ensembles algébriques distincts de K".

(1) Si W est radical et non vide, on a dimV < dim W.
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(2) Si J est un module vérifiant I(V) C J Ccl(I(V)) et 1 ¢ J, on a dimV(J) =dim V.

Théoréme 6.5 (Définitions équivalentes de la dimension). La dimension de Zariski d’un
ensemble algébrique V- C K" non vide est égale

(1) d la longueur mazimale d d’une chaine Iy C I, C --- C Iy de modules de K. [z, ..., 2, K]
ne contenant pas 1 qui soient clos et distincts, avec I(V') C Iy,

(2) a la longueur maximale d d’une chaine Vo C Vi C -+ C Vy d’ensembles algébriques
radicaux distincts et non vides de K" avec V; C V.

(3) au nombre minimal de distorsions 6y, ...,0q de K[y, ..., x,, K| nécessaires pour que
VNV (o,...,0q) soit de dimension 0.

Démonstration. (1) Montrons ’équivalence de (1) et (2). Si (2) nous donne une chaine d’en-
sembles o-algébriques radicaux Vg, ..., Vy, alors les modules de la chaine correspondante
I(Vp),...,I(Vy) sont clos et distincts et ne contiennent pas 1. Réciproquement, si 'on a une
chaine I,...,I; de modules clos donnée par (1), on consideére la chaine des variétés cor-
respondante V' (Iy),...,V(1y). Elle est constitué de variétés distinctes et radicale d’apres le
théoreme 4.7, et non vide d’apres le corollaire 4.4.

(2) Montrons que dim V' < d en construisant une chaine comme en (2) de longueur m =
dim V. Si m = 0, on choisit un module J maximal ne contenant pas 1 et vérifiant (V) C J C
cl(I(V)). J est donc clos et la chaine V' (J) est maximale d’apres le corollaire 6.4.1. Si m > 0,
on choisit J comme ci-dessus et ’'on pose V,,, = V(J). On a dim V,, > 0 et dim, cl(I(V},)) <n
d’aprés le lemme 2.13. D’aprés le théoreme 4.3, il existe § € K[z, ..., 2., K]\ cl(1(V;,) tel
que (0, 1(V,,,)) ne contienne pas 1. L’ensemble V,,, 1 = V,,, NV (9) n’est donc pas vide, et I'on
a dimV,, 1 =m — 1 d’apres le théoreme 6.3. On finit par récurrence.

Réciproquement, si (2) nous donne une chaine d’ensembles algébriques radicaux de lon-
gueur d, montrons par induction sur ¢ que pour tout ¢ < d, on a dimV; = 7. Pour ¢« = 0, le
module 7(Vj) est maximal ne contenant pas 1 donc dimVy = 0 d’apres le théoreme 4.3. Si
dimV; = ¢, soit 6 € I(V;) \ I(Viyq1) et soit V! = Viiy N V(J). On a dim V' = dimV;;; — 1
d’apres le théoreme 6.3. Si V' est radical, il est égal a V; par maximalité de la chaine,
et dimV;,; = ¢+ 1. Si V/ n’est pas radical, on peut choisir un module maximal J ne
contenant pas 1 et vérifiant (V') C J C cl(I(V")), de sorte que V(J) est clos et vérifie
VicV(J)C V' CVi. OnaV; = V(J) par maximalité de la chaine, et dim V' (J) = dim V'
d’apres le corollaire 6.4.2, d’ou dimV;,; = ¢ 4+ 1. Ceci montre que dimV,; = d, et donc
dimV > d.

(3) Si V= V(S) est de dimension d (avec S une base de I(V')), d’apres le théoreme 6.3, il
faut exactement d distorsions dy, ..., d; pour que VNV (dq,...,d4) soit de dimension 0. On
peut effectivement trouver de telles distortions en procédant comme ci-dessus. O]

Lemme 6.6 (Dimension d’un produit). Soient V C K" et W C K™ deux ensembles o-algé-
briques non vides. Alors V. x W C K"™™ est un ensemble o-algébrique, et

dimV x W =dimV + dim W.
Démonstration. SiV =V (61(Z),...,0,(Z)) et W =V (11(y),...,vm(y)), alors
VW= V((sl(f)a SRR 6n(‘%)771(g))’ s 77771(@))7
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et 'on a I(V x W) = I(V)® I(W) dés que I(V) et I(W) ne contiennent pas 1, donc
dim, I[(V x W) = dim, I (V') + dim, [ (W) d’apres le lemme 2.11, c¢’est-a-dire

n+m—dim(VxW)=n—dimV +m—dimW. O

6.2. Groupes o-algébriques. On note Gy, le groupe additif de K". On appelle groupe
o-algébrique tout ensemble c-algébrique de la forme V(S) ou S est un ensemble fini de
distortions linéaires. On note cl(S) la cloture de S dans K:[zy, ..., 2,]. Etant donné G C Gh,
un groupe algébrique, on note
G =V (cl(9)),

que l'on appelle composante radicale de G. Le groupe G° est bien défini, indépendamment
de S puisque 'on a S C I(V)), et cl(S) C cl(I(V)) d’ou V(cl(I(V)) C V(cl(S)). Ces deux
groupes étant radicaux et de méme dimension dim V' d’apres le théoreme 6.3, ils sont égaux
d’apres le corollaire 6.4.1.

Lemme 6.7 (Composante radicale). Le groupe G° est l'intersection de tous les sous-groupes
algébriques de G de dimension dim G, et on a

dim G° = dim G,
et G/G° est un Ck(a)-espace vectoriel a gauche de dimension finie.

Démonstration. G° est un groupe algébrique puisque K™ est noethérien. Les deux premiéres
assertions résultent du théoreme 6.3. Pour la derniere assertion, il suffit de montrer que s’il
existe une distortion n-linéaire § € cl(I(G)), alors G/G NV (§) est un Ck(a)-espace vectoriel
& gauche de dimension finie. Soit donc v € K:[x] non nulle de degré m telle que 6 € I(G).
Soient go, ..., g, dans G. On a donc Yk (dk(g;)) = 0 pour tout i. D’apres le lemme 1.6,
il existe une combinaison C'(a)-linéaire non triviale A\gdx(go) + -+ + Mk (9m) = 0, donc
Aogo + -+ Apgn € GNV(J). On en déduit que dime, (o) G/G NV (6) vaut au plus m. O

6.3. Morphismes et dimension.

Théoreme 6.8. Soit V C K" un ensemble o-algébrique et f :V — K™ un o-morphisme.
(1) Alors f(V') est un ensemble o-algébrique, et dimV > dim f(V).
(2) Si f:V — f(V) est un o-isomorphisme, alors dimV = dim f(V').
(8) Si les fibres de f sont de dimension au plus v, dim f(V) > dimV —r.

Démonstration. (1) f(V) est fermé d’apres le théoreme de Chevalley-Cohn. L’image d'un
irréductible par une application continue étant irréductible, I'ensemble f(V') est un fermé ir-
réductible d’apres le lemme 4.1, donc un ensemble o-algébrique. Considérons la restriction f :
V' — f(V). C’est un o-morphisme dominant, donc son o-comorphisme f* : I';[f (V)] — I',[V]
est injectif d’apres le lemme 4.11, ce qui implique dim f(V') < dim V' d’apres le lemme 2.14.

(2) Procede de (1).
(3) D’apres le théoreme 6.5.3, il existe 6y, ..., dans K[z, ..., 2y, K] telles que

dim (V(3y,...,0,) N f(V)) =0,
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avec s = dim f(V'). Le module engendré par d1,...,d5 et I(f(V)) ne contient pas 1. Il est
contenu dans un module maximal J ne contenant pas 1. D’apres le théoreme 4.3, il existe un
point y € f(V) tel que
{y} =V({J).
Puisque J est finiment engendré, il existe ay, ..., a, dans cl ((51, ..., 0s, I(f(V))) tels que
J = <51, 0 I(f(V)), an, . .. ,ap>
Soit X le fermé f~1(y), soit 6 =d;0 f et af =a;0 f. On a
X =V(,...,05,a),...,a,) NV,

[

et {af,...,as} Ccl(d],..., 0%, I(V)). On déduit du théoreme 6.3 que
dimX > dimV — s.
D’autre part , on a dim X < r par hypothese, d’ou dim f(V) > dimV —r. O

Théoréme 6.9 (de Ax-Grothendieck). Soit f : K" — K" un o-morphisme. Si les fibres de f
sont de dimension zéro, f est surjectif.

Premiere démonstration. L'image f(G) est un ensemble algébrique de K™ d’apres le théo-
reme 6.8.1. Il est de dimension n d’apres le théoreme 6.8.(3). Puisque K" est radical,
f(K"™) = K" d’apres le corollaire 6.4.1. O

7. SOUS-GROUPES FERMES IRREDUCTIBLES DE G,

K est toujours un corps non-commutatif, et o la conjugaison par un élément hors du centre.

On considere K /K une extension o-algbriquement close de centre k. On note Gy, , le groupe

n
a,o)

additif de K". On cherche a classer les sous-groupe o-algébriques de G _, & o-isomorphisme

prés. On s’inspire de [Hum75, Theorem 20.5] .

Lemme 7.1. Soit un entier n > 1, un sous-groupe G C ng}. Si G = V(0) pour une
distorsion non nulle a coefficients dans K, il existe un o-automorphisme ag de ng} a
coefficients dans K tel que 0 o ax s’annule sur {0} x G ;. De plus, si d=(0,...,0,d, 1)

est un point de G, on peut choisir « tel que ag(d) = d.

Démonstration. On traite le cas n = 1, le cas général étant similaire. Soit
m ) l )
i J
0z, y) = a7 ki+ > y” hy.
i=1 j=1

On appelle partie principale de § le polynoéme z° k,, + y"éhg. On montre le résultat par
induction sur m + ¢. Si m+ ¢ = 0, alors d(x,y) = xa+ yb. Si a =0, on pose a =id; si b =0
(auquel cas le point d est nul), on pose a(x,y) = (y,x). Si ab # 0, en posant

(z,y) = (ua™ — vba™

,0) = a(u, v),
on a
doa(u,v) =d(z,y) = u,

donc dg o ag s’annule sur {0} x Gl | et ag(d) = d.

a,o’
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Cas général, si m + £ > 0, on ne perd rien a supposer m > ¢ d’ou m > 0. On peut trouver
(a,b) € K? non nul annulant la partie principale de §. On peut supposer a # 0 par exemple.
On pose

(z,y) = (ua,v +u’" b) = alu,v).
On a bien ak(d) = d, et

0(z,y) = a7 ki + y”ehg + (termes de degré < m).
= (ua)”" ko + (v +u”"b)7 by + (termes de degré < m).

m

=u’ a°

m

b + 07 hy + w6 g + (termes de degré < m).
= 07 hy + (termes de degré < m).
On applique 'hypothese d’induction a d o a. 0

Théoréme 7.2 (Sous-groupes algébriques radicaux). Soit G C Gf, un sous-groupe al-
gébrique radical de dimension ¢ > 1 tel que G = V(61,...,0n,_¢) et tel que V(d1,...,0;)
soit radical pour tout i € {1,...,n — £}. Alors G est o-isomorphe a wa. De plus, st
d=(0,...,0,d,) est un point de G, on peut choisir un o-isomorphisme ag : G — wa

tel que ag(d) = (0,...,0,d,).

Démonstration. On traite seulement le cas £ = 1. On procede par récurrence sur n. Si n = 1,
le groupe G est égal a G;U d’apres le corollaire 6.4.1. Sin = 2, on a G = V(). D’apres
le lemme précédent, il existe un o-automorphisme ag de Gi’a (fixant d) tel que 0 o ak
s’annule sur {0} x G, ,. On a donc

ag V() CGi, — V(doa) D {0} x G}

a,0)

qui est un o-isomorphisme. Mais V(§ o A) est aussi radical, et de dimension 1 d’apres le
théoreme 6.3, donc on a nécessairement

V(50 A) = {0} x G,

donc o' : G — {0} x G}, est surjectif.

Si G C G ona G C V(d). Dapres le lemme précédent, il existe un automorphisme «a

a,o

de GJ1! tel que 01 o  s’annule sur {0} x GJ, (et fixe d). On a donc

ol V(6) C G — V(6 o) D {0} x GI

a,0)

qui est un g-automorphisme. Mais V(6 o A) est aussi radical, et de dimension n, donc
V(6 o) = {0} x G.,-

V(01 oa,...,0,-1 0 ) est radical et de dimension 1. Par hypothese de récurrence, il existe
un o-isomorphisme J3 entre V(d; 0, ..., 0,1 0 @) et G, (tel que fx(d) = d,,). On a donc
en particulier la restriction

Boat :G—>V(5loaoﬂ_1,...,5n_1oaoﬁ_l) C G;U.
Mais 'image de o a™! est radicale et de dimension 1, donc égale a G, O

Remarque 7.3. Si les coefficients définissant les équations de G sont dans le corps K, le
o-isomorphisme « est a coefficients dans K.



GEOMETRIE ALGEBRIQUE ELEMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS NON COMMUTATIF 23

8. RETOUR SUR TERRE

On considere un corps non commutatif K dont la caractéristique est un entier premier p
ou 0, et on s’intéresse a sa théorie du premier ordre Th(K') exprimée dans le langage des corps
(4, %,0,1). Puisque K n’est pas commutatif, d’aprées Wedderburn, il est infini. La théorie de
K n’est pas superstable (voir [Che78]). Si K est de caractéristique p, sa théorie n’est pas non
plus menue (voir [Mil07]). La question de savoir si Th(K') peut étre stable est encore ouverte,
mais si Th(K) est stable et de caractéristique p, le corps K n’est pas loin d’étre commutatif
puisque c’est un espace vectoriel de dimension finie sur son centre (voir [Milll]).

Nous nous intéressons ici au cas ou Th(K) n’a pas la propriété d’indépendance au sens de
Shelah. En caractéristique zéro, un exemple est donné par le corps des quaternions sur R,
interprétable dans le corps des réels. Voici un exemple de caractéristique p.

Soit I') = (pi : i € N) le sous-groupe ordonné de R*. On consideére le corps commutatif
H =F%9((T})) des séries formelles de Hahn

a = Z agt?
g€l'y

ayant un support S(a) C I', bien ordonné et des coefficients a, dans Fglg. Muni de sa
valuation naturelle v associant a une série le minimum de son support, le corps valué (H,v)
est maximal, i.e. n’a pas d’extension de corps valué ayant a la fois le méme corps résiduel
et le méme groupe de valuation (voir [Kru32] ou [EP05, Exercice 3.5.6]). Son corps résiduel
est infini, parfait et n’a pas la propriété d’indépendance. Son groupe de valuation est p-
divisible, donc H n’a pas la propriété d’indépendance d’apres [KSW11, Theorem 5.9]. Si la
caractéristique p est un entier impair, I'extension H(y/t)/H est galoisienne et cyclique de
groupe de Galois engendré par 'automorphisme o € Aut(H(\/t)/H) échangeant v/t et —+/1.
On considere le H(+/t)-espace vectoriel de dimension 2 & gauche

K=HWt)ye HWVt) =
muni de la multiplication interne définie par les deux regles
=17 et z-k=o(k)x pourtout ke H(V1).

K est une H-algebre non commutative de centre H et de dimension 4, interprétable dans H,
donc K n’a pas la propriété d’indépendance. Puisque la norme N nvayu de Textension
H(\/t)/H est définie par

Ny iy mla+ Wt) = a* + bt

il n’est pas difficile de vérifier que 'on a
tr ¢ NH(\/E)/H<H(\/E))7
donc K est un corps d’apres [Lam91, Corollary 14.8]. En caractéristique 2, on peut réitérer

une construction similaire a partir de I’extension cyclique galoisienne H (*v/t)/H.

Remarquons que le corps K ci-dessus n’est pas stable, puisque son centre ne l'est pas : H est
Hensélien (voir [Efr06, Corollary 18.4.2]), et posseéde une valuation non-triviale définissable
dans le langage des corps (voir [KJ15b, Theorem 5.2] ou [KJ15a, Theorem 3.10]).
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Définition 8.1 (Corps sans propriété d’indépendance). Un corps gauche K n’a pas la pro-
priété d’indépendance si chaque formule p(z,y) dans le langage des corps a une dimension
de Vapnis-Chervonenkis finie, c’est-a-dire s’il existe un entier naturel maximal n dépendant
de ¢ et des éléments (ay,...,a,) et (BJ)]C{LW’TL} dans K tels que que

(K |:gp(ai,l_u)) — ieJ

Les groupes définissables dans un corps sans propriété d’indépendance satisfont la condition
noethérienne suivante (voir [Poi87]).

Condition de chaine de Baldwin-Saxl 8.2 ([BS76]). Soit G un groupe, et $) une famille
de sous-groupes de G uniformément définissable par une formule p(z,y). Si o(z,y) a pour
dimension de Vapnis-Chervonenkis n, alors pour toute famille finie 8 C $, il existe une
famille R, C R de taille au plus n telle que

N&=[)R..

On peut étendre cette conditions a certaines parties d’un groupe uniformément définissables
qui ne sont pas nécessairement stables par multiplications (voir [Mil16]).

8.1. Préliminaire sur les corps commutatifs sans propriété d’indépendance. Si K
est un corps commutatif de caractéristique p, une extension commutative K (a)/K est de type
Artin-Schreier si a est racine de I'équation

XP—-X=0

pour un certain élément b de K. On sait peu de choses sur les corps commutatifs pour les-
quels Th(K) n’a pas la propriété d'indépendance. Nous utiliserons principalement le résultat
suivant (voir [KSW11, Theorem 4.3]), dont la démonstration repose sur la classification des
sous-groupes fermés irréductibles de G/ de dimension 1 :

Théoréme 8.3 (de Kaplan et Scanlon). Un corps commutatif infini de caractéristique p sans
propriété d’indépendance n’a pas d’extension propre de type Artin-Schreier.

Avec comme conséquence immédiate utilisant le résultat de Duret sur les corps faible-
ment algébriquement clos non séparablement clos (voir [Dur79, Theoreme 6.4] et [KSW11,
Corollary 4.5)) :

Corollaire 8.4 (de Kaplan et Scanlon). Un corps commutatif infini de caractéristique p sans
propriété d’indépendance contient le corps F9.

8.2. Préliminaires sur les corps non commutatifs de caractéristique p > 0 sans
propriété d’indépendance. On renvoit a [Her96, Lemma 3.1.1 p.70], [Lam03, Exercise
13.8 p. 205] et [Lam03, Exercise 16.11 p. 239] pour les résultats suivants.

Lemme 8.5 (de Herstein). Soit K un corps non commutatif de caractéristique p. Soit a un
élément de K* d’ordre fini et hors du centre de K. Il existe un élément b de K et un entier
1> 0 tels que

bab™' = a' # a.
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Lemme 8.6 (de Lam). Soit K un corps non commutatif de caractéristique p. Soit a un
élément de K* hors du centre de K tel que a”" soit dans le centre de K. Il existe un élément
b de K tel que

bab-' =b+1.

Lemme 8.7 (de Lam). Soit K un corps non commutatif de centre Z(K), eta € K un élément
algébrique sur Z(K). L’équation ax —xa = 1 a une solution x dans D si et seulement a n’est
pas séparable sur Z(K).

On considére un corps non commutatif K de caractéristique p tel que Th(K) n’a pas la
propriété d’indépendance.

Théoreme 8.8. Le centre de K est infini, et contient Fglg .

Démonstration. Sitous les éléments de K sont d’ordre fini, on montre que K est commutatif :
s’il existe un élément a hors du centre, d’apres le lemme de Herstein il existe un élément b
de D et un entier i > 0 tels que bab™' = a’ # a. Puisque l'on a supposé que b aussi est
d’ordre fini, il s’en suit que le corps engendré par a et b est fini, ce qui contredit le théoreme
de Wedderburn. Supposons donc qu’il existe un élément ¢ d’ordre infini. Le corps Z (C (c))
est infini et commutatif. Il contient une copie de F*9 d’aprés le corollaire 8.4. Il suffit de
montrer que le centre de K contient toute racine p"-ieme de I'unité. Supposons au contraire
qu’il existe un élément a € K \ Z(K) tel que a?” = 1. D’apres le lemme de Lam, il existe un
élément b € K tel que

(4) b* =b+1.

En élevant a la puissance p, on en déduit (b?)* = b* + 1, puis

(5) (P = b)* =P —b.

Si (bP — b) est d’ordre fini, disons (b* — b)P" = P — b, on a pour tout entier g,
(WP — b =P —b, et
(@ =v") =" —b.

Dans le corps commutatif engendré par b, le polynome X? — X — (b” — b) n’a qu'un nombre
fini de racines, donc il existe deux entiers q; # ¢ tels que B*"" = P”", et l'ordre de b
est fini. D’apres (4), a et b engendrent un corps fini, une contradiction avec le théoreme de
Wedderburn. L’ordre de (0? —b) est donc infini, et le corps commutatif Z (C’ (P — b)) est infini.

L’élément b commute avec Z(C’(bp —b)) donc Z(C’(b” - b)) (b)/Z (C’(bp — b)) est une extension
de type Artin-Schreier. D’apres le théoréme 8.3, I'élément b appartient a Z(C(bp - b)), donc
b et a commutent d’apres (5), une contradiction avec (4).

Remarque 8.9. Les corps non commutatifs ayant un centre fini existent. Considérons 1’auto-
morphisme de Froebenius o : x — 2P sur le corps Fglg, et le corps K = F;lg((a:, 0)) des séries
de Laurent

+o0 )
Z a;z"
i=m
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ou les a; sont des éléments de Fglg , et m € Z. La multiplication sur K est définie en posant

x-a=oc(a)-x pour tout a € Fglg.

Ceci définit bien une structure de corps non commutatif sur K (voir par exemple [Lam9l,
Exemple 1.8]). On peut vérifier que le centre de K est F,, (voir [Lam91, Proposition 14.2]).

Lemme 8.10. Pour tout élément a de K, on a
C(a? —a) = C(a).

Démonstration. Puisque a commute avec Z(C(ap - a)), le corps Z(C(ap - a))(a) est com-
mutatif, et I'extension Z(C’(a” - a))(a)/Z (C(ap — a)) est de type Artin-Schreier. Le corps
Z (C(ap - a)) est infini d’apres le lemme précédent. D’apres le théoreme 8.3, I'élément a
appartient a Z(C’(ap - a)), donc a commute avec C(a? — a), et C(a? — a) C C(a). O

Lemme 8.11 (Equation du métro). Pour tout élément a de K, l’équation ax —xa =1 n’a
pas de solution dans K.

Démonstration. Sinon, il existe un y tel que y* = y + 1. On en déduit (y?)* = y?» + 1. En
retranchant ces deux identités, on obtient

W =y =9 —y.

L’¢élément a commute avec y? — y, mais ne commute pas avec ¥y, une contradiction avec le
lemme précédent. O

Remarque 8.12. Les corps non commutatifs qui pour chaque élément a hors du centre pos-
sedent une solution a I’équation ax — za = 1 sont nombreux. On sait que pour tout corps
non commutatif K de centre k, il existe une extension L de K gardant pour centre k et telle
que I'équation ax — xa = 1 ait une solution dans L pour tout a € L transcendant sur k (voir

[CohT73]).

Corollaire 8.13. Pour tout élément a de K, on a
C(a?) = C(a).

Démonstration. L’élément a est algébrique sur ZC'(a”). Puisque 1'équation ax — za = 1 n’a
pas de solution dans K d’apres le lemme précédent, a est séparable sur ZC(a?) d’apres le
lemme de Lam, et a € ZC(a?), donc a commute avec C(a?), et C(a?) C C(a). O

8.3. Résultat général.

Théoreme 8.14. Un corps gauche sans propriété d’indépendance de caractéristique p > 0
est de dimension finie sur son centre.

Démonstration. Supposons que K contienne un élément a transcendant sur son centre k.

'za, on peut choisir une extension

Puisque k(a)/k est transcendant, en posant o (z) = a~
o-algébriquement close K /K de K d’apres le théoréme 3.3. Soit v : © — 2% —x. On cherche
a montrer que g est surjective, une contradiction avec le lemme 8.11 : dans ce cas, K est

algébrique sur son centre, et par un argument de compacité, il est de dimension finie sur k.
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Pour tout entier m > 1, on munit K™ de la topologie de Zariski tordue associée & o. On
emprunte une idée de [Sca99, KSW11] : pour tout uplet b = (by, ..., by) d’éléments non nuls
de K™*! on considére le sous-groupe algébrique G;—)”H(K ) C Gt défini par

Grt = {(w0, 21, ) € K™ 2 yie(w0)bo = ke (:)bi pour tout 1 < i <m .

Il s’agit d’une intersection non vide de m hypersurfaces, donc dim G;—)”H > 1 d’apres le
théoreme 6.3. Le noyau de la premiere projection

. (ym+1 1
7T1 . GE —> G’a’o_

est de dimension 0, donc dim G’—b"Jr1 < 1 d’apres le théoreme 6.8.3. D’apres la condition de
chaine 8.2, il existe un entier n tel que pour tout b = (b, ..., b,y1) dans K" il existe un
b;, disons par exemple b, tel que

n+1 n
() v (K)bi = () v ()i,
i=0 i=0
donc la projection
TK Gg‘H(K) — GY(K), (xo,21,..., %) = (T0, 21, .., Tn_1)
est surjective. Enfin,

Lemme 8.15 (de Hempel). Le groupe G}'(K) est radical si et seulement si la famille
(bal, . b_1> est Ck(a)-libre a droite.

’rrm

Démonstration du lemme. On s’inspire de [Hem15, Lemme 5.3]. On traite le cas m = 2, le
cas général étant similaire. Si by', b7" et by sont Cg(a)-liés & droite, alors il existe ko, k; et
k2 non tous nuls dans Ck(a) tels que

byl ko + b7tk byt ky = 0.
Soit (xg, 1) un élément fixé de G3. On a

(l’o,l’l, 513'2) S G% < l’g — SCo)bo = (%g — LCQ)bQ
o

o~~~

Ty — SCo)bob;le = (.CEg — xQ)kQ

— (2§ — xo)ko — (2] — @1)k1 = (25 — z2)ks

<~

= — (2§ — mo)ko — (x§ — 20)boby k1 = (25 — 22) k2
<~

< (woko + x1k1 + 22k2)° — (xoko + x1k1 + 22ka) =0,

On en déduit zoko + 1k + x2ks € cl (I(G%)) Si ks # 0 par exemple, le point (0,0,a) € G?
n’annule pas xoko + x1k1 + xoks, donc xoko + x1k1 + xoks ¢ I(G%). Ceci montre que G%’ n’est
pas radical.

Réciproquement, supposons G’% radical et by', byt by ! libres a droite sur Ck(a), et mon-
trons que G%’ est radical. La projection 7 : Gg — G% est surjective, et son noyau est de
dimension 0, donc

w(G})") = G
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puisque G% est radical, d’apres le théoreme 6.8.3 et le corollaire 6.4.1. Supposons par I’absurde
que G% ne soit pas radical. On prétend la chose suivante.

Pour tout (xg,z1) € G%, il existe un unique xs € K tel que (xq, x1,z2) € (G%)O.

En effet, s'il existe deux éléments distincts xo et yo tels que (xg, 21, x2) et (2o, 1, y2) soient
dans (G3)°, alors leur différence (0,0, 2, — y2) est également dans (G3)°, et donc x5 — y; €
Kerg, et {0} x {0} x Kerg~ est un sous-groupe non trivial de (G2)°. Pour chaque élément
(20,41, 22) € Gy 4, Puisque w((G2)") = G2, il existe uy € K tel que (o, y1,u2) € (G3)°. De
méme, la différence uy — 25 appartient a Kerg-y, et

(20, Y1, 22) = (20, y1,us) + (0,0, 20 — ua) € (G})°,
ce qui contredit le fait que I'inclusionn (G3)° C G} soit propre.

On peut donc définir f : G — K une fonction C/(a)-linéaire et définissable qui & (o, 1)
associe cet unique élément x5. Son graphe est le groupe algébrique Gz N (G%)?, défini par V/(5)
pour un ensemble S C K. [xq, 21, 5]. L’ensemble S contient 'équation () = (0)bobs ', et
puisque cette derniere définit a (z¢, x1) fixé une Ck(a)-droite affine, S contient au moins une
autre équation de la forme 6(x2) = (o) + S(z1) avec 0 non nulle, unitaire et distincte de ~.
On suppose ¢ de degré minimal, donc 6(z) = 2 (sinon on remplace x5 par x5 — y(xg)bobs ',
ce qui contredit la minimalité de §). On a donc

xo = axo) + f(x1),

et en remplacant x¢ par x; — v(zo)bob; ', et quitte & modifier a, on peut supposer que
f(x1) = w1k pour un k; € K. On a aussi by = f(0,1) € Ck(a). En remplagant z, dans
v(x9)be = y(x0)by, on obtient

(a(20)” = a(wo) + (2] — 21)ka ) ba — 7 (x0)bo = O,
puis

(Oé([[‘o)g — Oé(l‘()) + ”7(170)[)0[)1_1]{?1)()2 — ”}/(l’o)bg =0.
Comme cette derniere équation est valable pour tout xo € K, la distortion considérée est
nulle, et pour des raisons de degré, on a «(xg) = xoko avec kg = f(1,0) € Ck(a). On en
déduit pour tout zy € K,

V(o) ko +y(20)boby k1 — (0)boby " = 0,
et
by ko + b7k + 051 =0,

donc (bg*, b7, by!) est Ck(a)-liée & droite. Puisque b est un uplet d’éléments de I, la famille
(bt b7t by t) est également Ck(a)-liée, une contradiction avec ’hypothese. O

Lemme 8.16. Il existe un uplet b € K™ qui soit Cx(a)-libre d droite.

Démonstration. Sinon, il existe un uplet b € K™ tel que K C bCk(a) + --- + bp,Ck(a).
D’apres le lemme 5.1, ce dernier ensemble est fermé pour la topologie duale, et méme un
ensemble algébrique puisqu’irréductible. Il existe donc un entier ¢ et a;,...,a, € K tel que
pour tout x € K, on ait

apr + a1za + - - - + agza’ + zat = 0.
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On montre par récurrence sur ¢ que a; € K +a; 1K + --- + a,K. Pour i = 0, il suffit de
prendre x = 1 dans 1’équation. Si c’est vrai jusqu’au rang ¢, alors pour tout 7 < 4, on a
a; € K+ a1 K+ -+ a/K. En remplacant ces expressions dans 1'égalité ci-dessus, on
en déduit qu'il existe des distortions §,(z) = za? + \,_1xa?™t + -+ 4+ Aoz de degré q et a
coefficients a gauche dans K pour g € {i + 1,...,¢} telles que pour tout x € K, on ait,

ai+15i+1($) + -+ agdg(l') + .’IZ'GE—H = 0.

Les racines de d;1 dans K formant un Ck(a)-espace vectoriel de dimension finie, il existe
c € K tel que 0;11(c) # 0, dott a;41 € K +a;12K + -+ 4+ a,K, ce qui achéve la récurrence.
Pour i = ¢ on en déduit en particulier que a, € K, et par ricochet que a; € K pour tout 7. On
déduit de la premiere équation que K est de dimension finie sur C'x (a), une contradiction. [J

D’aprés les deux lemmes précédents, on peut peut choisir un uplet b de sorte que les
groupes Gg“ et G} soient radicaux. D’apres le théoreme 7.2, il existe deux o-isomorphismes
ox : Gi™' = G, et ex : G — G, & coefficients dans K, et 'on peut choisir § tel que

dk(d) = d avec d= 0,...,0,1). Le a:morphisme Pk = €k O Tk 0 0 fait donc commuter le
diagramme
n+1 ﬂ-K n
Gy b
GL, — Gl

Le noyau de mg est égal a C'(a)d, qui est de dimension 0, donc son image est de dimension 1
d’apres le théoreme 6.8.2. Mai G}(K) est radical, de sorte que mg est surjective. Donc px
'est aussi. Puisque 0 (d) = d, le noyau de pg est égal a Ck(a). D’apres le lemme 1.4, pg se
factorise dans K. [z] en px = Bk o 7k avec

vk (z) = 27 — x.

Puisque v et p sont a coefficients dans K, 3 est également a coefficients dans K. La
fonction Sk est nécessairement injective, ainsi que sa restriction Sx. Mais, d’apres la condition
de chaine, mx est surjective, donc px et Sx aussi. On en déduit que vx : K — K est
surjective. [
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