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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE ÉLÉMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS
NON COMMUTATIF

CÉDRIC MILLIET

Résumé. On considère un analogue de la topologie de Zariski sur un corps non commuta-
tif K. Un fermé de base est donné par les zéros d’un polynôme en la conjugaison par un
élément de K fixé à coefficients à droite dans K. Cela nous permet de développer des notions
de géométrie algébrique élémentaire : variété algébrique affine, morphisme, comorphisme, une
dimension de Zariski, un théorème de Chevalley pour les ensembles constructibles et un Null-
stellensatz. On applique ces résultats à la théorie des modèles des corps non commutatifs, en
considérant un corps non commutatif K dont la théorie dans le langage (+,×, 0, 1) n’a pas
la propriété d’indépendance de Shelah. Si K est de caractéristique p, on montre qu’il est de
dimension finie sur son centre.

L’histoire des corps non commutatifs commence en 1843 avec la découverte du corps des
quaternions (voir [Ham50]). Le premier exemple de corps non commutatif de dimension infinie
sur son centre est donné en 1903 : le corps des séries de Laurent F ((x, σ)) à coefficients
dans F = R(t), muni de la multiplication « tordue » par la règle ax = xσ(a), où σ est
l’automorphisme t 7→ 2t (voir [Hil03]).

En géométrie algébrique classique, on étudie les solutions d’un système S d’équations
polynomiales en n variables x1, . . . , xn à coefficients dans un corps commutatif k. On recherche
les solutions de S dans kn, ou plus souvent dans kn, pour une clôture algébrique k. Si l’on
autorise le corps k à être non commutatif, des problèmes élémentaires surgissent, à commencer
par savoir ce que l’on entend par polynôme en n variables. Dans un tel corps, le nombre de
racines d’un polynôme

p(x) = ad + ad−1x+ · · ·+ a0x
d

de degré d en une variable à coefficients à gauche dans k est soit inférieur ou égal à d soit
infini (voir [Her56]). Les racines de p se répartissent en d classes de conjugaison, au plus (voir
[GM65]). Le corps k est algébriquement clos (à droite) si chaque polynôme p non constant
a une racine dans k. Les corps algébriquement clos non commutatifs de dimension finie sur
leur centre sont les corps de quaternions dont le centre est un corps réel clos (voir [Niv41]
et [NE44]). Chaque corps se plonge dans un corps algébriquement clos de même centre (voir
[Coh95, Theorem 8.5.1]). Si l’on veut considérer des polynômes en deux variables et évaluer
chaque variable, il faut bien s’autoriser à considérer des monômes en une variable de la forme
axb, et plus généralement de la forme a0xa1 . . . xad. Dans ce cas, l’équation linéaire la plus
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simple
ax− xb = c

peut n’avoir de solutions dans aucune extension de k (voir [Coh95, Theorem 8.1.3]). À l’autre
extrême, il existe un corps non commutatif k tel que toute équation polynomiale en une
variable à coefficients dans k

a0 + (a101xa111 + · · ·+ a10nxa11n) + · · ·+ (ad01x . . . xadd1 + · · ·+ ad0nx . . . xaddn) = 0

ait une solution dans k (voir [ML85]). Plus généralement, on peut considérer un polynôme en
n variables à coefficients dans k comme étant une somme finie de produits finis de constantes
de k et de variables x1, . . . , xn ne commutant qu’avec les éléments du centre. On peut définir
que k est existentiellement clos si pour tout système S d’équations à coefficients dans k
possédant une solution dans une quelconque des extensions de k, S possède une solution
dans k ; on peut montrer que tout corps k se plonge dans une clôture existentielle k de même
centre et de même cardinal que k si k est infini (voir [Coh95, Theorem 6.5.3]). Cette notion
de polynôme ne semble pourtant pas propice à définir une notion d’indépendance algébrique
satisfaisant l’axiome de transitivité (voir [Coh95, p. 406]). Pas de dimension donc.

Motivé par une question de théorie des modèles, nous proposons une approche différente
réduisant autant que faire se peut le rôle de la multiplication.

1. Distorsions linéaires

1.1. L’algèbre des distorsions linéaires K1
σ[x]. Soit K un corps, commutatif ou non, et

soit σ un symbole de fonction unaire. On considère l’ensemble des polynômes formels en σ
à coefficients à droite dans K, sans terme constant, qu’on appelle espace des distorsions
linéaires de K.

K1
σ[x] =

{
n∑
i=0

xσ
i

ki : (k0, . . . , kn) ∈ Kn+1, n ∈ N
}
.

L’ensemble K1
σ[x] est un K-espace vectoriel à droite engendré par x, xσ, xσ2

, etc. Le σ-degré
d’une distorsion δ est la plus grande puissance de σ apparaissant avec un coefficient non nul
dans l’écriture de δ. On le note degσ δ, et on convient que le σ-degré de la distorsion nulle
est égal à −∞. Par définition, une distorsion est nulle si tous ses coefficients sont nuls.

On suppose que σ : K → K est aussi un morphisme additif de K, vérifiant la propriété
multiplicative suivante : il existe un morphisme injectif de corps τσ : K → K telle que pour
tout (a, b) ∈ K2, on ait

σ(ab) = σ(a)τσ(b).

On appelle σ un τ -morphisme. On considèrera par exemple les cas où σ est un morphisme
de corps, avec τσ = σ, ou encore la multiplication à gauche par un élément de K, auquel cas
τσ est l’identité. Dans tous les cas, la somme

n∑
i=0

xσ
i

ki +
n∑
j=0

xσ
j

hj =
n∑
i=0

xσ
i(ki + hi)
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et la composée (
n∑
i=0

xσ
i

ki

) n∑
j=0

xσ
j

hj

 =
n∑
i=0

 n∑
j=0

xσ
i+j

τ iσ(hj)ki


munissent K1

σ[x] d’une structure d’anneau associatif unitaire, intègre. Les seuls éléments
inversibles sont les homothéties. Si δ et γ sont deux distorsions linéaires, on a également

degσ(δγ) = degσ δ + degσ γ, et

degσ(δ + γ) 6 max(degσ δ, degσ γ).

Lemme 1.1 (Division euclidienne à droite dans K1
σ[x]). Pour tout δ et γ 6= 0 dans K1

σ[x],
il existe un unique couple q et r dans K1

σ[x] tel que

δ = q(γ) + r et degσ r < degσ γ.

Démonstration. Par récurrence sur degσ δ. Si degσ δ = −∞, on pose q = 0 et r = 0. Si
degσ δ = n + 1 et degσ γ = d, soient xσn+1

kn+1 et xσd
kd les termes dominants de δ et γ. Si

d > n+ 1, on pose q = 0 et r = δ. Si d 6 n+ 1. On a

degσ
(
δ − (γk−1

d )σn+1−d

kn+1
)
< n+ 1.

En posant q1(x) = (xk−1
d )σn+1−d

kn+1, on applique l’hypothèse de récurrence à δ − q1(γ) : il
existe q2 et r tels que degσ r < d et

δ − q1(γ) = q2(γ) + r.

On pose alors q = q1 + q2. �

Corollaire 1.2. K1
σ[x] est un anneau principal à gauche et noethérien à gauche.

Démonstration. Soit I un idéal à gauche non nul, et γ ∈ I \ {0} de degré minimal. Si δ ∈ I,
on a δ = q(γ) + r avec degσ r < degσ γ. Mais q(γ) ∈ I, donc r = 0 et I = 〈γ〉. �

Corollaire 1.3 (Identité de Bézout). Soient δ et γ deux distorsions et α leur plus grand
facteur commun à droite. Il existe deux distorsions u et v telles que

uγ + vδ = α.

Démonstration. L’idéal à gauche K1
σ[x]γ + K1

σ[x]δ étant principal, il est égal à K1
σ[x]π pour

une distorsion π, et π divise γ et δ à droite. On a donc l’égalité K1
σ[x]π = K1

σ[x]α. �

1.2. Évaluation dans K, racines et factorisation. À une distortion δ =
n∑
i=1

xσ
i

ki, on

associe l’application évaluation δK : K → K définie par

δK : g 7→
n∑
i=1

σi(g)ki.

Pour toutes distortions δ et γ, on a

(δ + γ)K = δK + γK , et

(δγ)K = δK ◦ γK
de sorte que l’opérateur évaluation eval : δ 7→ δK est un morphisme d’anneaux.
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Lemme 1.4 (Factorisation à l’aide d’une racine non nulle). Soit δ une distorsion de σ-degré
n+ 1. Si a est une racine non nulle de δK, il existe une distorsion γ de σ-degré n telle que

δ = γ(xσ − xa−1aσ).

Démonstration. On divise δ à droite par xσ − xa−1aσ : il existe q ∈ K1
σ[x] et r ∈ K tels que

δ = γ(xσ − xa−1aσ) + xr.

Puisque δK et xσ−xa−1aσ s’annulent en a, et du fait que δ 7→ δK est un morphisme d’anneaux,
on déduit que r est nul. �

Le lemme précédent est inutile pour factoriser une distorsion qui ne s’annule qu’en zéro.
Lorsque σ est la conjugaison par un élément a ∈ K, on donne une condition suffisante (et
nécessaire lorsque a est transcendant sur k) pour factoriser une distorsion de degré n.

Lemme 1.5. Soit σ la conjugaison par a. Une distorsion de degré n se factorise en produit
de distorsions de degré un dès que tout polynôme a0 + a1x+ · · ·+ an−1x

n−1 + xn de degré au
plus n à coefficients dans K a une racine à droite dans K.

Démonstration. Soit a2x−axα+xβ une distorsion de degré 2. Pour tout b et c dans K, on a

(ax− xc)(ax− xb) = a2x− ax(b+ c) + xbc.

On choisit pour c une solution de l’équation x2−αx+ β = 0, et l’on pose b = α− c, de sorte
que l’on a

b+ c = α et bc = αc− c2 = β.

Soit a3x− a2xα + axβ − xγ une distorsion de degré 3. Pour tout b, c et d dans K, on a

(ax− xd)(ax− xc)(ax− xb) = a3x− a2x(b+ c+ d) + ax(bc+ bd+ cd)− xbcd.

On choisit pour d une solution de l’équation x3 − αx2 + βx− γ = 0, pour c une solution de
l’équation x2 − (α− d)x+ β + αd− d2 = 0 et on pose b = α− c− d, de sorte que l’on a

0 = (c2 − (α− d)c+ β + αd− d2)× d = c2d− (α− d)cd+ γ = γ − bcd, et

bc+ bd+ cd = (b+ c)d+ bc = (α− d)d+ bc = αd− d2 + γd−1 = β.

Le cas des degrés supérieurs est similaire. �

Lemme 1.6 (Structure de l’ensemble des racines). Soit σ un morphisme de corps, et δ une
distorsion de degré n. L’ensemble des racines de δK dans K est un Fix(σ)-espace vectoriel à
gauche de dimension au plus n.

Démonstration. Si n = 1, et si δ est unitaire, δ(x) = xσ + xk0. D’après le lemme 1.4, si a et
b sont deux racines non nulles de δK , on a nécessairement

(1) a−1aσ = b−1bσ.

Ceci se traduit par ab−1 ∈ Fix(σ), donc a et b sont liées à gauche. On conclut immédiatement
par récurrence avec le lemme 1.4 sachant que δK étant Fix(σ)-linéaire à gauche, si δ = δ1δ2,
la dimension du noyau de δK ne peut excéder la somme des dimensions des noyaux de ses
facteurs. �
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Exemples 1.7. (1) Si K est commutatif de caractéristique p > 0 et si σ est l’application de
Froebenius, x 7→ xp, on retrouve qu’un polynôme en xp de degré pn n’a pas plus de pn
racines.

(2) Si K est un corps non commutatif, et σ la conjugaison par un élément a ∈ K hors du
centre (ou la multiplication à gauche par a), on obtient que les racines dans K d’une
distorsion de degré n forment un C(a)-espace vectoriel à gauche de dimension au plus n.

1.3. L’algèbre des distorsions n-linéaires K1
σ[x1, . . . , xn]. On définit leK-espace vectoriel

à droite K1
σ[x1, . . . , xn] des distorsions n-linéaires de Kn en posant

K1
σ[x1, . . . , xn] = K1

σ[x1]⊕ · · · ⊕K1
σ[xn].

On le munit d’une structure d’anneau associatif non-commutatif en posant(
n∑
i=1

γi(xi)
) n∑

j=1
δj(xj)

 =
n∑
i=1

 n∑
j=1

γiδj(xj)
 .

Cet anneau est dépourvu d’unité si n > 1. Les éléments x1, . . . , xn sont des unités à gauche,
mais pas à droite. On voit aisément qu’il ne possède pas de diviseurs de zéros. Son centre est
réduit à {0}.

Théorème 1.8 (de Hilbert, version faible). K1
σ[x1, . . . , xn] est un anneau noethérien à gauche.

Démonstration. Par récurrence sur n. Si K1
σ[x1, . . . , xn] n’est pas noethérien à gauche, il

existe un idéal à gauche I ⊂ K1
σ[x1, . . . , xn] qui n’est pas finiment engendré. On construit par

induction une suite (δ0, δ1, δ2, . . . ) d’éléments de K1
σ[x1, . . . , xn] en posant I` = 〈δ0, . . . , δ`〉,

de telle sorte que pour tout entier `, l’élément δ`+1 soit de σ-degré minimal en xn vérifiant

δ`+1 ∈ I \ I`.

Posons
d` = degσ,xn

δ`.

La chaîne des degrés d0, d1, d2 . . . est croissante. Puisque K1
σ[x1, . . . , xn−1] est un sous-anneau

noethérien à gauche par hypothèse de récurrence, d` est positif à partir d’un certain rang N .
Les termes de plus haut degré en xn de δN+1 et δN sont de la forme xσdN+1

n kN+1 et xσdN

n kN .
On pose

g = (δNk−1
N )σ

dN+1−dN
kN+1 ∈ IN ,

de sorte que degσ,xn
(δN+1 − g) < dN+1. Mais δN+1 − g ∈ I \ IN , contredisant le caractère

minimal de dN+1. �

2. σ-Espace et algèbre linéaire tordue

On considère un corps K muni d’un τ -morphisme σ : K → K.

Définition 2.1 (σ-Espace). On appelle σ-espace tout K-espace vectoriel à droite E muni
d’un morphisme additif σE : E → E vérifiant la propriété multiplicative suivante. Pour tout
e ∈ E et k ∈ K, on a

σE(ek) = σE(e)τ(k).
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Exemples 2.2. (1) E = K, avec σE = σ est un σ-espace.
(2) E = K1

σ[x], avec pour σE la multiplication à gauche par xσ, est un σ-espace.

On définit un morphisme de K-espaces vectoriels eval : K1
σ[x]→ EE, δ 7→ δE, en posant

(xσi)E(e) = σiE(e)

pour les éléments de la base canonique de K1
σ[x] et en étendant eval à K1

σ[x] par linéarité.

Lemme 2.3. Si E est un σ-espace, l’opérateur δ 7→ δE est multiplicatif.

Démonstration. On a pour tout e ∈ E,(
(xσi

k)(xσj

`)
)
E

(e) =
(
xσ

i+j

τ i(`)k
)
E

(e)

= σi+jE (e)τ i(`)k

= σiE(σjE(e)`)k

= (xσi

k)E ◦ (xσj

`)E(e).

L’opérateur δ 7→ δE étant additif par définition, on en déduit l’égalité (δγ)E = δE ◦ γE. �

Lemme 2.4. Un ensemble E est un σ-espace si et seulement si c’est un K1
σ[x]-module à

gauche.

Démonstration. Un σ-espace E a une structure naturelle de K1
σ[x]-module à gauche obtenue

en posant pour tout δ ∈ K1
σ[x] et e ∈ E,

δ · e = δE(e).

Réciproquement, tout K1
σ[x]-module à gauche E a une structure de K-espace vectoriel à

droite, en posant ek = (xk) · e, et de σ-espace, ce que l’on voit en posant σE(e) = xσ · e, d’où

σE(ek) = xσ · ek = ((xσ)(xk)) · e = (xστ(k)) · e = σE(e)τ(k). �

Lemme 2.5. Supposons que σ(x) = ax ou σ(x) = xa pour un élément a /∈ k. L’opérateur
K1
σ[x1, . . . , xn]→ KKn

, δ 7→ δK est injectif si [K : C(a)] est infini.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 1.6 �

2.1. Algèbre linéaire tordue, indépendance algébrique, algébricité. Étant donné un
σ-espace E, un σ-sous-espace de E est un sous espace vectoriel stable par σE. Pour toute
partie A ⊂ E, on note 〈A〉σ l’intersection de tous les σ-sous-espaces contenant A. Une famille
(e1, . . . , en) de E est σ-liée s’il existe une distorsion non nulle δ ∈ K1

σ[x1, . . . , xn] telle que

δE(e1, . . . , en) = 0.

Dans le cas contraire, elle est σ-libre. Elle est σ-génératrice si pour tout élément f de E, il
existe δ ∈ K1

σ[x1, . . . , xn] telle que

f = δE(e1, . . . , en).

C’est une σ-base si elle est σ-libre et maximale ayant cette propriété.
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Lemme 2.6 (σ-Base incomplète). Soit E un σ-espace non nul, G une partie σ-génératrice
et L ⊂ G une partie σ-libre. Il existe une σ-base B de E telle que L ⊂ B ⊂ G.

Démonstration. Si B = {Bi : i ∈ I} est une réunion croissante de familles σ-libres de E, leur
réunion ⋃B l’est également, ce qui permet d’appliquer le lemme de Zorn. �

Corollaire 2.7. Tout σ-espace possède une σ-base.

Si B est une σ-base de E, alors, pour tout élément e de E \B, la famille B∪{e} est σ-liée :
il existe b1, . . . , bn dans B, un élément δ ∈ K1

σ[x1, . . . , xn] et h ∈ K1
σ[x] non nul tels que

hE(e) = δE(b1, . . . , bn).

L’ensemble des h ∈ K1
σ[x] tels que hE(e) ∈ 〈B〉σ est un idéal à gauche non nul de K1

σ[x]
engendré par une unique distorsion unitaire δe de degré d que l’on appelle la distorsion
minimale de e. On dit que e est σ-algébrique de degré d sur B.

Définition 2.8 (Algébricité). Soit E un σ-espace, B ⊂ E une partie, et b ∈ B. On dit que
b est σ-algébrique sur B s’il existe une distortion h ∈ K1

σ[x] non nulle telle que

hE(b) ∈ 〈B〉σ.

Une partie A ⊂ E est σ-algébrique sur B si tout a ∈ A est σ-algébrique sur B.

Lemme 2.9 (Transitivité du caractère algébrique). Soient A, B, C trois parties de E. Si
A est σ-algébrique sur B et si B est σ-algébrique sur C, alors A est σ-algébrique sur C.

Démonstration. Soit a ∈ A. Il existe des éléments non nuls h, γ1, . . . , γn dans K1
σ[x] et deux

familles δ1, . . . , δn de K1
σ[x] et β1, . . . , βn de K1

σ[x1, . . . , xn], des éléments b1, . . . , bn dans B et
c1, . . . , cm de C tels que pour tout i ∈ {1, . . . , n},

hE(a) = δ1E(b1) + · · ·+ δnE(bn) et γiE(bi) = βiE(c1, . . . , cm),

En particulier, en posant c̄ = (c1, . . . , cm), il y a une expression de la forme

εE(a) = βE(c̄) +
∑
i∈I

πiE(bi),

avec ε ∈ K1
σ[x] non nulle, et on en choisit une de telle sorte que l’ensemble I ⊂ {1, . . . , n} soit

de cardinal minimal possible. Montrons que I est nécessairement vide. S’il contient 1 disons,
alors π1 est non nul. On appelle α le plus grand diviseur commun à droite de π1 et γ1, et il
existe deux distorsions u et v telles que uπ1 + vγ1 = α. Si u = 0, alors γ1 divise α à droite,
donc γ1 divise π1 à droite : π1 = π′1γ1. En remplaçant dans l’égalité ci-dessus, cela contredit
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le caractère minimal de I. On a donc u 6= 0. En posant γ1 = γ′1α, on a alors

(γ′1uε)E(a) = (γ′1uβ)E(c̄) + γ′1E

(
uE

(∑
i∈I

πiE(bi)
))

= (γ′1uβ)E(c̄) + γ′1E

(uπ1)E(b1) +
∑

i∈I\{1}
(uπi)E(bi)


= (γ′1uβ)E(c̄) + γ′1E

αE(b1)− (vγ1)E(b1) +
∑

i∈I\{1}
(uπi)E(bi)


= (γ′1uβ)E(c̄) + β1E(c̄)− (γ′1vβ1)E(c̄) +

∑
i∈I\{1}

(γ′1uπi)E(bi)

avec γ′1uε non nulle puisque γ′1, u et ε sont non nulles, une contradiction avec le caractère
minimal de I. �

2.2. σ-Dimension.

Théorème 2.10 (de Steinitz, σ-dimension). Soit E un σ-espace. Toutes les σ-bases de E
ont même cardinal, que l’on appelle σ-dimension de E.

Démonstration. On traite le cas particulier où E possède une σ-base finie (b1, . . . , bn). Soit
(c1, . . . , cm) une famille σ-libre de E. Par maximalité de la famille B = (b1, . . . , bn), on peut
écrire γE(c1) = δE(b̄) pour une certaine distorsion γ non nulle. En particulier, δ est non nulle,
donc x1 par exemple y apparaît. Dans ce cas, b1 est algébrique sur (c1, b2 . . . , bn), mais puisque
E est algébrique sur B, d’après le lemme précédent, E est algébrique sur (c1, b2 . . . , bn), donc
(c1, b2 . . . , bn) est bien une σ-base. On conclut de la même façon que (c1, c2, b3, . . . , bn) est
une σ-base, et de proche en proche, on peut rajouter tous les ci. Si m < n, on arrive à la
conclusion que cm est algébrique sur ses prédécesseurs, une contradiction, d’où m 6 n. On
conclut par symétrie que n = m. �

On note dimσE la σ-dimension d’un σ-espace E. Le corps K est de σ-dimension nulle :
si a ∈ K est un élément non nul, xσ − xa−1aσ est non nul, et annule a. L’algèbre K1

σ[x] est
engendrée par x ; sa σ-dimension est égale à 1.

Lemme 2.11 (Somme). Soient E et F deux σ-espaces, alors la somme E ⊕ F est naturel-
lement munie d’une structure de σ-espace en posant σE⊕F (e+ f) = σE(e) + σF (f), et

dimσE ⊕ F = dimσE + dimσF.

Démonstration. σE⊕F est additive, et pour tout e+ f dans E ⊕ F et tout k dans K, on a

σE⊕F ((e+ f)k) = σE(ek) + σF (fk) = σE(e)τ(k) + σF (f)τ(k) = σE⊕F (e+ f)τ(k),

ce qui montre que E ⊕ F est un σ-espace. Si B et C sont deux bases respectives de E et F ,
on montre sans peine que B ∪ C est une famille σ-libre maximale de E ⊕ F . �

En particulier, K1
σ[x1, . . . , xn] est un σ-espace. Les vecteurs (x1, . . . , xn) en forment une

σ-base, et sa σ-dimension est égale à n.
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Lemme 2.12 (Quotient). Soit E un σ-espace et F ⊂ E un σ-sous-espace. Le quotient E/F
est muni d’une structure de σ-espace en posant σE/F (e+ F ) = σE(e) + F , et l’on a

dimσE/F = dimσE − dimσF.

Démonstration. σE/F est bien définie, additive (et injective si F est σ-algébriquement clos).
D’autre part, on a pour tout e ∈ E et k ∈ K,

σE/F ((e+ F )k) = σE/F (ek + F ) = σE(e)τ(k) + F = σE/F (e+ F )τ(k),

donc E/F est bien un σ-espace. Soit (b1 + F, . . . , bn + F ) une σ-base de E/F et (c1, . . . , cm)
une σ-base de F . Montrons que A = (b1, . . . , bn, c1, . . . , cm) est une σ-base de E. S’il existe
une distorsion π(x̄, ȳ) qui annule A, alors il existe deux distorsions δ(x̄) et γ(ȳ) telles que
π(x̄, ȳ) = δ(x̄)− γ(ȳ) et

δE(b1, . . . , bn) = γF (c1, . . . , cm) ∈ F.

En particulier, on a
δE/F (b1 + F, . . . , bn + F ) = 0,

donc δ = 0, et γF (c1, . . . , cm) = 0, d’où γ = 0, et π = 0. La famille A est donc σ-libre.
Montrons que E est algébrique sur A. Si e ∈ E\A, alors par maximalité de (b1+F, . . . , bn+F ),
il existe une distorsion δ non nulle, et une autres h telle que

δE(e)− hE(b̄) ∈ F.

Mais par maximalité de (c1, . . . , cm), l’élément δE(e)− hE(b̄) est algébrique sur (c1, . . . , cm) :
il existe une distorsion non nulle γ telle que

γE(δE(e)− hE(b̄)) ∈ 〈c1, . . . , cm〉σ.

Puisque γδ est non nulle, e est algébrique sur A. �

Lemme 2.13 (Clôture algébrique). Pour toute partie A ⊂ E, l’ensemble cl(A) des éléments
de E qui sont σ-algébriques sur A est un σ-sous espace de E, et

dimσcl(A) = dimσ〈A〉.

Démonstration. Soient a et b deux éléments σ-algébriques sur A. Alors, pour tout k ∈ K,
les éléments a + b, ak et aσ sont σ-algébrique sur {a, b}, lesquels sont algébriques sur A,
donc a+ b, ak et aσ sont algébriques sur A d’après le lemme 2.9. Puisque 〈A〉 ⊂ cl(A), on a
dimσ〈A〉 6 dimσcl(A). Réciproquement, il suffit de montrer d’après le lemme précédent que
l’on a dimσE/cl(A) > dimσE/〈A〉, et même que pour tout a ∈ cl(A), on a dimσE/〈A, a〉 >
dimσE/〈A〉. Supposons que a est dans la clôture de A. Soient b1 + A, . . . , bd + A σ-libres.
Montrons que b1 + 〈A, a〉σ, . . . , bd + 〈A, a〉σ sont σ-libres. Soit h(x1, . . . , xd) une distorsion
linéaire telle que hE(b1, . . . , bd) ∈ 〈A, a〉σ. Il existe donc une distorsion g ∈ K1[x] telle que

hE(b1, . . . , bd) + gE(a) ∈ A.

La clôture de A étant un module, elle contient gE(a) : soit gE(A) = 0, auquel cas h = 0
par liberté de la famille b1 + A, . . . , bd + A, soit il existe une distorsion non nulle γ telle que
γgE(a) ∈ A, d’où γhE(b1, . . . , bd) ∈ A, ce qui implique γh = 0, et donc h = 0. �
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2.3. Morphismes de σ-espaces. Soient deux σ-espaces E et F . Une application α : E → F

est un morphisme de σ-espaces si α ◦ δE = δF ◦ α pour tout δ dans K1
σ[x1, . . . , xn].

Lemme 2.14. Soit α : E → F un morphisme de σ-espaces.
(1) Si α est injectif, on a dimσ E 6 dimσ F .
(2) Si α est surjectif, on a dimσ F 6 dimσ E.
(3) Si dimσ E est fini, on a dimσ Kerα + dimσ Imα = dimσ E.

Démonstration. (1) Si la famille (e1, . . . , en) est σ-libre dans E, et s’il existe une distorsion δ
telle que δF (αe1, . . . , αen) = 0, alors

δF (α(e1, . . . , en)) = δF ◦ α(e1, . . . , en) = α ◦ δE(e1, . . . , en) = 0.

α étant injective, on a δE(e1, . . . , en) = 0, ce qui implique δ = 0 par liberté de la famille ei.
La famille (αe1, . . . , αen) est donc σ-libre.

(2) Si la famille (f1, . . . , fn) est σ-libre dans F , et si (e1, . . . , en) en sont des antécédents par
α dans E, on montre que (e1, . . . , en) est σ-libre : si on a δE(e1, . . . , en) = 0, en composant
par α, on déduit que δF (f1, . . . , fn) = 0, d’où δ = 0 par liberté de la famille (f1, . . . , fn).

(3) Kerα et Imα sont des σ-espaces. L’application induite E/Kerα → Imα définit un
morphisme de σ-espaces bijectif. On conclut avec (1), (2) et le lemme 2.12. �

3. Corps σ-algébriquement clos et théorème de Chevalley-Cohn

Soit K un corps non commutatif de centre k, soit a ∈ K un élément hors du centre fixé,
et σ : K → K la multiplication à gauche par a.

Lemme 3.1 (de Brauer). L’extension de corps commutatifs k(a)/k est algébrique de degré n
si et seulement si [K : C(a)]gauche est égal à n. En particulier, on a

[K : C(a)]gauche = [K : C(a)]droite.

Démonstration. On a [k(a) : k] = [K : C(a)]gauche d’après un résultat de Brauer (voir
[Coh95, Corollary 3.3.9]). Remarquer que si a satisfait l’équation an + · · · + ak1 + k0 = 0,
alors C(an + · · ·+ ak1) = K, mais appartenir à C(an + · · ·+ ak1) est équivalent à être racine
d’une certaine distorsion de degré n, donc [K : C(a)]gauche 6 n d’après le lemme 1.6. �

Géométriquement, la situation où k(a)/k est algébrique est étrange puisque les ensembles
de dimension 0 et 1 sont très similaires. Nous supposerons donc a transcendant sur le centre k.

Définition 3.2 (corps σ-algébriquement clos). K est σ-algébriquement clos si pour tout (b, c)
dans K2, l’équation ax − xb = c a une solution dans K, et si toute distorsion de K1

σ[x] se
factorise en produit de distorsions de degré 1.

Théorème 3.3 (de Cohn). K a une extension σ-algébriquement close K/K de centre k.

Démonstration. Le corps K se plonge dans une clôture existencielle K de centre k d’après
[Coh95, Theorem 6.5.3] et [Coh95, Corollary 6.5.6] (voir aussi et [HW75]). D’après [Coh73,
Theorem 2], cela suffit pour que pour chaque (b, c) dans K2, l’équation ax − xb = c ait
une solution dans K . D’après [Coh95, Theorem 8.5.1], cela suffit également pour que tout
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polynôme à coefficients dans K ait une racine à droite dans K . On conclut avec le lemme 1.5.
�

Étant fixé un langage du premier ordre, et une théorie T dans ce langage, on dit que T
élimine les quantificateurs si toute formule ϕ(x1, . . . , xn) de L est logiquement équivalente
modulo T à une formule ψ(x1, . . . , xn) sans quantificateurs, i.e. si pour tout modèle M de T,
et tout uplet (a1, . . . , an) extrait de M , on a

ϕ(a1, . . . , an) |= T ⇐⇒ ψ(a1, . . . , an) |= T

Théorème 3.4 (de Tarski, élimination des quantificateurs). Si K est σ-algébriquement clos,
la théorie de K, exprimée dans le langage

(
+, {αk}k∈K, σ, 0

)
où chaque αk est un prédicat de

fonction unaire interprété par la multiplication à droite par k, élimine les quantificateurs.

Démonstration. Soit T la théorie de K dans ce langage, et A et B deux modèles suffisamment
saturés de T. Soient a1, . . . , an des éléments de A, et b1, . . . , bn des éléments de B tels qu’il
existe un isomorphisme local π entre a1, . . . , an et b1, . . . , bn, c’est-à-dire que π est une bijec-
tion entre (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bn) telle que pour toute formule sans quanteurs ϕ(x1, . . . , xn)
en n-variables, ϕ(a1, . . . , an) soit satisfaite dans A si et seulement si ϕ(b1, . . . , bn) est satisfaite
dans B. Soit an+1 un élément de A. Montrons que l’on peut prolonger π en un isomorphisme
local de domaine de définition {a1, . . . , an+1}. C’est suffisant d’après [Poi85, théorème 2.02].
Remarquons que A et B sont des K -espaces vectoriels à droite, et des σ-espaces, puisque ces
propriétés sont exprimables par des formules du premier ordre.

Si an+1 est σ-transcendant sur (a1, . . . , an), on choisit pour bn+1 un élément transcendant
sur (b1, . . . , bn), ce qui est possible par hypothèse de saturation.

Si an+1 est σ-algébrique sur (a1, . . . , an), alors il existe une unique distorsion minimale
unitaire δ et une autre distorsion γ, telle que

δA(an+1) = γA(a1, . . . , an).

On choisit alors pour bn+1 une solution dans B de l’équation δ(x) = γB(b1, . . . , bn), ce qui est
possible puisque B satisfait la théorie de K , et en particulier la formule ∀y∃x(δ(x) = y).

Reste à vérifier que (a1, . . . , an+1) et (b1, . . . , bn+1) satisfont les mêmes formules sans quan-
tificateurs, c’est-à-dire combinaisons booléennes de formules de la forme

δ(x1, . . . , xn+1) = 0.

Il suffit de le faire pour la formule ci-dessus, que l’on peut mettre sous la forme

α(xn+1) = β(x1, . . . , xn).

Si α est la fonction nulle, alors il n’y a rien à démontrer. Si α est non nulle, et si αA(an+1) =
βA(a1, . . . , an), alors an+1 est σ-algébrique sur (a1, . . . , an), et l’on sait que α = α′δ où δ est la
distorsion minimale de an+1 et que δA(an+1) = γA(a1, . . . , an) pour une certaine distorsion γ.
On a donc par construction de bn+1, et d’après le lemme 2.3,

αB(bn+1) = (α′δ)B(bn+1) = α′B(γB(b1, . . . , bn)).
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Mais on a également (α′γ)A(a1, . . . , an) = βA(a1, . . . , an), qui est exprimable par une formule
sans quanteur, donc par hypothèse, on a également (α′γ)B(b1, . . . , bn) = βB(b1, . . . , bn), d’où
αB(bn+1) = βB(b1, . . . , bn). La réciproque est symétrique. �

Corollaire 3.5. Soit S un système fini de σ-équations et de σ-inéquations à coefficients dans
un corps σ-algébriquement clos K. Si S a une solution dans une extension L/K de centre k,
il a une solution dans K.

Démonstration. Soit M une extension σ-algébriquement close de L. Par élimination des quan-
teurs, toute formule à paramètres dans K qui est vraie dans M l’est aussi dans K , donc K
possède une solution de S. �

On définit sur Kn une topologie dont les fermés de bases sont de la forme {x̄ ∈ Kn :
δK(x̄) = 0} pour une distortion affine δ. Un sous ensemble C ⊂ Kn est constructible si C est
une combinaison booléenne finie de fermés et d’ouverts de Kn. Une application f : Kn → Km

est un σ-morphisme si ses applications coordonnées sont des distortions affines.

Théorème 3.6 (de Chevalley-Cohn). Si K est σ-algébriquement clos, f : Kn → Km un
σ-morphisme et C ⊂ Kn une partie constructible, f(C) est une partie constructible de Km.

Démonstration. On a f(C) = {ȳ ∈ Km : (∃x̄ ∈ Kn) f(x̄) = y}, un sous-ensemble de Km

définissable dans le langage étudié précédemment. D’après le théorème 3.4, il existe une
formule ϕ(ȳ) sans quantificateurs telle que f(C) = {ȳ ∈ Km : ϕ(ȳ)}. �

Corollaire 3.7. Soit K un corps σ-algébriquement clos, F ⊂ Kn un fermé et f : G → Km

un σ-morphisme. L’image f(F ) est un fermé de Km.

Démonstration. On peut se restreindre au cas où F est un ensemble σ-algébrique, et même
un groupe, quitte à translater G et à composer f par une translation. On peut également
supposer que f(0) = 0 quitte à retrancher à f une translation et à translater f(F ). L’image
f(F ) est constructible d’après le théorème de Chevalley-Cohn. Elle contient donc un ouvert
dense de son adhérence f(F ) (voir [TY05, Proposition 1.4.6]). Le groupe f(F ) est donc fermé
(voir [TY05, Proposition 21.2.2]). �

4. Géométrie algébrique élémentaire sur Kn

On considère un corps non commutatif K muni de l’application σ : K → K qui est
soit la multiplication à gauche par un élément a ∈ K, soit la conjugaison par a. On note
K1
σ[x1, . . . , xn, K] l’ensemble des distorsions affines, que l’on considère comme un K1

σ[x]-
module à gauche.

4.1. Ensemble algébrique, module d’un ensemble. On appelle ensemble σ-algébrique
l’ensemble des racines dans Kn d’une famille S ⊂ K1

σ[x1, . . . , xn, K] de distorsions affines.
On le note

V (S) =
{
x̄ ∈ Kn : δK(x̄) = 0 pour tout δ ∈ S

}
.

L’application V est décroissante, et l’on a V (0) = Kn et V (1) = ∅.
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Réciproquement, étant donné un sous-ensemble V ⊂ Kn, on appelle module de V et l’on
note I(V ) l’ensemble des distorsions affines qui s’annulent sur V ,

I(V ) =
{
δ ∈ K1

σ[x1, . . . , xn, K] : δK(x̄) = 0 pour tout x ∈ V }.

L’ensemble I(V ) est un K1
σ[x]-sous module à gauche de K1

σ[x1, . . . , xn, K]. L’application I est
décroissante. On a I(∅) = K1

σ[x1, . . . , xn, K], ainsi que I(Kn) = 0 dès que [K : k] est infini
d’après le résultat d’Amistsur, et

V (I (V (S))) = V (S).

Remarquer que 1 appartient à I(V ) si et seulement si V est vide, si et seulement si I(V ) est
égal à K1

σ[x1, . . . , xn, K].

4.2. Irréductibilité. Un espace topologique est irréductible s’il n’est pas la réunion de deux
fermés propres.

Lemme 4.1. Les fermés irréductibles sont précisément les ensembles σ-algébriques.

Démonstration. Soit V (S) un ensemble σ-algébrique. Si V (S) = V (S1)∪· · ·∪V (Sm), l’espace
affine à gauche V (S) sur le corps C(a) est recouvert par une réunion finie de sous-espaces
affines. Puisque C(a) est infini d’après [Lam91, Theorem 13.10], on en déduit que V (S) est
inclus dans l’un des V (Si), donc V (S) est irréductible. Réciproquement, un fermé irréductible
est un ensemble σ-algébrique. �

Corollaire 4.2 (Densité). Si δ ∈ K1
σ[x1, . . . , xn, K] s’annule en dehors d’un ensemble σ-

algébrique V (S) propre de Kn, alors δ est nulle.

4.3. Nullstellensatz.

Théorème 4.3 (Nullstellensatz faible). Si K est σ-algébriquement clos, un module maximal
de K1

σ[x1, . . . , xn,K] qui ne contient pas 1 est de la forme 〈x1 − a1, x2 − a2, . . . , xn − an〉σ
pour un point (a1, . . . , an) ∈ Kn.

Démonstration. On s’inspire de [Art10] et [Per01]. Si n = 1, et si I est un module maximal
ne contenant pas 1, alors il existe une unique distorsion affine unitaire de degré minimal
appartenant à I, qui s’écrit δ−b1 où δ est une distorsion linéaire unitaire et b1 ∈ K . Montrons
que I est engendré par cet élément. Soit γ + b2 un autre élément de I, on a γ = qδ + r avec
degσ(r) < degσ(δ), puis γ + b2 = q(δ − b1) + r + b2 + q(b1), donc r + b2 + q(b1) ∈ I et r = 0
par minimalité de δ. On a donc b2 + q(b1) = 0 puisque 1 /∈ I, et I = 〈δ − b1〉. Mais puisque
K est σ-algébriquement clos, b1 = δ(a1). Par maximalité de I, on a I = 〈x− a1〉.

Si n > 1, et si x1, . . . , xn sont tous σ-algébriques sur I ∪ K , alors pour tout i, on a
δi(xi − ai) ∈ I pour un certain δi de degré minimal et ai ∈ K , et I est donc contenu dans le
module de la forme voulue, auquel il doit être égal par maximalité. Supposons au contraire
que x1 par exemple soit σ-transcendant sur I ∪K . On fixe un b ∈ K , et on a 1 ∈ 〈x1 − b, I〉
par maximalité de I : il existe hb ∈ K1

σ[x] non nul tel que

h(x1 − b)− 1 ∈ I,



GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE ÉLÉMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS NON COMMUTATIF 14

i.e. x1− b est « inversible à gauche » dans K1
σ[x1, . . . , xn]/I. On peut supposer hb de degré m

constant indépendant de b (sans quoi l’on peut trouver b et c tels que hc(x1− c)− hb(x1− b)
est non nul et appartient à I). Posons

hb(x) =
m∑
i=0

xσ
i

ki,

d’où
hb(x1 − b) =

m∑
i=0

(x1 − b)σ
i

ki =
m∑
i=0

xσ
i

1 ki −
m∑
i=0

bσ
i

ki.

Si tous les coefficients sont constants en b, on a nécessairement pour tout b ∈ K ,
m∑
i=0

bσ
i

ki = 0,

ce qui est impossible si a est transcendant sur k. �

Corollaire 4.4. Supposons K σ-algébriquement clos et soit I un module ne contenant pas 1.
Alors V (I) n’est pas vide.

Démonstration. (1) D’après le lemme de Zorn, I est contenu dans un module maximal M
qui ne contient pas 1, et V (M) ⊂ V (I) contient un point d’après le Nullstellensatz. �

4.4. Clôture d’un module, composante radicale d’un ensemble algébrique. Pour
tout module I de K1

σ[x1, . . . , xn, K], on définit la clôture de I par :

cl(I) =
{
f ∈ K1

σ[x1, . . . , xn, K] : il existe g ∈ K1
σ[x] non nulle telle que g(f) ∈ I

}
.

On a l’inclusion I ⊂ cl(I), et cl{0} = K. On dit que I est clos si I +K = cl(I), et que V (I)
est radical si I est clos.

Lemme 4.5. cl(I) est un module de K1
σ[x1, . . . , xn, K] et cl(cl(I)) = cl(I).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.13 puisque cl(I) est préci-
sément l’ensemble des éléments de K1

σ[x1, . . . , xn, K] qui sont σ-algébriques sur I. �

Si I est un module de K1
σ[x1, . . . , xn], le quotient K1

σ[x1, . . . , xn, K]/I est naturellement
muni d’une structure de K1

σ[x1, . . . , xn]-module à gauche. On dit que le quotient est simple
si ses seuls sous-modules sont {0} et K1

σ[x1, . . . , xn]/I.

Lemme 4.6. Soit I un module de K1
σ[x1, . . . , xn, K].

(1) I est maximal si et seulement si K1
σ[x1, . . . , xn, K]/I est simple.

(2) I est clos si et seulement si pour tout δ̄ ∈ K1
σ[x1, . . . , xn]/I non nul et γ ∈ K1

σ[x] non
nul, γ(δ̄) est non nul.

Démonstration. (1) Si I est maximal, soit π : K1
σ[x1, . . . , xn] → K1

σ[x1, . . . , xn]/I la pro-
jection canonique, et M un K1

σ[x1, . . . , xn]-sous-module de K1
σ[x1, . . . , xn]/I non nul. Alors

π−1(M) est un idéal à gauche de K1
σ[x1, . . . , xn] contenant I proprement, donc π−1(M) =

K1
σ[x1, . . . , xn], d’où M = K1

σ[x1, . . . , xn]/I. Réciproquement, si I n’est pas maximal, soit J
un idéal à gauche proprement compris entre I et K1

σ[x1, . . . , xn]. Dans ce cas, J/I est un
sous-module de K1

σ[x1, . . . , xn]/I non trivial. �
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Théorème 4.7 (Nullstellensatz). Si K est σ-algébriquement clos, on a pour tout module J
qui ne contient pas 1, on a

I(V (J)) ⊂ cl(J).
Si I ⊂ J est une inclusion propre de modules clos ne contenant pas 1, l’inclusion V (J) ⊂ V (I)
est propre.

Démonstration. K1
σ[x1, . . . , xn,K ] est un module à gauche de type fini sur l’anneau noethé-

rien à gauche K1
σ[x], donc J est finiment engendré. Soit δ1, . . . , δr une famille génératrice

finie de J . Soit δ ∈ I(V (J)). On pose L = 〈δ1, . . . , δr, δ + 1〉σ. Si x ∈ V (L), alors x ∈ V (J),
donc δ(x) = 0. Mais on a aussi δ(x) + 1 = 0, une contradiction, donc l’ensemble V (L) est
vide. D’après le corollaire 4.4, L contient 1 et il existe h1, . . . , hr et h tels que

1 = h(δ + 1) + h1δ1 + · · ·+ hrδr.

h est non nul puisque J ne contient pas 1. En appliquant l’égalité à un point de V (J), qui
est non vide puisque J est propre et d’après le corollaire 4.4, on a nécessairement h(1) = 1,
d’où hδ ∈ J , c’est-à-dire δ ∈ cl(J).

Si J est un module clos ne contenant pas 1, on en déduit I(V (J)) ⊂ J + K et donc
I(V (J)) = J . �

4.5. Morphismes, comorphismes. Étant donné un ensemble σ-algébrique V ⊂ Kn, on
définit

Γσ[V ] = K1
σ[x1, . . . , xn, K]/I(V )

le K1
σ[x]-module quotient.

Définition 4.8 (σ-Morphisme, σ-comorphisme). Soient U ⊂ Kn et V ⊂ Km deux ensembles
algébriques. On appelle σ-morphisme toute application f : U → V dont les applications coor-
données f1, . . . , fm sont des distorsions affines. On appelle σ-comorphisme de f le morphisme
de K1

σ[x]-modules
f ∗ : Γσ[V ] −→ Γσ[U ], δ + I(V ) 7→ δ ◦ f + I(U)

Remarque 4.9. Un σ-comorphisme f ∗ : Γσ[V ] → Γσ[U ] est un morphisme de σ-espaces au
sens de 6.5 : pour toute distortion δ de K1

σ[x1, . . . , xn] et e1, . . . , en de K1
σ[x1, . . . , xn, K], on a

f ∗ ◦ δΓ[V ](e1 + I(V ), . . . , en + I(V )) = f ∗(δ(e1, . . . , en) + I(V )) = δ(e1, . . . , en) ◦ f + I(U), et

δΓ[U ] ◦ f ∗(e1 + I(V ), . . . , en + I(V )) = δΓ[U ](e1 ◦ f + I(U), . . . , en ◦ f + I(U))

Définition 4.10 (σ-Morphisme dominant). Un σ-morphisme est dominant si son image
f(U) ⊂ V est dense dans V pour la topologie de Zariski. C’est un σ-isomorphisme s’il est
bijectif et si son inverse est un σ-morphisme.

Lemme 4.11. Un morphisme f : U → V est dominant si et seulement si son comorphisme
f ∗ : Γσ[V ]→ Γσ[U ] est injectif.

Démonstration. On a

I
(
f(U)

)
=
{
γ ∈ Γσ[Km] : γK(f(U)) = 0

}
=
{
γ : f ∗(γ)(U) = 0

}
=
{
γ : f ∗(γ) ∈ I(U)

}
,



GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE ÉLÉMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS NON COMMUTATIF 16

donc I
(
f(U)

)
/I(V ) est égal à Kerf ∗. Donc f ∗ est injective si et seulement si I

(
f(U)

)
⊂ I(V ),

c’est-à-dire si et seulement si V
(
I (f(U))

)
= f(U) = V . �

5. Topologie tordue de Zariski sur Kn

Soit K un corps non commutatif de centre k tel que [K : k] soit infini, soit a un élément
hors du centre, et σ la conjugaison par a. On appelle fermé de base de Kn un sous-ensemble

V (δ) =
{

(x1, . . . , xn) ∈ Kn : δK(x1, . . . , xn) = 0
}

où δ ∈ K1
σ[x1, . . . , xn, K] est une distorsion affine de Kn. On considère sur Kn la topologie τσ,

dont les fermés de base constituent une base de fermés. Nous l’appellerons topologie tordue
de Zariski. Dans le cas particulier où K est commutatif et algébriquement clos, τσ correspond
à la topologie de Zariski sur K1, mais par sur Kn pour n > 2, puisque l’on ne considère pas
les variétés définies par des polynômes irréductibles non linéaires. Cette topologie est en ce
sens assez grossière. Une distorsion étant C(a)-linéaire à gauche, un fermé de base non vide
a une structure de C(a)-espace affine à gauche.

5.1. Topologie sur la droite K1. Si K est commutatif, ses fermés sont les ensembles finis
de points. Il en va différemment si K est non commutatif et a hors du centre. Les fermés
propres irréductibles sont de deux types, donnés soit par

x = b,

qui correspond au singleton {b}, soit par une équation

xk` + xσk`−1 + · · ·+ xσ
`

k0 = b.

Un cas particulier, l’équation

(2) xk` + xσ
` = b,

qui correspond à l’ensemble vide ou à l’espace affine α + C(a`)β de C(a)-dimension finie au
plus `, le point α étant une solution particulière de (2), et β une solution particulière non
nulle de l’équation homogène associée xk` + xσ

` = 0 (voir aussi [Coh95, p. 408]).

Lemme 5.1 (Fermés de K). Un fermé propre de K est une réunion finie de C(a)-espaces
affines à gauche de dimensions finies. Si K est σ-algébriquement clos, les fermés propres
de K sont les réunions finies de CK(a)-espaces affines à gauche de dimension finie.

Démonstration. La première assertion est une conséquence immédiate du lemme 1.6.(1). Ré-
ciproquement, pour tout k0 ∈ K, l’ensemble C(a)k0 est l’ensemble des racines de xa−xk−1

0 kσ0 ,
donc c’est un fermé de K. L’application de αK : Kn → K définie par

C(a)k1 × · · · × C(a)kn → C(a)k1 + · · ·+ C(a)k1, (x1, . . . , xn) 7→ x1 + · · ·+ xn

est un σ-morphisme de groupes, donc, si K est σ-algébriquement clos, l’image de αK est
fermée d’après le corollaire 3.7, de même que chacun de ses translatés. �

Corollaire 5.2. La topologie tordue de Zariski sur K est noethérienne.



GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE ÉLÉMENTAIRE AU-DESSUS D’UN CORPS NON COMMUTATIF 17

5.2. Topologie sur Kn. Au dessus d’un corps commutatif, un fermé de Zariski ne coupe
une droite propre qu’en un nombre fini de points. Ici :

Corollaire 5.3 (Intersection d’une droite et d’un fermé de Kn). Soit F un fermé de Kn et
L une droite affine à gauche de Kn, propre dans F . Alors L coupe F en une réunion finie
de C(a)-espaces affines de dimensions finies.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour un fermé de base V (δ) défini par l’application

(3) δ(x1, . . . , xn) =
∑̀
i=0

xσ
i

1 k1,i + · · ·+
∑̀
i=0

xσ
i

n kn,i = α,

soit l’espace vectoriel V (δ) ∩ L est de dimension finie sur C(a), soit L ⊂ V (δ). Supposons
V (δ)∩L non vide. La droite L est une intersection de n− 1 hyperplans à gauche d’équation
du type x1α1 + · · · + xnαn = αn+1 avec (α1, . . . , αn, αn+1) dans Kn+1, de sorte que l’on
peut exprimer chaque coordonnée d’un point (x1, . . . , xn) de L comme xi = x1βi + βn+1. En
remplaçant dans (3), on obtient une équation de la forme

xc` + xσc`−1 + · · ·+ xσ
`

c0 = β,

et on conclut comme précédemment. �

Lemme 5.4. Tout K-espace affine à gauche est fermé.

Lemme 5.5. L’espace topologique Kn est noethérien.

Démonstration. À une suite décroissante d’ensembles σ-algébriques V (I1) ⊃ V (I2) ⊃ V (I3) · · ·
correspond une suite croissante de modules I1 ⊂ I2 ⊂ I3 · · · de K1

σ[x1, . . . , xn, K], qui est un
module noethérien, donc les deux suites stationnent. Un fermé de Zariski étant une réunion
finie d’ensembles σ-algébriques, on conclut facilement. �

6. Dimension de Zariski

6.1. Dimension et hypersurface. On considère K un corps σ-algébriquement clos.

Définition 6.1 (Dimension de Zariski). On définit la dimension de Zariski d’un ensemble
algébrique V ⊂ Kn par dim(V ) = −1 si V est vide, et sinon

dim(V ) =
{
−1 si V est vide
dimσ Γσ[V ] = n− dimσ I(V ) sinon.

Remarques 6.2. (1) K est de dimension 1. Si a n’est pas dans le centre, CK(a) ainsi que
tous les fermés propres de K considérés précédemment sont de dimension 0.

(2) L’espace Kn est de dimension n et ses singletons de dimensions 0.
(3) La dimension est croissante : si F ⊂ G sont deux fermés irréductibles, dimF 6 dimG.

Théorème 6.3 (Section par une hypersurface). Soit V ⊂ Kn un ensemble σ-algébrique, et
δ une distorsion de K1

σ[x1, . . . , xn,K].
Si δ est dans la clôture de I(V ), et si V ∩ V (δ) n’est pas vide, alors

dim V ∩ V (δ) = dimV.
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Si δ n’est pas dans la clôture de I(V ), et si V ∩ V (δ) n’est pas vide,

dim V ∩ V (δ) = dim V − 1.

En particulier, si δ /∈ K,
dim V (δ) = n− 1.

Démonstration. Si δ ∈ cl(I(V )), et si V ∩V (δ) n’est pas vide, 1 n’appartient pas à 〈I(V ), δ〉σ.
D’après le Nullstellensatz et le lemme 4.5, on a donc

I(V ) ⊂ I(V ∩ V (δ)) = IV (I(V ), δ) ⊂ cl (I(V ) ∪ {δ}) = cl(I(V )).

D’après le lemme 2.13, on a dimσ I(V ) = dimσ cl(I(V )), d’où la première égalité.
Supposons δ /∈ cl(I(V )) et posons dim V = d. Supposons dim V ∩ V (δ) > d et soient

δ1, . . . , δp dans K1
σ[x1, . . . , xn,K ] tels que δ1 + I(V ∩ V (δ)), · · · , δd + I(V ∩ V (δ)) soient σ-

libres. La famille (δ1 + I(V ), . . . , δd + I(V ), δ + I(V )) est σ-liée donc il existe une distorsion
g ∈ K1[x1, . . . , xd+1] non nulle telle que g(δ1, · · · , δd, δ) ∈ I(V ). Si g ne met en jeux que la
variable xd+1, elle est du type h(xd+1) pour une certaine distorsion h ∈ K1[xd+1] non nulle,
et dans ce cas h(δ) ∈ I(V ) d’où δ ∈ cl(I(V )), une contradiction. La distorsion g(x1, . . . , xd, 0)
est donc non nulle, mais on a également

g(δ1, . . . , δd, 0) ∈ −g(0, . . . , 0, δ) + I(V ) ⊂ I(V ∩ V (δ))

ce qui contredit la liberté de δ1 + I(V ∩ V (δ)), . . . , δp + I(V ∩ V (δ)). On a donc montré

dim V ∩ V (δ) 6 d− 1.

Réciproquement, si V ∩V (δ) n’est pas vide (en particulier, 1 n’appartient pas à 〈I(V ), δ〉σ),
on considère une famille δ1 + I(V ), . . . , δd + I(V ) σ-libre et on cherche à montrer qu’il existe
un entier i ∈ {1, . . . , d} telle que la seule distorsion γ vérifiant

γ(δ1, . . . , δi−1, δi+1, . . . , δd) ∈ I(V ∩ V (δ))

soit la distorsion nulle (on en déduit alors que δ1 + I(V ∩V (δ)), . . . , δi−1 + I(V ∩V (δ)), δi+1 +
I(V ∩ V (δ)), . . . , δd + I(V ∩ V (δ)) est σ-libre d’où dim V (I) ∩ V (δ) > d− 1). Supposons au
contraire que pour tout i ∈ {1, . . . , d}, il existe une distorsion non nulle γi telle que

γi(δ1, . . . , δi−1, δi+1, . . . , δd) ∈ I(V ∩ V (δ)).

Étant non nulle, γ1 met en jeu au moins un δi, disons δ2, qui est σ-algébrique sur
{δ3, . . . , δd} ∪ IV (I(V ), δ), donc sur {δ3, . . . , δd} ∪ cl(I(V ) ∪ {δ}) d’après le Nullstellensatz.
Mais γ2 nous indique qu’il existe γ 6= 0 telle que

γγ2(δ1, δ3, . . . , δd) ∈ 〈I(V ), δ〉σ
. On en déduit que δ est algébrique sur {δ1, δ3, . . . , δd}∪I(V ). Par transitivité, δ2 est algébrique
sur {δ1, δ3, . . . , δd} ∪ I(V ), une contradiction, ce qui montre la deuxième égalité.

Si δ /∈ K , alors δ /∈ cl{0}. D’autre part, V (δ) n’est pas vide puisque K est σ-algébriquement
clos. On conclut avec l’égalité précédente appliquée à V = Kn et I(V ) = {0}. �

Corollaire 6.4. Soient V ⊂ W deux ensembles algébriques distincts de Kn.
(1) Si W est radical et non vide, on a dim V < dimW .
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(2) Si J est un module vérifiant I(V ) ⊂ J ⊂ cl(I(V )) et 1 /∈ J , on a dim V (J) = dimV .

Théorème 6.5 (Définitions équivalentes de la dimension). La dimension de Zariski d’un
ensemble algébrique V ⊂ Kn non vide est égale
(1) à la longueur maximale d d’une chaîne I0 ⊂ I1 ⊂ · · · ⊂ Id de modules de K1

σ[x1, . . . , xn,K]
ne contenant pas 1 qui soient clos et distincts, avec I(V ) ⊂ I0,

(2) à la longueur maximale d d’une chaîne V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂ Vd d’ensembles algébriques
radicaux distincts et non vides de Kn avec Vd ⊂ V .

(3) au nombre minimal de distorsions δ1, . . . , δd de K1
σ[x1, . . . , xn,K] nécessaires pour que

V ∩ V (δ0, . . . , δd) soit de dimension 0.

Démonstration. (1) Montrons l’équivalence de (1) et (2). Si (2) nous donne une chaîne d’en-
sembles σ-algébriques radicaux V0, . . . , Vd, alors les modules de la chaîne correspondante
I(V0), . . . , I(Vd) sont clos et distincts et ne contiennent pas 1. Réciproquement, si l’on a une
chaîne I0, . . . , Id de modules clos donnée par (1), on considère la chaîne des variétés cor-
respondante V (I0), . . . , V (Id). Elle est constitué de variétés distinctes et radicale d’après le
théorème 4.7, et non vide d’après le corollaire 4.4.

(2) Montrons que dim V 6 d en construisant une chaîne comme en (2) de longueur m =
dim V . Si m = 0, on choisit un module J maximal ne contenant pas 1 et vérifiant I(V ) ⊂ J ⊂
cl(I(V )). J est donc clos et la chaîne V (J) est maximale d’après le corollaire 6.4.1. Si m > 0,
on choisit J comme ci-dessus et l’on pose Vm = V (J). On a dim Vm > 0 et dimσ cl(I(Vm)) < n

d’après le lemme 2.13. D’après le théorème 4.3, il existe δ ∈ K1
σ[x1, . . . , xn,K ] \ cl(I(Vm) tel

que 〈δ, I(Vm)〉σ ne contienne pas 1. L’ensemble Vm−1 = Vm∩V (δ) n’est donc pas vide, et l’on
a dim Vm−1 = m− 1 d’après le théorème 6.3. On finit par récurrence.

Réciproquement, si (2) nous donne une chaîne d’ensembles algébriques radicaux de lon-
gueur d, montrons par induction sur i que pour tout i 6 d, on a dim Vi = i. Pour i = 0, le
module I(V0) est maximal ne contenant pas 1 donc dim V0 = 0 d’après le théorème 4.3. Si
dim Vi = i, soit δ ∈ I(Vi) \ I(Vi+1) et soit V ′ = Vi+1 ∩ V (δ). On a dim V ′ = dim Vi+1 − 1
d’après le théorème 6.3. Si V ′ est radical, il est égal à Vi par maximalité de la chaîne,
et dim Vi+1 = i + 1. Si V ′ n’est pas radical, on peut choisir un module maximal J ne
contenant pas 1 et vérifiant I(V ′) ⊂ J ⊂ cl(I(V ′)), de sorte que V (J) est clos et vérifie
Vi ⊂ V (J) ⊂ V ′ ⊂ Vi+1. On a Vi = V (J) par maximalité de la chaîne, et dim V (J) = dim V ′

d’après le corollaire 6.4.2, d’où dim Vi+1 = i + 1. Ceci montre que dim Vd = d, et donc
dim V > d.

(3) Si V = V (S) est de dimension d (avec S une base de I(V )), d’après le théorème 6.3, il
faut exactement d distorsions δ1, . . . , δd pour que V ∩ V (δ1, . . . , δd) soit de dimension 0. On
peut effectivement trouver de telles distortions en procédant comme ci-dessus. �

Lemme 6.6 (Dimension d’un produit). Soient V ⊂ Kn et W ⊂ Km deux ensembles σ-algé-
briques non vides. Alors V ×W ⊂ Kn+m est un ensemble σ-algébrique, et

dim V ×W = dimV + dimW.

Démonstration. Si V = V (δ1(x̄), . . . , δn(x̄)) et W = V (γ1(ȳ), . . . , γm(ȳ)), alors

V ×W = V (δ1(x̄), . . . , δn(x̄), γ1(ȳ)), . . . , γm(ȳ)),
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et l’on a I(V × W ) = I(V ) ⊕ I(W ) dès que I(V ) et I(W ) ne contiennent pas 1, donc
dimσ I(V ×W ) = dimσ I(V ) + dimσ I(W ) d’après le lemme 2.11, c’est-à-dire

n+m− dim(V ×W ) = n− dim V +m− dimW. �

6.2. Groupes σ-algébriques. On note Gn
a,σ le groupe additif de Kn. On appelle groupe

σ-algébrique tout ensemble σ-algébrique de la forme V (S) où S est un ensemble fini de
distortions linéaires. On note cl(S) la clôture de S dans K1

σ[x1, . . . , xn]. Étant donnéG ⊂ Gn
a,σ

un groupe algébrique, on note
G0 = V (cl(S)),

que l’on appelle composante radicale de G. Le groupe G0 est bien défini, indépendamment
de S puisque l’on a S ⊂ I(V )), et cl(S) ⊂ cl(I(V )) d’où V (cl(I(V )) ⊂ V (cl(S)). Ces deux
groupes étant radicaux et de même dimension dim V d’après le théorème 6.3, ils sont égaux
d’après le corollaire 6.4.1.

Lemme 6.7 (Composante radicale). Le groupe G0 est l’intersection de tous les sous-groupes
algébriques de G de dimension dimG, et on a

dimG0 = dimG,

et G/G0 est un CK(a)-espace vectoriel à gauche de dimension finie.

Démonstration. G0 est un groupe algébrique puisque Kn est noethérien. Les deux premières
assertions résultent du théorème 6.3. Pour la dernière assertion, il suffit de montrer que s’il
existe une distortion n-linéaire δ ∈ cl(I(G)), alors G/G∩ V (δ) est un CK(a)-espace vectoriel
à gauche de dimension finie. Soit donc γ ∈ K1

σ[x] non nulle de degré m telle que γδ ∈ I(G).
Soient g0, . . . , gm dans G. On a donc γK(δK(gi)) = 0 pour tout i. D’après le lemme 1.6,
il existe une combinaison C(a)-linéaire non triviale λ0δK(g0) + · · · + λnδK(gm) = 0, donc
λ0g0 + · · ·+ λngn ∈ G ∩ V (δ). On en déduit que dimCK (a) G/G ∩ V (δ) vaut au plus m. �

6.3. Morphismes et dimension.

Théorème 6.8. Soit V ⊂ Kn un ensemble σ-algébrique et f : V → Km un σ-morphisme.
(1) Alors f(V ) est un ensemble σ-algébrique, et dim V > dim f(V ).
(2) Si f : V → f(V ) est un σ-isomorphisme, alors dim V = dim f(V ).
(3) Si les fibres de f sont de dimension au plus r, dim f(V ) > dim V − r.

Démonstration. (1) f(V ) est fermé d’après le théorème de Chevalley-Cohn. L’image d’un
irréductible par une application continue étant irréductible, l’ensemble f(V ) est un fermé ir-
réductible d’après le lemme 4.1, donc un ensemble σ-algébrique. Considérons la restriction f :
V → f(V ). C’est un σ-morphisme dominant, donc son σ-comorphisme f ∗ : Γσ[f(V )]→ Γσ[V ]
est injectif d’après le lemme 4.11, ce qui implique dim f(V ) 6 dim V d’après le lemme 2.14.

(2) Procède de (1).
(3) D’après le théorème 6.5.3, il existe δ1, . . . , δs dans K1

σ[x1, . . . , xm,K ] telles que

dim
(
V (δ1, . . . , δs) ∩ f(V )

)
= 0,
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avec s = dim f(V ). Le module engendré par δ1, . . . , δs et I(f(V )) ne contient pas 1. Il est
contenu dans un module maximal J ne contenant pas 1. D’après le théorème 4.3, il existe un
point y ∈ f(V ) tel que

{y} = V (J).
Puisque J est finiment engendré, il existe α1, . . . , αp dans cl

(
δ1, . . . , δs, I(f(V ))

)
tels que

J =
〈
δ1, . . . , δs, I(f(V )), α1, . . . , αp

〉
σ
.

Soit X le fermé f−1(y), soit δ∗i = δi ◦ f et α∗1 = αi ◦ f . On a

X = V (δ∗1, . . . , δ∗s , α∗1, . . . , α∗p) ∩ V,

et {α∗1, . . . , α∗p} ⊂ cl(δ∗1, . . . , δ∗s , I(V )). On déduit du théorème 6.3 que

dimX > dim V − s.

D’autre part , on a dimX 6 r par hypothèse, d’où dim f(V ) > dim V − r. �

Théorème 6.9 (de Ax-Grothendieck). Soit f : Kn → Kn un σ-morphisme. Si les fibres de f
sont de dimension zéro, f est surjectif.

Première démonstration. L’image f(G) est un ensemble algébrique de Kn d’après le théo-
rème 6.8.1. Il est de dimension n d’après le théorème 6.8.(3). Puisque Kn est radical,
f(Kn) = Kn d’après le corollaire 6.4.1. �

7. Sous-groupes fermés irréductibles de Gn
a,σ

K est toujours un corps non-commutatif, et σ la conjugaison par un élément hors du centre.
On considère K/K une extension σ-algbriquement close de centre k. On note Gn

a,σ le groupe
additif de Kn. On cherche à classer les sous-groupe σ-algébriques de Gn

a,σ, à σ-isomorphisme
près. On s’inspire de [Hum75, Theorem 20.5] .

Lemme 7.1. Soit un entier n > 1, un sous-groupe G ⊂ Gn+1
a,σ . Si G = V (δ) pour une

distorsion non nulle à coefficients dans K, il existe un σ-automorphisme αK de Gn+1
a,σ à

coefficients dans K tel que δK ◦ αK s’annule sur {0} ×Gn
a,σ. De plus, si d = (0, . . . , 0,dn+1)

est un point de G, on peut choisir α tel que αK(d) = d.

Démonstration. On traite le cas n = 1, le cas général étant similaire. Soit

δ(x, y) =
m∑
i=1

xσ
i

ki +
∑̀
j=1

yσ
j

hj.

On appelle partie principale de δ le polynôme xσm
km + yσ

`
h`. On montre le résultat par

induction sur m+ `. Si m+ ` = 0, alors δ(x, y) = xa+ yb. Si a = 0, on pose α = id ; si b = 0
(auquel cas le point d est nul), on pose α(x, y) = (y, x). Si ab 6= 0, en posant

(x, y) = (ua−1 − vba−1, v) = α(u, v),

on a
δ ◦ α(u, v) = δ(x, y) = u,

donc δK ◦ αK s’annule sur {0} ×G1
a,σ, et αK(d) = d.
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Cas général, si m+ ` > 0, on ne perd rien à supposer m > ` d’où m > 0. On peut trouver
(a, b) ∈ K2 non nul annulant la partie principale de δ. On peut supposer a 6= 0 par exemple.
On pose

(x, y) = (ua, v + uσ
m−`

b) = α(u, v).
On a bien αK(d) = d, et

δ(x, y) = xσ
m

km + yσ
`

h` + (termes de degré < m).

= (ua)σm

km + (v + uσ
m−`

b)σ`

h` + (termes de degré < m).

= uσ
m

aσ
m

km + vσ
`

h` + uσ
m

bσ
`

h` + (termes de degré < m).

= vσ
`

h` + (termes de degré < m).

On applique l’hypothèse d’induction à δ ◦ α. �

Théorème 7.2 (Sous-groupes algébriques radicaux). Soit G ⊂ Gn
a,σ un sous-groupe al-

gébrique radical de dimension ` > 1 tel que G = V (δ1, . . . , δn−`) et tel que V (δ1, . . . , δi)
soit radical pour tout i ∈ {1, . . . , n − `}. Alors G est σ-isomorphe à G`

a,σ. De plus, si
d = (0, . . . , 0,dn) est un point de G, on peut choisir un σ-isomorphisme αK : G → G`

a,σ
tel que αK(d) = (0, . . . , 0,dn).

Démonstration. On traite seulement le cas ` = 1. On procède par récurrence sur n. Si n = 1,
le groupe G est égal à G1

a,σ d’après le corollaire 6.4.1. Si n = 2, on a G = V (δ). D’après
le lemme précédent, il existe un σ-automorphisme αK de G2

a,σ (fixant d) tel que δK ◦ αK
s’annule sur {0} ×G1

a,σ. On a donc

α−1
K : V (δ) ⊂ G2

a,σ −→ V (δ ◦ α) ⊃ {0} ×G1
a,σ,

qui est un σ-isomorphisme. Mais V (δ ◦ A) est aussi radical, et de dimension 1 d’après le
théorème 6.3, donc on a nécessairement

V (δ ◦ A) = {0} ×G1
a,σ,

donc α−1
K : G→ {0} ×G1

a,σ est surjectif.
Si G ⊂ Gn+1

a,σ , on a G ⊂ V (δ1). D’après le lemme précédent, il existe un automorphisme α
de Gn+1

a,σ tel que δ1 ◦ α s’annule sur {0} ×Gn
a,σ (et fixe d). On a donc

α−1 : V (δ1) ⊂ Gn+1
a,σ −→ V (δ1 ◦ α) ⊃ {0} ×Gn

a,σ,

qui est un σ-automorphisme. Mais V (δ ◦ A) est aussi radical, et de dimension n, donc

V (δ1 ◦ α) = {0} ×Gn
a,σ.

V (δ1 ◦ α, . . . , δn−1 ◦ α) est radical et de dimension 1. Par hypothèse de récurrence, il existe
un σ-isomorphisme β entre V (δ1 ◦ α, . . . , δn−1 ◦ α) et G1

a,σ (tel que βK(d) = dn). On a donc
en particulier la restriction

β ◦ α−1 : G −→ V
(
δ1 ◦ α ◦ β−1, . . . , δn−1 ◦ α ◦ β−1

)
⊂ G1

a,σ.

Mais l’image de β ◦ α−1 est radicale et de dimension 1, donc égale à G1
a,σ. �

Remarque 7.3. Si les coefficients définissant les équations de G sont dans le corps K, le
σ-isomorphisme α est à coefficients dans K.
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8. Retour sur Terre

On considère un corps non commutatif K dont la caractéristique est un entier premier p
ou 0, et on s’intéresse à sa théorie du premier ordre Th(K) exprimée dans le langage des corps
(+,×, 0, 1). Puisque K n’est pas commutatif, d’après Wedderburn, il est infini. La théorie de
K n’est pas superstable (voir [Che78]). Si K est de caractéristique p, sa théorie n’est pas non
plus menue (voir [Mil07]). La question de savoir si Th(K) peut être stable est encore ouverte,
mais si Th(K) est stable et de caractéristique p, le corps K n’est pas loin d’être commutatif
puisque c’est un espace vectoriel de dimension finie sur son centre (voir [Mil11]).

Nous nous intéressons ici au cas où Th(K) n’a pas la propriété d’indépendance au sens de
Shelah. En caractéristique zéro, un exemple est donné par le corps des quaternions sur R,
interprétable dans le corps des réels. Voici un exemple de caractéristique p.

Soit Γp = 〈 1
pi : i ∈ N〉 le sous-groupe ordonné de R+. On considère le corps commutatif

H = Falg
p ((Γp)) des séries formelles de Hahn

a =
∑
g∈Γp

agt
g

ayant un support S(a) ⊂ Γp bien ordonné et des coefficients ag dans Falg
p . Muni de sa

valuation naturelle v associant à une série le minimum de son support, le corps valué (H, v)
est maximal, i.e. n’a pas d’extension de corps valué ayant à la fois le même corps résiduel
et le même groupe de valuation (voir [Kru32] ou [EP05, Exercice 3.5.6]). Son corps résiduel
est infini, parfait et n’a pas la propriété d’indépendance. Son groupe de valuation est p-
divisible, donc H n’a pas la propriété d’indépendance d’après [KSW11, Theorem 5.9]. Si la
caractéristique p est un entier impair, l’extension H(

√
t)/H est galoisienne et cyclique de

groupe de Galois engendré par l’automorphisme σ ∈ Aut(H(
√
t)/H) échangeant

√
t et −

√
t.

On considère le H(
√
t)-espace vectoriel de dimension 2 à gauche

K = H(
√
t)⊕H(

√
t) · x

muni de la multiplication interne définie par les deux règles

x2 = t1/p et x · k = σ(k)x pour tout k ∈ H(
√
t).

K est une H-algèbre non commutative de centre H et de dimension 4, interprétable dans H,
donc K n’a pas la propriété d’indépendance. Puisque la norme NH(

√
t)/H de l’extension

H(
√
t)/H est définie par

NH(
√
t)/H(a+ b

√
t) = a2 + b2t,

il n’est pas difficile de vérifier que l’on a

t1/p /∈ NH(
√
t)/H(H(

√
t)),

donc K est un corps d’après [Lam91, Corollary 14.8]. En caractéristique 2, on peut réitérer
une construction similaire à partir de l’extension cyclique galoisienne H(3√t)/H.

Remarquons que le corpsK ci-dessus n’est pas stable, puisque son centre ne l’est pas :H est
Hensélien (voir [Efr06, Corollary 18.4.2]), et possède une valuation non-triviale définissable
dans le langage des corps (voir [KJ15b, Theorem 5.2] ou [KJ15a, Theorem 3.10]).
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Définition 8.1 (Corps sans propriété d’indépendance). Un corps gauche K n’a pas la pro-
priété d’indépendance si chaque formule ϕ(x, ȳ) dans le langage des corps a une dimension
de Vapnis-Chervonenkis finie, c’est-à-dire s’il existe un entier naturel maximal n dépendant
de ϕ et des éléments (a1, . . . , an) et (b̄J)J⊂{1,...,n} dans K tels que que(

K |= ϕ(ai, b̄J)
)
⇐⇒ i ∈ J.

Les groupes définissables dans un corps sans propriété d’indépendance satisfont la condition
noethérienne suivante (voir [Poi87]).

Condition de chaîne de Baldwin-Saxl 8.2 ([BS76]). Soit G un groupe, et H une famille
de sous-groupes de G uniformément définissable par une formule ϕ(x, ȳ). Si ϕ(x, ȳ) a pour
dimension de Vapnis-Chervonenkis n, alors pour toute famille finie K ⊂ H, il existe une
famille Kn ⊂ K de taille au plus n telle que⋂

K =
⋂

Kn.

On peut étendre cette conditions à certaines parties d’un groupe uniformément définissables
qui ne sont pas nécessairement stables par multiplications (voir [Mil16]).

8.1. Préliminaire sur les corps commutatifs sans propriété d’indépendance. Si K
est un corps commutatif de caractéristique p, une extension commutative K(a)/K est de type
Artin-Schreier si a est racine de l’équation

Xp −X = b

pour un certain élément b de K. On sait peu de choses sur les corps commutatifs pour les-
quels Th(K) n’a pas la propriété d’indépendance. Nous utiliserons principalement le résultat
suivant (voir [KSW11, Theorem 4.3]), dont la démonstration repose sur la classification des
sous-groupes fermés irréductibles de Gn

a de dimension 1 :

Théorème 8.3 (de Kaplan et Scanlon). Un corps commutatif infini de caractéristique p sans
propriété d’indépendance n’a pas d’extension propre de type Artin-Schreier.

Avec comme conséquence immédiate utilisant le résultat de Duret sur les corps faible-
ment algébriquement clos non séparablement clos (voir [Dur79, Theorème 6.4] et [KSW11,
Corollary 4.5]) :

Corollaire 8.4 (de Kaplan et Scanlon). Un corps commutatif infini de caractéristique p sans
propriété d’indépendance contient le corps Falg.

8.2. Préliminaires sur les corps non commutatifs de caractéristique p > 0 sans
propriété d’indépendance. On renvoit à [Her96, Lemma 3.1.1 p.70], [Lam03, Exercise
13.8 p. 205] et [Lam03, Exercise 16.11 p. 239] pour les résultats suivants.

Lemme 8.5 (de Herstein). Soit K un corps non commutatif de caractéristique p. Soit a un
élément de K× d’ordre fini et hors du centre de K. Il existe un élément b de K et un entier
i > 0 tels que

bab−1 = ai 6= a.
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Lemme 8.6 (de Lam). Soit K un corps non commutatif de caractéristique p. Soit a un
élément de K× hors du centre de K tel que apn soit dans le centre de K. Il existe un élément
b de K tel que

bab−1 = b+ 1.

Lemme 8.7 (de Lam). Soit K un corps non commutatif de centre Z(K), et a ∈ K un élément
algébrique sur Z(K). L’équation ax−xa = 1 a une solution x dans D si et seulement a n’est
pas séparable sur Z(K).

On considère un corps non commutatif K de caractéristique p tel que Th(K) n’a pas la
propriété d’indépendance.

Théorème 8.8. Le centre de K est infini, et contient Falg
p .

Démonstration. Si tous les éléments de K sont d’ordre fini, on montre que K est commutatif :
s’il existe un élément a hors du centre, d’après le lemme de Herstein il existe un élément b
de D et un entier i > 0 tels que bab−1 = ai 6= a. Puisque l’on a supposé que b aussi est
d’ordre fini, il s’en suit que le corps engendré par a et b est fini, ce qui contredit le théorème
de Wedderburn. Supposons donc qu’il existe un élément c d’ordre infini. Le corps Z

(
C(c)

)
est infini et commutatif. Il contient une copie de Falg d’après le corollaire 8.4. Il suffit de
montrer que le centre de K contient toute racine pn-ième de l’unité. Supposons au contraire
qu’il existe un élément a ∈ K \Z(K) tel que apn = 1. D’après le lemme de Lam, il existe un
élément b ∈ K tel que

(4) ba = b+ 1.

En élevant à la puissance p, on en déduit (bp)a = bp + 1, puis

(5) (bp − b)a = bp − b.

Si (bp − b) est d’ordre fini, disons (bp − b)pm = bp − b, on a pour tout entier q,

(bp − b)pqm = bp − b, et(
(bpqm)p − bpqm

)
= bp − b.

Dans le corps commutatif engendré par b, le polynôme Xp −X − (bp − b) n’a qu’un nombre
fini de racines, donc il existe deux entiers q1 6= q2 tels que bpq1m = bp

q2m , et l’ordre de b
est fini. D’après (4), a et b engendrent un corps fini, une contradiction avec le théorème de
Wedderburn. L’ordre de (bp−b) est donc infini, et le corps commutatif Z

(
C(bp−b)

)
est infini.

L’élément b commute avec Z
(
C(bp−b)

)
donc Z

(
C(bp−b)

)
(b)/Z

(
C(bp−b)

)
est une extension

de type Artin-Schreier. D’après le théorème 8.3, l’élément b appartient à Z
(
C(bp− b)

)
, donc

b et a commutent d’après (5), une contradiction avec (4). �

Remarque 8.9. Les corps non commutatifs ayant un centre fini existent. Considérons l’auto-
morphisme de Froebenius σ : x 7→ xp sur le corps Falg

p , et le corps K = Falg
p ((x, σ)) des séries

de Laurent
+∞∑
i=m

aix
i
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où les ai sont des éléments de Falg
p , et m ∈ Z. La multiplication sur K est définie en posant

x · a = σ(a) · x pour tout a ∈ Falg
p .

Ceci définit bien une structure de corps non commutatif sur K (voir par exemple [Lam91,
Exemple 1.8]). On peut vérifier que le centre de K est Fp (voir [Lam91, Proposition 14.2]).

Lemme 8.10. Pour tout élément a de K, on a

C(ap − a) = C(a).

Démonstration. Puisque a commute avec Z
(
C(ap − a)

)
, le corps Z

(
C(ap − a)

)
(a) est com-

mutatif, et l’extension Z
(
C(ap − a)

)
(a)/Z

(
C(ap − a)

)
est de type Artin-Schreier. Le corps

Z
(
C(ap − a)

)
est infini d’après le lemme précédent. D’après le théorème 8.3, l’élément a

appartient à Z
(
C(ap − a)

)
, donc a commute avec C(ap − a), et C(ap − a) ⊂ C(a). �

Lemme 8.11 (Équation du métro). Pour tout élément a de K, l’équation ax − xa = 1 n’a
pas de solution dans K.

Démonstration. Sinon, il existe un y tel que ya = y + 1. On en déduit (yp)a = yp + 1. En
retranchant ces deux identités, on obtient

(yp − y)a = yp − y.

L’élément a commute avec yp − y, mais ne commute pas avec y, une contradiction avec le
lemme précédent. �

Remarque 8.12. Les corps non commutatifs qui pour chaque élément a hors du centre pos-
sèdent une solution à l’équation ax − xa = 1 sont nombreux. On sait que pour tout corps
non commutatif K de centre k, il existe une extension L de K gardant pour centre k et telle
que l’équation ax− xa = 1 ait une solution dans L pour tout a ∈ L transcendant sur k (voir
[Coh73]).

Corollaire 8.13. Pour tout élément a de K, on a

C(ap) = C(a).

Démonstration. L’élément a est algébrique sur ZC(ap). Puisque l’équation ax − xa = 1 n’a
pas de solution dans K d’après le lemme précédent, a est séparable sur ZC(ap) d’après le
lemme de Lam, et a ∈ ZC(ap), donc a commute avec C(ap), et C(ap) ⊂ C(a). �

8.3. Résultat général.

Théorème 8.14. Un corps gauche sans propriété d’indépendance de caractéristique p > 0
est de dimension finie sur son centre.

Démonstration. Supposons que K contienne un élément a transcendant sur son centre k.
Puisque k(a)/k est transcendant, en posant σK(x) = a−1xa, on peut choisir une extension
σ-algébriquement close K/K de K d’après le théorème 3.3. Soit γK : x 7→ xσ−x. On cherche
à montrer que γK est surjective, une contradiction avec le lemme 8.11 : dans ce cas, K est
algébrique sur son centre, et par un argument de compacité, il est de dimension finie sur k.
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Pour tout entier m > 1, on munit Km de la topologie de Zariski tordue associée à σ. On
emprunte une idée de [Sca99, KSW11] : pour tout uplet b̄ = (b0, . . . , bm) d’éléments non nuls
de Km+1, on considère le sous-groupe algébrique Gm+1

b̄
(K) ⊂ Gm+1

a,σ défini par

Gm+1
b̄

=
{

(x0, x1, . . . , xm) ∈ Km+1 : γK(x0)b0 = γK(xi)bi pour tout 1 6 i 6 m
}
.

Il s’agit d’une intersection non vide de m hypersurfaces, donc dimGm+1
b̄

> 1 d’après le
théorème 6.3. Le noyau de la première projection

π1 : Gm+1
b̄
−→ G1

a,σ

est de dimension 0, donc dimGm+1
b̄
6 1 d’après le théorème 6.8.3. D’après la condition de

chaîne 8.2, il existe un entier n tel que pour tout b̄ = (b1, . . . , bn+1) dans Kn+1, il existe un
bi, disons par exemple bn+1 tel que

n+1⋂
i=0

γK(K)bi =
n⋂
i=0

γK(K)bi,

donc la projection

πK : Gn+1
b̄

(K) −→ Gn
b̄ (K), (x0, x1, . . . , xn) 7→ (x0, x1, . . . , xn−1)

est surjective. Enfin,

Lemme 8.15 (de Hempel). Le groupe Gm
b̄

(K) est radical si et seulement si la famille(
b−1

0 , . . . , b−1
m

)
est CK(a)-libre à droite.

Démonstration du lemme. On s’inspire de [Hem15, Lemme 5.3]. On traite le cas m = 2, le
cas général étant similaire. Si b−1

0 , b−1
1 et b−1

2 sont CK(a)-liés à droite, alors il existe k0, k1 et
k2 non tous nuls dans CK(a) tels que

b−1
0 · k0 + b−1

1 · k1 + b−1
2 · k2 = 0.

Soit (x0, x1) un élément fixé de G2
b̄
. On a

(x0, x1, x2) ∈ G3
b̄ ⇐⇒ (xσ0 − x0)b0 = (xσ2 − x2)b2

⇐⇒ (xσ0 − x0)b0b
−1
2 k2 = (xσ2 − x2)k2

⇐⇒ −(xσ0 − x0)k0 − (xσ0 − x0)b0b
−1
1 k1 = (xσ2 − x2)k2

⇐⇒ −(xσ0 − x0)k0 − (xσ1 − x1)k1 = (xσ2 − x2)k2

⇐⇒ (x0k0 + x1k1 + x2k2)σ − (x0k0 + x1k1 + x2k2) = 0,

On en déduit x0k0 + x1k1 + x2k2 ∈ cl
(
I(G3

b̄
)
)
. Si k3 6= 0 par exemple, le point (0, 0, a) ∈ G3

b̄

n’annule pas x0k0 + x1k1 + x2k2, donc x0k0 + x1k1 + x2k2 /∈ I(G3
b̄
). Ceci montre que G3

b̄
n’est

pas radical.
Réciproquement, supposons G2

b̄
radical et b−1

0 , b−1
1 , b−1

2 libres à droite sur CK(a), et mon-
trons que G3

b̄
est radical. La projection π : G3

b̄
→ G2

b̄
est surjective, et son noyau est de

dimension 0, donc
π((G3

b̄)
0) = G2

b̄
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puisque G2
b̄
est radical, d’après le théorème 6.8.3 et le corollaire 6.4.1. Supposons par l’absurde

que G3
b̄
ne soit pas radical. On prétend la chose suivante.

Pour tout (x0, x1) ∈ G2
b̄ , il existe un unique x2 ∈ K tel que (x0, x1, x2) ∈ (G3

b̄)
0.

En effet, s’il existe deux éléments distincts x2 et y2 tels que (x0, x1, x2) et (x0, x1, y2) soient
dans (G3

b̄
)0, alors leur différence (0, 0, x2 − y2) est également dans (G3

b̄
)0, et donc x2 − y2 ∈

KerKγ, et {0} × {0} ×KerKγ est un sous-groupe non trivial de (G3
b̄
)0. Pour chaque élément

(x0, y1, z2) ∈ G3
b1,b2 , puisque π((G3

b̄
)0) = G2

b̄
, il existe u2 ∈ K tel que (x0, y1, u2) ∈ (G3

b̄
)0. De

même, la différence u2 − z2 appartient à KerKγ, et

(x0, y1, z2) = (x0, y1, u2) + (0, 0, z2 − u2) ∈ (G3
b̄)

0,

ce qui contredit le fait que l’inclusionn (G3
b̄
)0 ⊂ G3

b̄
soit propre.

On peut donc définir f : G2
b̄
→ K une fonction C(a)-linéaire et définissable qui à (x0, x1)

associe cet unique élément x2. Son graphe est le groupe algébrique G2
b̄
∩(G3

b̄
)0, défini par V (S)

pour un ensemble S ⊂ K1
σ[x0, x1, x2]. L’ensemble S contient l’équation γ(x2) = γ(x0)b0b

−1
2 , et

puisque cette dernière définit à (x0, x1) fixé une CK(a)-droite affine, S contient au moins une
autre équation de la forme δ(x2) = α(x0) + β(x1) avec δ non nulle, unitaire et distincte de γ.
On suppose δ de degré minimal, donc δ(x) = x (sinon on remplace xσ2 par x2 − γ(x0)b0b

−1
2 ,

ce qui contredit la minimalité de δ). On a donc

x2 = α(x0) + β(x1),

et en remplaçant xσ1 par x1 − γ(x0)b0b
−1
1 , et quitte à modifier α, on peut supposer que

β(x1) = x1k1 pour un k1 ∈ K . On a aussi k1 = f(0, 1) ∈ CK(a). En remplaçant x2 dans
γ(x2)b2 = γ(x0)b0, on obtient(

α(x0)σ − α(x0) + (xσ1 − x1)k1
)
b2 − γ(x0)b0 = 0,

puis (
α(x0)σ − α(x0) + γ(x0)b0b

−1
1 k1

)
b2 − γ(x0)b0 = 0.

Comme cette dernière équation est valable pour tout x0 ∈ K , la distortion considérée est
nulle, et pour des raisons de degré, on a α(x0) = x0k0 avec k0 = f(1, 0) ∈ CK(a). On en
déduit pour tout x0 ∈ K ,

γ(x0)k0 + γ(x0)b0b
−1
1 k1 − γ(x0)b0b

−1
2 = 0,

et
b−1

0 k0 + b−1
1 k1 + b−1

2 = 0,
donc (b−1

0 , b−1
1 , b−1

2 ) est CK(a)-liée à droite. Puisque b̄ est un uplet d’éléments de K, la famille
(b−1

0 , b−1
1 , b−1

2 ) est également CK(a)-liée, une contradiction avec l’hypothèse. �

Lemme 8.16. Il existe un uplet b̄ ∈ Km qui soit CK(a)-libre à droite.

Démonstration. Sinon, il existe un uplet b̄ ∈ Km tel que K ⊂ b1CK(a) + · · · + bmCK(a).
D’après le lemme 5.1, ce dernier ensemble est fermé pour la topologie duale, et même un
ensemble algébrique puisqu’irréductible. Il existe donc un entier ` et a1, . . . , a` ∈ K tel que
pour tout x ∈ K, on ait

a0x+ a1xa+ · · ·+ a`xa` + xa`+1 = 0.
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On montre par récurrence sur i que ai ∈ K + ai+1K + · · · + a`K. Pour i = 0, il suffit de
prendre x = 1 dans l’équation. Si c’est vrai jusqu’au rang i, alors pour tout j 6 i, on a
aj ∈ K + ai+1K + · · · + a`K. En remplaçant ces expressions dans l’égalité ci-dessus, on
en déduit qu’il existe des distortions δq(x) = xaq + λq−1xa

q−1 + · · · + λ0x de degré q et à
coefficients à gauche dans K pour q ∈ {i+ 1, . . . , `} telles que pour tout x ∈ K, on ait,

ai+1δi+1(x) + · · ·+ a`δ`(x) + xa`+1 = 0.

Les racines de δi+1 dans K formant un CK(a)-espace vectoriel de dimension finie, il existe
c ∈ K tel que δi+1(c) 6= 0, d’où ai+1 ∈ K + ai+2K + · · · + a`K, ce qui achève la récurrence.
Pour i = ` on en déduit en particulier que a` ∈ K, et par ricochet que ai ∈ K pour tout i. On
déduit de la première équation queK est de dimension finie sur CK(a), une contradiction. �

D’après les deux lemmes précédents, on peut peut choisir un uplet b̄ de sorte que les
groupes Gn+1

b̄
et Gn

b̄
soient radicaux. D’après le théorème 7.2, il existe deux σ-isomorphismes

δK : Gn+1
b̄
→ G1

a,σ et εK : Gn
b̄
→ G1

a,σ à coefficients dans K, et l’on peut choisir δ tel que
δK(d) = d avec d = (0, . . . , 0, 1). Le σ-morphisme ρK = εK ◦ πK ◦ δ−1

K fait donc commuter le
diagramme

Gn+1
b̄

Gn
b̄

G1
a,σ G1

a,σ

δK

πK

ρK

εK

Le noyau de πK est égal à C(a)d, qui est de dimension 0, donc son image est de dimension 1
d’après le théorème 6.8.2. Mai Gn

b̄
(K) est radical, de sorte que πK est surjective. Donc ρK

l’est aussi. Puisque δK(d) = d, le noyau de ρK est égal à CK(a). D’après le lemme 1.4, ρK se
factorise dans K1

σ[x] en ρK = βK ◦ γK avec

γK(x) = xσ − x.

Puisque γ et ρ sont à coefficients dans K, β est également à coefficients dans K. La
fonction βK est nécessairement injective, ainsi que sa restriction βK . Mais, d’après la condition
de chaîne, πK est surjective, donc ρK et βK aussi. On en déduit que γK : K → K est
surjective. �
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