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1 Introduction

Soit M une variété Kéahlérienne compacte de dimension complexe n et soit H
un fibré en droites ample sur M. Pour tout faisceau F cohérent sans torsion sur
M, nous notons deg(F) le degré de F par rapport & H, c’est & dire le degré du
fibré déterminant de F

deg(F) = deg (\"F) = (1 (F) - H™ )

et
deg(F)

#H(]:):W

le degré normalisé de F par rapport a H. Rappelons que dans le cadre des
variétés Kéahlériennes, nous disposons de la notion de stabilité au sens de Mumford-
Takemoto : F est dit H-stable (resp. H-semistable) si pour tout sous-faisceau
F' de F avec 0 < rang(F') < rang(F), on a pg(F') < pp(F) (vesp. pp(F') <
111 (F)).

Nous allons tout d’abord généraliser la notion de stabilité de Mumford-
Takemoto. Soit maintenant deux faisceaux cohérents F; et Fo sur M. Une
extension de Fi; par Fy est la donnée d’un faisceau cohérent F3 avec la suite
exacte courte suivante :

0—-F—-F3—-F—0

Définition 1.0.1 Une paire (F1,F2) de faisceaux cohérents est dit H-stable
(resp. H-semistable) si l'extension générique Fs de Fy par Fo est H-stable (resp.
H-semistable) au sens de Mumford-Takemoto. Un faisceau cohérent sans tor-
sion F est fortement H-stable (resp. fortement H-semistable) si F et la paire
(F,Onm) sont tous deux H-stables (resp. H-semistables), ot Oy est le faisceau
structural de M.

Les propriétés de tels fibrés sont étudiées dans [T2]. De plus, F. Bogomolov
a introduit une autre notion de stabilité :



Définition 1.0.2 Soit un réel 0 < X\ < 1. Un faisceau sans torsion F est dit
A-stable si pour tout sous-faisceau F' avec 0 < rang(F') < rang(F), lon a
linégalité

1 (F') < Mg (F)

Proposition 1.1 Les propriétés suivantes sont vraies :
(1) Une petite déformation d’un fibré \-stable est encore A-stable
(2) Si E est w1 -stable, alors E est fortement stable.

Dans la section suivante, nous étudierons M C CP" (pour n > 3) une
hypersurface lisse de degré d > 3, la stabilité sera considérée par rapport au
fibré ample naturel Ops(1) et 'on posera pu(F) = po,,1)(F)-

Nous cherchons maintenant & prouver de maniere élémentaire que dans ces
conditions, le fibré tangent complexe T'M de M est fortement stable. En par-
ticulier, nous savons par [T2, Théoréme 2.1] que pour toute variété X Kéahler-
Einstein avec Pic(X) = Z et avec algebre de Lie des champs de vecteurs holo-
morphes 7 (X) triviale, le fibré T'X est Z7-stable. Or pour d > n, M est une
variété Kahler-Einstein (puisque ¢ (M) =0 ou ¢ (M) < 0) avec n (M) = {0} et
Pic(M) = Z ([Hal],[M-F-K]). Nous nous restreignons donc au casou 3 < d < n,
c’est & dire au cas ou le fibré anticanonique est ample, ce qui, par définition,
signifie que M est une variété de type Fano.

Remarque 1 Il existe différentes notions de stabilité [H-L]. En particulier, une
conséquence de notre travail est que le fibré TM est stable au sens de Gieseker.

Remarque 2 Dansle cas d > "7“, T. Aubin conjecture qu’il existe une métrique
Kahler-Einstein sur toute hypersurface lisse de CP™ de degré d (Voir [A]).

Ainsi le but de cette note est le

Théoréme 1 Toute hypersurface lisse de CP™ de degré d > 2 a son fibré tan-
gent fortement stable.

2 Preuve du théoréeme

Soit F un sous-faisceau de & = O(T'M) cohérent de rang r < rang(TM) tel que
E/F est sans torsion. L’inclusion j : F — £ induit un homomorphisme injectif
det(j) (F est un sous fibré de £ sur un ouvert Zariski de M)

det(j) : det(F) = (N F)™ — (AN"E)™ = (A"E)

dont le noyau est un faisceau de torsion. En tensorisant avec I’endomorphisme
identité de (detF)" , nous obtenons un homomorphisme non trivial qui peut-étre
vu comme une section holomorphe non trivale du fibré A"T'M ® det(F)*:

5: 0y — N'TM @ det(F)*

Mais, puisque dim(M) > 3, Pic(M) = Z par [Hal], et en vue de la proposition
1.1 (2), il nous suffit de prouver que

H? (M,\N"TM @ det(F)*) = H® (M,\"TM @ Op(—f)) =0



pour tout (r, f) € I ou 'on a défini 'ensemble

f_ al(TM) - (e (Op (1) }

I={(r,f)eN2|1§r§n—2et2
r n

ce qui permettra de conclure par [Ko, p:52-54] que p(F) < 2=Lu(E).

n
Nous pouvons appliquer la dualité de Serre puisque nous connaissons le fibré

canonique de M, Ky = O(n+1—d) ([Hal]), et nous sommes ramenés & prouver
par conséquent que

H" (M, Q% @ On(f) @ Kpy) = HH (M, Q5 @ Op(f +d—n—1)) =0
(1)

pour 1 <r<n-—2et f> T%H. Notons désormais

potl=d o pntl-d - N
f'r‘_ " "

[T%H] + 1 sinon
et remarquons que ’'on a toujours f, > 1.
Proposition 2.1 Dans les conditions précédentes, nous avons
H" N (M, Q% @ Op(fr +d—n—1))=0
Preuve. En effet, la suite exacte courte du fibré normal sur M s’écrit,
0— Ty — Tepr | — On(d) — 0
soit encore dualement,
0 — Op(—d) — Qbpn|yr — Qb — 0

et donc
0 — Qy(—d) = Qtaly — Q7 — 0

et
0— Qu(fr+d—n-1) — QE$%(fT+2d,n,1)|M N Qﬁl(fr+2d7n71) =0
ce qui donne au niveau de la cohomologie :

c— H'? (M (fr +2d—n— 1)) — H" 1 (Qy (fr +d—n—1))

— H" (M Q5N (fr +2d —n = 1)|a) = H" (M, Q5 (fr +2d —n—1)) =

(2)
Supposons dans un premier temps que d > "TH Alors, fr+2d—n—1>0et on
peut appliquer le théoreme d’annulation de Nakano [Ko, p:74] puisque r > 1:

Hn—2 (M7QT+1(fT+2d_n_1)) —
Hn—l (M7Qr+l(fr+2d_n_ 1)) —

On est donc ramené a démontrer d’apres la suite cohomologique ci-dessus que
H Y (M, Qgtr (fr +2d —n—1)|a) = 0.



Maintenant, considérons la suite exacte naturelle, donnée par “multiplication
par F” ou F est la forme de degré d définissant la variété M,

0 — Qgpn (—d) — Qpr — Qppn|ar — 0
ce qui donne
0— QUi (frdd—n—1) — QLEN(fr42d—n—1) — QEEd(fr+2d—n—1)|ar — 0
et au niveau de la cohomologie :
e HY U (CP™, QEEY (fr +2d — n— 1)) — H' L (CP™, Qfa (fr +2d —n — 1) |ar)
— H™ (CP", Qf (fr+d—n—1)) — - (3)
On peut alors appliquer le théoreme d’annulation de Bott [Ko, p:78]

p=¢q, k=0
HY(CP",Q%pn (k)) =0 pour p,q > 0 et k € Z sauf pour q=0, k>p
q=n, k<p-—n

et si H" (CIP’",QEPT%(fT +d—n—1)) # 0 alors 2 —d > f, — r puis il vient
(d—2) < r(d:), ce qui est absurde puisque d > 2 et 7 < n—1 (ici une étude du
cas critique d = "T“ s’impose avec I'utilisation du fait que f. € N*). Avec tou-
jours f.+2d—n—1> 0 on obtient que H"~! ((CIP’”, %ﬂ;%(fr +2d—n— 1)) =0
et ainsi H"~1 (CP", Qptn (f, +2d —n— 1)|ar) = 0. Dés lors la proposition 2.1
est prouvée pour d > "T“ Un calcul simple montre également que dans le cas
2<d< %H?etn—?)grgn—z I'on a encore f. +2d —n —1 > 0 donc le
meéme raisonnement peut-étre appliqué dans ce cas particulier ainsi qu’a tous
les triplets (d,r,n) tels que f +2d —n —1 > 0.

Reste a prouver que la proposition 2.1 est encore vraie dans les autres cas,

cest a dire (2 < d < 2 7 < n —3). Soit p > 3 le plus petit entier tel

que lon ait l'inégalité f,. + pd — n — 1 > 0. Le théoreme d’annulation de
Nakano donne cette fois-ci que les espaces H"~1 (Q%,(f + (p— 1)d —n — 1))
et g7 1 (M7 QHPT%(]‘T +pd—n — 1)|M) sont isomorphes et on peut encore ap-
pliquer le théoreme d’annulation de Bott puisque

r+l—(p-1d-fr+n+1>n
conduit & une absurdité vu que p > 2, d > 2 et r <n — 1. Ainsi,
H™ (0 (o + (p— Dd—n— 1)) = 0
La suite cohomologique (3) peut-étre réécrite en
= HTH(OQpE (fr + (p— 1)d == 1)) — H* Qb (fr + (p = 1)d = n —1)|ur)
— H™ (b (fr+ (0= 2)d —n —1)) = - (4)

et comme r # n — 2, le théoréeme d’annulation de Bott prouve que l'on a
H™ 1 (CP™, Qpba (fr + (p— 1)d — n — 1)|ar) = 0. Avec la suite (2), nous obtenons
donc la nouvelle suite cohomologique :
o HY (ML (fr+ (p— Dd —n = 1)) — (5)
H" (M, (fr + (p—2)d —n 1)) = 0



Montrons maintenant que H" 2 (M, Q3 (f, + (p—1)d—n —1)) = 0. Nous
disposons de la suite exacte suivante donnée par multiplication par F' :

0 — Ocpn(—d) — Ocpn — Op — 0

et donc
0= QL (~d) — Q5Eh — Q' — 0

et au niveau de la cohomologie :

o HY QRN+ (0~ D —n— 1)) = B (55 (o + (p— 1)d —n — 1)
B O+ (- 2 1)

Comme r # n—3, H" 2 (QE (f- + (p— 1)d —n — 1)) = 0, et I'on a également
H L (k) (fr+(p—2)d—n—1)) = 0 car v # n — 2 et en appliquant une
nouvelle fois le théoréme de Bott. Ainsi, la suite (5) prouve que

H" ! (M, Qy(fr +(p—2)d—n—-1)) =0

et en itérant ce processus k fois jusqu’a ce que (p — k — 1) = 1 (les hypotheses
des théorémes d’annulations sont vérifiées a chaque étape), on prouve ainsi que
H Y (M, Q% (fr+d—n—1))=0. =

Par ailleurs la proposition 2.1 suffit a prouver I’annulation des espaces
H" N (M, Q@ Oy (f) @ Ku)

de (1) pour 1 <r <n-—2et f > r%lfd. En effet, si nous fixons D une
section hyperplane de M, Q" (m) peut étre identifié avec le faisceau des p-formes
a valeurs dans Opr(m + 1) avec pdle d’ordre 1 sur D. Ainsi, nous obtenons la
suite exacte n

0 — Q8 (m) — 98, (m+1) 2 Q37 (m) — 0 (6)

en définissant R de la maniére suivante : si localement {g = 0} définit D et
¢ € O (m+ 1) séerit ¢ = é (dg A+ o) ot « ne fait pas intervenir le terme
dg, alors on pose R(¢) = n*n ou 7 : D — M est le plongement canonique.
Des lors, par (6), on voit que Vf > f., H* 1 (Q%,(f- +d —n—1)) = 0 infere
H"™ 1 (Q5,(f +d—n—1)) =0 et le théoréme est prouvé.

Corollaire 2.1 Les hypersurfaces lisses de CP" de degré supérieur ou égal a
3, qui sont exactement toutes les hypersurfaces Hilbert-Mumford stables (orbite
fermée sous Uaction naturelle de SL(n + 1,C) et stabilisateur fini, [M-F-K,
p:79]) ont leur fibré tangent fortement stable.

Remarque 3 Le résultat reste vrai sur tout corps de caractéristique nulle de
par le résultat de P. Deligne [D].

Remarque 4 La premiéere suite exacte peut étre réutilisée pour prouver de
maniere similaire que le fibré cotangent est aussi fortement stable.

Remarque 5 Le théoréme se généralise bien entendu au cadre des intersections
compleétes. En particulier, ceci est intéressant si la conjecture de R. Hartshorne
est vraie : toute variété complexe projective M C CP" de dimension m, lisse et
conneze, est une intersection compléte si m > %n [Ha2].



3 Forte stabilité pour les variétés del Pezzo

En dimension 2, les variétés Fano ont été classifiées. 1l s’agit des variétés Del
Pezzo, c’est & dire de CP! x CP!, CP? et des éclatés de CP? en k points (en
position générique) pour 1 < k < 8. Dans [T2], G. Tian prouve que pour
CP? éclaté en un point, le fibré tangent n’est pas fortement semi-stable. Une
question naturelle est de s’interesser a la forte stabilité du fibré tangent de Sy =
CP24#kCP2 pour 2 < k < 8, ce qui n’est pas évident puisque [T2, Théoreme
2.1] ne s’applique pas. Nous prouvons maintenant une généralisation de [F,
Théoréme §3]:

Théoréme 2 Les surfaces del Pezzo (Sk),_o g ont leurs fibrés tangents forte-
ment stables.

Preuve. La surface S, est Iéclatée des points (p;),_, , de CP? auxquels
sont associés les droites exceptionnelles (E;),_; ,. On désigne par Ej l'image
réciproque d’une droite de CP? et par e; la classe du diviseur E; pour i =
0,..,k dans Pic(Sy) . Le groupe Pic(Sy) est engendré par (e;),_, , et la forme
d’intersection est donnée par (Cf [Hal])

(eo,e0) = 1, (ei,ei)=—1sii=1,.,k
(ei,e;) = 0 pouri#j
La classe dans Pic(Sy) du diviseur canonique K de Sj est —3ep + Zle e;.

Considérons la stabilité relativement a la polarisation donnée par —K. En vue
de la proposition 1.1 et de [F, lemme 1], il s’agit de prouver que pour tout

sous-faisceau L = O (—TEQ + Zle aiEi> saturé de T'Sy, (r > 2), nous avons

1
(—K-L)<§(—K-K) (7)
Toujours par [F, lemme 1], il existe un diviseur effectif C' tel que
k
C=(-1)Ey—(a+1)E - (a; 1) E
i=2

Notons d = (=K - C) = 3r — > a; + k — 5 et bien str d > 0 puisque —K est
ample. Or 'inégalité (7) se réécrit par un simple calcul sous la condition

k
3 ai<9r+k—9
i=1
c’est a dire
3d >2k—6

> Pour k = 2,3 le résultat est immédiat.

> Pour k = 4,5, 6 il suffit d’étudier le cas d < 2. Comme C - E; < 2, ’on obtient
a; < 1 et par symétrie, on peut supposer a; < 1. Si k > 2, cela donne une
contradiction : d > 4.

> Pour k = 7, on suppose d < 3. L saturé donne ¢, (T'S7 @ L™1) > 0, soit

k
(ai—af)+7“2—37“+10>0

i=1



et en majorant Y- a? par + (3 a;)?,
(Br—d+2)°<7(r? —d+12) (8)

La surface Sg admet un diviseur effectif : (r — 1) Eg—(a; + 1) El—Z?:Q (a; — 1) B,
et son image par le plongement ¢_ ;- est de degré d+a7—1. Prenant I'intersection
avec Fq, on obtient

ar+1<d+ar—-1

Sid =1, on en déduit a; < a7 ce qui est impossible vu le role symétrique des
a;. Sid =2, les a; sont tous égaux et 3r = 7a; donc r > 7 ce qui contredit (8).
> Pour £ = 8, on se ramene a étudier le cas d < 3 et r > 3. En numérotant
les points p; de sorte que a; > a; pour tout i, on obtient que a; > 2. Soit le
diviseur D = 6FEy —3FE1 —2 Z§:2 FE;. Remarquons que D-D = D-K = —1. Par
conséquent D est linéairement équivalent & une courbe exceptionnelle C' ([Hal])
et I'on dipose de la suite exacte

0= Osy(=C)lc = Tsglc = K — 0
En tensorisant par L™!, on obtient
0= L (=C)|¢ = Ts, @ L7 o = Ke ® L7 o =0 (9)

On calcule
dege (L7 (—=C)|c) =2d—a; —5<0

et
deg (K ®@ L™ |¢) =2d—a; —8 <0

Par conséquent, la suite cohomologique associée & (9) donne
H°(C,Ts, ® L") =0

Ainsi, toute section globale de T, ® L™!|¢ s’annule sur C, ce qui contredit le
fait que L est saturé. m

Remarque 6 A l'inverse de CP' x CP!, CPP? a son fibré stable fortement sta-
ble. Awvec le théoréme, on obtient donc la classification des variétés Fano de
dimension 2 a fibré tangent fortement stable.

Conjecture 1 [l existe une variété X Fano de dimension 3, avec Pic(X) =7
et fibré tangent Mumford stable mais non fortement stable.
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